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ABSTRACT. — Let X be a smooth, proper, geometrically integral variety defined over a
p-adic field k. In this thesis we study the kernel of the reciprocity map SK;(X) — 7¢¥(X)
of the class field theory of X as introduced by S. Saito. Assuming that for a prime
! the cohomological symbol K3(F)/I® — H3(F,u$®) is bijective when F is a field of
cohomological dimension 4 (a very special case of a conjecture of Bloch and Kato which
is known for | = 2), we show that ¢x is injective on the I-primary torsion in SK;(X) if
l is prime to p and if X is a surface whose second [l-adic cohomology groupe H?(X, Q)
is trivial - so in particular if X has potentially good reduction. In higher dimensions, we
derive the same assertion from a special case of another conjecture of Kato in the case
of varieties with good reduction. We also obtain some finiteness results of for the torsion
subgroup of SK;(X). The proofs exploit the theory of motivic complexes constructed by
Voevodsky. In a second part, we prove the injectivity of ¢x ® Z/n for any n in the case
when X is a conic fibration over an arbitrary smooth proper curve. The method is more
elementary and the result, which is unconditional this time, holds without restrictions
on the reduction of the surface.
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INTRODUCTION

Définitions

Soient k un corps p-adique (i. e. une extension finie de Q,), et X une variété propre,
lisse, géométriquement integre définie sur k. L’objet d’étude de la théorie des corps de
classes pour X, comme introduite dans les travaux de S. Bloch, K. Kato et S. Saito
(I [3], [16], [22], [23])* est le groupe SK;(X) obtenu comme le conoyau d’un morphisme

ox: P Kk(y) » P Kik(z)

y€X, z€Xo

(ou X; veut dire les points de dimension i de X et k(y) note le corps résiduel du point y),
que 'on peut percevoir de deux fagons équivalentes :

e il est défini par la théorie de localisation en K-théorie de Quillen ; ou bien, de maniére
plus terre-a-terre,

e il est défini comme la somme des morphismes suivants attachés aux divers points
y dans X; : on prend le normalisé de 1’adhérence de y dans X ; c’est une courbe
propre, lisse, de corps des fractions k(y); un point fermé # de la courbe induit une
valuation sur ce corps; d’ou un symbole modéré vers le groupe multiplicatif du corps
résiduel de & (ce qui n’est autre que K;(k(&))), que l'on peut ensuite composer avec
la norme vers le corps résiduel du point fermé z de X au-dessous de Z.

L’équivalence de ces deux constructions a été vérifiée par Gillet (cf. IT [5]).

Le groupe SK;(X) étant défini, on considére un morphisme
¢x : SKi(X) = nf*(X),

appelé application de réciprocité, ou 7#(X) est I’abélianisé du groupe fondamental
étale de X.

D’ou vient 'intérét de définir une telle application ¢ x ? Pour en donner la motiva-
tion, supposons pour le moment que la variété X ait bonne réduction, de fibre spéciale
lisse Y. La réponse est alors donnée par le fait que ’application ¢x, que I’on construira
plus bas, fait commuter le diagramme suivant :

SK(X) X5 nob(X)

! l

PY

CH(Y) 5 oY)

* Les chiffres romains devant les références bibliographiques de cette introduction renvoient & la
bibliographie de la partie correspondante de la thése.
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Ici, le morphisme vertical de droite est la spécialisation du groupe fondamental, et celui
de gauche est également un morphisme de spécialisation, construit de fagon similaire a
la deuxiéme définition de Ox ; pour le voir clairement, il convient de présenter C Hy(Y),
le groupe de Chow des zéro-cycles de Y, comme le conoyau du morphisme induit par les

fleches diviseurs
P Kik(y) » P Kok(x).
yEY) z€Yo

Enfin, le morphisme py est ’application de réciprocité de la théorie des corps de classes
non ramifiée introduite par Lang au milieu des années cinquante : elle associe & un point
fermé de Y la classe de ses Frobenius dans le groupe fondamental abélianisé; le fait que
cette application passe au quotient par I’équivalence rationnelle est assurée par la loi de
réciprocité de la théorie des corps de classes globale classique pour les corps de fonctions.

L’application de réciprocité ¢ x se spécialise donc en celle de Lang pour une variété
avec bonne réduction ; d’autre part, on va voir que dans le cas du point, elle se réduit a
la théorie des corps de classes locale. En voici maintenant deux constructions, pour une
variété X avec réduction quelconque.

Premiére construction. Elle imite la construction de py, rendant la commutativité
du diagramme ci-dessus évident : pour z un point fermé de X, on envoie le
groupe multiplicatif du corps résiduel k(z) dans ’abélianisé de son groupe de Galois
absolu par la théorie des corps de classes locale et on pousse I'image dans 7#%(X)
par fonctorialité du groupe fondamental. Pour assurer que cette application passe
au quotient et induit un morphisme au niveau de SK;(X), on doit de nouveau

démontrer une loi de réciprocité convenable, pour laquelle on se réfere a l’article de
Saito (I [22]).

Toutefois, dans la majeure partie de cette thése nous travaillerons avec une autre
construction, plus technique mais plus maniable, qui nécessite quelques rappels.

RaPPEL A. — Rappelons que pour un entier positif n fixé, il existe un symbole
cohomologique définissant, pour tout corps F' dans lequel n est inversible et tout entier
naturel 7, uh homomorphisme

KM(F)/n — H'(F,u¥")

(ot KM est le i-itme K-groupe de Milnor) par cup-produit & partir du bord de la suite de
Kummer associée au nombre n. Une conjecture, le plus souvent attribuée a Bloch et Kato,
prédit que c’est toujours un isomorphisme.

Voici les cas ou la conjecture est connue actuellement : c’est classique pour ¢ = 1;
pour i = 2, c’est le théoréeme célebre de Merkouriev et Sousline, et enfin pour | = 2,
¢ quelconque cela a été démontré récemment par Voevodsky (le cas particulier 1 = 3,
que nous utiliserons principalement, avait toutefois été établi antérieurement par Mer-
kouriev/Sousline et Rost).

Pour les références ultérieures, faisons la convention suivante. Nous dirons qu’'un
corps F satisfait a BK(¢,!) si la conjecture de Bloch et Kato est vraie pour la ¢-iéme K-
groupe de Milnor de F, quand l’entier n figurant dans la définition ci-dessus une puissance

de l.
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D’autre part, la théorie de Bloch et Ogus (I [5]) enseigne que ’on peut attacher
a X certains complexes de groupes abéliens provenant de la théorie de la localisation en
cohomologie étale sur X. On va les rappeler dans notre situation.

RAPPEL B. — Pour un entier positif n inversible sur X, il existe, pour tout couple
d’entiers positifs (z,q) des complexes

Ci: oo P HY M (k(z),w@H ) o @ HIM (s(z),u® ) ...
z€Xj41 z€X;

de groupes de cohomologie étale. Par passage a la limite inductive suivant les puissances
d’un nombre premier ! fixé, on peut encore noter les complexes obtenus par Cjs X

D’apreés Bloch et Ogus, ces complexes sont fournis, pour ¢ fixé, par des suites
spectrales

Bi'= D H™(x(2),u%7) = H*H (X, u$+)
z€Xq4_,

ou d est la dimension de X et on a fait le changement de variable ¢ = d + q. Leur théoréme
principal identifie les termes Ej’ * de cette suite spectrale (donc ’homologie des complexes
cit x) aux groupes de cohomologie de Zariski H, (X, Rtm,u®+4), ou 7 est le morphisme
de cha.ngement de site X¢t = Xzqr.

Signalons d’autre part que quand X a bonne réduction, un cas particulier d’une
conjecture de Kato prédit ’exactitude du complexe Ci} Nous aurons besoin d’une forme
plus faible de cette conjecture pour 'un de nos résultats.

Apres ces rappels, on peut donner la

Deuziéme construction de lapplication de réciprocité. Le groupe 7$%(X) étant un
groupe profini, il nous suffira de construire des morphismes compatibles SK;(X) —
7#%(X)/n pour tout entier positif n, aprés quoi on passera a la limite projective.
Vu le théoréme de Merkouriev et Sousline, le symbole cohomologique induit un
morphisme

SK1(X) = coker( P H?*(k(z),n$?) = € H'(k(z), pn))-

r€X, z€Xo

Mais ce dernier groupe n’est autre que ’homologie en degré d du complexe Cn X
donc, par la théorie de Bloch et Ogus, il s’identifie au groupe de cohomologie de
Zanskl HE (X,R¥*1r,u®4+1) En composant avec le bord de la suite spectrale
E;*, on obtient donc un morphisme

¢X,n . SKl( ) H2d+l(X /-‘®d+1)
Enfin, le deuxiéme groupe est dual du groupe de cohomologie étale H' (X, Z /nZ) par

la combinaison des dualités de Tate et de Poincaré (cf. le Rappel 2.1 de la Premiere
Partie), groupe qui est lui-méme dual du groupe 72%(X)/n.



A notre connaissance, la premiére construction de ¢ x apparait pour la premiére fois
dans D’article de Saito sur le cas des courbes (I [22]), et la deuxiéme, également dans le
cas des courbes, dans le travail de Bloch (I [3]). Nous avons suivi ici la présentation de W.
Raskind (I [21]) qui a également vérifié I’équivalence de ces deux constructions.

Enoncé des résultats

Le but de la théorie des corps de classes pour X est de décrire le noyau et I'image de
I’application de réciprocité ¢ x. Pour se donner une idée de ce qu’on peut espérer, rappelons
d’abord les résultats sur l'application de réciprocité py de Lang pour une variété propre
et lisse Y définie sur un corps fini F.

Il convient de considérer le diagramme commutatif & lignes exactes

0 —  A(Y) —— CHY) —%,

! L

0 — miheeom™y) — xeb(Y) — Gal(F|F) — 0

| e/ N

ou Ag(Y') est le groupe des zéro-cycles de degré zéro sur Y modulo I’équivalence rationnelle
et 7329°™(Y') est la partie géométrique du groupe fondamental abélianisé de Y. Déja Lang
connaissait la surjectivité du morphisme vertical de gauche; par contre, I'image de celui
de droite est seulement dense car Gal(F | F) = Z. D’autre part, l'injectivité du morphisme
vertical de gauche n’a été démontré que trente ans plus tard par Kato/Saito et Colliot-
Thélene/Sansuc/Soulé dans le cas des surfaces (le cas difficile), puis par Colliot-Théléne
en général (pour Y projective).

Revenant a notre variété X sur un corps p-adique, on peut s’attendre en voyant
ces résultats a ce que dans le cas de bonne réduction, I'image de ¢x soit dense. Kato et
Saito ont démontré (cf. I [21], [22], [23]) que c’est bien le cas et ils ont également donné
une description du conoyau (topologique) de ¢x dans le cas semi-stable en termes de la
combinatoire de la fibre spéciale.

Par rapport a ces résultats avancés, bien peu de choses étaient connues sur le
noyau de ¢x. Déja, on ne peut pas espérer la trivialité de ce noyau car, contrairement
a la situation sur les corps finis, le groupe SK;(X) pourrait admettre une large partie
divisible. Une question raisonnable serait plutét de se demander si le noyau de ¢x est
toujours uniquement divisible, i. e. un Q-espace vectoriel. Dans le cas des courbes, Saito a
démontré la divisibilité du noyau ; ce qui, joint & un résultat de finitude de Colliot-Théléne
et Raskind (cf. I [10]) implique I'unique divisibilité premiére & p dans le cas de bonne
réduction, et, par un théoréme non publié de T. Sato, pour les courbes de genre 1.

Dans cette these, nous établissons des résultats concernant I'unique divisibilité du
noyau pour des variétés de dimension au moins 2. Comme dans le cas des variétés sur les
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corps finis, on peut restreindre l’attention au noyau V(X) de la norme SK;(X) — k*
(il existe alors un diagramme commutatif avec des propriétés analogues a celui pour py
grace a la théorie des corps de classes locale). Comme il est connu que le groupe V(X) est
extension d'un groupe de torsion par un groupe divisible* et que son image dans 7#(X)
est finie (résultats dus & Bloch, Kato et Saito), 'unique I-divisibilité du noyau de ¢x pour
un nombre premier [ est une conséquence de l'injectivité de ¢x sur la torsion I-primaire

de SK;(X).
Le théoréme principal de cette thése est maintenant le suivant.

THEOREME 1. — Soit X wune variété propre, lisse, géométriquement intégre, de
dimension d sur un corps p-adique k et fizons un nombre premier | différent de la
caractéristique résiduelle de k. Supposons que l’hypothése BK(3,1) soit satisfaite par les
corps résiduels des points de dimension 2 de X.

Alors la restriction de l'application de réciprocité ¢x & la torsion l-primaire de
SK;(X) est injective dans chacun des cas suivants.

(1) X est de dimension au plus 2 et le groupe de cohomologie l-adique H2(X,Qy) est trivial.

(2) X a bonne réduction et le compleze C’fgol' x introduit au précédent chapitre est ezact
en degré d — 3 (i.e. au terme faisant intervenir une somme indezée par les points de
dimension 3).

Voici quelques remarques a propos du théoréme.

1) Comme on I’a rappelé au chapitre précédent, I’exactitude du complexe 0120,01' x dans

le cas de bonne réduction est une conjecture (difficile) de Kato.

2) On a vu que le cas des courbes était essentiellement connu avant. Mais en utilisant
le théoréme de Merkouriev-Sousline/Rost (cf. Rappel A du chapitre précédent), on

obtient un théoréme nouveau et inconditionnel sur la torsion 2-primaire dans SK;
de surfaces satisfaisant & H2(X, Q) = 0.

3) La condition H?(X,Q;) = 0 est satisfaite, par exemple, par les variétés avec
potentiellement bonne réduction ou par celles avec H?(X,Ox) = 0 et dont la variété
de Picard a bonne réduction (Zusatz 1.4 dans la Premiére partie).

4) Comme il est connu que la torsion l-primaire de 7$%(X) est finie, on obtient la
finitude de la torsion /-primaire de SK;(X) pour X satisfaisant aux hypotheses du
théoreme.

L’ingrédient principal dans la démonstration du Théoréme 1 est l'identification du
groupe SK;(X) avec le groupe d’hypercohomologie de Zariski Hzit'(X,Z(d + 1)), ou
Z(d+1) est I'un des complexes motiviques introduits récemment par Voevodsky. Dans cette
interprétation, ’application de réciprocité est donnée par ce qu’on appellera le “symbole
cohomologique de Sousline-Voevodsky”. L’utilisation de la théorie de Voevodsky explique
pourquoi l’on doit se borner au cas d’un corps de base de caractéristique zéro; en fait, la
résolution des singularités est cachée dans un coin.

* Pour étre précis, c’est connu seulement si X est projective. Rajoutons donc cette hypothése ici.



Supposons désormais que X soit une surface. Dans ce cas, nous avons encore d’autres
résultats qui ne dépendent pas de la réduction de X ; en revanche, ils ne sont pas aussi
puissants. De fait, coupons la question de I'unique /-divisibilité (pour ! # p) du noyau de
¢x en deux, a savoir :

Question 1. La torsion l-primaire de SK;(X) est-elle finie ?
Question 2. Le noyau de ¢x est-il l-divisible ¢

Il est clair qu'une réponse affirmative & ces deux questions entraine 1’unique -
divisibilité du noyau de ¢x.

Voici les cas non couverts par le Théoréme 1 ou nous pouvons répondre a la Ques-
tion 1 par l’'affirmative. Les résultats dépendront toujours de I’hypothese BK(3,!), mais
rappelons une fois de plus que nous obtiendrons ainsi des théorémes définitifs pour | = 2.

THEOREME 2. — Soit X une surface propre, lisse, géométriquement intégre sur un
corps p-adique k et supposons que son corps de fonctions vérifie BK(3,!) pour unl différent
de p. Alors

a) La torsion l-primaire de SK1(X) est toujours de cotype fini.

b) Si H'(X,0x) = 0 (ou plus généralement, si la variété d’Albanese de X a bonne
réduction), alors la torsion l-primaire de SK,(X) est finie.

c) Si HY(X,0x) # 0, mais H*(X,0x) = 0, la classification de Castelnuovo-Enriques
permet de supposer que l’image de X par lapplication d’Albanese soit une courbe
propre lisse C. Alors si la torsion l-primaire de SK1(C) est finie, la méme chose
est vrate pour SK;(X).

La finitude de la torsion l-primaire dans SK;(C) reste une conjecture ouverte pour
une courbe propre lisse C' quelconque. Pourtant, & part les cas couverts par le th. 1, c’est
connu pour les courbes de genre 1 par le travail déja cité de T. Sato, ce qui fournit des
exemples ou le cas c¢) donne de nouveaux résultats définitifs.

Passons maintenant a la Question 2. La nous avons une réponse affirmative et
inconditionnelle pour une classe particuliére de surfaces. Notamment :

THEOREME 3. — Supposons qu’il eziste un morphisme propre surjectif X — C, ou C
est une courbe propre, lisse, géométriquement intégre définie sur k, dont la fibre générique
est une conique lisse. Alors pour tout entier positif n, Uapplication

¢xn: SKi(X)/n— n2(X)/n

est injective.

Le théoréeme implique la divisibilité du noyau par un argument de passage a la
limite qui utilise la finitude de I'image de V(X) (cf. I [22], p. 72). Sa démonstration est
beaucoup plus élémentaire que celle du th. 1; en particulier, elle n’utilise pas la théorie de
Voevodsky et reste donc valable sur un corps local k quelconque pour n inversible dans
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k. La technique adoptée ici est 1’étude explicite des fibres, reposant sur des résultats de
Merkouriev et autres sur la K-théorie des algébres de quaternions.

Ce résultat est également intéressant d’un autre point de vue. On peut notamment
comparer l'application de réciprocité ¢x a l’application cycle cxn : CHo(X)/n —
H*(X,u2?%) du groupe de Chow des zéro-cycles vers la cohomologie étale. On a alors
le diagramme commutatif :

CHo(X)/n —23 HY(X,u®?)

l Ua/n l Uda

éx,n
SKy(X)/n —5 HS(X,u8%) = m3d(X)/n

ou |’isomorphisme est donné par la combinaison des dualités de Tate et de Poincaré. Ici,
est la classe d’une constante dans H°(X,G,,), d le bord de la suite de Kummer associée &
la multiplication avec n et a gauche nous avons un cup-produit en cohomologie motivique
que nous pouvons considérer de facon plus terre-a-terre comme 'opération de “mettre la
méme fonction constante au-dessus de chaque point”. Le diagramme dépend bien siir du
choix de la constante a, mais il commute avec chaque choix, et on peut d’ailleurs considérer
des diagrammes analogues en dimension quelconque.

Revenons maintenant au cas d’une surface fibrée en coniques. Parimala et Suresh
ont étudié l'application cycle cx,n sur de telles surfaces (cf. II, [10]) et ont trouvé un
exemple ou elle admet un noyau non trivial pour n = 2. En revanche, ce n’est pas le cas
pour ’application de réciprocité ¢x,  en vertu du Théoréme 2! Le diagramme ci-dessus
implique donc le fait surprenant que le cup-produit de ’obstruction de Parimala et Suresh
avec la classe d’une constante est toujours trivial.

Pour terminer, indiquons le contenu des diverses parties de la thése. La premiere
contient la démonstration des Théorémes 1 et 2. La deuxiéme partie, indépendante de la
premiére, est consacrée au Théoréme 3. Enfin, nous avons reproduit dans une annexe un
article d’exposition publié en 1997 dans la revue suisse L ’Enseignement Mathématique (vol.
43, pp. 77-91) qui donne pour la premiére fois une démonstration compléte d’une loi de
réciprocité due & Kato intervenant dans la théorie des corps de classes globale des schémas
arithmétiques.

Orsay, le 23 avril 1998

Tamds Szamuely
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SUR LA THI:JQR[E DES CORPS DE CLASSES
POUR LES VARIETES SUR LES CORPS p-ADIQUES

Tamas Szamuely (Orsay)

1. INTRODUCTION

Soit k un corps p-adique, i. e. une extension finie de Q,, et soit X une variété
propre, lisse, géométriquement intégre définie sur k. La théorie des corps de classes pour
X, introduite dans les travaux de Bloch, Kato et Saito, (cf. [3], [16], [21], [23]) étudie le

groupe

SK;(X) := coker( @ Kok(z) » @ K, k(z))
z€X, z€Xo

(ou X; veut dire les points de dimension i de X et le morphisme est induit par le symbole
modéré) ainsi qu’une application de réciprocité, & valeurs dans ’abélianisé du groupe
fondamental étale de X :

éx : SK1(X) = m¥(X).

Cette application de réciprocité généralise celle de la théorie des corps de classes locale
(cas du point), et, pour une variété avec bonne réduction, se spécialise modulo p (via les
résidus en K-théorie de Milnor) en celle définie par Lang [17] pour une variété propre lisse
sur un corps fini. Il y a plusieurs fagons équivalentes de la définir; une construction sera
rappelée plus tard.

Des travaux de Saito (cf. [21], [22], [23]) ont permis d’obtenir des résultats satis-
faisants sur l'image de ¢ x, mais son noyau, ainsi que la structure du groupe SK;(X) sont
encore loin d’étre bien compris. Notre contribution concerne ces derniéres questions.

Pour pouvoir énoncer les résultats, nous sommes obligés de faire une petite digres-
sion.

RaPPEL 1.1. — Pour un entier positif n fixé, il existe un symbole cohomologique
définissant, pour tout corps F dans lequel n est inversible et tout entier naturel ¢, un
homomorphisme

KM(F)/n — H'(F,ug")

(ot KM est le i-itme K-groupe de Milnor) par cup-produit & partir du bord de la suite de
Kummer associée au nombre n. Une conjecture, le plus souvent attribuée a Bloch et Kato,
prédit que c’est toujours un isomorphisme.

Voici ’état de ’art concernant cette conjecture. Pour ¢ = 1, c’est classique (Kummer,
Hilbert, Noether) et pour i = 2 elle a été démontrée par Merkouriev et Sousline [18]. Ces
auteurs ont également démontré dans [19] (indépendamment de M. Rost, qui n’a pas publié
sa démonstration) le cas ¢ = 3, | = 2. Dans cet article, nous travaillerons pratiquement
toujours en supposant que le cas 1 = 3 soit connu (du moins pour certains corps) pour !
quelconque, faisons donc une

CONVENTION. Nous dirons qu’un corps F satisfait & Uhypothése BK(i,l) st la

conjecture de Bloch et Kato est vraie pour le i-iéme K-groupe de Milnor de F,

quand l'entier n figurant dans la définition ci-dessus est une puissance de l.
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En fait, pour ¢ > 2 seule la surjectivité du symbole cohomologique sera utilisée lors
des démonstrations. Signalons enfin que le cas | = 2, 1 quelconque a été récemment démon-
tré par Voevodsky [38]. Nous n’aurons pas besoin de ce résultat, mais en revanche, nous
nous servirons de plusieurs techniques importantes intervenant dans sa démonstration.

Notre deuxiéme rappel concerne une (autre) conjecture de Kato.

RAPPEL 1.2. — Dans son article fondamental [16], Kato a défini un complexe de
groupes abéliens

Cis: ..o P HTM(x(2),u@FHY) o @ HH (s(2), w@F) - ...
TESj41 z€S;

ou 1,j,q sont des entiers positifs, S est n’importe quel schéma excellent et n inversible
sur S. (On ignore les questions de p-torsion dans cet article; voir la Remarque 4.2 (2)
pourquoi.) Ce complexe généralise le complexe de Bloch-Ogus pour une variété lisse sur
un corps. Pour un schéma régulier propre et plat sur I’anneau des entiers Oy d’un corps
p-adique k, avec fibre générique lisse X et fibre spéciale Y, les morphismes résidus pour la
cohomologie étale d’un anneau de valuation discréte induisent un morphisme de complexes

Cﬁ:; : .= @ Hj+3( k(z), p®’+2) — @ Hj“(n(a:),y?j“) = ...
T€EXj 41 z€X;
l Jr
ey = D H(s(2), @) » @ B (k(2),u®) ...
z€Yj41 z€Y;

ou les différentielles dans le diagramme du bas ont un signe opposé & celles de C},:g,
Concernant ce morphisme, Kato espére :

ConjecTurE (K, )(=Conjecture 5.1 de [16]). — Le morphisme C:’ C1 0( ~) du
diagramme est un quasi-isomorphisme de complezes.

Fixons un nombre premier | # p et notons C’,zgol x (resp. C’,logo x) le complexe obtenu

par passage a la limite inductive suivant n & partir des complexes C,,, (resp. C’,,, Y)
Alors on peut énoncer la conjecture sous la forme plus faible :

CoNJECTURE (K« ). — Le morphisme C,c,° x — C,lwo(y ) obtenu & la limite a partir

de celut du diagramme est un quasi- zsomorphzsme de complezes

On dira que la conjecture (K., ) est vraie en degré 1 si le morphisme de complexes
en question induit un isomorphisme sur la i-iéme homologie. (Ici, on adopte la convention,
différente de celle de Kato, selon laquelle le terme en degré : du complexe est celui faisant
intervenir une somme indexée par des points de codimension 1.)

Notre résultat principal s’énonce maintenant comme suit.
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THEOREME. — Sost X une variété propre, lisse, géométriquement intégre, de dimen-
sion d sur un corps p-adique k et fizons un nombre premier | différent de p. Supposons que
les corps résiduels des points de dimension 2 vérifient BK(3,1).

Alors la restriction de Uapplication de réciprocité ¢x d la torsion l-primaire de
SK1(X) est injective dans chacun des cas suivants.

(1) X a bonne réduction et la conjecture (K,) de Kato est vérifiée en degré d — 3.
(2) X est de dimension au plus 2 et le groupe de cohomologie I-adiqgue H*(X, Q) est trivial.

Le cas des courbes était connu avant, du moins dans le cas de bonne réduction
(combiner [22], Lemma 5.3 avec [10], Proposition 4.6 b)). Mais le théoréme fournit un
résultat nouveau et inconditionnel pour la torsion 2-primaire dans SK; d’une surface.

Le théoréme admet la conséquence suivante concernant le noyau V(X) de la norme
SKi(X) — k*, étudié pour la premiére fois par Bloch [3] :

CoROLLAIRE 1.3. — Supposons que X est soit variété projective satisfaisant auz
hypothéses du Théoréme, et supposons que les corps résiduels de ses points de dimension
2 vérifient BK(3,1) pour tout | # p. Alors le groupe V(X) est extension d’un groupe fini
par un groupe uniquement divisible premier a p.

En effet, la torsion I-primaire de 7¢%(X) est finie et nulle pour presque tout ! ([21],
pp. 126-129). D’autre part, on sait que le groupe V(X) est extension d’un groupe de
torsion par un groupe divisible. Cela a été démontré par Saito dans le cas des courbes
(cf. [22], Cor. 5.2 (2) et aussi [21], Cor. 4.15); le cas général s’y réduit par un argument
de Bertini comme dans la démonstration de (8], Proposition 3.3 (c’est ici que I'on utilise
I’hypothése de projectivité). Le corollaire découle de ces deux faits et du Théoréme.

D’autres résultats de finitude pour le groupe SK;(X) dans le cas des surfaces
figureront au chapitre 5.

ZusaTz 1.4. — L’hypothése H?(X,Q;) = 0 dans la partie (2) du Théoréme est
satisfaite dans les deuz cas suivants.
. X a potentiellement bonne réduction.
H%, (X,0x) =0 et la variété de Picard de X a potentiellement bonne réduction.

La démonstration, donnée au chapitre 4, repose sur des arguments de poids essen-
tiellement bien connus. Le cas de bonne réduction figure déja dans ’article de Soulé [30].

Terminons ’introduction en mentionnant que dans leur article non publié [26], Saito
et Salberger démontrent l'injectivité de ’application de réciprocité modulo I™ pour des
surfaces satisfaisant & des hypothéses semblables, mais apparemment plus fortes que dans
la partie (2) du Théoréme. Dans des travaux en cours, Jannsen et Saito obtiennent un
résultat de méme allure comme corollaire d’un résultat général décrivant ’homologie en
degré d — 2 du complexe C,oo x de Kato pour les variétés avec réduction semi- -stable. (Il
est donc amusant de voir qu’en vertu de notre Théoréme, la (d — 3)-iéme homologie dudit
complexe controle déja la situation en dimension quelconque, du moins dans le cas de bonne
réduction.) Leur approche a 'avantage de couvrir aussi le cas ou le corps de base k est un
corps local d’égale caractéristique. Mais dans le cas d’une surface avec H?(X,Q;) = 0 sur
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un corps p-adique, notre résultat est plus fort car il fournit des renseignements plus précis
sur la structure du groupe V(X) comme au cor. 1.3; les résultats de [26] n’impliquent que
la divisibilité du noyau de ¢x.

Pourtant, on aimerait avoir des résultats sur le noyau de ’application de réciprocité
qui soient valables sans hypothéses sur la réduction. Pour l'instant, le résultat le plus
satisfaisant est celui de Saito qui a démontré 'injectivité de ¢ x modulo I™ pour une courbe
propre lisse quelconque sur un corps local ([22], Lemma 5.3). Dans [35], je démontre par
une méthode directe que la méme conclusion vaut pour les surfaces fibrées en coniques au-
dessus d’une courbe propre lisse C. Par contre, l'injectivité de ¢ x sur la torsion [-primaire
dans SK; de telles surfaces n’est pas connue en toute généralité. Ce serait une conséquence
de la finitude de la torsion [-primaire dans SK; des courbes, finitude conjecturée par Kato
il y a une quinzaine d’années qui attend toujours sa démonstration dans le cas général
(cf. la discussion avant la prop. 5.6). Manifestement, nos connaissances sont pour l'instant
lacunaires méme sur le cas des courbes, ce qui explique la difficulté de traiter complétement
méme une classe aussi particuliére de surfaces.

Toute ma reconnaissance a J.-L. Colliot-Théléne pour son encouragement permanent
et pour ses remarques pertinentes. Cet article a été rédigé dans I’environnement luxueux de
I'Isaac Newton Institute de 1’Université de Cambridge que je remercie pour son hospitalité.

2. GRANDES LIGNES DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME

Commengons par rappeler une construction de ’application de réciprocité ¢ x. Celle
qui est la plus adaptée a nos besoins a son origine dans le travail de Bloch [3] et est décrite
en détail dans [21], 4.1; en voici un bref résumé.

Fixons pour le moment un entier m. Comme le symbole cohomologique est compa-
tible avec les morphismes résidus en K-théorie de Milnor et en cohomologie étale (on peut
voir & la rigueur (34], chap. 2 pour une discussion), il définit un morphisme

SK1(X) — coker( (D) H?(k(z),n8%) » D H'(k(z), um)).
z€X, z€Xc

Or, par la théorie de Bloch et Ogus ([5], [9]), ce dernier groupe s’identifie au groupe de
cohomologie de Zariski H2, (X, H4t! (u®4+1)), o1 d est la dimension de X et on emploie la
notation standard H*(187) pour le faisceau de Zariski Rir,u®’, image directe supérieure
associée & la projection m du grand site étale de k au grand site Zariski de k. Comme
la dimension cohomologique de Xz, est d, on peut composer par un morphisme bord
provenant de la suite spectrale de Leray associée & 7, et on obtient un morphisme

bx.n: SKi(X) > HE (X, uB).
Mais par le théoreme de dualité arithmétique rappelé ci-apres, le deuxiéme groupe est dual
de H(X,Z/m), lui-méme dual par définition de n#®(X)/m. L’application de réciprocité
s’obtient alors par passage & la limite projective suivant m.
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RAPPEL 2.1. — Voici I’énoncé du théoréme de dualité (cf. [21], th. 1.14 ainsi que
[24)) :

Soit V' une variété propre, lisse, géométriquement intégre, de dimension d sur un
corps local k, et m un entier positif inversible dans k. Alors on dispose d’un morphisme
trace

H2d+2(v “®d+1) N Z/m

obtenu comme le composé de I’application de Hochschild-Serre
HEP(V,pE) - HA (k, HE (V, 437) ® pim)

avec le morphisme trace de la dualité de Poincaré pour V = V x k et I'invariant du groupe
de Brauer de k. C’est un isomorphisme par définition, et on montre que les accouplements

Hy(V,p3?) x HE P2 (V,u&H ) 5 Z/m
obtenus en composant le cup-produit en cohomologie étale avec cette trace sont parfaits.

Apres tous ces rappels, on arrive au point clef de la démonstration.

PROPOSITION 2.2. — Soit X une variété lisse sur un corps de caractéristique zéro,
et supposons que les corps résiduels des points de dimension 2 de X vérifient BK(3,!).
Alors pour tout entier positif n inversible dans k, il eziste une surjection

HE (X, ram Rrapfit) —» 1n SKy(X).

Ici, le morphisme 7 : kgt — kz,r est le changement de site déja vu plus haut, 7< est
la troncation “sophistiquée” (cf. par exemple [38], 1.2.7; mais attention, les fleches ‘vont
dans 'autre sens!) et pour un groupe abélien A, le symbole ;» A désigne son sous-groupe
de [™-torsion.

La démonstration est reportée au chapitre suivant; elle repose sur la théorie de
complexes motiviques introduits par Voevodsky. On peut d’ailleurs identifier le noyau au
quotient modulo ™ d’un certain groupe de KX-cohomologie, généralisant ainsi des résultats
bien connus de Bloch [4] et de Sousline [31] sur la torsion dans le groupe de Chow de
codimension deux dont la proposition est un analogue; cf. 1a-dessus I’Appendice.

Remargue 2.9. Si X est une surface, le groupe H% (X, T<a1 Rms p®4*1) figurant

dans la proposition s’identifie au groupe NH*(X, p‘?ﬁ.a) défini comme le noyau du mor-
phisme de restriction

HH(X,uf?) = Hy(k(X), u3).
Cela résulte immédiatement du triangle distingué fondamental (dans D"(X Zar), la caté-
gorie dérivée des complexes cohomologiquement bornés de faisceaux de Zariski sur X) :
T§3R7’~l‘ﬁs - T§4Rﬂt#§-3 - H ()4 = 7'<3R7"-#1n (1]

joint & la théorie de Bloch-Ogus, et sert de base pour la démonstration des résultats de
finitude exposés au chapitre 5.

Disposant de la proposition 2.2, on peut énoncer la proposition suivante, inspirée de
la proposition 1 de Colliot-Théléne, Sansuc et Soulé [12] :
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PROPOSITION 2.4. — Sous les hypothéses de la proposition précédente, on dispose
d’un diagramme commutatif :

H%‘Zr(X’ T§d+1R7rt/1;8;d+l) E— lnSKl(X)

! !

d d d
HY (X, pSi) —  HI(X, @)

Le morphisme vertical de droite, qui eziste sur un corps quelconque, est défini comme
dans la construction de l'application de réciprocité ¢ x. Si de plus k est un corps p-adique,
le groupe en bas & droite s’identifie par la dualité arithmétique 2.1 ¢ w¢b(X)/I™ et le
morphisme vertical de droite devient ¢ x modulo I™, restreint ¢ la I™-torsion dans SK;(X).

Quelques mots sur les autres morphismes : celui de gauche est induit par la version
“catégories dérivées” de la suite spectrale de Leray (cf. [39], cor. 10.8.3), composée par
I’“oubli de la troncation” ; le morphisme horizontal du haut provient de la Proposition 2.2,
et enfin celui du bas est le morphisme de Bockstein en cohomologie étale associé a la suite
exacte de faisceaux

®d+1 ®d+1 ®d+1
1 — #[n - ,uln+m - ﬂlm

- 1.

La démonstration, également de nature “motivique”, rejoindra celle de la proposition
précédente dans le prochain chapitre. Par passage a la limite inductive suivant n et a la
limite projective suivant m, on obtient le

COROLLAIRE 2.5. — Sous les hypothéses précédentes, on a un diagramme commu-
tatsf -
HE (X, 7<qp R Qi/Zy(d + 1)) — SK1(X){!}
H¥(X,Qu/Zy(d + 1)) —  HYMY(X Z(d+1)){l}

Ici, le groupe A{l} est le sous-groupe de torsion l-primaire du groupe abélien A. Sur
un corps p-adique, le groupe en bas & droite est isomorphe & 7% (X){l} et le morphisme
qu’il regoit n’est autre que ¢px restreint ¢ SK,(X){!}.

Un examen du diagramme figurant dans le Corollaire montre alors que pour
démontrer le Théoréme, il suffit d’établir Iinjectivité du morphisme de gauche ainsi que
de celui du bas sous les hypothéses imposées. C’est le contenu des deux lemmes suivants.
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LEMME 2.6. — S1 X est une variété propre, lisse, de dimension d définie sur un corps
p-adique k satisfaisant d la conjecture (Ko ) en degré d — 3 et ayant bonne réduction, le
morphisme

HYar (X, 7ap RMQu/Zi(d + 1)) - HE (X, Qu/Zi(d + 1))

est injectif. Si d S 2, on arrive @ la méme conclusion sous la seule hypothése que X est
lisse sur un corps de caractéristique zéro.

Démonstration. Le cas des courbes est tautologique et celui des surfaces résulte de
la démonstration de la Remarque 2.3. Pour d 2 3, remarquons d’abord que k étant un
corps p-adique, la dimension cohomologique d’un ouvert affine de X est d + 2 et a fortiori
pour tout n, le complexe R7r,.p®d+1 est acyclique en degrés supérieurs & d + 2. Donc on a
un triangle distingué dans D* (Xzar) :

rean R uEH o R o HAP2(UBH)[—d — 2] 5 gy RmauBt1 1)
d’ol une suite exacte longue :

H2d 1(X #®d+1)) N HZar (X Hd+2(p®d+1))
- HZar(Xy T_S_d.;,lRﬂ'.pie;d"}'l) - Hgf(x,#§8’>‘4+l)

et, par passage a la limite inductive suivant n,

HY Y (X, Qu/Zy(d + 1)) = HEZ3(X, HP 2 (Qi/Zy(d + 1)))
= HF (X, 7<4p1 RmaQu/Zy(d + 1)) = HZ (X, Qi/Zy(d + 1)).

Il suffit donc de montrer que le groupe Hy (X, H4*2(Qu/Zi(d+1))) et trivial. Mais par la
théorie de Bloch et Ogus, ledit groupe s’identifie & I’homologie en degré d — 3 du complexe
C’,oo x de Kato introduit dans le Rappel 1.2. Comme l'on a supposé (K. ) vrai en degré

d — 3, ce groupe est isomorphe & ’homologie en degré d — 3 du complexe Clw y associé a

la fibre spéciale Y qui est lisse par hypothese. Or Colliot-Thélene démontra dans (8] que
C,w y est exact en degrés 2 d — 3, d’ou le lemme.

Remarque subjective 2.7. La démonstration ci-dessus montre que 'ingrédient fon-
damental dans le cas d 2 3 du Théoréme est non pas la conjecture (K;. ), mais plutot

P’exactitude conjecturale du complexe C'f;cl’ x en degré d —3 pour une variété propre et lisse
avec bonne réduction. Je suis d’avis que la démonstration éventuelle de ce fait sera directe
et ne procédera pas par réduction au résultat de [8]. J’ai toutefois préféré la présentation
adoptée ici pour pouvoir citer la conjecture telle qu’elle se trouve dans la littérature.

LEMME 2.8. — Soit X une variété propre, lisse, de dimension d définie sur un corps
p-adique k et soit | un nombre premier inversible dans k. Alors Uapplication de Bockstein

H*(X,Qi/Zi(d + 1)) = HXY (X, Zy(d + 1))

est injective si et seulement st H2(X,Q;) =
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Remarquons qu’en vertu du Zusatz 1.4, la condition du Lemme est satisfaite en
particulier quand X a bonne réduction. Cette observation est nécessaire pour compléter la
démonstration de la partie (1) du Théoréme.

Démonstration. Par la dualité arithmétique 2.1, elle est égale, au signe prées, au dual
du morphisme de Bockstein

(2.9) HY(X,Q/Z)) - H*(X,Z))

notant la compatibilité des cup-produits en cohomologie étale aux cobords (cf. la Remarque
suivante). Ce morphisme s’insére dans la suite exacte

HI(X,QI/ZI) - HZ(X,ZI) — H2(X,Q1) - Hz(X,Ql/Zl).

provenant par passage a la limite inductive suivant n et a la limite projective suivant m
de la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte courte de faisceaux
constants

03 Z/I"Z - Z/I™"Z - Z/I"Z — 0

(voir 'argument de [11], p. 473 ; le passage & la limite projective nécessite la connaissance de
la finitude des groupes H*(X,Z/1’Z) sur un corps p-adique, cf. 13-dessus la démonstration
de la prop. 5.2 infra). On en déduit que le morphisme dans (2.9) est surjectif si et seulement
si H3(X,Q;) =0, car H?(X, Q) est uniquement divisible et H2(X,Qi/Z,) est de torsion.

Remarque pédante 2.10. En ce qui concerne la compatibilité des cup-produits en
cohomologie étale avec les cobords, on trouve dans Milne [20], Prop. V.1.16 que la formule
standard d(a; Uag) = (dia1) U a; est vérifiée pour les cobords provenant de suites exactes
scindées fibre par fibre. Pour la démonstration, Milne renvoie a 'ouvrage de Bredon ([7],
prop. I1.6.2). Mais cette méme démonstration, jointe au lemme V.1.15 de [20] montre que
la formule citée est vraie plus généralement si la suite exacte de faisceaux

0 F =+ Fi - F =0,

dont le cobord d; provient, reste exacte en tensorisant avec F;, faisceau figurant & gauche
dans la suite exacte courte analogue pour la deuxiéme variable. Or cette condition est
satisfaite pour le morphisme de Bockstein & coefficients finis; notre cas en résulte apres
passage a la limite. L’éventuel signe n’apparait que dans la formule analogue pour la
deuxiéme variable qui se ramene a la formule ci-dessus par anticommutativité du cup-
produit. On pourra également consulter ’article de Gamst et Hoechsmann [14] sur ce
point.

3. EXCURSION MOTIVIQUE

Ce chapitre est consacré a la démonstration des propositions 2.2 et 2.4 4 1'aide de la
cohomologie motivique développée par Voevodsky et Sousline. Les résultats sont valables
sur n’importe quel corps de base k de caractéristique zéro.
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Voevodsky a introduit (cf. par exemple [33], chap.2) pour tout entier j, un complexe
de faisceaux abéliens Z(j) sur le sous-site du grand site Zariski de k formé des schémas
lisses, vérifiant un grand nombre de propriétés prédites par Beilinson dans [2]. Notamment,
les complexes Z(j) sont acycliques en degrés supérieurs & j mais ’on ignore pour 'instant
s’ils sont acycliques en degrés négatifs.

Autre remarque pédante 3.1. Le fait que I’on ne sache pas si les complexes Z () sont
cohomologiquement bornés pose un probléme pour le calcul de leur hypercohomologie de
Zariski. Mais localement sur un schéma X de dimension cohomologique finie, c’est toujours
possible (cf. [39], cor. 10.5.11), et c’est le seul cas que I’on va rencontrer dans la suite. Donc
a de telles occasions il faudra toujours sous-entendre que les considérations sont faites sur
le petit site Zariski de X.

En basses dimensions, on a :
Z(3)=0 pourj<O0,
et des quasi-isomorphismes de complexes de faisceaux
Z0)~Z et Z(1)~Gn[-1].

Notons Z/I™(j) le produit tensoriel Z(3) ® Z/I"Z. Comme Z(3j) est un complexe de
groupes abéliens sans torsion, la suite exacte

022525 2/1"Z >0
donne lieu & un triangle distingué
Z(j) 2 2(5) - 2/1"(j) = Z()[1]

dans la catégorie dérivée des faisceaux sur le sous-site du grand site Zariski de k formé des
schémas lisses, qui sera notée D(Sm(k)z.r) dans la suite.

En considérant la suite exacte longue associée en cohomologie de Zariski pour
Jj =d+1, on obtient le

LEMME 3.2. — Pour une variété lisse X sur k, il eziste une suite ezacte :
0 HZ (X,Z(d+1))/I" - HE (X, Z/1"(d + 1)) = nHE (X, Z(d+ 1)) = 0.
Remarquons pour usage ultérieur que l’on n’a pas utilisé dans la démonstration du

lemme le fait que d était égale & la dimension de X. Il vaut donc pour d quelconque. La
Proposition 2.2 est maintenant une conséquence de ce résultat en vertu du

LEMME 3.3. — Supposons que l’hypothése BK(3,l) soit vérifiée pour les corps
résiduels des points de dimension 2 de X. Alors on dispose d’isomorphismes canoniques :

a) HEH(X,Z(d+1)) = SKi(X);
b)  HZ(X,Z/I"d+1)) = HEL (X, Tgq Rmapd).
L’hypothése BK(3,1) ne sert en fait que dans la partie b) du lemme. Avant de

commencer la démonstration, rappelons une construction de Sousline et Voevodsky [33]
dont la présentation adoptée ici doit beaucoup aux remarques de B. Kahn et E. Peyre.
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RapPPEL 3.4. — 1l existe, pour tout j et n, un “symbole cohomologique” pour la
cohomologie motivique & coefficients finis, i. e. un morphisme

Z/1"(5) + g, Rmpy!

dans D(Sm(k)zar). Voici comment il est construit.
Comme Z/I™(j) n’a pas de cohomologie en degrés > j, il revient au méme de définir
un morphisme .
Z/1"(j) = Rm,pud’.
Pour la réduction suivante, remarquons que le foncteur de changement de site n* étant
exact ([20], Lemma II.2.6. et p. 68), il est ’adjont & gauche de Rr,, et il suffit donc de
définir un morphisme ‘
RZ/I) > u
dans la catégorie D(Sm(k)¢t) définie de fagon analogue a D(Sm(k)z,r). Commencons par
construire ce morphisme pour j = 1.
Par la prop. 2.2 de [33] on dispose d’un isomorphisme Z(1) = G,,[—1] dans
D(Sm(k)zar), d’ol, par 'exactitude de 7*, un diagramme commutatif

w*Z(1) T) Z(l) —— mZ/I*1) — =*Z(1)[1)

| = | = | =

Gm[-1] — Gm[-1] — Kin — Gm

dont les lignes sont des triangles distingués de D(Sm(k)¢t), celui du bas étant donné
notamment par la théorie de Kummer en cohomologie étale. Une propriété de base des
catégories triangulées implique alors que le morphisme vertical manquant au milieu existe
(c’est d’ailleurs un isomorphisme par le lemme des cing).

Or les objets 7*Z/I"(j) et ,u?i.’ vivent en effet dans une certaine sous-catégorie
pleine DM é_t’ef f(k) de D(Sm(k)&t) qui a été construite dans [35] par Voevodsky. S’agissant
d’une sous-catégorie pleine, le morphisme pour 7 = 1 que l'on vient de construire est un
morphisme de D é-t"ff(k). Or dans DMg;"ff(k) le complexe 7*Z/1"(j) se décompose
comme un produit

T Z/MG) = 12N ®... @ T T)IN1)  (j fois),

ott ®" est le produit tensoriel de DMz /7 (k) (cf. [38], démonstration du th. 2.6), donc
on peut définir un morphisme

. v
T Z[1M5) = ppn !

par élévation a la puissance V-tensorielle. Mais ,uie,’.v I~ uje,’,j , car 'inclusion de DM ;t"f f (k)
dans D(Sm(k)é) admet un adjoint & gauche respectant la structure tensorielle (cf. [36],
bas de la page 25 pour ’énoncé analogue sur le site Nisnevich).
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Démonstration du lemme 3.3. Pour établir a), commengons par remarquer que la
suite spectrale d’hypercohomologie

E}? = HY, (X, HZ(j)) = HEL(X,Z(5))
fournit un morphisme
pij: Hyor(X,Z(5)) = Hy (X, HWZ(5))

par 'acyclicité de Z(7) en degrés > j. De plus, pour i = 2d + 1 et j = d + 1 on obtient
ainsi un isomorphisme

HET (X, Z(d+ 1)) S H,(o (X, HZ(d + 1))

car X est de dimension cohomologique d. D’autre part, Voevodsky a démontré ’existence
d’une “résolution de Gersten” par des faisceaux flasques :

0= HH'Z(d+1) & @D iz M Z(d+ 1), -

T€XO
=+ P iHZ(d): > ... & P iH'Z(1): 0,
z€X! z€X4

ou iz, est l'inclusion du point z. Cette résolution existe sur tout corps k sur lequel
la résolution des singularités est connue sous une forme forte, donc pour l’instant en
caractéristique zéro grace a Hironaka. (Voir I’Appendice pour plus de détails.) Il suffit
maintenant de calculer le groupe H%  (X,H?*1Z(d + 1)) en utilisant cette résolution,
tenant compte du fait que la prop. 3.2 de [33] fournit des isomorphismes canoniques

HYF,Z(1)) 2 F* et H*(F,Z(2)) = Ky(F)

pour un corps F' quelconque.
Pour que cette démonstration soit compléte, il faut vérifier encore que le morphisme

P K:(k(z) » P Ki(k(=))

z€X, z€Xo

est bien celui induit par le symbole modéré, comme dans la définition de SK,;(X).
Voevodsky affirme dans [38] qu’une telle vérification est facile; nous n’y sommes pas
entiérement parvenus & ce jour. Toutefois, la démonstration de la partie b) montrera que
c’est vrai modulo n pour tout n.

Passons maintenant & la démonstration de la partie b). Si l'on suppose que
I'hypothése BK(d + 1, 1) soit satisfaite pour tout corps F' (oli, rappelons-le, d est la dimen-
sion de X), le résultat principal de [33] (Theorem 5.9) dit que le symbole cohomologique
que ’on a construit dans 3.4 est toujours un isomorphisme pour j = d+1 si k est un corps
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sur lequel la résolution des singularités est connue, ce qui donne immédiatement le résultat.
Comme nous avons mis des hypothéses plus douces, nous sommes obligés de dévisser.

Appliquons donc la suite spectrale d’hypercohomologie aux deux groupes figurant
dans I’énoncé. Comme dans a), tenant compte de la dimension cohomologique de Xz,,.,
de Pacyclicité de Z /I"(d + 1) en degrés > d + 1 ainsi que de la forme de la résolution de
Gersten, on vérifie que la suite spectrale nous fournit par dégénérescence un diagramme
commutatif :

0-H,. (X, H'Z/1"(d + 1)) = HF3 (X, Z/1™(d + 1)) = Hg 1 (X, HH 2. /17(d + 1)) 5 0

! ! l

0 2 Hg, (X, HA(u@)) = HE (X, r<qp R p@iH) = HZH (X, HOP (@) - 0

Nous affirmons que sous les hypothéses du lemme, les morphismes verticaux aux deux
extrémités sont des isomorphismes, ce qui suffira pour conclure. Vérifions cet isomorphisme
dans le cas du morphisme vertical de droite (celui de gauche se traite de fagon analogue).
En utilisant les résolutions de Gersten-Voevodsky et de Bloch-Ogus, nous obtenons ce
morphisme comme le morphisme induit sur I’homologie des complexes figurant dans le
diagramme commutatif :

H3(k(z),Z/1"(3)) H2(k(2),Z [1"(2)) » @D H(k(z),Z/I"(1))
D - @D D

T€X2 zeX, z€Xo

! l !

P H(k(z),ud®) - P H*k(z),u2?) - O H (k(z),mn)

T€X2 z€X, z€Xo

Le diagramme commute car les deux résolutions en question s’obtiennent comme les
résolutions de Gersten de “faisceaux avec transferts invariants par homotopie” au sens de
[37] et on vérifie, en utilisant la compatibilité aux produits, que le symbole cohomologique
de Sousline-Voevodsky induit des symboles cohomologiques sur les termes des résolutions
de Gersten. Or les trois morphismes verticaux peuvent étre écrits comme des morphismes
composés des isomorphismes de Sousline-Voevodsky ([32], Corollary 3.5)

Hi(k(z),Z/1"(3)) S KM (k(z))/I"

avec les symboles cohomologiques usuels

KM (k(z))/1™ - H' (k(z), 18

(la vérification de ce fait se réduit immédiatement au cas trivial : = 1 par compatibilité
des deux morphismes aux produits). Le deuxiéme symbole est également un isomorphisme
pour ¢ = 1,2 ainsi que pour i = 3 et z un point de dimension 2 par hypothése. Donc on
obtient bien un isomorphisme sur ’homologie, ce qui était a voir.
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Remarque 3.5. L’utilisation de la résolution des singularités pour construire la
résolution de Gersten-Voevodsky est la raison pourquoi ’on ignore dans cet article le
cas de la caractéristique p > 0.

Le reste de ce chapitre est consacré & la démonstration de la proposition 2.4. Comme
on l’a déja remarqué, un diagramme de méme allure figure dans [12], prop. 1, mais
l’utilisation de la cohomologie motivique rend la vérification de sa commutativité beaucoup
moins fatigante.

De fait, tenant compte des identifications introduites lors de la démonstration précé-
dente, il suffit de vérifier la commutativité du diagramme suivant :

HEAX,Z/IMd+1))  — HEHP(X,Z(d+1) —  HEP(X,Z/1™(d+1))

(3.6) l o l

H%“i"'(x’ Téd'*'lR?r‘#?;‘dJrl) HZar (X T<d+1R7r*ﬂI"' +1)
H (X, #;e;d'i-l) R H2d+1(X, #;O;nd-i-l)

Il convient peut-étre de dire quelques mots sur I’identification de ’application de réciprocité
au composé des morphismes figurant dans la moitié droite de ce diagramme. Tenant compte
de 'isomorphisme

HEZr (X, am Rmapfith) = Ho (X HO (W)

résultant du fait que X est de dimension cohomologique d, il suffit de voir que le morphisme

naturel
SK1(X) = coker( @ H?(k(z),u2?) - € H'(k(z),4m))
T€X, z€Xo

s’identifie bien au morphisme composé

Hzot (X, 2(d+ 1)) = HZH (X, 2/1™(d + 1) = HZE (X, g Rrapin™)
via les diverses résolutions de Gersten. Mais c’est une conséquence immédiate de la
construction du “symbole cohomologique” de Sousline-Voevodsky rappelée dans 3.4.

Pour 1’étape suivante, nous avons besoin d’une petite digression sur les morphismes
de Bockstein.
La suite exacte de groupes abéliens

(3.7) 0 Z/I™"Z 5 Z/I™"Z - Z/I"Z -0
donne lieu, par torsion avec la (d+ 1)-ieme puissance tensorielle du caractére cyclotomique,
a une suite exacte de faisceaux sur Xg¢; :

d+1 d+1
L= pth = pifd = pB o 1,
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d’out un triangle distingué dans D(X z,,) :
R, @i+t Rn.pﬂdfnl — R7r,p¢®d+1 — Rm,pj ©d+1(q],

dont le dernier morphisme est la version “catégories dérivées” du morphisme de Bockstein.
Il induit le diagramme commutatif

d
H%‘i"(x’ T§d+1R7r"y;e;' -H) — HZarl(X 7.<d+lR'7r"/“l d+1)

I |
HZ (X,Rrply —  HEH(X, Rl
| = | =

H (X #;Oj'd-}-l) s H2d+l(X u d+1)

ou les isomorphismes indiqués sont donnés par la version de Verdier de la suite spectrale
de Leray. D’autre part, en tensorisant la suite exacte (3.7) par le complexe Z(d + 1), on
trouve le triangle distingué de D(Sm(k)z,,) :

Z/I™(d+1) = Z/I™(d + 1) = Z/I"d + 1) > Z/I™(d + 1)[1]

dont le dernier morphisme est le Bockstein pour la cohomologie motivique qui s’insére dans
le diagramme commutatif évident :

Z/I"d+1) — Z/I™d+1)[1]

1 -

Z(d+1)]] — Z/I™d+1)[1)

A fortiori, on peut remplacer la premiére ligne du diagramme (3.6) par le morphisme de
Bockstein

HEer(X, Z/1"(d +1)) & Hyor (X, Z/1™(d + 1)
et on est réduit a vérifier la commutativité du diagramme :

HE (X, Z[INd+1)) —  HENX,Z/I™(d+1))

l !

HZar(X T<d+1R“t#® ) — H%ﬁl(xﬁgdﬂR”t#%ndH)

C’est une conséquence du lemme plus général suivant :
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LEMME 3.8. — Le symbole cohomologique de Sousline-Voevodsky et les morphismes
de Bockstein induisent, pour tout entier positif j, un diagramme commutatif

z/rG)  —  z/mG)]

l l

Téij,,uﬁj — TéjRﬂ'.y;e,,{ 1]

dans D(Sm(k)zar).

Démonstration. Tenant compte de la construction rappelée dans 3.4, I’assertion est
immédiate pour j = 1. Le cas général s’y réduit par la compatibilité des cup-produits en
cohomologie étale avec les morphismes de Bockstein (cf. 13-dessus la Remarque 2.10).

4. DEMONSTRATION DU ZUSATZ 1.4

On va démontrer les deux énoncés parallelement. Par la suite spectrale de
Hochschild-Serre (pour la cohomologie continue), il suffit de montrer que les hypothéses
du Zusatz impliquent les trois annulations :

a) H(k, H)(X,Q)) = H*(k, Q) = 0;
b) H(k,H(X,Q)) = 0;
c) H°(k,H2(X,Q,)) =0.

Quitte & passer a une extension finie de k, on peut effacer le mot “potentiellement”
dans les hypotheéses en utilisant un argument de transfert.

Pour a), remarquons que H?(k,Z,) est dual & H°(k,Q;/Z(1)) par la dualité de Tate
locale, et ce dernier groupe est fini car k ne contient qu'un nombre fini de racines de 'unité.

Mais par définition H2(k,Q)) = H?(k,Z)) ® Q..

Passons a l’assertion b). Notons G le groupe de Galois absolu de k. Comme la
caractéristique d’Euler-Poincaré du G-module H*(X, Q) est nulle pour ! # p (cela résulte
aprés passage & la limite de [29], I1.5.4, prop. 17), il suffit de démontrer la nullité des
groupes HO(k, H'(X,Q;)) et H%(k, H'(X,Q;)). Pour le deuxiéme groupe, on a la chaine
d’isomorphismes (ou * veut dire le Q;-espace vectoriel dual) :

H?(k, H'(X,Qu)) = H(k, H' (X, Q0)* (1))
= HO(k, H* (X, Qu)(d + 1)) = HO(k, H' (X, Qu(2)))"

Ici, le premier isomorphisme est donné par la dualité de Tate (cf. la premiére remarque ci-
apres), le deuxiéme par celle de Poincaré et le troisiéme par le théoréme de Lefschetz vache
(cf. [13], 4.1.1). (Cet argument figure & la p. 336 de [15].) Donc si la variété X a bonne
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réduction, I’assertion résulte des conjectures de Weil généralisées démontrées dans Deligne
[13] : les G-modules H'(X, Qi) et H'(X,Qi(2)) sont de poids 1 et -3, respectivement,
donc le Frobenius n’a pas de points fixes. (Rappelons le calcul des poids : le groupe de
cohomologie H*(X,Qi(5)) est de poids i —2j si ’action de G est non ramifiée; le Frobenius
n’a pas de points fixes si le poids est différent de zéro. D’ailleurs, pour cette partie on
aurait pu se passer du théoréme de Lefschetz vache; son utilisation sera plutét commode
dans ce qui suit.)

Si ’on suppose seulement que la variété de Picard ait bonne réduction, I’argument
est le suivant. La théorie de Kummer pour la cohomologie étale fournit un isomorphisme

H'(X, pn)  1n Pic(X),

et comme les k-points de la variété abélienne Pic®(X) forment un groupe divisible, la suite
exacte _ . .
0 = Pic®(X) = Pic(X) » NS(X) =0

fournit une suite exacte
00— p-Pico(Y) - InPiC(Y) - [nNS(Y) —0

ot NS(X) est le groupe de Néron-Severi de X. C’est un groupe de type fini, donc son
sous-groupe de torsion est fini et donc par passage & la limite projective on obtient un
isomorphisme de modules de Tate [-adiques :

TzPico (f) & TzPic(Y).

Le deuxiéme groupe n’est autre que H'(X,Z(1)); en tordant avec Q;(1) ou Q;(—1), et en
appliquant au premier groupe le théoréme de Weil sur les variétés abéliennes, on obtient
que les deux modules galoisiens qui nous intéressent ont les mémes poids que dans le cas
précédent.

Pour une variété X avec bonne réduction, I’assertion c) résulte du fait que H*(X, Q)
est de poids 2. Supposons donc que X ait éventuellement mauvaise réduction, mais
H?(X,0x) = 0. On utilise de nouveau la théorie de Kummer pour la cohomologie étale
pour obtenir la suite exacte G-équivariante :

0 — Pic(X)/I™ - H*(X,un) = nBr(X) = 0
ou Br(X) est le groupe de Brauer cohomologique de X. Mais I’hypotheése H2(X,0x) =0
implique la finitude de la torsion I-primaire de ce groupe (cf. [10], démonstration de la prop.
2.11). Par passage a la limite projective, la suite exacte se réduit donc a l'isomorphisme
Pic(X)®Z,= H*(X,Z,(1)),

ou encore, utilisant la divisibilité de Pic®(X), a

(4.1) NS(X)®Z; = H*(X,Z(1))
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(rappelons que pour un groupe abélien A, A®Z; note le groupe lim_ A/I*, la limite
projective étant prise suivant les puissances de !). Exploitons de nouveau le fait que N S(X)
est un groupe de type fini : il permet de supposer que I’action de G sur NS(X) soit triviale.
En tensorisant avec Q;(—1), on obtient donc finalement :

NS(X)@Qu(-1) = H*(X, Q).

Mais les G-invariants du groupe a gauche sont triviaux car Q;(—1) est de poids 2.

Remarques 4.2. 1) La dualité de Tate locale & coefficients Q;(7) semble étre absente
de la littérature; elle résulte pourtant par un argument standard de passage a la limite
(pour la cohomologie continue qui est la cohomologie usuelle sur un corps local) de la
version & coefficients finis prouvée dans [29]. Alternativement, on aurait pu raisonner sur
les dimensions des groupes en question, n’utilisant que la dualité de Tate usuelle, comme
le fait Jannsen dans [15].

2) Comme me fait remarquer C. Breuil, dans le cas d’une variété avec
bonne réduction on peut invoquer des arguments de poids tout a fait analogues pour [ = p,
avec comme seule grande différence que la caractéristique d’Euler-Poincaré est non nulle.
Donc a fortiori H?(X,Q,) # 0. Voir aussi [30], Theorem 2 (i3).

5. RESULTATS DE FINITUDE POUR SK; DE SURFACES

Dans tout ce chapitre, X est une surface propre et lisse sur un corps p-adique, [
un nombre premier (non nécessairement premier & p) et I’on suppose I’hypothese BK(3,1)
vérifiée pour le corps de fonctions k(X) de X (ce qui est le cas pour | = 2). Sous ces
hypotheses, la Proposition 2.2 et la Remarque 2.3 impliquent :

RAPPEL 5.1. — Pour tout entier positif n, la I™-torsion du groupe SK;(X) est un
quotient du groupe NH*(X, ,u;‘?,a) défini dans la Remarque 2.8.

Voici un corollaire immédiat.

PROPOSITION 5.2. — Le groupe ;» SK1(X) est fini pour toutn et le groupe SK;(X){l}
est de cotype fini (i.e. le groupe abélien dual est un Z;-module de type fini).

Démonstration. Vule rappel précédent, pour le premier énoncé il suffit de remarquer
que le groupe de cohomologie étale H*(X,uS®) est fini si le corps de base est un corps
p-adique; c’est une conséquence du théoréme de finitude en cohomologie étale ({20], th.
VI.2.1) et de la finitude de la cohomologie galoisienne d’un module fini sur un corps p-
adique ([29], I1.5.1, prop. 14). La deuxiéme assertion se démontre de fagon analogue, apres
passage & la limite inductive.

Remarque 5.9. On peut, si I'on veut, démontrer cette proposition par voie élémen-
taire, i.e. sans utiliser la cohomologie motivique (méme dans le cas d’un corps local d’égale
caractéristique, du moins pour ! inversible).

Les deux observations suivantes sont dues & J.-L. Colliot-Théléne.
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PRroPOSITION 5.4. — Le groupe V(X)) est eztension d’un l-groupe fini par un groupe
l-divisible.

(Rappelons que V(X) est le noyau de la norme SK;(X) — k*.)

Démonstration. Cela résulte de la proposition précédente et du fait, déja utilisé lors
de la dérivation du Corollaire 1.3, que V(X)) est extension d’un groupe de torsion par un
groupe divisible.

ProPOSITION 5.5. — Soit X comme ci-dessus. Supposons de plus que la variété
d’Albanese de X ait bonne réduction. Alors le groupe SK,(X){l} est fini.

Démonstration. Comme au chapitre précédent, on utilisera la filtration de Hoch-
schild-Serre sur le groupe H*(X,Q:/Z(3)) dont SK;(X){!} est un sous-quotient.

Le groupe H°(k,H*(X,Qi/Z(3))) est isomorphe par le morphisme trace de la
dualité de Poincaré au groupe H(k,Q;/Z(1)) qui est fini, on I’a vu. La dualité de Poincaré
implique également que le groupe H3(X,Q;/Z(2)) s'identifie & la torsion I-primaire de la
variété d’Albanese de X (qui est par définition la duale de la variété de Picard, donc
on peut raisonner de fagon analogue aux arguments du chapitre précédent). Ainsi un
argument faisant intervenir caractéristique d’Euler-Poincaré, dualité et poids (pour ce
dernier dans le contexte de Z;modules, voir [10], Theorem 1.5.1) montre que le groupe
H'(k,H3(X,Qi/Z(3))) est fini. Enfin, un résultat récent de K. Sato [27] montre que le
groupe NH*(X,Qi/Z(3))NH?(k, H*(X,Qi/Z(3))) est toujours fini sur un corps p-adique,
indépendamment des hypothéses sur la réduction de X. Ceci termine la démonstration.

En particulier, la proposition précédente vaut pour les surfaces avec H!(X,0x) = 0;
en effet, dans ce cas la variété de Picard, et donc également la variété d’Albanese sont
triviales (cf. par exemple [6], chap. 8.4, Theorem 1). Le reste de ce chapitre sera consacré au
cas ou H?(X,0x) = 0. Nous nous proposons de démontrer la finitude de SK;(X){!} pour
de telles surfaces (bien entendu, toujours sous I’hypothése BK(3,!) et pour ! # p) pourvu
que le méme énoncé vaille dans le cas des courbes. Malheureusement, a I’heure actuelle on
ne connait pas la finitude de SK;(C){/} pour une courbe propre lisse C quelconque sur
un corps p-adique, mais d’apres le Théoréme, c’est quand méme le cas pour les courbes
avec H%(C,Q;) = 0 (donc en particulier pour les courbes avec bonne réduction) et, par un
travail non publié de T. Sato [28], pour les courbes elliptiques.

Plus précisément, on va procéder comme suit. Tout d’abord, notons que vu la prop.
5.2, il suffira de démontrer que le groupe SK1(X){l} est d’ezposant fini. Nous pouvons
donc faire appel & un argument de norme standard qui nous permettra de faire des
extensions finies du corps de base k lors de la démonstration. Cela étant dit, on peut
invoquer la classification des surfaces par Castelnuovo-Enriques d’aprés laquelle sur la
cloture algébrique k de k, les surfaces avec H2(X,Ox) = 0 se répartissent en deux classes
(cf. la p. 238 de I’article de Colliot-Théléne et Raskind [11], qui ont dégagé cet énoncé de
I'ouvrage de Beauville [1]) :
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e ou bien H}(X,0%) = 0;
e ou bien il existe un morphisme propre surjectif p : X — C sur une courbe propre
lisse intégre C induisant un isomorphisme Pic?(C) = Pic®(X).

Le premier cas a déja été couvert plusieurs fois : on peut appliquer soit la proposition
précédente, soit le Théoréme en vertu du Zusatz 1.4. Dans le deuxiéme cas, aprés extension
finie du corps de base on peut supposer que la courbe C provienne par changement de base
d’une courbe C définie sur k, et le morphisme p est également défini sur k. On a alors la

PropPosITION 5.6. — Soit X une surface propre, lisse, géométriquement intégre
définie sur un corps p-adique k. Supposons que H?(X,0x) = 0 et que X soit fi-
brée au-dessus d’une k-courbe propre, lisse, géométriqguement intégre C avec Pic’(C) =
Pic®(X). Alors (toujours sous BK(3,1)) la finitude de SK;(C){l} impligue la finitude de
SK(X){l}.

Le travail de T. Sato [28] fournit donc de nouveaux cas (par rapport aux propositions
précédentes) ou la finitude de SK;(X){2} est définitivement établie. Des exemples concrets
sont donnés par les surfaces fibrées en coniques au-dessus de courbes elliptiques avec
mauvaise réduction. D’autre part, la discussion précédente mérite d’étre résumée dans
le

COROLLAIRE 5.7. — Admettons que le groupe SK,(C){l} soit toujours finie pour
une courbe C propre et lisse définie sur une corps p-adique. Alors le groupe SK,(X){l}
est finie pour toute surface X propre, lisse, géométriqguement intégre définie sur un corps
p-adique satisfaisant d la condition H%(X,0x) = 0 et dont le corps de fonctions vérifie

BK(3,1).
Il ne reste qu’a démontrer la Proposition 5.6. Commengons par remarquer que
d’apres les lemmes 3.1 et 3.2, le groupe SK;(X){!} s’identifie au conoyau du morphisme
H%ar(Xs Z(3)) ® QI/ZI - NH4(Xa Q[/Z{(3))

Pour I’étape suivante, on a besoin du
LEMME 5.8. — Les groupes HZ, (X,Z(i+ 1)) ® Qi/Z; sont triviauz pour i = 1, 2.

Démonstration. Le casi = 1 a été démontré dans [10] dans le langage de la K-théorie
et pour ¢ = 2, on raisonne de fagon analogue. Rappelons briévement comment.

Par passage a la limite projective & partir de la suite exacte du lemme 3.2 (que ’'on
peut d’ailleurs également appliquer pour d = ¢ = 1 tenant compte de la remarque qui le
suit) on obtient une suite de morphismes

HY (X, 2(i 4+ 1)) = Hz, (X, 2(i +1))®Z: — lim HE, (X, Z(i + 1) ® Z/1"Z)

dont le deuxiéme est une injection. D’autre part, pour ¢ = 1,2 le symbole cohomologique
nous fournit des injections

{iz_ani,,(X‘,Z(H 1)®Z/I"Z) - HE(X,Zi(i + 1))
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dans la cohomologie étale continue. Par le méme argument que dans [10], Theorem 1.6, on
montre alors que 'image du morphisme composé

$ir: HE (X, Z(i+1)) » HE(X,Z(i + 1))

est finie. Il suffira donc de montrer la [-divisibilité du noyau de ¢;;. De fait, soit o un
élément de ce noyau ; comme son image est triviale dans le groupe H% (X,Z(i +1))®Z;,,
pour tout entier positif N il existe un élément By de H% (X,Z(i + 1)) avec NGy = a.
Si N est plus grand que I’exposante de I'image de ¢;; (ce qui est finie par ce qui précéde),
alors {N =10y est bien dans le noyau de ¢i,1 et donne a par multiplication avec .

Notons désormais FH?(X,Qi/Z(q)) le noyau du morphisme de Hochschild-Serre
en cohomologie étale H?(X,Qi/Zi(q)) — HO(k, HP(X,Qi/Zi(q))). Par fonctorialité de la

cohomologie, on obtient donc le

COROLLAIRE 5.9. — Pour i = 1 ou 2, l'image du groupe HZ, (X,Z(i+1)) ® Qi/Z
dans H%(X,Qi/Z(i + 1)) est contenue dans le sous-groupe FH* (X, Qi/Z(i + 1)).

Reprenant la démonstration de la proposition 5.6, le corollaire précédent appliqué
avec ¢ = 2 fournit un morphisme du groupe H%,,.(X,Z(3))®Qi/Z; dans FH*(X,Qi/Z(3)).
Par passage au quotient par l'image de HZ%(k,H?(X,Q:/Z(3))), on obtient donc un
morphisme

H%,.(X,Z(3)) ® Q/Z; — H' (k, H (X, Qu/Z(3)))-

D’autre part, lors de la démonstration de la prop. 5.5 nous avons vu qu’en toute généralité,
les groupes HO(k, H*(X,Qi/Z(3))) et NH*(X,Qi/Zi(3)) N H*(k, H*(X,Q1/Z(3))) sont
finis. Il suffira donc de prouver que ce morphisme a un conoyau d’exposant fini.

Pour ce faire, nous emploierons une méthode inspirée d’un argument de Saito [25]
sur le groupe de Chow ; toutefois, il sera bientot clair que notre cas présente des différences
sensibles.

Partons du diagramme

Pic(X) @ H (X, 2(2)) @ Q/Zt » Hior (X,2(3)) @ Qu/Zu — HY(X, Qu/Z(3))

(5.10) ! 1
Pic(X)® Hiy(X,Qi/Z:2)) —————  HHX,Z(1)) 2 H(X, Qi/24(2))

oll, notant I'isomorphisme Pic(X) & H%, .(X,Z(1)) (en effet, Z(1) ~ Gy [~1]), le premier
morphisme horizontal est défini par le cup-produit en cohomologie motivique, celui du
bas est induit par le cobord de Kummer Pic(X) — H%,(X,Zi(1)) (ou, ce qui revient au
méme , par passage & la limite projective & partir du symbole cohomologique de Sousline-
Voevodsky), le morphisme vertical de gauche est induit par le symbole cohomologique et
enfin celui de droite est un cup-produit en cohomologie étale.
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La commutativité de ce diagramme se vérifie aisément & un niveau fini : en fait,
c’est une conséquence de la commutativité des deux diagrammes

Hor (X, Z(1))® Hzap(X, Z(2))®Z/I"L — HY, (X, Z(3))®Z/I"Z — H},,(X,Z/17(3))

H%ar(X’ Z(l)) ® H?Zar(X’ Z/ln(z)) E— H%ar(X7Z/ln(1)) ® H%ar(X’Z/ln(2))

et

H%ar(X’Z/ln(3)) - H:’t(xv “%‘3)
1 T
H%M.(X,Z/ln(l)) ®H%ar(X’Z/ln(2)) - Hz’t(xa/'“") ®H§t(xa#%‘2)

Les morphismes horizontaux de ce dernier sont donnés par le symbole cohomologique suivi
par “’'oubli de la troncation” et sa commutativité est une conséquence de la compatibilité
du symbole cohomologique aux produits.

Le cas 1 = 1 du corollaire 5.9 nous fournit maintenant 1’existence d’'un morphisme
H%,.(X,Z(2)) ® Qi/Z; - FH?*(X,Qi/Z(2)) que l'on peut ensuite composer avec le
morphisme de Hochschild-Serre FH?(X,Q;/Z(2)) — H'(k, H'(X,Qi/Z(2)). De méme,
on peut composer le morphisme de Kummer Pic(X) — H?(X,Z(1)) avec le morphisme
H*(X,Z1)) = H°(k,H*(X,Z(1))). D’ot1 le diagramme :

ch(x)§H%ar(X7Z(z))ng/Zl - H%ar(X’Z(:;))?QI/ZI - Hl(kaHa(j{—a QI/ZI(?’)))

(5.11) 1
Pic(X) @ FH(X, Q/Zu(2))———H°(k, H*(X, Z(1))) @ H' (k, H' (X, Qu/2:(2)))

Nous allons vérifier la commutativité de ce diagramme par réduction a la commutativité
de (5.10). De fait, il suffit d’appliquer le lemme suivant.

LEMME 5.12. — Le cup-produit en cohomologie galoisienne

HO(k, H*(X,Z,(1))) % H(k, H'(X,Qi/Z4(2))) = H'(k, H}(X,Qi/Z((3)))
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est induit par le cup-produit en cohomologie étale

H*(X,Z,(1)) % H*(X,Qui/Zi(2)) = H*(X,Qi/Z(3)).

II est tout a fait excusable de sauter la

Démonstration. Nous allons vérifier la compatibilité du lemme & un niveau fini,
avec des coefficients Z/I"(7); I’énoncé en résultera par passage & la limite. Faisons donc
les abréviations A := Z/I™(1), B := Z/1™(2) et C := Z/I™(3). Par la version “catégories
dérivées” de la suite spectrale de Hochschild-Serre, pour tout entier positif p on dispose
d’isomorphismes .

HP(X,A) = H?(k,RI(X, A))
et de méme pour B et C. Dans notre éa.s, ona:
H*(X,A) = H*(k,RT(X, A)) = H?(k, <,RT(X, A))
et de méme pour B. Or il est formel que les cup-produits

HP(X,A) ® HY(X, B) » H**1(X,C)

induits par ’accouplement A ® B — C sont compatibles via cet isomorphisme avec les
accouplements composés

H?(k,RT(X, A)) ® H(k,RT(X, B)) — H**4(k,RT(X, 4) 8RI(X, B))
- HP4(k, RI(X, C)).

D’autre part, l’accouplement
— L — —
RI(X,A)®RI'(X,B) - RI'(X,C)

induit par troncation les accouplements

IRF(Y, B) — T§3RF(Y, C) et

WA

- L
T RI(X,4)®@T
- L - -
TglRF(X, A)® T§1RF(X, B) — TgQRF(X, C).
Utilisant les triangles distingués de Db (k)

TglRF(_f, A) = T, RI(
T§2RF(Y,C) — 7<3RI(

) = HY(X,A)[-2] » 7, RI(X, A)[1] et

X, A
X,C) = H¥(X,C)[-3] = 7, RI(X, O)[1],
on en déduit un accouplement

H*(X A)[-z]é RINX 3(X,0)-
; T<1RI(X, B) - H*(X, C)[-3]
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(pour s’en convaincre, il convient de calculer le produit tensoriel dérivé sur le complexe
simple associé d’une résolution de Cartan-Eilenberg projective d'un représentant de
7<oRI(X, A)). Cet accouplement est visiblement trivial sur l'image de H°(X,B) =

T_<;0RF(7, B), on obtient donc enfin un accouplement

H(X, A)[-2] & H\(X, B)[-1] —» H*(X, C)[-3].

En prenant la deuxiéme cohomologie galoisienne des groupes de gauche et la quatrieme
de celui de droite, on en déduit précisément le premier cup-produit du lemme avec des
coefficients finis.

Notons enfin que pendant cette vérification, nous avons travaillé avec des mor-
phismes construits par troncation, et non pas avec ceux provenant de la suite spectrale
de Hochschild-Serre. C’est un exercice amusant sur les résolutions de Cartan-Eilenberg de
vérifier que les deux constructions donnent le méme résultat. Ceux désireux de se passer
de cette vérification remplaceront partout dans la démonstration de la proposition 5.6 les
morphismes & la Hochschild-Serre par les versions avec les troncations. En tout cas, la
démonstration du lemme est terminée.

Continuant la démonstration de la proposition 5.6, rappelons que notre tache est de
démontrer que le deuxiéme morphisme horizontal du haut dans le diagramme (5.11) admet
un conoyau d’exposant fini. Vu la commutativité du diagramme que l'on vient de vérifier,
et comme la propriété d’avoir un conoyau d’exposant fini est stable par composition et par
produit tensoriel des morphismes, il ne reste qu’a démontrer le lemme suivant.

LEMME 5.13. — Sous les hypothéses de la Proposition 5.6, chacun des morphismes

a) H%ar(x’z(2))®Ql/Zl_)FHZ(X’QI/ZI(2))
b Pic(X)® PH(X,Qu/Zi(2)) » H(k, H* (X, 2(1))) @ FH*(X, Qu/2,(2)

¢) H(k,H(X,Zi1))) 2 H' (k, H' (X, Qu/Z4(2))) - H' (k, H* (X, Qu/Z4(3)))

admet un conoyau d’ezposant fini.

La démonstration montrera que I’hypothése H?(X,0x) = 0 ne sert que pour la
partie b) et de méme, on n’utilisera la fibration au-dessus de C' que dans la partie a).

Démonstration. Pour la partie a), considérons le diagramme commutatif

H%,.(C,Z(2))® Q/Zi — FH*(C,Qu/Z(2)))
’ }
H%,.(X,Z(2))®Qi/Zi — FH*X,Qu/Z(2)))

obtenu par fonctorialité. Par les lemmes 3.1 et 3.2, le conoyau du morphisme horizontal
du haut est un sous-groupe de SK;(C){l}, ce qui est fini par hypothése. Il suffit donc de
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prouver que le morphisme vertical de droite a un conoyau d’exposant fini. Considérons le
diagramme commutatif

H*(k,Qi/Zi(2)) — FH*C,Qi/Z2)) — HY(k,H(C,Qi/Zi(2))) — 0

l- l |

Hz(k,Q,/Z,(z)) — FHz(X,Qz/ZI(Q)) - Hl(k,Hl(Y,Qz/ZIQ))) - 0

dont les lignes exactes sont fournies par la suite spectrale de Hochschild-Serre (on pourra
remarquer que les deux groupes a gauche sont triviaux mais on ne se servira que de
leur égalité). Il suffit de montrer que le troisiéme morphisme vertical a un conoyau
d’exposant fini, ce qui sera établi si 'on démontre que le morphisme H(C,Qi/Z(2)) —
HY(X,Qi/Zi(2)) est une isogénie, i. e. son noyau et conoyau sont finis. Mais en tant
que morphisme de groupes abéliens, ce morphisme s’identifie 3 H(C,Qi/Z(1)) —
HY(X,Qi/Zi(1)), ce qui n’est autre que le morphisme Pic(C){l} — Pic(X){l} par la
théorie de Kummer étale. L’assertion découle alors du diagramme commutatif

0 — Pil%(C){I} — Pic(C){l} —

L !

0 — Pic®X){I} — Pic(X){I} — NSX){I} — 0

1

dont le premier morphisme vertical est un isomorphisme par hypothese, et ou le groupe
NSX{l} est fini.

Pour établir b), montrons d’abord que le morphisme
Pic(X)®Z; — H°(k, H*(X,Z(1))

admet un conoyau fini. Commencons par une extension éventuelle du corps de base k, afin
d’assurer que le groupe de Galois G de k agit trivialement sur le groupe de Néron-Severi
de X. Donc la G-cohomologie de la suite exacte courte

0 = Pic®(X) = Pic(X) = NS(X) =0

montre que le conoyau du morphisme naturel Pic(X) = NS(X) est fini car il est & la fois
quotient du groupe de type fini NS(X)% = NS(X) et sous-groupe du groupe de torsion
HY(G, Pic®(X). A fortiori, le morphisme Pic(X)®Z; -+ NS(X)®Z; admet un conoyau
fini. D’autre part, on a vu au chapitre précédent que sous I’hypothése H%(X,0x) = 0
on dispose d’un isomorphisme NS(X)®Z; = H%(X,Z(1)), donc le morphisme dans b) se
factorise en un morphisme de conoyau fini suivi des isomorphismes canoniques

NS(X)®Z; = HO(k, NS(X)®Z:) = HO(k, H(X, Z,(1))).
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Pour terminer la démonstration de b), notons que par la structure du groupe des points
d’une variété abélienne sur un corps p-adique, le groupe Pic(X) est extension d’un groupe
de type fini A par une puissance directe de Z,. Donc nous pouvons remplacer dans ’énoncé
le groupe Pic(X) par A. Par définition, il existe un entier positif M tel que A soit quotient
de ZM et a fortiori A®Z; quotient de wa . Par ce que nous venons de démontrer, et par
I'exactitude a droite de la limite projective dans notre situation, le morphisme composé
ZM — HO(k, H*(X,Z)(1))) admet un conoyau fini, il est donc de méme pour le morphisme
ZM ®z FH*(X,Qu/Z:(2)) = HO(k, H*(X,Z/(1))) ®z FH*(X,Qi/Z(2)).

Enfin pour c), remarquons d’abord que le théoreme de Lefschetz vache implique
I'existence d’une classe dans H?(X,Z(1)) induisant par cup-produit une isogénie

HI(Y, Ql/Zz(Q)) - H? (7, Qz/Zz(3)).

Une fagon de voir cela est de considérer la situation duale par dualité de Poincaré :
Lefschetz vache implique alors que le morphisme H*(X,Zi(—1)) — H3*(X,Z(1)) induit
par cup-produit avec la classe d'un hyperplan (que 1'on peut choisir défini sur k) dans
H%*(X,Qi/Z(1)) est un isomorphisme modulo torsion; mais les sous-groupes de torsion
des groupes en question sont finis.

Par passage a la cohomologie galoisienne de k on obtient donc un morphisme

H'(k, H'(X,Qi/Z:(2))) = H' (k, H(X, Qi/Z(3)))

dont le conoyau est d’exposant fini. Comme la classe de notre hyperplan était invariante

par Galois, on voit que ce morphisme est induit par cup-produit avec un élément de
HO(k,H%*(X,Z(1))), ce qui suffit pour conclure.

APPENDICE : LIEN AVEC LA K-COHOMOLOGIE
Comme annoncé, dans cet appendice nous traduirons le lemme 3.2 dans un langage

plus classique, précisant la Proposition 2.2. Il s’agit du résultat suivant :

PROPOSITION A.1. — Soit X une variété lisse sur un corps de caractéristique zéro,
et supposons que BK(3,1) soit vérifié par les corps résiduels des points de dimension 2 de
X. Alors pour tout entier positif n, on dispose d’une suite ezacte

0 HEZ2 (X, KM)/1" = HE: (X, T Rrp@Y) o 1 SKy (X) = 0.

Ici, on définit le faisceau ICﬁ,l sur le sous-site du grand site Zariski de k formé des
schémas lisses sur k comme le noyau du morphisme de faisceaux donné localement sur un

schéma lisse S par :
P KM1(k(s)) = €D Ki(k(s))
s€S° s€S!

ou S* veut dire les points de codimension : de S et le morphisme est induit par les résidus
en K-théorie de Milnor.
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Ezemples A.2. Explicitons la suite exacte de la proposition en basses dimensions.
(1) Pour X une courbe, on retrouve la suite bien connue de Sousline ([31], cor. 23.4) :

0= HY, (X, K2)/I™ = H4(X,uP?) - nSK1(X) = 0.
(2) Pour X une surface, la suite exacte s’écrit :
0= Hpo (X, KM /1" - NHA(X,u1D?) = 1nSKi(X) =0,

ot NH%(X, u?ﬁ.s) est le groupe introduit dans la Remarque 2.3. La encore, on retrouve
I’analogue d’une suite exacte de Bloch et Sousline pour la I"- torsion du groupe de
Chow de codimension deux ([31], th. 23.1, [32], cor. 4.4 ). J’ignore si elle peut étre
établie par les méthodes usuelles de la K-théorie.
La Proposition A.l est une conséquence immédiate des lemmes 3.2 et 3.3 et du
résultat suivant de Voevodsky, appliqué avec : = 2d et j =d+ 1 :

PRroPOSITION A.3. — Soit X une k-variété lisse de dimension d. Alors il eziste un
morphisme canonique

Hz, (X,2(j)) = H'(X,K})
qui est un isomorphisme pour 1 2 2j — 2.
Démonstration. C’est la deuxiéme partie du corollaire 2.4 de [38]. Comme Voevod-
sky est un peu avare en matiere de détails de la démonstration, on la donne (cum grano
salis) pour la satisfaction des lectrices et des lecteurs.

En ce qui concerne la définition du morphisme, nous avons déja établi lors de la
démonstration du lemme 3.3 I’existence d’un morphisme

pi: HyorX,2(5)) = Hy L (X, HZ(5))

fourni par la suite spectrale d’hypercohomologie. On est donc réduit & définir un morphisme
de faisceaux sur le sous-site du grand site Zariski de k formé des k-schémas lisses :

HZ(j) - KM

Le diagramme commutatif exact suivant donne sa définition localement sur un schéma lisse
X et, en méme temps, montre que c’est un isomorphisme :

0 — DX, HZ() - @ H(k(),Z()) = @ H ' (k(z),Z(j-1))
z€X0O zeX?

1 - -

0 — T(X,KM) o S{;gK}"(k(z)) — g}a(lK,-"il(k(z))
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Ici, les deux isomorphismes verticaux sont définis au cours de la démonstration de la
Proposition 3.2 de [33]. La suite exacte du bas est la définition du faisceau KI}” et celle du
haut est fournie par la “résolution de Gersten” de Voevodsky :

0 H'Z() = P iz H'Z():

z€X0
@ K T2 1) 5o P inH L - d). -0,
z€X! T€X3

ol iz, est 'inclusion du point z. C’est le th. 4.37 de [37], valable sur un corps quelconque,
appliquée au faisceau H7Z(j) qui est un “faisceau avec transferts invariant par homotopie”,
notant le quasi-isomorphisme Z(j)-; ~ Z(j — 1), valable sur tout corps k ol ’on dispose
de la résolution des singularités ([38], th. 2.1). Ici encore, pour étre complet, il faut vérifier
la commutativité du carré de droite, ce qui revient 2 montrer une compatibilité entre les
morphismes résidus en K-théorie de Milnor et cohomologie motivique; cf. nos remarques
lors de la démonstration du lemme 3.3.

Pour terminer la démonstration, il suffit donc de montrer que le morphisme p; ;
est un isomorphisme pour i 2 25 — 2. En effet, la résolution de Gersten montre que
sous '’hypothese b), les groupes H*~7+7+1(X HI~"Z(j)) sont triviaux pour tout entier
positif r, donc les différentielles de la suite spectrale Ef'? partant de H'™7(X,HIZ(j))
sont toutes nulles et le morphisme p; ; est surjectif. Par le méme argument, les groupes
H=I*7(X ,H7~"Z(j)) sont également nuls pour r 2 2, et donc pour démontrer la
proposition, il ne reste qu’a considérer le groupe H~=/+1(X,H/~1Z(j)) qui, toujours par
la résolution de Gersten, est un quotient de H°Z(1) = H°G, [—1], groupe qui lui aussi est
évidemment trivial. Voila.
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SUR LA LOI DE RECIPR’OCITE POUR UNE SURFACE
FIBREE EN CONIQUES DEFINIE SUR UN CORPS LOCAL

Tamas Szamuely (Orsay)
1. LE RESULTAT

Soit k un corps local, i.e. un corps complet pour une valuation discréte, & corps
résiduel fini, et soit X une variété propre lisse géométriquement intégre définie sur k.
Considérons le groupe

SK(X) := coker( @ Kz2k(z) -+ P Kik(z))

z€X, I€Xo

ou X; veut dire I'’ensemble des points de dimension : de X et ’homomorphisme est induit
par le symbole modéré. Fixons une fois pour toutes un entier positif n inversible dans k.
Shuji Saito a défini (cf. [14], chap. 3) une application de réciprocité

¢xn: SKi(X)/n — 72¥(X)/n

ot 72%(X) est I’abélianisé du groupe fondamental étale de X. La construction est faite de la
maniére suivante : pour chaque point fermé z de X, on envoie k(z)* dans Gal(k(z)®/k(z))
par la théorie des corps de classes locale, on compose par I'’homomorphisme donné par la
fonctorialité du groupe fondamental, puis on fait la somme sur les points fermés de X. Une
loi de réciprocité assure alors que ’homomorphisme ainsi défini induit une application de
SK;(X) dans 7#%(X) (que l'on peut ensuite réduire modulo n). Dans [11], 4.1 on trouve
une autre construction de ¢x , (qui dépend vraiment de n), équivalente a celle rappelée
ici.

Saito a également démontré dans [13] 'injectivité de ¢x » pour X une courbe. Dans
cet article, nous démontrons le résultat suivant.

THEOREME. — Supposons que X soit une surface admettant un morphisme propre
surjectif 1 : X — C, ou C est une k-courbe propre, lisse, géométriquement intégre et la
fibre générique de 7 est une conique lisse. Alors ¢x n est injectif.

Notons que le théoréme vaut sans hypothése sur la réduction de X. Il est d’ailleurs
instructif de le comparer avec 'exemple de Parimala et Suresh [10] : ces auteurs étudient
l’application cycle sur de telles surfaces, et montrent qu’elle peut admettre un noyau non
trivial méme dans le cas ou la fibration 7 est lisse.

L’idée de la démonstration est de comparer le noyau de ¢ x , avec le noyau (trivial) de
éc n- Pour ce faire, remarquons d’abord que le morphisme 7 : X — C induit un morphisme
m. : SK;(X) = SK1(C) par la fonctorialité covariante du complexe de Gersten, i.e. par
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le diagramme commutatif (qui généralise une loi de réciprocité de Weil, cf. [5], p. 276)

@ Kk(z) — @ Ki(k(z))
z€X,y z€Xo

l l

K:k(C) — @ Ki(k(p)
P€Co

ot les homomorphismes verticaux sont induits par les normes en K-théorie. La construction
de ¢x,n rappelée plus haut, jointe a I'invariance de la théorie des corps de classes locale par
rapport aux normes assure alors la fonctorialité covariante de 1’application de réciprocité
pour les morphismes propres.

Notons SK;(X/C) le noyau de m,. Avec cette notation, le théoréme découle des
deux propositions suivantes.

ProposITION 1. — Pour X,C comme ci-dessus, le noyau de ¢px n est un quotient
de SK1(X/C).

PrROPOSITION 2. — Pour X,C comme ci-dessus, SK1(X/C) = 0.

Les démonstrations occuperont les paragraphes suivants.
2. REDUCTION AU CAS D'UNE FIBRATION C-MINIMALE

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques résultats de gémétrie birationnelle (val-
ables sur un corps k quelconque) qui permettront de simplifier ’étude des fibres du mor-
phisme 7. Disons qu’une surface comme dans le Théoréme est C-minimale si les fibres X,

du morphisme 7 au-dessus des points fermés p de C satisfont a I’'une des deux conditions
suivantes :

e X, est une conique lisse;

o Sur une extension quadratique du corps k(p), X, devient la réunion de deux droites
projectives se coupant en un point k(p)-rationnel.

Le résultat suivant est da & Manin :

LEMME 1. — Soit X une surface comme dans le Théoréme. Alors il eziste une k-
surface X équipée d’un k-morphisme % : X — C pour lequel elle est C-minimale, ainsi
qu’un C-morphisme propre birationnel X — X, défini par Uéclatement d’un nombre fini
de points fermés de X.

Pour la démonstration, combiner (7], 1.4 et 1.6 avec [8], 21.5 et 21.8.

D’autre part, on a le lemme suivant qui est sans doute bien connu, mais nous en
incluons une démonstration faute de référence :
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LEMME 2. — Soit f, : Y — Z un morphisme de k-surfaces propres et lisses défini
par Uéclatement d’un point fermé z de Z. Alors f, induit un isomorphisme de SK;(Y)
avec SK;(2).

En effet, notons F le diviseur exceptionnel. On a alors le diagramme commutatif &
lignes exactes, dont les morphismes verticaux sont induits par les symboles modérés :

0 — ng(E) Ba— @ ng(u) —_— @ ng(v) — 0
uGY; vEZl

! l !

I — W@ k) — @ k)" @ k@) — 1
y€Eo y€Yo 2€2Zg

Ici, le morphisme N est 1'identité sur les corps résiduels des points non situés sur E
et le produit des normes sur les éléments de @ k(y)*. L'indice N veut dire les éléments
yEEy
tués par N. Par un résultat classique de Tate (cf. [2], p. 379), le morphisme vertical de
gauche est surjectif. (Le méme résultat assure la commutativité du carré de droite.) Mais les
conoyaux des deux autres morphismes verticaux sont respectivement SK;(Y) et SK;(Z),
d’ou le lemme.

Comme par ailleurs le groupe fondamental est un invariant birationnel (cf. [SGA1],
Exp. X, Cor. 3.4) et comme ¢x 5 est fonctorielle pour les morphismes propres, les lemmes
1 et 2 permettent de supposer désormais que X sost une surface C-minimale.

3. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1

On commence la démonstration en remarqueant que le morphisme 7, : SK;(X) —
SK;(C) est surjectif. Par la définition méme de m,, il suffit de montrer que pour chaque
point fermé p de C, la norme D, ¢(x,), k()™ — k(p)* est surjective. C’est évident pour
une fibre dégénérée, et pour une fibre lisse cela équivaut au fait bien connu que la norme
réduite de I’algébre de quaternions associée & X, est surjective sur k(p)* (en effet, k(p)
est un corps p-adique, et on peut appliquer [15], cha.p. X, prop. 6).

Tenant compte de cette remarque, on voit que la premiére ligne du diagramme
commutatif suivant est exacte :

SK(X/C)/n — SKi(X)/n — SKi(C)/n — O

l ¢x n l ¢C,n

B(X)/n — BC)/n — 0
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Par Saito [13], Lemma 5.3, ¢c,n est toujours injective. Par I'exactitude de la ligne du haut,

on est donc ramené & voir l'injectivité du morphisme a, i.e. la surjectivité de la fleche

HY(C,Z/n) - HY(X,Z/n). Une considération de la suite spectrale de Leray associée a

7 : X = C nous apprend qu'il suffit de montrer H°(C,R'm,Z/n) = 0. Or les fibres

géométriques de R!n,Z/n sont toujours nulles, ce que I’on voit comme suit.

e Si P est au—dessus d’un point de C ou la fibre est lisse, on a par changement de base
(R'muZ/n)g= H'(PLZ/n) =0 car P' est simplement connexe.

o Le cas ol P est au—dessus d’un point ou la fibre est dégénérée se rameéne au cas précédent
par la suite exacte de Mayer-Vietoris associée aux inclusions des deux composantes

irréductibles de X5 (elle se démontre pour la cohomologie étale exactement comme dans
(6], 11.5.6) :

H°(PL,Z/n) ® H°(P;,Z/n) —»H°({point}, Z /n) — H'(X5,Z/n) -
—H'(PL, Z/n) ® H'(PL, Z/n)

Ici, le dernier terme de la suite exacte est zéro, les deux premiers sont isomorphes
respectivement & Z/n @ Z/n et Z/n; le morphisme qui les lie est la différence des
composantes, ce qui est surjectif. Donc le troisieme terme s’annule et la démonstration
de la proposition est terminée.

4. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2

Considérons le diagramme a lignes exactes suivant, analogue a celui figurant dans le
paragraphe 1 de [3] :

@ Kok(z) — @ SKi(X,) — SKi(X) —s 0
7€(Xyq)o p€Co

[ [ [-

Kk(C) — S.Zk(p)" — SK;(C) — 0

Ici, les morphismes a; et a; sont donnés par les normes en K-théorie de Milnor, et X, est
la fibre générique de 7. Que a; soit bien défini est assuré par le diagramme commutatif du
paragraphe 1. La commutativité du carré de droite est tautologique; pour celui de gauche,
elle résulte de compatibilités standard en K-théorie.

On voit donc que la Proposition 2 découle des deux lemmes suivants :

LEMME 3. — Le morphisme a; est injectif.

A vrai dire, on n’a pas besoin de ce fait pour démontrer le Théoréme. Il est donc possible de sauter
le reste du paragraphe.
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LEMME 4. — Le morphisme a; est surjectif.

Commengons par le lemme 3. On va faire une vérification cas par cas, suivant le type

des fibres.

o Pour les fibres lisses, le théoreme a la page 79 de [9] implique que ker(SK;(X,) X,
k(p)*) ~ SK;(D), ou D est l'algébre de quaternions associée sur k(p) & X,. Or le
dernier groupe est 0 sur un corps local par un théoréme classique de Wang (cf. [4], pp.
164-165).

o Cas des fibres dégénérées : Soient K = k(p), K’ 'extension quadratique qui déploie
la fibre X,. Soit X! l'une des composantes de X, x K'. Le morphisme composé
X! =+ X, x K' - X, induit un isomorphisme sur les sous-schémas ouverts obtenus en
enlevant le point double de X, et son image réciproque sur X!, notée y. Notre tache est
de montrer que la ligne du bas du diagramme commutatif de complexes

KK'(XYD) — @ K'(z')* — K'*

z'eX}
lnorme lnorme J»le”(
KK(X,) — @ K@)* — KX
:G(Xp)o

est exacte. Soit donc (f;) € ker a. En modifiant par un élément de K2 K(X,), on peut
supposer que la composante au point double soit 1. Par l'isomorphisme décrit plus
haut, (f;) provient alors d’un élément (f.,) de ®K'(z')* dont la composante en y est 1.
Modifions cet élément en plagant [[INg/ (z1)/x (f1r )]~! au—dessus du point y; le nouvel
élément s’applique toujours sur (f;) (par commutativité du carré de droite) mais sa
norme en K’ est 1. X! étant une droite projective, la ligne du haut est exacte d’apres
le théoréme de Tate déja cité: (f;) provient donc d’un élément de K, K'(X?!).

Prouvons enfin le lemme 4.
Soit D D’algébre de quaternions associée a la conique générique X,. Par la propriété

fondamentale de la norme réduite pour K; (cf. l'introduction de [9]), on a un diagramme
commutatif :

III_ DKz(L) —  K3(D)

HNle(C) Nrd

Kk(C)
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Alperin et Dennis (cf. [1], [12]) nous apprennent que la fleche horizontale est surjective.

Comme un corps L déploie D si et seulement si X, posséde un L—point, par transitivité

de la norme on en conclut que Im a; = Im(K3(D) i K3k(C)). Mais par un résultat de

Merkouriev, (cf. [9], Theorem 9), ce dernier groupe est égal au noyau de I’homomorphisme
Kk(C) — H*(k(C),Z/2) obtenu par cup-produit avec la classe de D & partir du symbole
cohomologique. Or H*(k(C),Z/2) = 0 car k(C) est de dimension cohomologique 3. Cela
montre la surjectivité de ag, et termine la démonstration du théoreme.

Remerciement. Ce travail a bénéficié de discussions illuminantes avec J.-L. Colliot-
Théléne; qu’il en soit remercié ici.
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SUR UNE LOI DE RECIPROCITE DE KATO
POUR LES ANNEAUX LOCAUX DE DIMENSION 2

Nous nous proposons ici de donner une exposition compléte (dans le cas premier a la
caractéristique résiduelle) d’un résultat de Kazuya Kato, fondamental dans la théorie des
corps de classes en dimension supérieure, mais difficilement abordable dans la littérature.
Il va sans dire que nous nous sommes fortement inspirés des travaux originaux ([7], [8], [9]
et [14]) dont nous espérons que ce texte facilitera l’acces.

1. ENONCES

Soient A un anneau local normal complet de dimension 2, K son corps de fractions et
F son corps résiduel qui sera supposé fini dans la suite. Prenons un idéal premier p de
hauteur 1, et notons K, le corps de fractions du hensélisé Ag de A en p. (Pour tout ce qui
concerne les anneaux henséliens, voir [11] et [12].) Fixons un entier positif m premier & la
caractéristique de F.

THEOREME 1. — Pour tout premier p divisant m, la p-dimension cohomologique de K
est 3, et on a un isomorphisme

H* (K, 18?) 2 Z/mL.

Plus généralement, on dit qu’un corps F est un corps local de dimension d si F' est muni
d’une valuation discréte hensélienne pour laquelle son corps résiduel est un corps local de
dimension d — 1, un corps local de dimension 0 étant un corps fini. Donc un corps local au
sens classique est un corps local complet de dimension 1 dans notre sens, et on va voir au
chap. 3 que le corps K}, du th. 1 est un corps local de dimension 2. Or pour un m premier
a la caractéristique du ”plus petit” corps résiduel de F, on a le théoréme général suivant.

THEOREME 1°. — Pour tout premier p divisant m, la p-dimension cohomologique de F
est d+ 1 et on a un isomorphisme

HY(F,u8?) = Z/mZ.

Pour d = 1, on récupere la détermination classique de la m-torsion du groupe de Brauer
d’un corps local (cf. par exemple [16], [17]). Le groupe du th. 1 joue donc un réle analogue
a celui du groupe de Brauer dans le cas classique.

Revenons maintenant 3 notre corps K, et soit w € H3(K,u%?), w, sa restriction a
H3(K,,u8?). On va voir au chap. 4 que wp = 0 pour presque tout p, on obtient donc un
homomorphisme

H (K, 1) = D H* (K, 13") = D Z/mZ.
p p

ol p parcourt les idéaux premiers de hauteur 1 dans A. En faisant la somme suivant ces p,
on obtient ’analogue suivant de la loi de reciprocité classique de Takagi-Artin (pour cette
derniére, cf. [18]) :
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THEOREME 2. — La suite d’homomorphismes

H® (K, u8?) — @ H(Ky, u8?) — Z/mZ
4

est un compleze.

Remarque. Tout comme le th. 1, le th. 2 admet une généralisation en dimension
supérieure qui se démontre essentiellement de la méme fagon : supposons en fait que le
corps résiduel F de notre anneeau A soit un corps local de dimension d —2 pour un d 2 2.
Alors on a un complexe, avec les mémes notations :

H™*Y(K,p8%) —» @ B (Kp,u2?) + Z/mZ.
p

Ces théorémes sont dis a Kazuya Kato. En fait, il a démontré beaucoup plus, car il a
également traité le cas ol l'entier m est divisible par la caractéristique résiduelle. Ce cas,
qui nécessite de longs calculs sur le complexe de de Rham-Witt, ne sera pas examiné ici.
Les deux chapitres qui suivent contiennent des rappels de résultats divers utilisés dans la
suite, les preuves des théorémes 1 et 1’ ainsi qu’une discussion superficielle de la position
du th. 2 dans la théorie des corps de classes des schémas arithmétiques. Le reste de ’article
est consacré a la démonstration de ce théoréme.

2. PREPARATION

On rappelle ici quelques résultats en cohomologie galoisienne ; une référence de base est
le livre de Serre [15].

Si G est un groupe profini, I un sous-groupe normal fermé dans G, on a pour tout
G-module discret A la suite spectrale de Hochschild-Serre

Ey = H'(G/I,H (I, A)) = H'I(G, A).

La théorie générale des suites spectrales nous fournit maintenant le

LEMME 2.1. — Si A est un module de torsion et I est de dimension cohomologique 1, il
eziste un homomorphisme

0 : HY(G, A) —» HY(G/1,H' (1, 4))
appelé le résidu. Si, de plus, G/I est de dimension cohomologique i, cet homomorphisme
est en fait un isomorphisme.

Remarque. En fait, pour A fixé, il suffit de supposer que I soit de p-dimension
cohomologique 1 pour chaque p annulant un élément de A; de méme pour ’énoncé sur

G/I.

Un calcul sur les cochaines (cf. par exemple [5], p. 77 ainsi que [13], Appendice A)
montre la compatibilité suivante entre résidus et cup-produits.
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LEMME 2.2. — Sotent G et I comme ci-dessus, A et B deuz G-modules discrets de
torsion. Alors pour tout a € H'(G, A), b€ H(G/I,H°(I, B)),

Birj—1(aU Infg/n (b)) = Bi—1(a) Ub.

La démonstration du théoréme 1’ est une application simple du lemme 2.1.

Démonstration du théoréme 1°. On sait que pour un corps muni d’une valuation discréte

hensélienne, le sous-groupe d’inertie du groupe de Galois absolu est de p-dimension
cohomologique 1 pour tout premier p différent de la caractéristique résiduelle. (En fait,
on trouve dans la littérature plusieurs démonstrations pour le cas complet, mais par
exemple celle donnée par Serre en termes d’algebres simples centrales dans [17] se transcrit
immédiatement au cas hensélien.) Tenant compte de la remarque précédente, on peut
donc appliquer le lemme 2.1 avec 1 = d, G le groupe de Galois absolu de F et I le groupe
d’inertie, pour obtenir un résidu
(2.3) 8y : H¥Y (G, u®) — HY(G/I, H (I, u®%)) = HY(G/I, p®4-D),
En effet, on vérifie aisément que H(I,u®%) = H(I,pm) ® p&4™" en tant que G/I-
modules (noter que ’action de I sur u®? est triviale). Puis la suite de Kummer et la
valuation donnent des isomorphismes H(I,upm) & Fpi./Fa* = Z/mZ, ou F}, est le
groupe multiplicatif de ’extension maximale non ramifiée de F.

Soient maintenant F() le corps résiduel de F, F(®) celui de F(V), etc. En répétant

l’argument en haut et réécrivant les groupes de cohomologie en termes de corps, on obtient
(notant que u&° = Z/mZ par convention) une suite d’homomorphismes

HOY(F,u@) o HY(FD y8E4-1) o | HY(FD Z/mZ) = Z/mZ,

F(9) étant fini par hypothése. Mais alors il est de dimension cohomologique 1, et
l’application successive d’un théoréme de transition en cohomologie galoisienne (Serre [15],
chap. 4.3, prop. 12) et du deuxiéme énoncé du lemme 2.1 montrent qu'’il y a isomorphisme
partout.

Soit maintenant F un corps quelconque. Rappelons que le K-groupe de Milnor KM F
est défini comme le quotient de la d-iéme puissance tensorielle du groupe multiplicatif
F* par I'idéal engendré par les éléments de la forme fi; @ ... @ fg4 pour lesquels il existe
1Zi#j<davec fi+fj = 1. (On pose KM (F) = Z.) L’image d’un élément f; ®...® f4
dans KM (F) sera noté < f1,..., fa >.

Le lien avec la cohomologie galoisienne est donné par le symbole cohomologique de Tate

he p: KM(F)/mK}(F) - HY(F,u&%

défini pour d = 0 comme l’identité de Z/mZ, et pour d 2 1 par cup-produit & partir du
bord de la suite de Kummer. (A priori, cet homomorphisme a pour domaine (F*/F*™)®,
Le fait qu'il passe au quotient par les relations est vérifié, par exemple, dans Tate [19]
pour le cas typique d = 2.) On conjecture la bijectivité du symbole pour tout d et m. La
conjecture est vérifié dans plusieurs cas dont le plus important pour nous est le
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TuEoREME (Merkouriev-Sousline). — Le symbole h2, . est bijectif pour tout m, F.

Notons qu’en fait nous n’utiliserons qu’un cas trés particulier de ce résultat puissant,
pour un corps de degré de transcendance 1 sur un corps de dimension cohomologique 1.
Ce cas peut d’ailleurs étre prouvé directement en modifiant un joli argument géométrique
de Bloch ([4], pp. 5.9-5.11).

Si de plus F est muni d’une valuation discréte v & corps résiduel x(v) , il existe (cf.
Bass-Tate [3]) un homomorphisme canonique 8}/, : K} ,(F) - K M(k(v)), caractérisé
par la formule

M (< wyury... ug >) =< dy,..., 14 >

ol w est une uniformisante, et les u; sont des unités avec image 4; dans x(v). Notons que
la définition implique a},‘fu( < uy,...,ud441 >) = 0 si tous les u; sont des unités et que 80",
n’est autre que la valuation v.

Supposons maintenant F' hensélien par rapport & v et donnons-nous un entier m premier
a la caractéristique de x(v). Alors on dispose d’une part du résidu de Milnor Gfp, d’autre
part du résidu 8; pour la cohomologie galoisienne & valeurs dans u®¢. Tenant compte de
I'identification (2.3), les deux sont liés de fagon agréable par le symbole cohomologique.

LEMME 2.4. — Pour tout d 2 0, on a le diagramme commutatif

d 8a
HEEuRY)  — HA(s(),u9)
d+1 d
hm,F l oM l hm,x(v)

KM (F)/mKX (F) — KM(x(v)/mKM (x(v))

Démonstration. L’assertion est évidente pour d = 0. Mais on s’y réduit immédiatement
grace au lemme 2.2, tenant compte de la compatibilité entre cup-produits et inflations, et
de I’égalité Inf,f’(‘,)h,lmn(v)(ﬁ) = h}, p(u) pour une unité u de F avec image @ dans x(v).

Remarque. Par une compatibilité triviale entre les restrictions en cohomologie et les
changements de base en K-théorie, on voit qu’il est superflu de supposer F' hensélien : on
peut toujours passer par le hensélisé par rapport a v et le lemme reste valable.

Donnons enfin, comme promis, une explication informelle pourquoi le th. 2 s’appelle une loi de
réciprocité. D’abord, quelques rappels sur la théorie classique. Si F' est un corps local au sens classique,
X € HY(F,Z[mZ) un caractere d’ordre m de son groupe de Galois absolu, et & un élément du groupe
multiplicatif F*, on a émaUyx € H(F, pm) & Z/m%, ou 8, est le cobord de la suite de Kummer pour la
multiplication par m. Ceci définit un homomorphisme ¢ : H (F,Q/Z) - Hom(F*,Q/Z) dont on sait
(cf. [16], [17]) qu’il est le dual de I’application de réciprocité locale. Pour la théorie globale, on introduit
des idéles et on définit ’application de réciprocité globale comme le produit des applications locales (on
suppose ici pour simplifier qu’il n’y ait pas de places réelles). Ensuite, on vérifie que le produit est en fait
une somme, et que le fait que I’application passe au quotient par 'image diagonale du groupe multiplicatif
de notre corps global équivaut au fait que la suite d’Albert-Brauer-Hasse-Noether pour le groupe de Brauer
est un complexe (voir [18]).

Maintenant, on peut procéder de facon analogue pour le corps K du théoréme 2, en remplagant les
groupes multiplicatifs par les K3-groupes de Milnor. Pour les localisés Kp, on accouple x € H! (K, Z/mZ)
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avec o € KM (Kp) pour obtenir hgn,K, (e)Ux € H3(Kp,u3?) = Z/mZ en utilisant le th. 1, ce qui définit

comme en haut une application de réciprocité locale entre KM (Kp) et le groupe de Galois absolu de
Kp. Ensuite, on peut définir des K;-ideles de K ainsi qu’une application de réciprocité globale comme
le produit des applications locales; comme dans le cas classique, le fait que cette application passe au
quotient par 'image diagonale de K3 (K) se réduit via le symbole cohomologique & notre th. 2.
Remarquons enfin qu’en général, pour n’importe quel schéma normal, intégre, de dimension d et de type
fini sur Z, on peut introduire la notion de K4-idéles et énoncer des ”lois de réciprocité”. Le miracle est que
par passage & un sous-schéma fermé convenable et puis par localisation en des points de codimension 1 et
2, ces énoncés se réduisent respectivement & la loi de réciprocité classique et a la Remarque suivant le th.
2. Le cas local de dimension 2 est donc le cas qui, tous dévissages faits, reste a traiter, mais la formulation
du cas général appartient & la théorie des ”chaines de Parshin” pour laquelle on renvoie le lecteur & [9].

3. TOUJOURS PREPARATION, MAIS A LA WEIERSTRASS

Ce chapitre est consacré a quelques outils d’algébre commutative qui seront utilisés dans
la suite. Le résultat fondamental est la conséquence suivante du théoréme de structure pour
les anneaux locaux complets.

ThEoREME (I. S. Cohen). — Soit A un anneau local normal complet de dimension
2, & corps résiduel F (non nécessairement fini). Alors A est fini sur un anneau de séries
formelles de la forme O[[T]], ot Ok est anneau des entiers d’un corps k complet pour
une valuation discréte au méme corps résiduel F.

Voir Nagata [12], Cor. 31.6 pour une démonstration. Ce théoréme est trés utile car la
structure des anneaux de la forme Ok[[T]] est bien connue.

LEMME 3.1. — Soit Oy comme en haut. Alors lanneau Oi[[T]] est factoriel, et ses
éléments premiers sont l'uniformisante w de O, ainsi que les "polynomes de Weserstrass”,
c’est-a-dire les polynémes irréductibles dans Ok[T] de la forme T™ + an_1T™ ' +... + ao,
ot tous les a; sont divisibles par .

Le lemme est une conséquence du théoréme de préparation de Weierstrass. Voir, par
exemple, l'ouvrage de Lang [10].

Les idéaux premiers de hauteur 1 dans Ok[[T]] sont donc engendrés par I'uniformisante =
ou par un polynéme de Weierstrass. Les corps résiduels correspondants sont respectivement
F((T)) ou des extensions finies du corps valué complet k, et par conséquent sont munis
de valuations discrétes canoniques pour lesquelles ils sont complets. Mais il en est alors de
méme pour A (car il est fini sur O[[T]]), ce qui montre bien que les corps Kp du th. 1
sont des corps locaux de dimension 2. Le théoréme 1 découle donc du th. 1°.

Par ailleurs, ’anneau Ok[[T]] est le complété de ’anneau local B = Oi[T](x,1). Nous
pouvons dériver du lemme 3.1 la description suivante du hensélisé B* qui sera utilisée dans
la démonstration du théoréme 2.

LEMME 3.2. — L’anneau B* est un anneau local noethérien régulier, donc factoriel, de
dimension 2, dont le complété est Ok[[T]]. Ses éléments premiers sont l'uniformisante m
et les polynomes de Weierstrass. Par conséquent, le morphisme naturel Spec O[[T]] —
Spec BY est bijectif, et les corps résiduels des idéauz premiers correspondants sont iden-
tiques sauf pour (0) et (w), ot le corps résiduel de Ok[[T]] est le complété de celui de
Bk,
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Démonstration. La premiére assertion résulte les propriétés générales de la henselisation
(cf. [11], Chap. 1.4) et la troisiéme est triviale & partir de la seconde. Pour cette derniére, on
remarque d’abord que Ok[[T]] étant fidélement plat sur B*, il suffit d’établir une bijection
entre les idéaux premiers de hauteur 1 de B et ceux de Ok[[T]]. Dans B, ce sont des idéaux
principaux engendrés par m ou par certains polyndmes irréductibles de Ok[T] contenus
dans (7,T). Soit f un tel polynéme. Comme O[[T]] est fidélement plat sur B, il existe
un idéal premier de O[[T]] au-dessus de (f), engendré par un polynéme de Weierstrass w
selon le lemme 3.1. Mais comme les polynomes de Weierstrass sont tous contenus dans B,
on a forcément f = w, ce qui donne la bijection désirée.

4. REDUCTIONS

Le reste de ces notes est consacré a la démonstration du théoréeme 2. Gardons les
notations du chapitre 1. Tout d’abord, on va vérifier que wy = 0 pour presque tous les
p de hauteur 1.

Soit X le sous-schéma ouvert de Spec A obtenu en enlevant le point fermé. La suite de
localisation en cohomologie étale (cf. Milne [11], Chap. III, Prop. 1.25) nous fournit par
fonctorialité le diagramme commutatif

HY(K,up?) —  Hy(X,u3?)
(4.1) " i=
H® (K, u22) Sy H(Spec AL, u2?)
Ici, la fleche verticale & droite est un isomorphisme par excision (Milne [11], Chap. III,

Cor. 1.28). Quant a la fleche horizontale en bas, en continuant la suite de localisation on
obtient la suite exacte

H?(Spec Ap,pm ) = H3 (K, 18?) — H;(Spec Ap,pm ) = H*(Spec Ap,um ).

Mais les termes aux deux extremités sont nuls car A? étant hensélien, sa cohomologie est
la méme que celle de son corps résiduel x(p) (cf. Artin [2], Chap. III., Thm. 4.9), ce qui est
un corps de dimension cohomologique 2, on I’a vu. Ceci démontre le second isomorphisme.

Soit maintenant S un ensemble fini de points fermés de X, et considérons la suite de
localisation

HY(X - S,p )-+Hs(X pal) = HY (X, p8?).

Ici, on a HS(X p8?) = Dyes Hy(X, p®?), donc par passage 4 la limite sur les S (ce qui
est permis dans notre cas par Mllne [11], Chap. III, Lemma 1.16), on a la suite exacte

(42) H' (K, u3! —»69H4<Xp ") = HY (X, %),

En particulier, l'image d’un élément w € H3(K, u®?) par un homomorphisme
B (K, %) = HY(X, 1)

est nulle pour presque tout p. Mais par (4.1), cette image n’est autre que la restriction
wp € H3(K,,u8?), et on obtient le résultat.

Ensuite, on va utiliser le théoréme de Cohen pour montrer le
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LEMME 4.3. — Dans l’énoncé du théoréme 2, on peut supposer A = O[[T]].

Démonstration. Soit A comme au th. 2, et notons K le corps de fractions d’un anneau
de la forme O[[T]] sur lequel A est fini selon Cohen. Alors pour tout idéal premier p de
hauteur 1 de Ok[[T]], on a un diagramme commutatif

HY(K,u3?) — P E (K, 18)
plp
Cor | 4 Z Cor

HY(K,u8h) —  H(K3uS?)

En effet, il existe un tel diagramme pour tous les H' (i 2 0), et il suffit de vérifier la
fonctorialité pour i = 0. On peut supposer de plus que ’extension K | K soit séparable
et I'assertion est alors une conséquence du théoréme sur les extensions de valuations (cf.
Serre [16], chap. ., par. 2.3).

D’autre part, par le th. 1, on a un diagramme

H*(Kp, &) =Z/mZ
Cor | - Jid
H(K;,u8%) SZ/mZ

dont la commutativité se vérifie de la méme maniére que 1’énoncé analogue (cf. Serre, loc.
cit.) pour le groupe de Brauer d’un corps local (de dimension 1). Ces deux diagrammes
impliquent la réduction cherchée.

On suppose donc désormais A = Ox[[T)].

Convention. On va noter par A° le hensélisé de I’anneau O[T|(«,1), avec le méme Oy
que dans la définition de A. Son corps de fractions sera noté K°. Par contre, en général,
nous continuerons de noter par B* tout anneau qui est comme dans le lemme 3.2. Veuillez
accepter toutes nos excuses pour cet inconvénient.

L’idée de la démonstration du théoréme 2 est de comparer la suite d’homomor-
phismes figurant dans ’énoncé a un complexe auxiliaire en K-théorie de Milnor par le
symbole cohomologique. Or I'image de hfn, x est contenue dans HY(K,u®?), donc pour
pouvoir bénéficier de cet outil il faut remplacer H*(K,u®?) par exemple par H?(K, u®?).
Comme F est fini, la suite spectrale de Hochschild-Serre nous fournit un homomorphisme
H3(K,u8?) —» H'(F, H*(K"*, u8?)), ot K** est le corps de fractions du hensélisé strict
A", Mais cet homomorphisme n’est un isomorphisme que si K** est de p-dimension
cohomologique 2 pour tout p divisant m, ce qui n’est pas clair. Par contre si I'on remplace
A par A°, le corps de fractions K°° du hensélisé strict le sera bien, étant un corps de degré
de transcendence 1 sur un corps de dimension cohomologique 1 (cf. Serre [15], chap. 4.3,
prop. 11). La réduction suivante est donc :
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LEMME 4.4. — On peut remplacer A par A° dans l’énoncé du th. 2.

Démonstration. La suite de localisation (4.2) nous fournit par fonctorialité le diagramme
commutatif

H3(K°,u8?) —>@Hﬂ ° u®?) — HY(X°,u®?)

(4.5) il ) A
HY(K ,u —>@ Hy(X ,u3?) — HY(X ,p’)

ou X° = Spec A° — {(n,T)}, et p° parcourt les points fermés de X° qui sont en
bijection avec ceux de X selon le lemme 3.2. Tenant compte de I'identification (4.1), pour
achever la réduction il suffit de montrer que I’lhomomorphisme vertical au milieu induit un
isomorphisme Im d° = Im d. Une chasse au diagramme montre alors que pour cela il suffit
de voir deux choses :

(1) Dans le diagramme (4.5), ’homomorphisme vertical & droite est injectif.
(2) Pour tous les p et p° correspondants, I’homomorphisme naturel H3, (X°, u®2) —
Hy(X,pu?) est un isomorphisme.

Pour prouver (1), on considére les isomorphismes

X = X° XGpec 40 Spec A = Lm(X® X gpee 40 Spec R)

ou la limite projeetive est prise suivant les Spec R, avec R un sous-anneau de A de
type fini sur A°. Pour un tel anneau, le morphisme naturel A° — R posséde une
section par le théoréme d’approximation d’Artin [1], donc le morphisme H*(X°,u8?) —
H4(X° x Spec 40 Spec R, p22?) a également une section et on obtient le résultat par passage
a la limite (tenant de nouveau compte de [11], Chap. III, Lemma 1.16).

Pour (2), considérons le diagramme commutatif suivant, obtenu en superposant (4.1) et
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le diagramme analogue pour A°.

H3(K°, u®?)

1

Ha(K’/‘gZ >

R
|~

+

HY(K; ,u%?)

Hp. (Spec(Age )", u8?)

Hs(val‘gz)

~w

Hy(Spec Ay, u®?)

4

Notre tache est de montrer que I’lhomomorphisme h du diagramme est un isomorphisme ce
qui équivaut & dire que f I’est. Mais par le th. 1, les groupes H*(K,,u$?) et H3(Kp.,u3?)
sont tous les deux isomorphes & Z/mZ; reste donc a voir que ces isomorphismes sont
compatibles avec f. Par construction, I’isomorphisme du th. 1 est obtenu comme le composé
de deux résidus pour la suite spectrale de Hochschild-Serre, donc la compatibilité en
question est évidente par fonctorialité.

5. CONCLUSION

Comme promis, on va maintenant construire, suivant Kato, un complexe en K-théorie de
Milnor que 'on va ensuite comparer & travers le symbole cohomologique avec le complexe
hypothétique du th. 2.

Soit B* un anneau comme dans le lemme 3.2, K} son corps de fractions. On suppose
que le corps résiduel de B* soit parfait. (En fait, des hypothéses plus faibles suffisent, cf.
la Remarque ci-dessous.) Si q parcourt les idéaux premiers de hauteur 1 de B*, on définit
le complexe

(M) Ka(Kn)>> @) Ki(w(a) 2> Ko(F) = Z
q

comme suit : ’homomorphisme a est somme directe des résidus de Milnor 8{"4“ (cf. chap.
2) attachés aux valuations discrétes de K} induites par les divers q (on voit tout de suite
qu’il n y a qu’un nombre fini de résidus qui n’annulent pas un élément donné de K3(K4)),
et B =3 fquq, OU vq est la valuation induite sur le corps résiduel x(q) de q par I'idéal
maximal de B", fq son degré résiduel. (En fait, vq = 6&:{,‘ et la multiplication par fg est
précisément la norme Ko(x(vq)) = Ko(F).)
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LEMME 5.1. — (M) est un compleze.

Démonstration. Par le lemme 3.2, le groupe multiplicatif de K} est engendré par les
unités de B*, 'uniformisante =, la variable T et les éléments de la forme P/T™, ou P est
un polynome de Weierstrass de degré n. Il suffit donc de vérifier ’égalité fa(< a,b>) =0
quand a et b sont parmi ces générateurs. Les cas ou a ou b est une unité, ou bien a = =,
b = T, sont triviaux. Si P est de Weierstrass, fa(< m,P >) = n — eqfq = 0, (ol eq

_est l'indice de ramification de vq) car F est supposé parfait. Vu la multiplicativité et
I'anticommutativité des symboles < a,b > (cf. Bass-Tate [3]), il nous reste & traiter les cas
ot a=P/T" b= Q/T* oubiena= P/T" b=T. Sur de tels < a,b > le résidu M , est
trivial, donc on peut se borner aux autres places de K. Or elles peuvent étre 1dent1 ees a
des places du corps de fonctions F(T') par le morphisme naturel Spec B* — Spec F[T). Si
v est une place de F(T'), triviale sur F, qui ne provient pas d’une place de B%, on a, grace
3 la normalisation par 1/T™,

oM (< a,b>)= {(1) :;I?O: T et v est la place & l'infini;

Maintenant si vx est la valuation de k, p une place de F(T'), v, le prolongement unique de
vy sur le corps résiduel x(p) avec degré résiduel fy, on a la formule vy 0 Ny(p)/k = fpvp, ce
qui nous donne
,30(( a,b >) =VgO0 ENx(p)/k o 6{‘3,(< a,b >)
p

ou p parcourt les places de F(T') triviales sur F (y compris la place & l'infini, car v,,(l) = 0).
Mais la loi de réciprocité de Bass-Tate ([3], chap. 1.5.) nous dit que 3>, N(p/k) © oM =0,
ce qui acheve la démonstration.

Remarque. Le complexe du lemme peut étre largement généralisé; en fait, il peut étre construit pour
n’importe quel anneau local noethérien excellent de dimension 2. Pour voir fa = 0 dans ce cas, on montre
d’abord par un argument de normes que 1’on peut remplacer I’anneau par son complété, puis par un autre
argument de normes et le théoreme de Cohen on se réduit au cas de O;[[T]], ce qui se traite comme dans
le lemme ci-dessus. On n’a pas besion d’hypothése sur le corps résiduel ; le fait que ’anneau soit excellent
assure la validité de la formule n = ef.

Enfin, nous signalons que Kato [7] définit un complexe encore plus général, pour n’importe quel schéma
excellent, qui est un analogue du complexe de Gersten-Quillen en K-théorie de Milnor. Mais la vérification
du fait que ce soit un complexe se réduit immédiatement au cas mentionné ci-dessus.

Maintenant rien ne nous empéche de finir la démonstration du th. 2. Soient A°, K°
comme au chapitre précédent, A°° le hensélisé strict de A° avec corps de fractions K°.
A°° n’est autre que le hensélisé de OF"[T)(x,1), et comme on 'a déja remarqué, K°°
est de dimension cohomologique 2. Donc la suite spectrale de Hochschild-Serre induit un
isomorphisme H*(K°,u®?) = HY(F, H2(K°°,u®?)). De méme, si p° est un idéal premier
de hauteur 1 de A°, la suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie étale (cf. Milne
[11], p. 106) induit un isomorphisme H3(K3.,u®?) = H(F, H2(K°®° x ko Kgo,puS?)), car
on a pour tout ¢ 2 0 des isomorphismes

(5.2) HY(K® xgeo Kpo,u®?) = @ HY (K., u2?)
lJ°°|P°
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(ou les p°° sont les idéaux premiers de A°° au-dessus de p°) et les corps K3, sont de
dimension cohomologique 2. Quant & la vérification de (5.2), on peut supposer : = 0,
puis remplacer les anneaux en question par leurs complétés, et alors on peut de nouveau
invoquer [16], chap. I., par. 2.3., le théoréme sur les extensions de valuations.

Considérons le diagramme commutatif

M

H(F, K, (K*°)/m) — EQHI(F,pe}Ia Ky(K2)/m) o H\F,Z/mZ)
.

H'(FH(K*68) - @HF, @ HY(K2,u8) - H(FZ/ml)
pe peepe

HY(K, 18 — D H (K u — H\(F,Z/mZ)

p

(oli, bien siir, K2(K°°)/m veut dire K5(K°°)/mK,(K°°) etc. et on a H)(F,Z/mZ) =
Z/mZ). Remarquons que ’homomorphisme marqué 8 est induit par le composé de deux
résidus de Milnor, comme dans le complexe (M) (noter, cependant, que tous les fyoo
sont égaux & 1), et O est induit par le composé de deux résidus de Hochschild-Serre.
Donc la commutativité du deuxiéme quadrant en haut est assurée par le lemme 2.4; la
commutativité du premier est triviale. La ligne en bas est essentiellement la suite du th.
2, la seule différence étant que le composé des deux résidus qui induit I'isomorphisme du
th. 1 tombe dans H!(k(vp),Z/mZ), il faut donc ajouter une corestriction pour l'extension
finie de corps k(vp) | F pour arriver & H'(F,Z /mZ). Mais 'isomorphisme de ce dernier
groupe avec Z/mZ n’est pas affecté par les corestrictions. Enfin les deux quadrants en
bas commutent par des propriétés formelles de la suite spectrale de Hochschild-Serre. Une
application du lemme 5.1 (avec A°® & la place de B*) montre que la premiere ligne est
un complexe. D’autre part, le théoréme de Merkouriev-Sousline et le fait que F soit de
dimension cohomologique 1 entrainent la surjectivité du premier homomorphisme vertical
en haut. Une chasse au diagramme montre alors que la ligne en bas est aussi un complexe,
ce qu’il fallait démontrer.
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