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tures on projective threefolds.

The second part is devoted to contact structures on toric varieties and the third one to 

contact structures on projective five dimensional manifolds. We show furthermore that a 

contact manifold has negative Kodaira dimension.
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Introduction

Cette thèse est centrée autour de l’étude de quelques problèmes de classification en 

géométrie algébrique.

La première partie de ce mémoire concerne les structures de Poisson dont nous rappe­

lons la définition.

Soit X  une variété algébrique lisse complexe. Une structure de Poisson sur X  est la 

donnée d’une structure d’algèbre de Lie sur le faisceau structural O x  de X ,  qui soit une 

dérivation en chacune des variables. Le rang de la structure en x £ X  est, par définition, 

le rang de l’application 0 ^  (g) k(x) — > Tx ® k{x) induite par ladite structure. Elle est dite 

régulière lorsque son rang est constant. Elle est dite quasi-régulière lorsqu’elle est régulière 

sauf en un nombre fini de points. Notons que le rang d’une structure de Poisson en un 

point est pair puisqu’une telle structure est par définition antisymétrique.

Exemple 1.—Une variété abélienne de dimension au moins deux possède de nombreuses 

structures de Poisson régulières non triviales. En effet, toute forme bilinéaire alternée non 

nulle sur l’espace cotangent à l’origine fournit une telle structure.

Exemple 2.—Les surfaces projectives adm ettant une structure de Poisson non triviale sont 

les surfaces K 3, les surfaces abéliennes et certaines surfaces réglées ; une telle structure est 

alors définie par la seule donnée d’une section du fibré anticanonique.

Exemple 3.—Le choix d’une structure de Poisson non nulle sur une surface projective lisse 

induit une structure de Poisson non nulle sur l’espace des modules des faisceaux stables 

sur ladite surface ([Bo]).

La structure locale des variétés de Poisson est parfaitement comprise. Soit X  une va­

riété de Poisson de dimension n > 1 et soit x  € X .  Notons 2k le rang de la structure de 

Poisson en x  et supposons que ledit rang soit constant au voisinage de x. Il existe alors 

des coordonnées locales («i, • • • , «*, vi, • • • , Vf., toi, • • • , wn- 2k) au voisinage de x  telles que

([W]) :

Uj }  =  {u,-, Vj ]  =  W j }  =  {u,', W j }  =  0 { u i,  Vj }  =  Sij { Wi , W j }  =  0

Ainsi X  est localement isomorphe au produit de deux sous-variétés Y\ et ¥% de X  de di­

mensions respectives 2k et n — 2k ; la structure de Poisson sur X  induit une structure 

symplectique sur Y\ et ladite structure de Poisson est produit de la structure symplectique 

sur Yi et de la structure de Poisson triviale sur Y2. Nous démontrons le théorème:
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THÉORÈME ([Dl]).—Soit X  une variété projective lisse de dimension 3. La variété X  

admet une structure de Poisson régulière non nulle si et seulement si X  vérifie Vune des 

conditions suivantes :

(1) X  est une variété abélienne ; la structure de Poisson est déterminée par une forme 

bilinéaire alternée de rang 2 sur l ’espace cotangent à l ’origine.

(2) X  possède une fibration en droites projectives munie d ’une connexion plate, de base 

une surface abélienne S  ; la structure de Poisson est définie par le pull-back de la structure 

symplectique sur S  au moyen de la connexion.

(3) X  =  (C  x  S )/G  où C est une courbe, S  une surface abélienne et G C Aut(C) un 

groupe fini opérant librement sur C x  S  par la formule :

g.(c, s) =  (g.c, tg(c) +  u ,(s)), g € G, c G C, 3 € S,

où ug est un automorphisme de groupes de S  respectant la structure symplectique et tg un 

morphisme de C dans S  ; la structure de Poisson est induite par la structure symplectique 

de S .

(4) X  = (C x  S )/G  où C est une courbe, S  une surface KZ et G un groupe fini opérant 

librement sur C , opérant sur S  en respectant la structure symplectique et sur le produit 

C x  S  par le produit de ses actions sur chacun des facteurs; la structure de Poisson est 

induite par la structure symplectique de S.

Une structure de Poisson non triviale sur une variété de dimension 3 est définie pax 

un tenseur antisymétrique d ’ordre 3 et on s’attend à ce que ladite structure ne s’annule 

qu’en un nombre fini de points; nous démontrons également qu’une structure de Poisson 

quasi-régulière sur une variété de dimension 3 est en fait régulière ([Dl]).

Les deuxième et troisième parties de ce mémoire concernent les structures de contact 

dont nous rappelons la définition.

Une structure de contact sur une variété algébrique lisse est la donnée d’un sous-fibré 

D C Tx  de rang dimX — 1 de sorte que la forme Ox-bilinéaire sur D à valeurs dans le fibré 

en droites L =  Tx  /  D déduite du crochet de Lie sur Tx  soit non dégénérée en tout point 

de X .  Cela entraîne que X  est de dimension impaire 2n +  1 et que le fibré canonique K x  

est isomorphe à L-1 -". On peut aussi définir la structure de contact par la donnée d ’un 

élément 0 G H °(X , <g) L), la forme de contact, tel que 6 A (dd)n soit partout non nul. La 

forme dO est définie localement en utilisant une trivialisation du fibré L mais l’annulation 

de l’élément 6 A (dô)n ne dépend pas du choix d’une trivialisation.

Soit L* le C*-fibré principal associé à L-1 sur lequel C* agit par homothéties et soit
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p la projection de L x sur X . Le pull-back du fibré L à L x est naturellement trivialisé de 

sorte que p*9 est canoniquement une 1-forme sur L x . Posons u  =  d(p*ô). La 2-forme u> 

est équivariante sous l’action de C*, i.e., X*u) =  Au;. La 2-forme u> est une structure sym­

plectique sur L x . Réciproquement, toute 2-forme symplectique u> sur L x C*-équivariante 

définit une unique forme de contact 9 € H °(X , <2) L) telle que u> = d(p*9) ([Bel] et [L]). 

Exemple 1.—Soient V  un espace vectoriel complexe de dimension 2n +  2 (n > 0) et 

X  =  P(V ) ; toute forme symplectique to € A2V définit une structure de contact sur X .  

Exemple Soient Y  une variété lisse et X  =  P y (7y ). Le fibré cotangent V (7 y) est ca­

noniquement muni d’une structure symplectique a? =  dr/ où 77 est la 1-forme tautologique 

sur le fibré cotangent: la valeur de rj en un point (x ,a )  de V (7y) est le pull-back de la 

forme a  par la projection V(Ty) — y X .  La 2-forme u> est C*-équivariante et définit une 

structure de contact sur X .

Exemple 3.—Soit Q une algèbre de Lie simple. Son groupe adjoint G agit sur P(fl) et n ’a 

qu’une seule orbite fermée X(g) =  P (Ö) où Ö est l’unique orbite nilpotente minimale; la 

structure symplectique de Kostant-Kirillov sur O  définit une structure de contact sur X (g) 

([Bel]). C’est une variété homogène dont le groupe des automorphismes de contact a pour 

algèbre de Lie g. On parlera de la variété de contact homogène de type g.

Conjecture ([Bel]).—Les seules variétés de contact sont les espaces homogènes X(g) et les 

fibrés Py(T’y).

L’étude des variétés de contact se révèle difficile et plus particulièrement le cas des 

variétés de Fano :

• Soit X  une variété de contact projective de dimension 3. Alors X  est ou bien iso­

morphe à P 3 ou bien à Py(Ty) ([Y]).

• Soient X  une variété de contact projective et L — T x / D  où D est le fibré de contact. 

On suppose L ample et l ’application rationnelle X  —■* P (H °(X , L)) génériquement fi­

nie. On suppose enfin que l ’algèbre de Lie g du groupe des automorphismes de contact 

est réductive. Alors g est simple et X  est isomorphe à X(fl) ([Bel]).

• Soit X  une variété projective de contact. Alors ou bien X  est de Fano et b^{X) =  1 

ou bien X  = P y ( r y ) ([KPSW] et [De]).

Nous étudions dans la deuxième partie les structures de contact sur les variétés toriques et 

montrons le :

THÉORÈME ([D2]).—Soit X  une variété torique projective lisse complexe de dimension 

2n + 1 (n > 1 ) munie d ’une structure de contact. Alors X  est ou bien isomorphe à l ’espace 

projectif complexe P 2n+1 ou bien isomorphe à la variété P p ix —xp1( îp 1x—xP1)*
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Dans la troisième partie, nous étudions le cas des variétés de dimension 5. Nous mon­

trons le :

THÉORÈME ([D3]).—Soit X  une variété projective lisse complexe de dimension 5 munie 

d ’une structure de contact. Alors X  est l ’une des variétés précédentes sauf si le fibré cano­

nique K x  est numériquement effectif et k (X )  =  —oo.

En fait, le dernier cas ne se produit pas ([De]). Nous démontrons également qu’une 

variété de contact est de dimension de Kodaira k(X )  =  —oo ([D3]).

Dans la quatrième partie de ce mémoire, nous étudions les variétés projectives lisses 

dont le fibré tangent est somme directe de fibrés en droites. Le problème est motivé par la 

remarque suivante. Soit X  une variété compacte kahlérienne dont le revêtement universel X  

est isomorphe au produit n«€j Ui de variétés complexes lisses et sur lequel le groupe tti(X ) 

agit diagonalement. Notons pi la projection de X  sur Ui. La décomposition T% =  ®ieiPiTux 

induit alors une décomposition de Tx  en somme directe de sous-fibrés intégrables. 

Conjecture ([Be2]).—Soit X  une variété compacte kahlérienne. Supposons qu’on ait Tx  =  

(BieiEi et que pour tout sous-ensemble d ’indices J  C I  les sous-fibrés (BiçjEi de Tx soient 

intégrables. Il existe alors une décomposition X  =  YliçjUi du revêtement universel de X  

telle que la décomposition de Tx se relève en la décomposition T% =  YlieiTiJi- 

La conjecture est démontrée dans les trois cas suivants ([Be2]) :

• X  admet une métrique de Kâhler-Einstein,

•  Tx est somme directe de fibrés en droites de degré négatif,

• X  est une surface.

Nous démontrons le :

THÉORÈME ([D4]).— (1) Soient X  une variété projective lisse de dimension n >  1 dont 

le fibré tangent est totalement décomposé et Tx  =  M\ 0  • • • © Mn ladite décomposition. On 

suppose que les fibrés ©¿gjA/t- sont intégrables, pour tout ensemble d ’indices I  C {1, • • • , n}. 

Le revêtement universel X  de X  est alors produit de surfaces de Riemann et la décompo­

sition de Tx est induite par la décomposition canonique de T%.

(2) Soit X  une variété projective lisse minimale de dimension n >  1 dont le fibré tangent 

est totalement décomposé. Le revêtement universel X  de X  est alors produit de surfaces de 

Riemann et la décomposition de Tx est induite par la décomposition canonique de T%-
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La cinquième et dernière partie de ce mémoire concerne les fibrés vectoriels stables 

sur une hypersurface cubique lisse X  C P4. Si E  est un fibré vectoriel stable de rang 2 de 

première classe de Chem C\ =  0 ou c\ =  — 1 sur X  alors C2 >  2.

Nous étudions le cas le plus simple, c’est-à-dire le cas des fibrés stables de rang 2 , de 

déterminant trivial et de seconde classe de Chem c-i =  2 . Soit M x  l’espace des modules 

des faisceaux semi-stables sur X  de rang 2 et de classes de Chern C\ =  0, C2 =  2 et C3 =  0. 

Nous démontrons qu’il n ’existe que 3 types de faisceaux semi-stables :

• les fibrés vectoriels stables associés aux quintiques elliptiques linéairement normales 

par la construction de Serre,

•  les faisceaux stables non localement libres paramétrés par les coniques lisses,

• les faisceaux strictement semi-stables dont les classes de ^-équivalence sont paramé­

trées pax les paires de droites de X .

Soit U C M x  l’ouvert des fibrés vectoriels stables. Markushevich et Tikhomirov ont montré 

que l’ouvert U est irréductible ([MT]). Nous montrons que le fermé M x \  U est réunion de 

deux diviseurs irréductibles ([D5]). Soient A \(X )  le groupe des 1-cycles algébriques modulo 

l’équivalence rationnelle et A  C A i(X ) le sous-groupe des cycles algébriquement équiva­

lents à zéro. C’est une variété abélienne de dimension 5. Pax l’application d ’Abel-Jacobi, A  

s’identifie à la jacobienne intermédiaire J (X )  de X .  La seconde classe de Chem à valeurs 

dans le groupe de Chow A j(X) induit un morphisme algébrique U —ï A. Markushevich- 

Tikhomirov et Iliev-Markushevich ont montré que ce morphisme est un isomorphisme sur 

un ouvert de A  ([MT] et [IM]). Nous montrons que M x  est lisse et que l’application ra­

tionnelle M x  —-*■ A  est partout définie :

THÉORÈME ([D5]).— Soient X  c P4 une hypersurface cubique lisse et B la surface de 

Fano de X .  Alors l ’espace des modules M x des faisceaux semi-stables de rang 2 sur X  de 

classes de Chern c\ =  0 , C2 =  2 et c3 =  0 est isomorphe à l ’éclatement d ’un translaté de la 

surface —B  dans la jacobienne intermédiaire A  de X .
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Structures de Poisson sur les variétés 

algébriques de dimension 3

0. Introduction

Soit X  une variété algébrique lisse sur le corps C des nombres complexes. Une structure

de Poisson sur X  est la donnée d ’une structure d ’algèbre de Lie sur le faisceau structural

O x  de X ,  qui soit une dérivation en chacune des variables. Une telle structure est définie
2

par un tenseur antisymétrique non nul a € H °(X , A T x), le bivecteur de Poisson, duquel 

on déduit une flèche Oy-linéaire — y Tx- Le rang de la structure en x € X  est, par 

définition, le rang de l’application <8> k(x) — > T x  ® k(x). La structure est dite régulière 

lorsque son rang est constant. Elle est dite quasi-régulière lorsqu’elle est régulière sauf en 

un nombre fini de points. Notons que le rang d’une structure de Poisson en un point est 

pair puisqu’une telle structure est pax définition antisymétrique.

Une variété abélienne de dimension au moins deux possède de nombreuses structures 

de Poisson régulières non triviales. En effet, toute forme bilinéaire alternée non nulle sur 

l’espace cotangent à l’origine fournit une telle structure.

Les surfaces projectives adm ettant une structure de Poisson non triviale sont les sur­

faces K3, les surfaces abéliennes et certaines surfaces réglées ; une telle structure est alors 

définie par la seule donnée d ’une section du fibré anticanonique.

Ce travail est consacré à l’étude des variétés algébriques projectives lisses de dimension 

3 adm ettant une structure de Poisson non triviale. Une telle structure étant définie par un 

tenseur antisymétrique d’ordre 3, on s’attend à ce que ladite structure ne s’annule qu’en 

un nombre fini de points, seul cas que nous étudierons. Le résultat principal est le théorème :

THÉORÈME.—Soit X  une variété projective lisse de dimension 3. La variété X  admet 

une structure de Poisson quasi-régulière non nulle si et seulement si X  vérifie l ’une des 

conditions suivantes :

(1) X  est une variété abélienne ; la structure de Poisson est déterminée par une forme 

bilinéaire alternée de rang 2 sur l ’espace cotangent à l ’origine.

(2) X  possède une fibration en droites projectives munie d ’une connexion plate, de base

iìx
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une surface abélienne S  ; la structure de Poisson est définie par le pull-back de la structure 

symplectique sur S  au moyen de la connexion.

(3) X  = (C  x S )/  G où C est une courbe, S  une surface abélienne et G G Aut(C ) un 

groupe fini opérant librement sur C x  S  par la formule :

g .(c ,s) = (g.c, t g ( c )  +  uÂ(s)), g e G, ce  C, s e S,

où ug est un automorphisme de groupes de S  respectant la structure symplectique et tg un 

morphisme de C dans S  ; la structure de Poisson est induite par la structure symplectique 

de S .

(4) X  =  (C x S ) / G  où C est une courbe, S  une surface K3 et G un groupe fini opérant 

librement sur C , opérant sur S  en respectant la structure symplectique et sur le produit 

C x S  par le produit de ses actions sur chacun des facteurs ; la structure de Poisson est 

induite par la structure symplectique de S.

De plus, la structure de Poisson est régulière.

La démonstration de ce résultat repose sur la description des contractions extrémales 

d ’une variété projective lisse non minimale de dimension trois ([Mo]). Ainsi, nous montrons 

qu’une variété projective non minimale de dimension trois adm ettant une structure de Pois­

son quasi-régulière non triviale est un fibré en coniques, ce qui fait l’objet du paragraphe 

2, le paragraphe 1 donnant les propriétés essentielles de ces structures en dimension trois. 

Dans les paragraphes 3 et 4, nous étudions le cas où la variété est minimale en étudiant le 

morphisme d ’Albanese puis le morphisme canonique.

1. Propriétés

Une variété (algébrique) désignera un schéma intègre, séparé et de type fini sur le corps 

C des nombres complexes. Nous identifierons, sans le mentionner, un schéma et l ’espace 

analytique complexe qui lui est associé et nous supposerons toujours qu’une variété est 

lisse, sauf mention du contraire.

Soit X  une variété algébrique de dimension 3 munie d’une structure de Poisson régulière
2 2 

non nulle. Le bivecteur de Poisson a  € H  (X , A Tx) fournit une application O x  c-+ A Tx, et,
2

compte tenu de l’isomorphisme canonique A Tx ® u>x — fi* , on en déduit une injection de 

fibrés vectoriels tox t—ï Réciproquement, une telle injection de fibrés vectoriels définit 

une structure de Poisson régulière dès que l’identité de Jacobi est satisfaite. Un calcul en 

coordonnées locales perm et alors de prouver le :
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LEMME 1.1.—SW X  une variété algébrique (lisse) de dimension 3 non nécessairement 

projective.

(1) Si X  est munie d ’une structure de Poisson régulière non nulle alors on a une suite 

exacte :

0 — > u>x — > — > Tx — y i^x1 — ► 0 ;
le faisceau T  =  Ker {Tx — > 00 x )  est un fibré vectoriel de rang 2 intégrable, c ’est-à-dire 

stable par le crochet de Lie naturel sur Tx-
2

(2) Réciproquement, une section partout non nulle du fibré f\T x  définit une structure 

de Poisson régulière non nulle dès que le fibré T  correspondant est intégrable.

COROLLAIRE 1.2.—Soit X  une variété projective de dimension 3 munie d ’une structure de 

Poisson quasi-régulière non nulle. Alors il existe une injection de faisceaux u>x  0 ^  dont 

le conoyau est sans torsion et localement libre de rang 2 sauf en un nombre fini de points.

PROPOSITION 1 .3 .—Soit X  une variété projective de dimension 3 munie d ’une structure 

de Poisson quasi-régulière non nulle.

(1) La première classe de Chern de X  C i(X ) =  —Ci (lüx ) € H x(X , provient de 

H 1 (X , lüx) par la flèche H l ( X ,u x )  — > H l (X , associée à la structure de Poisson.

(2) c i(X )2 =  0 dans H 4(X , C).

Démonstration.—Remarquons que le point (2) est une conséquence immédiate du point (1). 

Soit U l’ouvert de Zariski où la structure de Poisson est non nulle. Le fermé Y  =  X  — U 

étant de codimension 3, les groupes de cohomologie H y(X , u>x) et Hy(X^ f ^ )  sont nuls 

pour i G {0,1,2}. Il en résulte des isomorphism.es naturels H 1( X ,lüx) — H l {U,u>u) et 

^ ( X ,  Ojf) =  H x(U,Çl\j). Le diagramme suivant étant commutatif:

H \ X , u x ) ------ ► H\X,Q>x )

l l

il suffit de prouver l’assertion lorsque la structure est régulière.

La distribution u>x C f ix  es  ̂ intégrable et donc localement définie par une 1-forme fer­

mée u)i sur l’ouvert £/,. Une telle 1-forme est définie à multiplication prés par une fonction 

f i  telle que dfi A u;,- =  0, c’est-à-dire que dfi est proportionnelle à u;,-. Notons fij les fonc­

tions de transitions du fibré uix  relativement au recouvrement (/7,-),çj. L’élément Ci(cjx) 

est représenté par le cocycle jü- à valeurs dans u X - H

ì I

H 1 { U w )  ------ ¥ H \U ,n \ j )
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Rappelons qu’une variété est dite minimale lorsque le fibré canonique est numérique­

ment effectif.

COROLLAIRE 1 .4 .—Soit X  une variété projective minimale de dimension 3 munie d ’une 

structure de Poisson quasi-régulière non nulle. Alors la dimension de Kodaira k (X )  de X  

vérifie les inégalités 0 <  k (X )  <  1.

Démonstration.—On a

/c(X) < max{i|ci(u7^)‘c1(e>x(^))3_* ^  0}

où H  est une section hyperplane de X ,  de sorte que, pax la proposition 1.3, on obtient les 

inégalités 0 <  k(X )  < 1 . ■

2. Cas où X  n ’est pas minimale

LEMME 2.1.—Soit X  une variété projective non minimale munie d ’une structure de Pois­

son quasi-régulière non nulle. Alors X  est un fibré en coniques. En particulier, X  est de 

dimension de Kodaira k (X )  = — oo.

Démonstration.—Vax le théorème de structure de S.Mori ([Mo] thm . 3.3 et thm . 3.5) il 

suffit d ’étudier les cas suivants.

Cas 1 II existe une sous variété Z  C X  de dimension 2 ou 3 telle que le fibré w®-1 ̂  

soit ample. Ce cas est exclu par la proposition 1.3.

Cas 2 II existe un morphisme X  S, S  étant une variété projective lisse, et une 

courbe lisse C G S  tels que X  soit l’éclaté de la courbe C  dans S. Soit E  le diviseur 

exceptionnel. L’isomorphisme "ïïJDx  — O s  permet de définir une structure de Poisson sur 

S  à l’aide de celle existant sur X .  On vérifie que le diagramme suivant est commutatif, les 

flèches horizontales étant données par les structures de Poisson :

H \ X , u x ) ----------► H \X ,9 } x )

l

Hl (S,us) ------> Hl (S,nls)

On déduit de la proposition 1.3 que ci(X ) provient d’un élément de H 1 (S, fiîj), ce qui est 

absurde puisque C]_{X) = —Ci(Ox{E)) +  n*Ci(S) et puisque E  est contracté pax n.
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Cas 3 II existe un morphisme X  — y S, S  étant une surface projective lisse et connexe, 

tel que, pour tout point géométrique rj de S, la fibre X n soit une conique de P j?^. ■

La fin de cette section est consacrée à l’étude de ce dernier cas.

PROPOSITION 2 . 2 .—Soit X  S  un fibré en coniques muni d ’une structure de Pois­

son quasi-régulière non nulle.

(1) Le morphisme n est lisse et S  est une surface KZ ou une surface abélienne.

(2) La structure de Poisson est régulière.

Démonstration.—Prouvons la première assertion. Le lieu de dégénérescence de 7r est un 

diviseur effectif Co réduit, à croisements normaux. Au-dessus d’un point régulier de Co, la 

fibre schématique de 7r est la réunion de deux courbes rationnelles lisses distinctes ([Be2] 

prop. 1.2). Nous allons prouver la formule

—4c1(S') +  c\(Gs{Co)) =  0.

Pour établir cette relation, il suffit de montrer l’égalité

(—4c1(5') +  c i(O s(C q)) ) .c i (O s{C ))  = 0

pour toute courbe lisse C qui coupe transversalement Co. En particulier, C ne coupe pas 

le lieu singulier de Co- Posons D =  7r- 1 (C ) .  Un calcul en coordonnées locales montre que 

D est une surface lisse (connexe). En outre, il n ’est pas difficile de voir que l’on peut 

contracter l’une des composantes irréductibles de chaque fibre singulière du morphisme 

D — C, de sorte que D est l’éclaté en c \{0 s {Cq)).Ci{0s{C ))  points d’une surface réglée 

lisse et connexe Do. Soit D Do le morphisme correspondant. L’application rationnelle 

naturelle Dq —* C  se prolonge en un morphisme Dq C  tel que = 7To<j>, de sorte que 

la surface D0 C est une surface géométriquement réglée au-dessus de C. La formule 

d ’adjonction fournit l’égalité u i x \ d  = wd <8> ^ d ) x -  Or N d / x  =  n \ D ^ c / s  et c \ { N d / x ) est 

donc numériquement équivalent à ci(O s(C ))2 fibres du morphisme D —̂  C . On en déduit

c i ( j D ) 2  =  c 1 ( D o ) 2 - c 1 ( O s ( C o ) ) . c 1 ( O s ( C ) )

=  8 ( 1 - ^ ( C ) ) - çi( 0 5 ( C o)) .çi( 0 5 ( C ) )

et

c i ( D ) .c i ( N d /x ) =  2ci (O s ( C ) ) 2 

(cf. [H] Chap. V.2 et V.3). On a c i(X )2 =  0 (prop. 1.3) et on obtient la formule

8(1 - s ( C ) )  -  c1(ô 5 (C o) ) .c1(<!?5(C)) +  4Cl(C?5 ( C ) ) 2 =  0.
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Or la formule d ’adjonction donne la relation

2(g(C) -  1) =  Ci(Os (C))2 -  c ^ O s ^ M S )  

et on obtient finalement

(—4c1(S') +  c i ( O s ( C q) ) ) . c i ( O s ( C ) )  = 0

ce qui prouve notre assertion.

Prouvons que le diviseur K s  est effectif. Par la proposition 1.3, l’élément Ci(X) G 

est image d’un élément de H 1 (X, u x ) par l’application H x(X ,u x )  —► H x(X, O^-). 

Puisque ci(X )  est non nul, ce qui se vérifie pax restriction à la fibre générique de 7r, il en 

résulte que l’espace vectoriel H x{X, lüx) est non nul. Pax dualité de Serre, on a h}(X, u x )  =  

h?(X, Ox)- Puisque R î 'k+Ox  =  (0) et itJDx =  Os, on a h2(X, O x)  =  h?(S,O s) et, par 

dualité de Serre à nouveau, on obtient finalement h°(S.,cvs) >  1 ce qui démontre l’assertion.

Le diviseur 4K s  + Cq étant numériquement trivial et K s  étant effectif, les diviseurs K s  

et Co sont triviaux. Il en résulte que 7r est lisse et que S  est soit une surface KZ soit une 

surface abélienne.

Montrons m aintenant que la structure de Poisson est régulière. Puisque n est lisse, n 

est en paxticulier topologiquement localement trivial et on a donc

e(X)  =  e (P 1)e(5r) =  2 e(S)

2
où e(.) désigne la caxactéristique d ’Euler-Poincaré. Soit a  € H°(X, ÂTx)  le bivecteur de 

Poisson définissant la structure de Poisson sur X .  Le lieu Z  des zéros de <r étant de codi- 

mension 3, on a

deg(Z) =  c3(a Tx )

= Cl(X )c2( X ) - c 3(X )

En outre, pour un fibré en coniques, on a x (O x )  =  x(O s)  puisque R 1tt*Ox  = (0) et 

ir*Ox =  Os- La formule de Noether donne la relation

12 X(Os) = Cl(S)2 + c2(S)

=  ‘ (S)

Finalement, on obtient
deg(Z) =  Cl(X )C2(X )  -  c3(X )  

= 24 X( O x ) - e ( X )

=  0

en utilisant la formule de Riemann-Roch x (O x)  =  ^ ci(X )c 2(X).  ■

H'(X,Q'x )
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PROPOSITION 2 .3 .—Soit X  S  une fibration en droites projectives munie d ’une struc­

ture de Poisson régulière non nulle. Alors la surface S  admet une structure de Poisson non 

triviale induite par Visomorphisme naturel Os — ^*Ox  ■

Démonstration.—Supposons que la structure de Poisson induite sur S  soit identiquement 

nulle. Dans ce cas, les fibres de n*Qg C 0 ^  sont des sous-espaces isotropes de dimension 

2 et contiennent les fibres du faisceau u>x, puisque ce dernier est le noyau de la structure 

de Poisson. On en déduit l’inclusion T x /s  C C Tx)  (notations du lemme 1.1). Les fibres 

de 7r sont donc des sous-variétés intégrales du champ T  et, puisque ce dernier est de rang 

constant, chaque fibre est contenue dans une unique feuille symplectique.

Remarquons alors que le feuilletage sur X  induit un feuilletage sur S  par des courbes. 

Choisissons un point s € £  et un disque ouvert A  inclus dans la feuille contenant s. 

Clairement

S =  7t-1(A ) =  A  x  P 1.

Or, la structure de Poisson induit une structure symplectique sur S , c’est-à-dire une tri­

vialisation du fibré A27e , ce qui est évidemment impossible. ■

PROPOSITION 2.4.—Soit X  S  une fibration en droites projectives. On suppose X  munie 

d ’une structure de Poisson régulière non nulle. Alors S  est une surface K 3 et X  = S  x  P 1, 

ou bien S  est une surface abélienne et la fibration est munie d ’une connexion plate.

Démonstration.—Nous savons que S  est une surface K3  ou une surface abélienne pax la 

proposition 2.2. La structure de Poisson induite sur S  est donc partout non nulle. Un calcul 

en coordonnées locales permet de se rendre compte que la flèche T  — > déduite de

la projection naturelle Tx  — > 7r*iîs et de l’inclusion T  C Tx, est un isomorphisme (nota­

tions du lemme 1.1). On en déduit l’existence d ’une section ir*Ts — Tx  de la projection 

Tx  — y n*Ts-, telle que s(n*Ts) =  J~. La distribution définie pax cette section est donc 

intégrable (lemme 1.1) et détermine une connexion plate sur 7r; celui-ci est analytiquement 

localement trivial et les fonctions de transition sont localement constantes. La fibration 

précédente est donc associée à une représentation de 7Ti(JV) dans le groupe PGL{2, C). 

Rappelons enfin qu’une surface KS  est simplement connexe et donc qu’une telle fibration 

est triviale, ce qui achève la preuve de notre proposition. B

PROPOSITION 2 . 5 .—La variété S  x  P 1, S  étant une surface K3, admet une structure de 

Poisson régulière non nulle et il en est de même pour toute fibration en droites projectives 

munie d ’une connexion plate, de base une surface abélienne.



22 Structures de Poisson sur les variétés algébriques de dimension 3

Démonstration.—La, première assertion est claire. Soit X  — y S  une fibration en droites 

projectives munie d’une connexion plate, de base une surface abélienne. Soit (Ua)Q un 

recouvrement ouvert de S  et <f>a des isomorphismes 7r-1 ({/<*) =  UQ x P 1 au dessus de Ua 

de sorte que les fonctions de transition (fc«/*/?1 soient localement constantes. On munit le 

produit Ua x P 1 de la structure de Poisson produit, une structure symplectique étant fixée 

au préalable sur S. On vérifie que les isomorphismes <j>a sont des morphismes de Poisson, de 

sorte que l’on obtient sur X  une structure de Poisson régulière non triviale, ce qui termine 

la preuve de notre proposition. ■

Nous avons donc démontré le théorème :

THÉORÈME 2 . 6 .—Soit X  une variété projective de dimension 3 non minimale. Alors X  

admet une structure de Poisson quasi-régulière non nulle si et seulement si X  =  S  x P 1 où 

S  est une surface K3, ou bien X  possède une fibration en droites projectives munie d ’une 

connexion plate, de base une surface abélienne S .

En outre, la structure de Poisson est régulière et induite par le pull-back de la structure 

symplectique sur S  au moyen de la connexion.

3. Cas où X  est minimale et «(X) =  0

REMARQUES 3.1.—La formule numérique donnant la dimension de Kodaira entraîne Ci(X) =  

0. La variété X  étant de dimension de Kodaira k(X)  =  0, il existe donc un entier n > 1 

tel que u®n =  Ox- Réciproquement, si le fibré canonique est de torsion, X  est minimale 

et k(X ) =  0.

Rappelons quelques résultats utiles pour cette section.

THÉORÈME 3.2  ([K a2]) .—Soit X  une variété projective lisse minimale de dimension de 

Kodaira k (X )  =  0.

(1) Le morphisme d ’Albanese X  — Alb(X) est surjectif à fibres lisses et connexes; il 

existe un revêtement étale galoisien trivialisant la fibration précédente.

(2) Il existe un isomorphisme naturel H °(X ,T x )  ——>■ H 1(X , Ox)-

Dans la suite de notre travail, l’entier h l (X , O x)  sera noté q{X).

PROPOSITION 3 .3 .—Soit X  une variété projective minimale de dimension de Kodaira 

k{X)  =  0.
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(1) Les champs de vecteurs non nuls sur X  ne sont pas tangents à la fibration d ’Alba­

nese de X .

(2) Supposons X  de dimension 3. On a q(X)  G {0,1,2,3} et si q(X) =  3 alors X  est 

une variété abélienne.

Démonstration.—Considérons la suite exacte de cohomologie :

0 — > H °(X ,T x / m x ) ) — ►  H ° (X ,T x ) — > H°(X,a"x TAMX)).

L’espace H °(X , Tx/wbçx)) est donc nid si et seulement si l’application

H °(X ,T x ) — f B ° ( X ,a -x Tm x ) )

est surjective, puisque ces deux espaces vectoriels ont même dimension, la dimension de la 

variété d’Albanese étant précisément q(X).

Soit B  —̂  Alb(X) un revêtement étale galoisien de groupe G tel que le produit fibré 

B  x  x\b(X)X soit isomorphe au dessus de B  au produit B  x F  où F  est une variété projective 

lisse, de sorte que X  est isomorphe au quotient B  x F/G . Remarquons que, puisque B /G  = 

Alb(X) est une variété abélienne, le groupe G est formé de translations de B. Soit donc 

#o G i/°(A lb(^r), TMh{x)) et posons

=  Ï7û H  9*0o €  H °(B  x  F, TBxFf  =  H°(X, Tx )
1 ^ 1  geG

où nous avons identifié les espaces jff°(Alb(X), Taj^x)) et H °(B, Tb ). Le groupe G agissant 

de manière compatible sur B  et B  x F , l’image de 0i par l’application

H °(X ,T x ) — » H °(A lb(X ), TAib(x))

est $o, ce qui prouve notre assertion.

L’inégalité q(X)  <  3 résulte de la surjectivité du morphisme d ’Albanese (thm. 3.2). La 

dernière assertion étant évidente, la preuve de notre proposition est achevée. ■

PROPOSITION 3 .4 .—Soit X  une variété projective de dimension 3 et de dimension de Ko­

daira k(X ) =  0. Supposons en outre que X  soit munie d ’une structure de Poisson quasi- 

régulière non nulle. Alors q{X) -fi 0 et la structure est régulière. En outre, si q(X)  =  1 

alors le fibré canonique est trivial.

Démonstration.—Rappelons que X  est minimale (lemme 2.1) et démontrons la première 

assertion. L’inclusion u>x C f lx  entraîne l’inégalité h°(X,uix) <  h °(X ,flx ). Pax dualité de
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Serre, h°(X, u>x) =  h3( X ,O x ) et pax la théorie de Hodge, h°(X, ) =  q(X). On obtient 

h3(X , O x)  <  q(X)- Or, pax le théorème de Riemann-Roch, on a

x(Ox) = ± ci(x)c2(x)
=  0

(ci(X ) =  0 par la remaxque 3.1). Il en résulte finalement

l+ h * (X ,O x ) = q(X ) + h?(X ,O x ) 

< 2 q(X)

ce qui permet de conclure.
2

Montrons maintenant que la structure est régulière. Soit a  G H °(X , ATx) la section 

définissant la structure de Poisson sur X .  Le lieu Z  des zéros de a  étant de codimension 

3, on a

deg(Z) =  c3(ATx )

= C1(X)C2(X ) -  c3(X )

=  - c 3(X )

=  - e ( X )

Le morphisme d ’Albanese X  —̂  Alb(X) est lisse et donc topologiquement localement 

trivial. Soit F  une fibre dudit morphisme. On a donc e(X )  =  e(A lb(X))e(i7’) =  0 puisque 

q(X )  0. Il en résulte deg(Z) =  0, ce qui démontre l’assertion.

Supposons enfin q(X)  =  l=dim (A lb(X )). Pax la proposition 3.3, h°(X,Tx/Aih(x)) =  0 

et la suite exacte :

0 — y h 2Tx/A\b(x) =  v x 1 — > A2Tx  — > TxiAih(x) — > 0

fournit donc l’égalité h ° (X ,u j^ )  =  h°(X , A2Tx). Or h°(X, A2Tx) >  1 et donc ^ ( X , ^ 1) > 

1. Le diviseur —K x  étant effectif et numériquement trivial (rmq. 3.1), il est nul, ce qui 

termine la preuve de la proposition. ■

PROPOSITION 3.5.—Soit X  une variété projective de dimension 3, à fibré canonique trivial, 

vérifiant q(X)  =  1 .L a  variété X  vérifie alors l ’une des conditions suivantes:

(1) X  = (C x  S ) /G  où C est une courbe elliptique, S  une surface K 3 et G un groupe 

fini de translations de C opérant sur S  en respectant la structure symplectique,

(2) X  =  (C  x S ) / G où C est une courbe elliptique, S  une surface abélienne et G un 

groupe fini de translations de C opérant sur C x  S  par la formule:

g.(c, s) = (g.c, tg(c) +  «a(s)), g e  G, c e  C, s € S,
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où ug est un automorphisme de groupes respectant la structure symplectique de S  et tg un 

morphisme de C dans S .

De plus, toute variété du type précédent admet une structure de Poisson régulière, in­

duite par la structure symplectique de S .

Démonstration.—Le morphisme d ’Albanese X  Alb(X) étant lisse (thm. 3.2), on a 

l ’inclusion de fibrés vectoriels

(<*A')*WAlb(X) =  Ox  C  i l * .

Puisque le fibré canonique ojx est trivial, cette application définit une structure de Poisson 

régulière sur X  (lemme 1.1) dont les feuilles symplectiques sont les fibres du morphisme 

d ’Albanese.

Nous savons qu’il existe un revêtement étale galoisien de groupe G, C  — > Alb(X) tel 

que C  x Aib(jr) X  soit isomorphe à, C x  F  au-dessus de C , où F  est ime surface projective 

lisse ; de sorte que X  est isomorphe au quotient C x F jG , G opérant sur C x F  et C  de 

manière compatible. Puisque u>x = O x , on a ¡jJcxF =  OcxF  et donc u>p =  Of - La variété F  

est donc une surface abélienne ou une surface KS. Puisque C /G  =  Alb(X) est une variété 

abélienne, le groupe G est formé de translations de C. Remarquons alors que la structure 

de Poisson que nous venons de construire sur X  se relève à C x F  en une structure de Pois­

son régulière qui est le produit de la structure nulle sur C et d ’une structure symplectique 

sur F . Pour s’en convaincre, il suffit d ’examiner le feuilletage défini pax ladite structure. 

On constate ensuite que le groupe G respecte la structure de Poisson sur C x  F . Enfin, la 

structure de l’action de G résulte du fait que le groupe des automorphismes d ’une surface 

K S  ainsi que le groupe des automorphismes de groupes d’une surface abélienne sont dis­

crets. Un calcul permet de vérifier que la stucture symplectique sur F  est respectée, ce qui 

achève la preuve de notre proposition, puisque la dernière assertion est évidente. ■

PROPOSITION 3 .6 .—Soit X  une variété projective minimale de dimension 3 et de dimen­

sion de Kodaira k (X )  = 0, vérifiant q (X )  =  2. Alors X  est de la forme (F  x  S ) / G  où F  

est une courbe elliptique, S  une surface abélienne et G un groupe fini de translations de S  

opérant sur F  de sorte que F /G  =  P 1 et sur F  x S  par le produit de ses actions sur chacun 

des facteurs.

De plus, toute variété de cette forme admet une structure de Poisson régulière non 

nulle, induite par la structure symplectique de S .

Démonstration.—Soit S  — > Alb(X) un revêtement étale galoisien de groupe G  tel que 

le produit fibré X  Xpix ^x )S  soit isomorphe au-dessus de S  au produit F x S , F  étant une
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courbe lisse, de sorte que X  est isomorphe au quotient F  x  S /G , G opérant sur F  x  S  et S  

de manière compatible. L’égalité k(X ) =  0 entraîne k (F  x  S) =  0. Aussi k(F )  =  0 et F  est 

une courbe elliptique. Remarquons que, puisque S /G  =  Alb(X) est une variété abélienne, 

le groupe G est formé de translations de S. U tilisant un lemme de Beauville ([Bel] lemme 

VI 10, l ’argument donné dans le cas des surfaces s’adapte facilement à notre situation), on 

peut toujours supposer que le groupe G opère sur la courbe elliptique F  et que l’action 

de G sur le produit F  x  S  est le produit des actions de G sur F  et S. Enfin, si F /G  est 

une courbe elliptique, alors G opère sur F  par translations et il en résulte que X  est une 

variété abélienne, ce qui est impossible puisque q(X )  =  2.

La dernière assertion étant immédiate, notre proposition est démontrée. ■

Nous avons donc prouvé le théorème suivant :

THÉORÈME 3 . 7 . —Soit X  une variété projective de dimension 3 et de dimension de Kodaira 

k (X )  =  0. Alors X  admet une structure de Poisson régulière non nulle si et seulement si 

X  est minimale et vérifie l ’une des trois conditions suivantes:

(1) q (X )  =  3 (auquel cas X  est un variété abélienne)

(2) q{X) =  2

(3 )q (X )  = l e t Pg(X ) = l .

4. Cas où X  est minimale et k(X) =  1

Les propositions 4.5 et 4.6 sont dues à M. Reid ([R]) dans le cas où dim (X) =  2.

REMARQUE 4 . 1 . —Soient S  un schéma intègre, E  un faisceau localement libre sur X ,  

L ,L  G E  deux faisceaux inversibles tels que le quotient E /L  soit sans torsion, et tels qu’il 

existe un ouvert U G X  non vide au dessus duquel L\u G L\u G E p . Alors L G L G E.

LEMME 4 . 2 . —Soient X  une variété localement factorielle, E  un faisceau localement libre 

sur X  et L G E  un sous-faisceau inversible de E . Il existe alors un unique faisceau inver­

sible L G E  tel que L G L G E  et tel que le faisceau quotient E /L  soit sans torsion; L est 

le saturé de L dans E .

DÉFINITION 4 . 3 . —Soient X  une variété algébrique, C une courbe et X  C un mor­

phisme. On définit le diviseur de ramification de f  par la formule :

d ,  = E  f ' p  -  U ' P ) rti
Pec
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qui a un sens par le théorème de Sard.

LEMME 4 . 4 .—Soit X  une variété projective. Supposons qu’il existe un morphisme surjectif 

à fibres connexes X  C vers une courbe lisse C. Alors l ’inclusion naturelle f*u>c C fi*  

fournit l ’inclusion L = f*u>c(Df) C D j étant le diviseur de ramification de f .  De 

plus, le quotient ¡L  est sans torsion, et on a l ’égalité f*L  =  u>c-

Démonstration.—Soient P  € C un point de C  et f* P  =  la décomposition sché­

m atique de la fibre de /  au dessus de P. Fixons i. Au voisinage d ’un point régulier de 

la composante D{, il existe des coordonnées locales (z i , . . .  , zn) sur X (le point consi­

déré ayant pour coordonnées (0, . . .  , 0)) et une coordonnée locale t sur C au voisinage 

du point f ( P )  (ayant pour coordonnée 2 =  0) telles que le morphisme /  soit donné par 

(z i , . . .  , zn) — y Zi'. On a donc

f*d t =  n i z i ^ d z i

et la première assertion est claire.

Il reste à établir la relation /,£- =  u>c- Nous allons vérifier que l’inclusion naturelle 

wc C f*L  est un isomorphisme en le m ontrant en chaque point de C. En un point de C  au 

dessus duquel la fibre est réduite, le résultat est clair. Prenons donc P  € C tel que la fibre 

schématique f* P  soit non réduite. Les inclusions

r*c c l c  rujc(p)

fournissent, en prenant les images directes, les inclusions

wc C f*L  C u>c{P)-

Une section au voisinage de P  de u>c(P) qui n ’appartient pas à toc engendre nécessairement 

u>c{P) en P  et correspond à une section rationnelle de f*uic dont le diviseur des pôles au 

voisinage de f ~ 1(P) est f* P . Cette section ne peut donc appartenir à L , ce qui permet de 

conclure. ■

PROPOSITION 4 . 5 . —Soient X  une variété projective et L C. un sous faisceau inver­

sible de tel que le faisceau quotient Çtxx / L soit sans torsion. On suppose qu’il existe un 

système linéaire A C \L\ sans points bases tel que </>(X) soit une courbe, où X  -^4- 

est le morphisme associé au système linéaire A. Alors il existe un morphisme surjectif, à 

fibres connexes X  C vers une courbe lisse C , tel que f*u)c C. L C. °ù l ’inclusion 

f*u>c C iîjf est l ’inclusion naturelle. En outre, on a l ’égalité L =  f* u c{D ¡), D f étant le 

diviseur de ramification de f , et f mL — u>c •

Et «¿A
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Démonstration.—Remarquons que, supposant l’existence d ’un tel morphisme, l’application 

naturelle

rue -2* ni-

est une inclusion. En effet, par le théorème de lissité générique, le noyau de ce morphisme 

est de torsion et, puisque f*ujc est sans torsion, ce noyau est trivial.

Par le théorème de factorisation de Stein, il existe une courbe C lisse et connexe, un 

morphisme X  —̂  C  surjectif et à fibres connexes, et un morphisme C — ï  P N, fini au 

dessus de <f>(X) tels que <f) =  n f .  Soient Ho et Hi deux hyperplans de P N distincts, ne 

contenant pas la courbe 4>{X) et d ’équations respectives X i  =  0 et X 2 =  0 avec X i € 

^ 0(piv, (9pW.(i)) xi existe alors un ouvert de Zariski U C tel que la 1-forme d ( j^ )  y 

soit holomorphe, partout non nulle et tel que soit partout non nulle sur 7r_1(i7 ),

de sorte que 4>* d{^±) engendre f*u>c au dessus de l’ouvert Posons alors

5- =  € H °(X , L ).

On a donc

*  =  r&w
Ao

La variété X  étant compacte kahlerienne, toute 1-forme holomorphe sur X  est fermée. Par 

suite,

dsi = <f>*d&)Aso = 0.
■Xo

Par choix de Ho, le fermé <̂>-1( i/0) est un diviseur et donc un fermé propre de X .  Il en 

résulte alors que

■AVÆ) € H ° ( Y , L )

où V  = 4>~1(U fl (P N/H 0)). Mais, puisque 4>*d(j^)^v  engendre f*u>c\v en tout point de 

V , il en résulte les inclusions f*uic G L C iîjf, où l ’inclusion f* u c  C 0 ^  est l ’inclusion 

naturelle (cf remarque 4.1).

Par le lemme 4.2, il suffit de prouver que f*uûc{Dj) C et que le faisceau quotient 

€ix!f*u>c(Df ) est sans torsion pour que l’égalité L = f*uJc{Dj) soit vérifiée, ce que donne 

le lemme 4.4. ■

PROPOSITION 4.6 .—Soient X  une variété projective et L C. 0 ^  un faisceau inversible 

tel que le faisceau quotient / L soit sans torsion. On suppose qu ’il existe un entier n >  2 

et un système linéaire A C \L®n\ sans points bases tel que <f>(X) soit une courbe, où <f> est 

le morphisme associé au système linéaire A. Alors on a la même conclusion que dans la 

proposition 4-5.

4>-x{U).
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Démonstration.—Soient (s0, • • • , s n ) une base du système linéaire A. Il existe un morphisme 

projectif, génériquement fini

Y

Y  étant une variété algébrique, et des sections t\, • • • , t ^  du fibré 7t*L telles que

i T l  n
t i  —  7T Si

([BPV]). Notons A C \n*L\ le système linéaire engendré pax les sections f,. Ce système 

linéaire est sans points bases puisque 7r est surjectif et, si cj> désigne le morphisme associé 

à A, (¡>{X) est une courbe. L’inclusion L C se relève en une inclusion

7r*L C 7r*fïj£

et l ’injection naturelle tt*£Ix  «—>■ iîy  fournit alors un sous faisceau inversible n*L C iîy 

de Î2y, le faisceau quotient Qy /ir*L n ’étant pas nécessairement sans torsion. Considérons 

alors le diagramme comm utatif :

Y  —^  X

9 1

D C

P N  ___ y p N

( x q  . • ' • . X jv)  '  ̂ ( ^ o  • ‘ • *£jv)

où les flèches de gauche sont données pax la proposition 4.5 appliquée au système linéaire 

A C |7i-*L|, les notations étant celles du lemme 4.2, et les flèches de droite par la facto­

risation de Stein de <f>. Remarquons enfin que l’inclusion f*u>c C L est équivalente à la 

condition qu’en un point assez général (pour la topologie de Zaxiski) de X ,  les fibres de /  

sont tangentes au feuilletage défini par L. D’après la proposition 4.5, nous savons que ç*ujd 

et 7x*L coincident sur un ouvert non vide de Y  et donc que les fibres de g sont tangentes 

au feuilletage défini pax n*L. Comme le diagramme est commutatif, on en déduit qu’en 

un point générique de X ,  les fibres de /  sont tangentes au feuilletage défini par L, ce qui 

perm et de conclure.

Pax le lemme 4.2, il suffit de prouver que f*uJc(Dj) C et que le faisceau quotient 

Q}x ! f* u c{D j)  est sans torsion pour que l ’égalité L =  f*ujc{Df) soit vérifiée, ce que donne 

le lemme 4.4. H
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Rappelons enfin le lemme suivant qui nous sera utile par la suite.

Lemme 4.7 ([B ei] LEMME VI 7 b is).—Soient A  C C le disque unité, U une variété 

analytique (non compacte) lisse de dimension 3 et p : U — > A  un morphisme. On sup­

pose que p*0 =  nD  où n > 1 et D est un diviseur effectif réduit. Soit A  — A le morphisme 

z  i— > zn, U le produit fibré défini par le diagramme:

Ü U

p p

A  —^  A

U la normalisation de U, p et q les projections de U sur ¿S. et U. Alors, U est lisse, q est 

étale fini et la fibre p*0 est réduite.

PROPOSITION 4 .8 .—Soit X  une variété projective de dimension 3 munie d ’une structure 

de Poisson quasi-régulière non nulle; on suppose X  de dimension de Kodaira /c(X) =  1. 

Alors il existe un morphisme surjectif X  —̂  C vers une courbe C , dont les fibres lisses 

sont des surfaces KZ ou des surfaces abéliennes. Si l ’une des fibres est une surface KZ, le 

morphisme f  est lisse, analytiquement localement trivial et on a la formule ujx — f*&c- 

Si l ’une des fibres est une surface abélienne, les fibres lisses sont des surfaces abéliennes et 

les fibres non lisses sont multiples de surfaces abéliennes et on a l ’égalité u>x =  f* ÜJc(D  j ) , 

D f étant le diviseur de ramification de f . Enfin, la structure de Poisson est régulière.

Démonstration.—La variété X  étant minimale (lemme 2.1), le système linéaire \K x\ est 

semi-ample ([Ka2]). L’existence d ’un morphisme X  —̂  C  surjectif, à fibres connexes, vers 

une courbe lisse tel que f*u>c{Df) = u>x-, D f étant le diviseur de ramification de / ,  résulte 

du corollaire 1.2 et de la proposition 4.6.

Montrons que les fibres ensemblistes du morphisme /  sont normales. La formule u>x = 

f*u>c(Df) entraîne que les fibres lisses sont des feuilles symplectiques pour la distribution 

définie par la structure de Poisson. Il en résulte que toutes les feuilles symplectiques de 

dimension 2 sont verticales pour / .  Aussi, les singularités des fibres de /  correspondent 

aux points où la structure n ’est pas régulière, ce qui prouve l’assertion. Il en résulte en 

particulier que les fibres du morphisme /  sont irréductibles puisqu’elles sont connexes.

Si F  désigne une fibre lisse de / ,  la formule d ’adjonction fournit l’égalité u p  =  ^ x \f  et 

donc u>f  — Of  puisque Of (D /)  =  Op dans ce cas. Pax suite, F  est une surface KZ  ou une 

surface abélienne.

Supposons m aintenant que l’une des fibres de /  soit une surface KZ. Pour toute fibre 

F  de / ,  on a donc x {Of ) =  2. Supposons que la fibre schématique F  soit non réduite. On
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peut donc écrire

F  =  n(Fred)

avec n >  2. A l’aide du théorème de Riemann Roch, il n ’est pas difficile de voir que

x ( O f ) =  n x ( 0 Fr&d).

En outre, par la formule d ’adjonction, on a

^Fred ~  UJX ^  ® x{Fred) <g> 0 Fred 

= f*Wc{Dj + Fred) <8> 0 Frcd 

=  f*Wc(n{Fred)) <8> C>Fr<:d

= oFred

cax n(Freci) = F. Or, une surface projective normale S  dont le faisceau dualisant est trivial 

vérifie h1 (S, Os) = 0 sauf si S  est une surface abélienne ([U] cor. 1). Pax suite x ( 0 Fred) =  2 

et donc n =  1. Aussi, le morphisme /  est non ramifié et on a la formule u>x =  Le fibré

dualisant relatif étant de torsion, le morphisme /  est lisse et analytiquement localement 

trivial ([F] thm . 4.8), ce que l’on voulait démontrer. En outre, la structure de Poisson est 

régulière puisque, comme nous l’avons déjà remaxqué, les points où la structure n ’est pas 

régulière correspondent aux singularités des fibres de / .

Supposons m aintenant que l’une des fibres de f  soit une surface abélienne. Par un 

résultat de J.Kollax ([Ko] preuve du thm . 2.2, étape 6), le faisceau R 1 f*O x  est localement 

libre de rang 2 et sa formation commute aux changements de base. Une fibre réduite F  

de f  vérifie donc h l { F ,0 F) =  2 et est donc lisse par le résultat de Y.Umezu ([U] cor. 1) 

puisque son faisceau dualisant relatif est trivial. Si F  est une fibre de /  non réduite, on 

pose F  =  n(Fred) et P = f ( F ) .  Choisissons une boule A  C C contenant le point P  et 

posons U =  / _1(A ). On suppose que P  est le seul point de A  au dessus duquel la fibre est 

non réduite. En appliquant le lemme 4.7, on obtient alors un diagramme comm utatif :

Ü — Î - +  u

7 /

A  A

où q est un revêtement étale fini et /  est à fibres réduites et connexes. Il n ’est pas difficile 

de voir que

q*uu =  /

puisque nous avons la relation u>x =  f*u>c(D/). Le morphisme q étant étale on a q*u>u =  < û̂ 

et donc

USÿ — f  UJA
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de sorte que les fibres de /  ont toutes un faisceau dualisant trivial. Enfin, puisque la for­

m ation du faisceau R 1 /*O x  commute aux changements de base, on en déduit que toutes 

les fibres F  de f  vérifient h 1 (F , O-p) =  2 ce qui implique encore par le résultat de Y.Umezu 

([U] cor. 1) que ces fibres sont lisses. On en déduit que les fibres singulières de /  sont 

multiples de surfaces lisses. Or, nous savons que les singularités des fibres du morphisme /  

(munies de leurs structures réduites) correspondent aux singularités de l’injection de fais­

ceaux u>x £ix (cf* corollaire 1.2), ce qui prouve que la structure de Poisson est régulière. 

Enfin, il n ’est pas difficile de voir que le fibré canonique u>Fred est trivial pour toute fibre 

F  de / ,  de sorte que, pour des raisons de caractéristique d ’Euler-Poincaré, les fibres de /  

sont soit des surfaces abéliennes, soit des m ultiples de surfaces abéliennes. ■

Les deux propositions qui suivent complètent naturellem ent les résultats de la pro­

position précédente.

PROPOSITION 4 .9 .—Soit X  une variété projective de dimension 3. On suppose qu’il existe 

un morphisme surjectif X  — C vers une courbe algébrique C dont les fibres sont soit 

des surfaces abéliennes, soit multiples de surfaces abéliennes. Enfin, on suppose qu’on a 

la formule u>x =  f* u:c (D  /) ,  D j étant le diviseur de ramification de f . Alors X  est de la 

forme  (C  x S ) / G  où C est une courbe lisse, S  une surface abélienne et G C. Aut(C) un 

groupe fini opérant librement sur C x  S  par la formule:

g.{c, s) =  (;g.c, tg(c) +  % ($)), g e G ,  c € C ,  s € S,

où ug est un automorphisme de groupes de S  respectant la structure symplectique et tg un 

morphisme de C dans S .

De plus, toute variété de cette forme admet une structure de Poisson régulière non nulle 

induite par la structure symplectique de S .

Démonstration.—Démontrons la première assertion. Notons Pi , . . .  , P* les points de 

C  tels que les fibres schématiques f*Pi soient non réduites et n i , . . .  , nk  les multiplicités 

desdites fibres. Il existe un revêtement galoisien C  — C {C étant une courbe projective) 

ramifié au dessus des points P,-, étale ailleurs et tel que l ’indice de ramification d ’un point 

de 7T-1 (P,) soit ni ([KO], lemme 6.1). Toutefois, il faut vérifier que lorsque C  =  P 1, le mor­

phisme /  a au moins trois fibres non réduites. Notons N  le nombre de fibres non réduites 

et soit k > 1 un entier. En utilisant la  formule de projection, on obtient :

h°(X, <8)k 

¿X =  A » ( 0 ® ‘ n ‘n‘ ® f .O x(kU i  " ,Dj))

=  ha( C , u f  n-”' ®  © c ( E í ( n ¡  -  l)(n*¡ n j )ñ ) )



Or:

deg(u;®fcn fn« 0  0cE(ni _ ljfljn,-)#)) =  k(iN ~  2) IIn* ~  Y 1 II ni ) ’
« j j i i  i i j / t

et on en déduit que N  > 3, puisque «(X) =  1.

Soit X  la normalisation du produit fibré X  Xc C. Le morphisme naturel X  —£-*• C,

est lisse, et le morphisme X  X  est un revêtement étale fini (lemme 4.7). La formule

üjx =  f*<x>c(Df ) entraîne l’égalité = f  uiç et le morphisme /  est donc localement trivial

([F] thm. 4.8). Fixons un entier n >  3. Quitte à faire un changement de base étale, on peut

supposer que la fibration X  — > C est un schéma en groupes abéliens muni d’une structure

de niveau n. La fibration étant localement triviale (pour la topologie analytique), l’existence

d’un espace de modules fin pour les surfaces abéliennes munies d ’une polarisation de degré

donné et d ’une structure de niveau n, permet de conclure à la trivialité de ladite fibration.

La variété X  est donc isomorphe, au-dessus de C , au produit C x S  où S  est une surface

abélienne. Remarquons enfin que le revêtement C — > C est galoisien et que son groupe G

agit naturellement sur X  =  C x S  de manière compatible à son action sur C.

Montrons que X  peut être munie d ’une structure de Poisson régulière non nulle. Le

conoyau T  de l’injection de faisceaux

u>x — f * u c { D f )  ^  nif

s’identifie, après le revêtement étale X  — y X , au fibré i ^ /c r  faisceau T  est donc 

localement libre de rang 2 et détermine une structure de Poisson régulière non nulle dont 

les feuilles symplectiques sont les fibres du morphisme / .

Prenons g € G et (c, s) G C x S. Il n ’est pas difficile de voir que

g.(c,s) = (g.c,ta{c) +  u5(s))

où ua est un automorphisme de groupes et tg est un morphisme de C dans S. Remarquons 

alors que la structure de Poisson que nous avons construite sur X  se relève en une structure 

de Poisson sur X  qui est produit de la structure symplectique sur S  et de la structure nulle 

sur C  et que les automorphismes du revêtement X  — > X  sont des morphismes de Poisson. 

Un calcul montre alors que les éléments ug respectent la structure symplectique sur S , ce 

qui est l’assertion souhaitée. L’assertion réciproque est immédiate. ■

PROPOSITION 4.10.—Soit X  une variété projective de dimension 3. On suppose qu’il existe 

un morphisme surjectif et lisse X  -^4- C vers une courbe algébrique C, dont les fibres sont 

des surfaces K 3. On suppose en outre qu’on a la formule uix =  f * ^ c ■ Alors X  est de la 

forme (C x S ) /G  où C est une courbe algébrique, S  une surface KZ et G un groupe fini 

opérant librement sur C, opérant sur S  en respectant la structure symplectique et sur C x S

33
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par le produit de ses actions sur chacun des facteurs.

De plus, toute variété de cette forme admet une structure de Poisson régulière non nulle 

induite par la structure symplectique sur S .

Démonstration.—Un argument analogue à celui utilisé dans la proposition précédente per­

m et de montrer que la variété X  peut être munie d’une structure de Poisson régulière 

correspondant à l’injection de fibrés vectoriels u x  = f*(*>c ^

Rappelons qu’il existe un espace de modules fin Kd,n pour les surfaces K 3 munies d ’une 

polarisation de degré d fixé et d’une trivialisation du système local de fibres H 2(., Z /n Z )  

avec n > 3 fixé, déduit de l’espace de modules fin pour les surfaces K 3 marquées ([Be3] 

exposé VIII). En effet, le groupe des automorphismes projectifs d’une surface K 3 est fini 

et un automorphisme d ’ordre fini induisant l’identité sur i / 2(.,Z/raZ) est l’identité ([G], 

Appendice).

Puisque le groupe A u t( iï2(., Z /n Z ) )  est fini, il existe un revêtement étale fini et connexe 

C — > C  de C trivialisant le système local précédent. Par suite, il existe un morphisme 

C — y K d,n.  Mais, puisque le morphisme f  est localement trivial ([F] thm . 4.8), ce mor­

phisme est constant et, puisque l’espace de modules est fin, la famille X x c C / C  est triviale.

On peut toujours supposer que le revêtement C — Y C  est galoisien de groupe G. On 

sait que C Xc X  = C x S  où S  est une surface K3. Le groupe G agit sur le produit C x S  

et sur la courbe C  de manière compatible. Puisque le groupe des automorphismes d ’une 

surface KS  est discret, le groupe G agit en fait sur S  et son action sur le produit S  x  C 

est finalement le produit de ses actions sur chacun des facteurs. De plus, la structure de 

Poisson sur X  induit une structure de Poisson régulière sur S  x C.  H n ’est pas difficile 

de voir que sur une telle variété, une structure de Poisson régulière est nécessairement le 

produit d’une structure symplectique sur S  et de la structure triviale sur C et que le groupe 

G respecte la structure symplectique sur S,  ce qui termine la preuve de notre proposition, 

puisque la dernière assertion est évidente. ■

Nous avons donc prouvé le théorème :

THÉORÈME 4.11 .—Soit X  une variété projective de dimension 3. On suppose en outre 

que X  est de dimension de Kodaira k {X)  =  1. Alors X  admet une structure de Poisson 

quasi-régulière non nulle si et seulement si X  appartient à l ’une des deux familles suivantes:

(1) X  = (C x  S ) / G  où C est une courbe de genre au moins 2, S  une surface K 3 et 

G un groupe fini opérant librement sur C et opérant sur S  en respectant la structure sym­

plectique,

(2) X  =  (C x  S ) / G  où C est une courbe de genre au moins 2, S  une surface abélienne
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et G C Aut(C) un groupe fini opérant librement sur C x  S  par la formule:

g.(c, s) =  (g.c, tg(c) + ug(s)), g E G, c € C, s E S,

où ug est un automorphisme de groupes de S  respectant la structure symplectique et tg un 

morphisme de C dans S .

Enfin, X  est alors minimale, la structure de Poisson est régulière et provient de la 

structure symplectique sur S .

REMARQUE 4 .1 2 .—Les groupes finis d ’automorphismes symplectiques d ’une surface K 3 

ont été classifiés par S.Mukai ([Mu]) et on dispose donc d ’une description assez précise de 

ces variétés.
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Structures de contact sur les variétés 

toriques

1. Introduction

Une structure de contact sur une variété algébrique lisse est la donnée d ’un sous-fibré 

D C T x  de rang dim X  — 1 de sorte que la forme Ojy-bilinéaire sur D à valeurs dans le fibré 

en droites L  =  T x  / D  déduite du crochet de Lie sur T x  soit non dégénérée en tout point 

de X .  Cela entraîne que X  est de dimension impaire 2n +  1 et que le fibré canonique K x  

est isomorphe à L~x~n. On peut aussi définir la structure de contact par la donnée d ’un 

élément 0 G H °(X , <8> L ), la form e de contact, tel que 6 A (dô)n soit partout non nul.

Les espaces projectifs complexes et les variétés P y (T y ), où Y  est une variété lisse, sont 

des exemples de variétés de contact.

En quelques mots, une variété torique est une compactification équivariante d ’un tore 

([D], [01], [02], [F]).

L’étude des variétés de contact se révèle difficile. En dimension 3, elles ont été classifées 

par Y-G.Ye ([Y]) en utilisant la théorie de Mori. D ’autres auteurs étudient les structures 

de contact sur les variétés de Fano ([B], [L]), mais les résultats ne sont ici encore que partiels.

Le résultat principal de ce travail est le :

THÉORÈME.—Soit X  une variété torique projective lisse complexe de dimension 2n + 1 

(n >  1) munie d ’une structure de contact. Alors X  est ou bien isomorphe à l ’espace pro- 

jec tif complexe p 2n+1 ou bien isomorphe à la variété P p i x—xp1( î p 1x—xP1)-

2. Rappels et notations

Soit X  une variété projective lisse sur le corps C des nombres complexes. Le produit 

d ’intersection entre 1-cycles et diviseurs m et en dualité les deux espaces vectoriels réels :

N i(X )  =  ({1-cycles}/ = ) (g) R  et 7V1(X) =  ({diviseurs}/ = )  ® R ,



38 Structures de Contact sur les vaxiétés toriques

où =  désigne l’équivalence numérique. La dimension commune de ces espaces vectoriels est 

appelée le nombre de Picard de X .  On considère le cône N E ( X ) C N \(X )  engendré par 

les classes des 1-cycles effectifs. Une raie extrémale est une demi-droite R  dans N E ( X ), 

adhérence de N E ( X ) dans N i(X ) ,  vérifiant Kx-R*  <  0 et telle que pour tout Z \ ,Z 2 € 

N E ( X ) ,  si Z\ +  Z<i € R  alors Z\, Z 2 € R  ([M]). Une courbe rationnelle extrémale est 

une courbe rationnelle irréductible C  telle que R+ [C] soit une raie extrémale et telle que 

—K x -C  <  dim X  +  1. Toute raie extrémale R  est engendrée par une courbe rationnelle 

extrémale et admet une contraction, ¿.e., il existe une variété projective normale Y  et un 

morphisme X  Y , surjectif à fibres connexes, contractant les courbes irréductibles C  

telles que [C] € R  (théorème de Kawamata-Shokurov).

Dans le cas des variétés toriques, nous avons un résultat plus précis ([R]). Soit X une 

variété torique projective lisse associée à l’éventail A. Nous utilisons les notations de T. 

Oda ([02]). Il existe alors des éléments r j , . . .  , r s € A (d  — 1) tels que :

NE(X) = NË(X)  = R+[V(rx)] + ... + R+[V(r,)].

Les demi-droites R +[V(r,)] sont appelées raies extrémales généralisées. Soit R  C N E ( X ) 

une raie extrém ale généralisée. Alors il existe une variété torique projective Y  et un m or­

phisme équivariant X  Y  qui soit une contraction au sens de Mori. Notons A  G X  le 

lieu exceptionnel de (f> et B  =  <f>(A) :

X  — Y  

u u 

A  B

<r\A
Alors A  et B  sont deux strates toriques irréductibles, le morphisme A  — > B  est plat et ses 

fibres sont des espaces projectifs pondérés. Enfin, lorsque la contraction est de type fibrée, 

la variété Y  est régulière et le morphisme (j> est lisse.

Rappelons enfin un résultat général de J.W isniewski ([W l], [W2]) sur le lieu excep­

tionnel d ’une contraction extrém ale. Soit F  une composante irréductible d ’une fibre non 

triviale d ’une contraction élém entaire associée à la raie extrémale R. Nous appelons lieu 

de jR, le lieu couvert par les courbes dont la classe d ’équivalence numérique appartient à 

R. On a alors l ’inégalité :

d im F  +  dim(lieu de R) > diraX  +  £(R) — 1, 

où £(R) désigne la longueur de la raie extrém ale R  :

£(R) =  inf{—K x .C q\Co étant une courbe rationnelle et Cq € R}-
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3. Preuve du théorèm e

LEMME 1.—.Soit Y  une variété torique projective lisse de dimension n et £  un fibré vec­

toriel de rang r +  1 sur Y . On suppose que X  = P y (£ )  est une variété torique et que le 

morphisme naturel X  Y  est équivariant. Alors le fibré £  est totalement décomposé.

Démonstration .—Notons T  le tore de dimension n  +  r  agissant sur X ,  T ' le tore de di­

mension n  agissant sur Y  et T  T ' le m orphism e de groupes algébriques associé à 

<f>. Les hypothèses faites entraînent que ce m orphism e est surjectif. Notons N  le noyau 

N  =  ker(<£»), c’est un groupe algébrique produit d ’un tore T "  de dimension r  par un 

groupe fini.

Puisque X  est une variété torique, le fibré O x ( l )  est T -linéarisé et en particulier T " - 

linéarisé. Le tore T"  agissant trivialem ent sur Y , il en résulte facilement que le fibré £  est 

X^-linéarisé. P ar suite, le fibré £  est somme directe de ses composantes isotypiques :

£ ~  ® x€X{t")£x

où X (T " )  désigne le groupe des caractères de T ”. Si l ’un des fibrés vectoriels £x est de 

rang supérieur où égal à deux, nous allons voir qu ’un sous-tore non trivial de T"  agit tr i­

vialem ent sur X , ce qui est impossible. Notons X i ,Xk (k  >  1) les caractères de T"  

intervenant dans la décom position précédente et supposons k <  r — 1. Considérons la com­

posante neutre de l ’intersection des noyaux de ces caractères. Par construction, l’action de 

ce tore sur le fibré £  est triviale, ce qui est la conclusion souhaitée. ■

LEMME 2 .—Soit X  une variété torique projective lisse de dimension n >  1 dont le fi­

bré tangent est totalement décomposé. Alors X  est isomorphe à P 1 x —  x P 1.

Démonstration.—Notons A  l ’éventail définissant la variété torique X , T  le tore agissant 

sur X  et N  — Homar.a/3.(G m, T ). Par hypothèse, il existe des fibrés en droites Za , . . .  , Ln 

sur X  tels que T x  =  Li  0  —  0  L n.

Le fibré tangent est naturellem ent linéarisé. M ontrons que ladite linéarisation est in­

duite par un choix convenable de linéarisations des fibrés L,- (1 <  i <  n). Rem arquons que 

pour tou te courbe rationnelle lisse C d  X  on a —K x -C  >  2 ([Dru] corollaire 1) ; on en 

déduit que —K x  est ample puis que (—K x ) n > 0. Or (—K x ) n =  L\. —  .Ln puisque L? =  0 

([Dru] lemme 1) et les fibrés (X,-),^^,...^} sont donc deux à deux non isomorphes. Les fi­

brés Li sont facteurs directs équivariants de T x  pour un choix convenable de linéarisations 

desdits fibrés ([K]). Prenons a  € A (n) et considérons l ’ouvert Ua =  Spec(C[AÎ H a*]) où
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M  =  Homsr.a;9.(T, G m) =  Homz(Af, Z). Puisque X  est lisse, on a

<j — R + eli<7. -f- R +eUi0-

où (ei)0-,. . .  , en><r) est une base de N . Notons (x i t<T, • • • , x n>a) la base duale de (ejiiT, . . .  , en<(T). 

Les (a?t>)i<i<n sont naturellement des caractères de T  et forment un système de coordon­

nées locales sur Ua. Nous notons yv l’isomorphisme sur C n ainsi obtenu. L’action du tore 

est alors donnée par la formule

t \ x i )(T, , 3?n,<r) =  i •£n,<7’(^ )3 'n ,< r)*

Aussi, les sections

Si,* =  <pl(dxt,J  € H°(U„TX)

sont semi-invariantes, engendrent le fibré tangent en tout point de Ua et sont respective­

m ent associées aux caractères (£t>)i<«<n- On vérifie enfin qu’une section du fibré tangent 

semi-invariante relativement à l’un des caractères x,)<T est multiple de la section sti<7 cor­

respondante. On peut trouver pour chaque fibré Lt, une section qui soit semi-invariante 

sous T  et qui engendre le fibré en tout point de Ua. En évaluant cette section en l’unique 

point fixe de Ua on vérifie que ladite section est associée à l’un des caractères Xit<T puis que 

cette section est proportionnelle à la section s ,i<T correspondante. Si deux desdites sections 

sont proportionnelles alors les fibrés correspondants sont égaux comme sous-fibrés de Tx  

au dessus de l ’ouvert Ua et sont donc globalement isomorphes puisque les quotients T x / L>i 

sont sans torsion, ce qui est impossible. Les fibrés Li sont donc en somme directe, ce qui 

prouve l’assertion souhaitée.

Nous savons que chaque section s,-)(T trivialise l’un des Lj.  Par suite, si a' est un autre 

cône de dimension n, l’image de la droite (1 <  i < n) par la fonction de transi-I <7 CT̂
tion est l’une des droites (1 <  i <  n). Autrement dit, la m atrice associéeI CT <T̂
à la fonction de transition ipv'Vo1 exprimée dans les bases (si„>,Tr )i<t<n et (3,-)0-lrj )i<i<n

I u <r<Tt ~~ — l crcr' — —

n ’a qu’un seul term e non nul par ligne et par colonne.

C’est ce résultat que nous allons m aintenant exploiter. Considérons un cône r  € A (n —1) 

et soient a  et a' les deux cônes de dimension n  séparés par r .  Il existe donc une famille 

( e i , . . .  , en_i) d ’éléments de N  et deux autres éléments de N , en et en+i, tels que les familles 

(ei, • • • , en_i, en) et ( e i , . . .  , en_i, en+i) soient des bases de N  et tels que l’on ait

r  =  R +ei +  • • • +  R +en_i

et

a- =  r  +  R +en <j ' =  t  +  R +en+i.
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On a en outre une relation :
n—1

^ n + l “I“ en ^  ] Û«ÉÏ«' — 0 ,  

*=1

où a,- € Z. Notons (xi, • • • , xn) la base duale de la base (e i ,. . .  , en_i, en) et (zi, • • • , zn) la 

base duale de la base (e i ,. . .  , en_i, en+i). Le changement de cartes est alors donné par la 

formule :

(Zl ,  • ’ • , Zn) ( ^ - ,  * * ‘ — )•
2 " l  Zn  2 n

La fonction de transition ipaer> est donc donnée par la matrice :

( z~ai 0 .............. 0 —a iz iz “"1-1 ^

0 z- "2 : :
• .  .  .  • •

: •. •. o :
: z~c<n~1 - a n- i z 1z - c‘n- 1- 1

V 0 ......................... 0 - z ~ 2 )

Il en résulte les égalités cti =  . . .  =  otn- i  =  0 et donc en+i =  — en.

Soit e € A (l) et soit a (E A(n) un cône dont e est une face de dimension 1. On identifie 

le cône e et l’élément primitif de N  qui le détermine. Alors il existe une base (ei =  e ,. . .  , en) 

de N  telle que a = R+ei +  . . .  +  R+en. Le cône R+e2 +  . . .  +  R+en est une face de di­

mension n — 1 de a  et donc d ’après ce qui précède, on a que — e 6 A (l) et que le cône 

R + (—ex) +  . . .  +  R+en 6 A (n — 1). Il en résulte que ±e; € A (l) (1 < i < n) et que tous 

les cônes possibles de dimension n formés sur ces vecteurs sont des cônes de l’éventail A. 

Si e' € A (l), alors e' est contenu dans l’un des cônes précédents et donc e' est l’un des 

(±e,)x<,<n et on a donc déterminé tous les cônes de dimension maximale, ce qui détermine 

A et termine la preuve du lemme. ■

THÉORÈME.—Soit X  une variété torique projective lisse de dimension 2n +  1 (n >  1) 

munie d ’une structure de contact. Alors X  est ou bien isomorphe à l ’espace projectif com­

plexe p 2n+1 ou bien isomorphe à la variété P p ix -xP ^^W x-x P 1)-

Démonstration.—ha. preuve de ce théorème repose sur l’étude des contractions extrémales 

de X .  Notons T  le tore agissant sur X .  Puisque le diviseur canonique K x  de X  n ’est pas 

effectif, il existe une raie extrémale R  au sens de Mori engendrée par une courbe rationnelle 

lisse C invariante sous l’action du tore T. Puisque K x  =  —{n +  1 )L, on a ¿(R) = n +  1 ou 

£(R) =  2n + 2, où £(R) désigne la longueur de la raie extrémale R. Dans ce dernier cas, X  

est de Fano et Pic(X) =  Z ([Wl] prop. 2.4). Il en résulte que X  est isomorphe à l’espace
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projectif complexe P 2n+1 ([01] thm.7.1).

Il nous reste donc à étudier le cas où £(R) =  n +  1. Notons X  Y  la contraction 

de Mori associée à la raie i?, où Y  est une variété torique projective. Notons T' le tore 

agissant sur Y .  Notons A  C X  le lieu exceptionnel de <f> et B  — <f>(A) :

X  Y

U U

A  B

Puisque la courbe C est T-invariante, elle est contractée sur un point fixe y € B  sous T ' . Le 

morphisme <j> étant équivariant, la fibre F  =  4>~x{y) au dessus de y est donc T- invariante. 

Par suite, puisque cette fibre est irréductible, on en déduit que F  est une strate torique et 

donc que F  est lisse puisque X  l ’est. La fibre F  est donc isomorphe à un espace projectif 

P fc (k  >  1) et, puisque C est une strate torique de la variété torique P*, il en résulte 

que la courbe C s’identifie à une droite de P fc. Nous savons aussi qu’il existe une courbe 

rationnelle Ci C X  telle que C\ (E R  et —K x-C i = n +  1. Mais, puisqu’il existe un diviseur 

D sur X  tel que D.C  =  1 et puisque R  =  R+[C], il en résulte facilement que C =  Ci, de 

sorte que C.L  =  1. Par suite, on a (F, L\p) =  ( P fc, <9pfc(l)).

Puisque H °(P k, f)pfc(l)) =  (0), la restriction de la forme de contact 0 à P k est nulle 

et on vérifie par un calcul en coordonnées locales que, pour tout x  € P^, le sous espace 

vectoriel Tpk(x) C D (x ) est totalem ent isotrope pour la forme alternée de contact qui, par 

hypothèse est non-dégénérée. Il en résulte l’inégalité k <  n et donc l’égalité k — n  puisque 

dim F >  ¿(R) — 1 =  n. Utilisant à nouveau l’inégalité de Wisniewski, on en déduit que la 

contraction est de type fibrée et donc que Y  est régulière, de dimension n +  1 et que <f> est 

lisse.

Considérons la suite exacte :

O — >■ T y / y  — > T x  — > <¡>*Ty  — > O

La flèche Tx / y  — ► L obtenue par composition avec la projection Tx  — > L étant iden­

tiquement nulle par le théorème de Grauert et les résultats ci-dessus, il existe une flèche 

surjective 4>*Ty — > L — > 0 et donc un morphisme X  — ¥ P y(T y) au dessus de Y  qui 

induit un isomorphisme sur chaque fibre. Il en résulte que ce morphisme est en fait un 

isomorphisme. Le résultat découle alors des lemmes 1 et 2. ■
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Structures de contact sur les variétés 

algébriques de dimension 5

Introduction

Une structure de contact sur une variété algébrique lisse est la donnée d ’un sous-fibré 

D C Tx de rang dimX — 1 de sorte que la forme O^-bilinéaire sur D à valeurs dans le fibré 

en droites L = T x / D  déduite du crochet de Lie sur Tx  soit non dégénérée en tout point 

de X .  Cela entraîne que X  est de dimension impaire 2n +  1 et que le fibré canonique K x  

est isomorphe à L-1-n . On peut aussi définir la structure de contact par la donnée d ’un 

élément 9 E H °(X , ® -Z), la forme de contact, tel que 0 /\ (dO) soit partout non nul*

Soit g une algèbre de Lie simple. Son groupe adjoint G agit sur P(g) et n ’a qu’une 

seule orbite fermée; on montre que celle-ci admet une structure de contact ([Be] prop.2.6). 

Ce sont des variétés de Fano homogènes dont le groupe des automorphismes de contact a 

pour algèbre de Lie g. On parlera de la variété de contact homogène de type g. Les fibrés 

P y(T y), où Y  est une variété lisse, fournissent d ’autres exemples de variétés de contact. 

En dimension 3, Y-G.Ye a montré que ce sont les seules ([Y]). D’autres auteurs étudient 

les structures de contact sur les variétés de Fano ([Be], [L]), mais les résultats ne sont ici 

encore que partiels.

Le résultat principal de ce travail est le

THÉORÈME.—Soit X  une variété projective lisse de dimension 5 munie d ’une structure 

de contact. Alors X  est l ’une des variétés précédentes sauf si le fibré canonique K x  est 

numériquement effectif et /c(X) =  —oo.

Notons que le dernier cas ne devrait pas se produire par la conjecture d ’Abondance 

([KMM]).
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1. Rappels

Soit X  une variété projective lisse sur le corps C des nombres complexes. Le produit 

d ’intersection entre 1-cycles et diviseurs m et en dualité les deux espaces vectoriels réels :

TVj^X) =  ({1-cycles}/ = ) <g> R  et N 1(X ) =  ({diviseurs}/ = ) (g) R ,

où =  désigne l’équivalence numérique. La dimension commune de ces espaces vectoriels est 

appelée le nombre de Picard de X .  On considère le cône N E ( X ) C N i(X )  engendré par les 

classes des 1-cycles effectifs. Une raie extrémale est une demi-droite R  dans N E ( X ), adhé­

rence de N E ( X ) dans N i(X ) ,  vérifiant Kx-R*  <  0 et telle que pour tout Z i, Z2 € N E (X ) ,  

si Z\ + Zi € R  alors Z i, Z2 € R. Une courbe rationnelle extrémale est une courbe ration­

nelle irréductible C  telle que R +[C] soit une raie extrémale et —K x-C  <  dimX +  1. Toute 

raie extrémale R  est engendrée par une courbe rationnelle extrémale et admet une contrac­

tion., i.e., il existe une variété projective normale F  et un morphisme X  —̂  Y , surjectif 

à fibres connexes, contractant les courbes irréductibles C  telles que \C] € R  (théorème de 

Kawamata-Shokurov).

Rappelons un résultat fondamental de J. Wisniewski ([W l], [W2]) sur le lieu excep­

tionnel d’une contraction extrémale. Soit F  une composante irréductible d’une fibre non 

triviale d ’une contraction élémentaire associée à la raie extrémale R. Nous appelons lieu 

de R, le lieu couvert par les courbes dont la classe d ’équivalence numérique appartient à 

R. On a alors l’inégalité :

d im P +  dim(lieu de R) >  dimJV +  £(R) — 1,

où £(R) désigne la longueur de la raie extrémale R  :

£(R) =  inf{—K x -Cq\Cq étan t une courbe rationnelle et Cq € i?}.

En particulier :

2dim(lieu de R) > dim X +  £(R) — 1.

Nous terminons ces rappels par un théorème de structure ([AW1], [AW2]). Considérons 

ime contraction extrémale X  —̂4- Y  d’une variété projective lisse. Soit L  un fibré inversible 

</>-ample et r  >  1 un entier. On dit que K x  +  tL supporte la contraction <j) si ce fibré est 

trivial sur les fibres de (f>. Soit F  =  4>~l (y) une fibre de <f> munie de sa structure de schéma 

réduite. On suppose qu’il existe un ouvert de Y  contenant y  tel que les fibres de cf> au dessus 

de cet ouvert soient toutes de dimension au plus dim (F) :

1. si dim (F) < r — 1 alors Y  est lisse en y et <f> est un fibré projectif au voisinage de F ,
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2. si dim (F) =  r  alors Y  est lisse au voisinage de y et :

(a) si <j> est birationnel alors <f> est l’éclatement d ’une sous variété lisse de Y  de 

codimension r  -f 1,

(b) si d im (y) =  dim(X) — r  alors <f> est un fibré en quadriques,

(c) si d im (y) =  dim(X) — r +  1 alors r < d im (X )/2 et F  = P r .

2. Preuve du théorème

PROPOSITION l . —S o i tX  une variété projective lisse de dimension 2n + l .  On suppose que 

X  est de dimension de Kodaira k (X )  > 0. Alors X  ne possède aucune structure de contact.

Démonstration.—Raisonnons par l’absurde et supposons que X  soit munie d ’une struc­

ture de contact. Il résulte des hypothèses, qu’il existe une variété projective lisse X  et un 

morphisme X  — X  génériquement fini tel que h°(X , L *) >  1, où l’on a posé L =  7r*(L). 

Considérons un ouvert U C. X  non vide au dessus duquel % est étale et fini. La struc­

ture de contact sur X  induit une structure de contact sur 7r-1 (i7) associée au fibré L. 

Q uitte à restreindre ir~l (U), on peut supposer que L  est trivialisé par une section globale 

0 € H °(X , L -1 ) C H °(X ,Î Iy )- Sur cet ouvert, la structure de contact est donnée par la 

forme de contact 0, ce qui constitue la contradiction cherchée puisque d(0) = 0 . ■

LEMME.—Soit X  une variété projective lisse de dimension 2n +  l  munie d ’une structure de 

contact définie par la forme 6 G H °(X , (g) L). Soit Y  C X  une sous-variété analytique 

complexe lisse telle que la restriction de la forme de contact à Y  soit identiquement nulle. 

Alors la dimension de Y  est au plus n.

Démonstration.—On vérifie par un calcul en coordonnées locales que pour tout y € Y , 

l’espace vectoriel Ty(y) C D(y) est un sous espace totalem ent isotrope pour la forme al­

ternée de contact qui, par hypothèse, est non dégénérée. ■

PROPOSITION 2 .—Soit X  une variété de Fano de dimension 5 munie d ’une structure de 

contact. On suppose que b^^X) =  1. Alors X  est soit isomorphe à l ’espace projectif T*5 soit 

à la variété de contact homogène de type G i.

Démonstration.—he groupe de Picard de X  est un Z-module libre de rang 1 puisque 

b^^X) =  1. Rappelons que nous avons la formule K x  =  —3L et que l ’ordre de divisi­

bilité de K x  est au plus 6. Il en résulte que soit L engendre Pic(X ) soit L =  2Lq où L0 est
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un générateur du groupe de Picard de X .  Dans ce dernier cas, X  est isomorphe à l’espace 

projectif complexe P 2n+1 par le critère de Kobayashi-Ochiai ([KO]).

Il nous reste donc à tra iter le cas où L  est un générateur de P ic(X ). Dans ce cas, 

X  est une variété de Mukai et le fibré L  est très ample ([Mu] prop. 1, [Me]). En effet, 

lorsque X  est un revêtem ent double de P 5 ou d ’une quadrique lisse de dimension 5, on 

vérifie que H °(X , 12^ <8> L) =  0 et donc X  n ’a aucune structure de contact. Par suite, X  est 

homogène ([Be] cor. 1.8) et isomorphe à la  variété de contact homogène de type G<i ([Bo]).B

THÉORÈME 1 .—Soit X  une variété projective lisse de dimension 5 munie d ’une struc­

ture de contact. On suppose que le fibré canonique n ’est pas numériquement effectif. Alors 

X  est soit isomorphe à l ’espace projectif P 5, soit à Py(Ty) où Y  est une variété lisse de 

dimension 3, soit à la variété de contact homogène de type

Démonstration.—ha. preuve de ce théorèm e repose sur l ’étude des contractions extrémales 

de X .  Soit R  une raie extrém ale de X .  Puisqu’on a la formule K x  =  —SL, £(R) =  3 ou 6. 

Dans le dernier cas, X  est de Fano et b^{X) =  1 ([W l]) et la proposition 1 perm et de 

conclure.

Il nous reste à tra ite r le cas où i{R ) — 3. Notons X  -^-y Y  la contraction extrém ale 

associée à R. Par l’inégalité de Wisniewski, la contraction est soit de type fibrée soit divi- 

sorielle. De plus, le fibré L est <j>—ample et K x + 3L supporte la contraction extrémale.

Etude des contractions de type fibrée. En utilisant à nouveau l ’inégalité de Wisniewski 

on vérifie que dim(Y) <  3 et que tou te  composante irréductible d’une fibre non triviale est 

de dimension au moins 2.

Cas 1 : d im (Y ) =  3. Puisque <f> est une contraction extrém ale et dim(Y) > 1 , 0  n ’a pas de 

fibre de dimension 4. Par 2.(c), le morphisme 4> ne peut avoir de fibre de dimension 3 et il 

en résulte donc que toutes les fibres de <j> sont de dimension au plus 2, ce qui entraîne que 

Y  est lisse et que <f> est un fibré projectif par 1. Remarquons alors que L\p =  O p2 ( l)  pour 

toute fibre F  de <f> et considérons la suite exacte :

0 — Y Tx / y  — y Tx  — y 4>*Ty  — y 0

La flèche T x /y  — y L obtenue par composition avec la projection Tx  — > L étant iden­

tiquem ent nulle par le théorème de G rauert et les résultats ci-dessus, il existe une flèche 

surjective 0*Ty — y L — y 0 et donc un m orphisme X  — > Py(Ty) au dessus de Y  qui 

induit un isomorphisme sur chaque fibre. Il en résulte que ce morphisme est en fait un 

isomorphisme, ce qui term ine la preuve du théorème dans ce cas.
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Cas 2: dim(Y) =  2 . Par le critère de Kobayashi-Ochiai ([KO]), une fibre générique lisse est 

une quadrique Q C P 4 de dimension 3. On vérifie que L\q = O q( 1) et que H°(Q, iîg ( l))  =  

0; ce cas est éliminé par le lemme.

Cas 3: dim (Y ) =  1. Une fibre générique lisse F de (f> est une variété de Del Pezzo de 

dimension 4 et L\p est la polarisation naturelle. En utilisant la classification de T .Fujita 

([Fl], [F2], [F3]), on vérifie que H°(F,ÇllF ® L\p) =  0 et le lemme permet de conclure.

Cas 4 ■ d im (Y ) =  0. Dans ce cas X  est de Fano et, puisque le nombre de Picard de X  

est 1, on a 62 P O  =  1 et on peut appliquer la proposition 1.

Etude des contractions divisorielles. Notons E  le lieu exceptionnel de <j>. C’est un divi­

seur irréductible. Par l’inégalité de Wisniewski, <f>{E) est de dimension 0 ou 1.

Cas 1 : dim(4>(E)) =  1. Par 2(a), une fibre non triviale F  de <f> est un espace projectif 

P 3 et L\p = Op3(l). Ce cas est à nouveau éliminé par le lemme.

Cas 2: dim(<f>(E)) =  0. Dans ce cas, E est soit isomorphe à P 4, soit à une quadrique 

irréductible de dimension 4, soit à une variété de Del Pezzo de dimension 4 ([A]). Les deux 

premiers cas s’éliminent par le lemme. Dans le dernier cas, le fibré normal Np\x est Op. 

Par suite le schéma de Hilbert Hilbx est lisse au point F et de dimension 1. Puisque <f> 

est extrémale, les déformations de F doivent être contractées par 0 , ce qui constitue la 

contradiction cherchée. B

COROLLAIRE.—L es  seules variétés de Fano de dimension 5 admettant une structure de 

contact sont, à isomorphisme près, P 5, P p 3(Tp3) et la variété de contact homogène de type 

(?2 .

Démonstration.—Le corollaire est une conséquence de la conjecture d’Hartshorne-Frenkel. 

démontrée par S.Mori ([Mo]). B
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Variétés algébriques dont le fibré 

tangent est totalement décomposé

Introduction

Soit X  une variété compacte kahlérienne dont le revêtement universel X  est isomorphe 

au produit n*€i Ui de variétés complexes lisses et sur lequel le groupe 7Ti(X) agit diagona- 

lement. La décomposition =  ©t€/p’T[/t induit alors une décomposition de Tx  en somme 

directe de sous-fibrés intégrables. Ce travail contribue à l’étude de l’assertion réciproque et 

complète les résultats déjà obtenus par Beauville ([B 1 ]) :

THÉORÈME 1.—Soient X  une variété projective lisse de dimension n >  1 dont le fibré 

tangent est totalement décomposé et Tx  =  M i © • • • © M n ladite décomposition. On suppose 

que les fibrés © ,e / M t- sont intégrables, pour tout ensemble d ’indices I  C { 1 , . . .  , n}. Le 

revêtement universel X  de X  est alors produit de surfaces de Riemann et la décomposition 

de T x  est induite par la décomposition canonique de T%-

REMARQUE ([B2]).—L’hypothèse d ’intégrabilité dans le théorème 1 est effectivement né- 

céssaire. En effet, notons X  le produit A  x P 1 où A  est une surface abélienne. Il n ’est pas 

difficile d’exhiber une connexion non intégrable sur la projection canonique X  — > A  ; la 

décomposition de Tx  ainsi obtenue ne se relève donc pas en la décomposition canonique 

du fibré tangent T% où X  est le revêtement universel de X .

Rappelons qu’une variété projective lisse est dite minimale si K x  est numériquement 

effectif.

THÉORÈME 2 .—Soit X  une variété projective lisse minimale de dimension n >  1 dont 

le fibré tangent est totalement décomposé. Le revêtement universel X  de X  est alors pro­

duit de surfaces de Riemann et la décomposition de T x  est induite par la décomposition 

canonique de T%.
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Nous démontrons ces résultats en exhibant une fibration lisse de X  munie d’une connexion 

intégrable compatible à la décomposition de Tx-

Dém onstration des théorèmes

LEMME 1 ([Bl] le m m e  S.1).—Soient X  une variété lisse et E  un facteur direct de Tx- La 

classe d ’Atiyah a t(E ) € H 1(X , i lx  <g> €nd(E )) provient de H l (X ,E *  ® €nd{E)). En par­

ticulier, tout élément de H r(X ,£ lrx ) donné par un polynôme en les classes de Chem de E  

est nul, pour r strictement plus grand que le rang de E .

COROLLAIRE 1 .—,Soient X  une variété projective lisse de dimension n > 1, E  un facteur 

direct de T x  de rang 1 et C d  X  une courbe rationnelle irréductible. Alors deg(E\c) = 0 

ou deg{E\c) >  2.

Démonstration.—Soit P 1 ——y C  la normalisation de C . Supposons deg(£jc) <  1 ; le groupe 

de cohomologie H 1(P 1, Æjpi) est donc nul. Considérons le diagramme commutatif:

H \ X , E •) ------y Hl {X, ü'x)

^(PSEfpt) ------5- H '{P1, ^ )

L’élément C\{E) € H 1( X : fi )̂ provient de H l (X, E*) (lemme 1); son image Ci(Æ?|pi) =  

deg(i£|c) dans iT1(P 1,iip i)  est donc nulle, ce qui prouve le corollaire. ■

COROLLAIRE 2 .—Soient X  une variété projective lisse de dimension n > 1 dont le fi­

bré tangent est totalement décomposé et P 1 -^4- X  un morphisme non constant. Alors X  

n’est pas minimale.

Démonstration.—Ecrivons v*Tx =  O p i(ai) ® ••• 0  Opi(an) avec ai >  ••• >  an > 0 

(corollaire 1). L’application tangente Tpi -^4- v*Tx étant génériquement injective, on a 

ai >  2. On en déduit deg(u*.ftjr) <  —2 et X  n ’est donc pas minimale. ■

Soit X  une variété projective lisse complexe. Le produit d ’intersection entre 1-cycles 

et diviseurs m et en dualité les deux espaces vectoriels réels Ni(X) =  ({1-cycles}/ = ) <8> R  

et N l (X) =  ({diviseurs}/ = ) ® R , où =  désigne l’équivalence numérique. Soit N E (X ) C  

Ni(X) le cône engendré par les classes des 1-cycles effectifs. Une raie extrémale est une 

demi-droite R  dans NE(X),  adhérence de NE(X)  dans Ni(X), vérifiant Kx-R*  <  0 et 

telle que pour tout Zi, Zi G NE(X),  si Zi + Zi € R  alors Zi,Zi  € R  ([M2]). Une courbe
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rationnelle extrémale est une courbe rationnelle irréductible Cq telle que R+[Co] soit une 

raie extrémale et telle que —K x -Cq < dimX +  1. Si X  est une variété projective lisse non 

minimale alors X  contient une courbe rationnelle extrémale ([M2] thm . 1.5). La longueur 

de la raie extrémale R  est ([W]) :

£(R) = m { { —K x - C \ C  étant une courbe rationnelle et C E  R}.

L’étude des courbes rationnelles extrémales sur les variétés dont le fibré tangent est 

totalem ent décomposé fait l’objet du :

LEMME 2 .—Soit X  une variété projective lisse non minimale de dimension n >  1 dont 

le fibré tangent est totalement décomposé. Il existe alors un revêtement étale fini Z — y X  
tel que Z soit un fibré en droites projectives pour la topologie étale.

Démonstration.— Soit R  =  R+[Co] une raie extrémale engendrée par une courbe rationnelle 

Co telle que £(R) =  —K x -Cq. Notons P 1 -^-y Cq la normalisation de C q. Les hypothèses 

faites entraînent la lissité du schéma Hom (P1,X ) (corollaire 1). Soit V  C Hom (P1,X ) 

la composante connexe (de dimension £(R) +  n ) contenant le point vo- Le groupe G = 

P G L2(C) agit de manière naturelle sur V  par la formule g.v = vg-1. Soient Chow(X) la 

variété projective param étrant les 1-cycles effectifs et V  -^-y Chow(X) le morphisme natu­

rel G-équivariant qui à P 1 —̂-y X  associe le 1-cycle v(P*) (v est birationnel au dessus de 

u (P L)). Enfin, soit Y  la normalisation de a ( l/)  dans le corps k (V )G. Alors Y  est le quotient 

géométrique de V  par G et l’action de G sur V  est libre ([Ml] lemme 9 et [W] Appendice 

A4) ; Y  est une variété projective et lisse de dimension n+£(R) — 3. Soit P 1 x V  — y X  x Y  

le morphisme naturel et soit Z  = Spec((F*(9pixvr)G)- Alors Z  est le quotient géométrique 

de P 1 x V  par G, l’action de G étant donnée par la formule g.(z,v) = (g(z), vg 1) ; Z  est 

une variété projective et lisse de dimension n + £(R) — 2 et Z  — > Y  est un fibré en droites 

projectives pour la topologie étale ([Ml] p. 603). Le morphisme universel G-équivariant 

P 1 x V — > X  (l’action de G sur X  étant triviale) est lisse ([K] II 3.5.4) et induit un 

morphisme propre et lisse Z  — y X  de dimension relative £(R) — 2.

Montrons que £{R) =  2. Soit v € V . Ecrivons v*Tx = Opi(ai) ® • • • © Opi(an) avec 

ai >  • • • >  an >  0 et ai >  2. Il existe un ouvert U C V  non vide tel que le n-uplet 

(ai, • • • ,a n) soit indépendant de v £ U. Considérons le morphisme:

F X  x X  

v ------ > (i?(0),u(oo))
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La différentielle de ip est donnée par la formule ([K] II 3.4) :

H ° (P \v * T x )  v*Tx  ® fc(0) © v*Tx  ® fc(oo) 

s ------ > (s(0),s(oo))

Calculons le rang de ladite différentielle. Considérons les applications linéaires (dip)i(v) 

(1 <  i < n) :

H °(P 1, O p i ( a i ) )  ------ > Opi(a,) ® A(0) © 0 Pi(a t) ® fc(oo)

Si  ̂ (s,(0),s,-(oo))

Le rang de (dip(v))i est 2 si a,- > 1 et 1 si a,- =  0, de sorte que, pour v € U :

rang(ci0(u)) =  2Card{z|at- > 1} +  Card{i|a,- =  0}.

Evaluons la dimension de l’image de %j). Soient p et q les projections de X  x X  sur 

chacun des facteurs. Le morphisme Z  — > X  étant propre et lisse, jo(Im(^»)) =  X .  Si 

x  € p(Im(?/>)) =  X , p~l (x) fi Im(V’) s’identifie, via la projection ç, au lieu des points de X  

par lesquels il passe une courbe rationnelle ^ (P 1) (v € V) contenant x  et sa dimension est 

donc au moins £(R) — 1 ([W] 1.11). Il en résulte que la dimension de l’image de tjj est au 

moins égale à n + i(R ) — 1. On a donc :

n
dim (Im (^)) =  2Card{î|a,- >  1} +  Card{¿|a,- =  0} >  n + £(R) — 1 =  n — 1 +  ^ 2 °*'-

¿=i

Comme a i >  2 :

n
n — l +  ^ a t > n  — 1 +  2 +  (Card{z|a,- >  1} — 1) =  2Card{î|at- >  1} +  Card{t|a,- =  0}. 

t = i

D’où: n
Card{¿|a¿ >  1} =  £{R) — 1 =  ^ — 1

i= 1

On en déduit £(R) =  2 et (ai, • • • , an) =  (2,0, • • • ,0) puisque a,- =  0 ou bien at- >  2 

(corollaire 1). Le morphisme Z  — > X  est dont un revêtement étale fini, ce qui term ine la 

preuve du lemme. I

COROLLAIRE 3.—Soit X  une variété projective lisse de dimension n >  1 dont le fibré 

tangent est totalement décomposé. Si X  n’est pas minimale alors X  est uniréglée.

Démonstration.—Supposons X  non minimale. Le lemme 2 entraîne l’existence d ’un re­

vêtement étale fini Z  de X , avec Z  uniréglée. La variété X  est donc uniréglée, ce qui 

term ine la preuve du corollaire. ■
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Soient X  et Y  deux variétés projectives lisses et X  -^-y Y  un morphisme lisse. Une 

connexion sur <j> est un scindage de la suite exacte

0 — y — y& x  — ► Ülx/Y  — y 0,

c’est-à-dire un sous-fibré E  C f lx  tel que le morphisme E  — y iîjjyy induit par la projection 

ü'x -*» Six/y  s° it un isomorphisme. La connexion est dite intégrable si

dE C E  A Ü x

í 4 xF = ^ e í í M [ B l ] 4 . 5 ) .  ■

PROPOSITION 1 .—Si le théorème 1 est vrai en dimension n > 1, il est vrai en dimen­

sion n +  1 pour les variétés non minimales.

Démonstration.—Soient X  une variété projective lisse non minimale de dimension n + 1 

(n >  1) dont le fibré cotangent est totalement décomposé et =  L\ © • • • © L n+1 la­

dite décomposition. Quitte à passer à un revêtement étale, on peut toujours supposer qu’il 

existe une variété projective lisse Y  de dimension n et un morphisme X  -^-y Y  dont les 

fibres sont des droites projectives (lemme 2). Soit C une fibre de <f>. Posons di — Li.C  et 

supposons d\ > </2 > • • • >  dn+i . Considérons la suite exacte :

O — ► N ¡/x  =  OS" — > n i |c — > n'c  =  o c { - 2) — ►  0.

Le groupe E x t^c (O c(—2), C?®n) est nul et l’extension précédente est donc triviale. On en 

déduit d\ =  —2 et di =  0 pour i > 2 puis, par les théorèmes de changement de base, qu’il 

existe des fibrés inversibles (£ t)2<i<n+1 sur Y  tels que Li =  <j>*Ei. On vérifie par restriction 

aux fibres que l’application — > L\ est identiquement nulle ; les sous-fibrés </>*Oy et

L 2 © • • • © Ln + 1 de sont donc égaux et l’application L\ — y ^ x /Y  es  ̂1111 isomorphisme. 

On en déduit que Ty est totalem ent décomposé et on vérifie que la condition d’intégra- 

bilité du théorème est satisfaite. Le fibré Li détermine une connexion intégrable sur <j> et 

l’assertion souhaitée en résulte facilement. ■

La suite de notre travail est consacrée à l’étude des variétés minimales dont le fibré

ou bien, ce qui est équivalent, si le noyau de la surjection Tx  -**■ E * est intégrable au 

sens usuel. Le morphisme <f> est alors analytiquement localement trivial de fibre F  et X  

s’identifie au quotient de F  x F  par le groupe tti(Y )  agissant diagonalement où Y  est le

revêtement universel de Y  ; le scindage i l  = ó * n i  ® e se relève en la décomposition
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tangent est totalem ent décomposé.

LEMME Z.—Soient X  une variété projective lisse minimale dont le fibré tangent est to­

talement décomposé et Tx  =  M\ © • • • © M n (n >  1) ladite décomposition. Soit H  une 

section hyperplane de X .  Alors M iH n~x <  0 et si l ’inégalité précédente est une égalité on 

a Ci(Mi) =  0.

Démonstration.—ha. variété X  n’étant pas uniréglée (corollaire 3) il existe une courbe lisse 

C  G \mH\  n  ••• fi \mH\ (m  0) telle que le fibré ÇllX \c  soit numériquement effectif 

([Mi]), c’est-à-dire telle que le faisceau inversible O z(  1) soit numériquement effectif, où 

Z  =  P c ( f t* |C)- Soit cri la section de Z  — y C  associée à la surjection |C —» M “ 1 |C. On 

a donc <Ji(C).Oz{ 1) =  C .M ~l > 0, ce qui prouve la première assertion. La seconde résulte 

du théorème de l ’indice de Hodge puisque M.f =  0 (lemme 1). ■

PROPOSITION 2  ([Bl] th éo rèm e  C).—Soient X  une variété projective lisse de dimension 

n  >  1 dont le fibré tangent est totalement décomposé et T x  = M i © • • • © M n ladite décom­

position. On suppose qu’il existe une section hyperplane H  de X  telle que <  0 

pour 1 <  i < n. Le revêtement universel X  de X  est alors isomorphe au produit Dn où 

D = {z £  C | |z| <  1} et la décomposition de Tx  est induite par la décomposition 

canonique deT%.

LEMME 4 . —Soit X  une variété projective lisse minimale dont le fibré tangent est tota­

lement décomposé. La composante neutre G du groupe des automorphismes de X  est alors 

une variété abélienne.

Démonstration.—Soit T x  =  Mi © ••• © M n (n > 1) la décomposition de Tx- On a 

H °(X , Mi) = (0) sauf si le fibré Mt- est trivial (lemme 3). Soit k  = h°(X , T x)  la dimen­

sion de G et soit O (x) une orbite de dimension minimale (x € X ) en particulier fermée. 

Considérons les applications tangentes :

Tgm  =  H ° (X ,T x )  — > T0 (x),x — > Tx,x-

L’application H ° (X ,T x )  — y Tx,x obtenue est l’évaluation en x  qui est injective. On en 

déduit que l ’application Ta,id — ► To(x),x est un isomorphisme puis que le morphisme 

G  — y O (x) est un revêtement étale fini. Les variétés G et O (x) sont donc des variétés 

abéliennes de dimension k. ■

LEMME 5 ([B2] p rop osition  2.1).—Soient X  une variété projective lisse de dimension n >  2
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et M  un fibré inversible non trivial dont la première classe de Chem ci(M )  € H 2(X , Z) 

est nulle. On suppose qu’il existe deux 1-formes non nulles a  E H °(X , Qx  ® M ) et 

oj € H °(X ,£ lx ) telles que a  A u> = 0. Alors il existe un morphisme surjectif à fibres 

connexes X  — »• C vers une courbe lisse C de genre g (C ) >  1 tel que en provienne par 

image réciproque de H °{C ,Û q).

Soient X  une variété projective lisse et X  C  un morphisme surjectif vers une 

courbe lisse C . Le diviseur de ramification de <j> est défini par la formule :

D {4>) = ' 5 2 < t > * P ~  (<f>*P)red î 
p€C

on démontre que les sections du fibré <f>*uJc(D(<f>)) sont holomorphes, i.e., <f>*u>c(D(<f))) C $lx  

([D] lemme 4.4).

LEMME 6 ([B2]).—Soient X  une variété projective lisse de dimension n >  2 ,  X  C 

un morphisme surjectif vers une courbe projective lisse C et D un diviseur vertical. Soit H  

une section hyprplane de X . On a D 2H n~2 <  0 et si D 2H n~2 =  0 alors il existe r £ Q* tel 

que rD  € 4>*Pic(C).

LEMME 7 .—Soient X  une variété projective lisse de dimension n >  2 et X  C un 

morphisme surjectif vers une courbe lisse C . Soit L — <f>*ùJc{D((f>)) C -^(^0 e s  ̂ ê

diviseur de ramification de 4>. Si L est un sous-fibré du fibré cotangent et L2 =  0 alors les 

fibres de 4> sont lisses ou multiples de variétés lisses.

Démonstration.— Ecrivons D(<f>) =  D\ + • • • +  Dk (k > 1) où D,- =  (f>*Pi — (<j>*Pi)red, 

les points Pi € C  étant tous distincts et soit (f>*Pi =  J2j n ijD i,j la décomposition de la 

fibre schématique <j>*pi en somme de ses composantes irréductibles (n ,j >  1). Le diviseur 

D(4>) est vertical et on a donc D 2 = 0 pour tou t entier i € {1, • • • , k}  (lemme 6). On en 

déduit qu’il existe r,- €  Q* tel que € <f>*Pic(C) (lemme 6). On a donc =  n,-,* =  n* 

pour tout trip let (i, j ,  k) et Di = (n,- — !){<!>*Pi)red- Prenons un point pt- € C  tel que la fibre 

schématique <f>*Pi soit non réduite. Soient V  C C  un disque ouvert pour la topologie usuelle 

contenant le point Pi et U = (¡>~X{V). On suppose que Pi est le seul point de V  au dessus 

duquel la fibre est non réduite. En effectuant le changement de base local z  1-4- zni, puis en 

norm alisant, on obtient un diagramme com m utatif :

Ut —2-> U

<t> i <t> 

Vi V
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PROPOSITION S.—Soient X  une variété projective lisse minimale de dimension n > 1 

dont le fibré tangent est totalement décomposé et M  un facteur direct de ladite décomposi­

tion. S i c i(M ) =  0 alors M  est de torsion.

Démonstration.— Soient =  L\ ® • • • 0  Ln la décomposition du fibré cotangent et H  une 

section hyperplane de X .  On suppose que l ’un des facteurs Li (1 < i < n) est de première 

classe de Chem  nulle mais pas de torsion.

Un fibré inversible de torsion est trivialisé par un revêtem ent étale fini et un fibré in­

versible qui n ’est pas de torsion le reste après ledit revêtement. On peut donc supposer que 

les fibrés Li, ■ ■ • ,Lk  sont de première classe de Chem  nulles mais pas de torsion (k > 1) 

et que les fibrés Lk+1, • • • , Lk+r sont triviaux. On a enfin L iH n~1 > 0 pour i > k + r + 1 

(lemme 3). On a donc h ° (X ,T x )  =  r  et pour tout revêtem ent étale fini Z  — Y X  on a 

h°(Z, Tz)  =  r.

La théorie de Hodge fournit un isomorphisme antilinéaire

H 'íX ^L x)  ~  H 0{ X , n \  ® L- 1)

([B2] 3.4) puisque ci(L i)  =  0 et on a donc H l (X , L{) ^  0. Il existe alors deux 1-formes 

non nulles a  G H °(X , £1% (g) L ï 1) et u> € H °(X ,  17^) telles que

ö A w  =  0

([B2] théorème 2.2 et [S]) et un fibré inversible L  C tel que u> € H °(X , L) (lemme 

5). La 1-forme a  déterm ine une application injective L\ — Y dont l’image sera notée 

M . La condition a  A u> =  0 signifie que les deux sous-faisceaux L et M  de coïncident 

sur un ouvert non vide de X .  Or il existe un entier m € {1, • • • , n} tel que la projection 

M  — Y Lm soit non nulle. La composante otm de a  sur le facteur direct H °(X , Lm ® L ÿ 1) 

de H °(X , iîjf ® L ï 1) est donc non nulle. La projection L  — Y L m est également non 

nulle puisque les sous-faisceaux L et M  de coincident génériquement. Notons ujm la 

composante non nulle de u> sur le facteur direct H °(X , Lm) de H °(X , iî^ )- f*31 choix des 

formes a m et ujm on a a m Aiom = 0. On en déduit qu’il existe un morphisme surjectif à fibres 

connexes X  -^-y C  vers une courbe C  de genre g(C) >  1 tel que la forme u)m provienne par 

image réciproque de H°(C, fi^) (lemme 5). Les sous-faisceaux (j>*uJc et Lm de £1% coincident 

sur un ouvert non vide puisque Lom € H °(X , Lm). On en déduit l’égalité Lm =  <f>*u>c(D(<j>)) 

où D(<f>) est le diviseur de ramification de (f> ([D] lemmes 4.1, 4.2 et 4.4). Or L2m =  0 (lemme

où q est un revêtement étale fini et 4>i est un morphisme à fibres réduites et connexes.

L’inclusion L  C fì*- se relève en l’inclusion naturelle 4>lujvl C et le morphisme <j>i est

donc lisse, ce qui term ine la preuve du lemme.
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1) et les fibres de (f> sont donc lisses ou multiples de variétés lisses (lemme 7). La courbe 

C  étant de genre au moins 1, il existe un morphisme fini C\ —% C tel que l’indice de 

ramification de n en q € Ci soit égal à la multiplicité de la fibre <f>~l (7r(q)) ([KO] lemme 

6.1). Soit X i  la normalisation du produit fibré X x c C i  et soient X i  -^4  Ci et X \  — X  

les morphismes naturels. Le morphisme <f>i est lisse et 7Ti est un revêtement étale. Les sous- 

fibrés 4>\u>cl et ir\'Lm de coincident et le fibré ©t?tm7rJ'Lt détermine donc une connexion 

sur 4>x qui est automatiquement intégrable puisque Ci est une courbe. Le morphisme <j>\ est 

donc analytiquement localement trivial de fibre F. De plus il existe un morphisme non nul 

n^Li — > TTyLm- On a donc 7 r =  w*Li{D) où D est un diviseur effectif. On en déduit 

que D  est vertical puisque ci{tt\L i ) =  0 et n^Lm =  < f> \upuis qu’il existe un fibré M \ sur 

Ci tel que n^Li =  <f>\Mi. Remarquons enfin que g {Ci) > 2. Sinon Ci serait ime courbe 

elliptique et puisqu’on a ime application non triviale 7t*Li — y tt\L m =  le fibré L ^ 1

serait donc trivial ce qui est contraire aux hypothèses. On a donc 1 et ci{n^Lm) ^  0.

Le fibré tangent Tp est totalem ent décomposé et F  est minimale puisque Kp  =  Kx± |F- 

La composante neutre G du groupe des automorphismes de F  est donc une variété abélienne 

(lemme 4). On a enfin

h °(X u TXl) + 1 < h°(F ,TF)

puisque la restriction du facteur tt^Li à F  est triviale. Considérons le schéma en groupes 

A ut°(X i/C 'i) au dessus de Ci dont la fibre au dessus d ’un point p G Ci est la composante 

neutre du groupe des automorphismes de 4>ïl {p)- Ladite fibre est une variété abélienne 

isomorphe à G puisque les fibres de (f>i sont toutes isomorphes à F. Il existe donc un re­

vêtement étale fini Ci — > Ci trivialisant ledit schéma en groupes. Cette assertion résulte 

de l’existence d’un espace de modules fin pour les variétés abéliennes munies d’une polari­

sation de degré donné et d ’une structure de niveau n > 3. On en déduit que le groupe G 

agit sur le produit fibré X 2 =  X i C2 puis que

dim G =  h°{F,Tp) < h°{X2,T X2).

Or
h°(X 2,T xJ  =  ^ ( X u T x , )

< h ° (F ,T F) ~  1

puisque la projection X 2 — > X i  est un revêtement étale, ce qui donne la contradiction 

cherchée. ■

LEMME 8.—Soit X  une variété projective lisse de dimension n >  1. On suppose que la 

composante neutre G du groupe des automorphismes de X  est une variété abélienne de di­

mension k >  1 et que l ’application canonique H °{X ,T x )  — > H °{X ,Û x)* est injective. Il 

existe alors un revêtement étale fini G-équivariant G x  F  — > X , G agissant diagonalement
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sur G x  F  par translations sur G et trivialement sur F .

Démonstration.— Soient A  =  H °(X , £1%)*/lm (H i(X ,  Z)) la variété d ’Albanese de X  et 

i 6 l u n  point de X .  Considérons le morphisme d ’Albanese :

X  -2 -» . A  

y ------- ►  [w Sx w]

Le groupe G étant connexe, la représentation canonique G — >■ G L(H °(X , f i^ )) est triviale 

et toute 1-forme holomorphe sur X  est donc G-invariante. On en déduit que pour tout 

couple (y, z) € X  x  X  et tout g € G on a [u; (->• u?] =  [a; i-»- u:] dans A. Notons 

0 ( x ) l’orbite de x  sous G. L’application :

G ------ y A

g ----- » [ U H -  / * < * > « ]

obtenue par composition de l’inclusion naturelle O(x) C X  et du morphisme d ’Albanese 

est donc un morphisme de groupes algébriques indépendant du point x € X  considéré 

et le morphisme d ’Albanese est G-équivariant, G agissant par translations sur A  via le 

morphisme G — > A. Notons que l’image de G — > A  est une variété abélienne de dimension 

k. En effet, l ’application tangente dudit morphisme est l’application canonique

H °(X , Tx ) ® 0 G — y H °{X , ® 0 Gi

qui est injective par hypothèse. On en déduit qu’il existe une sous-variété abélienne B  G A  

de dimension dim(yl) — k telle que le morphisme canonique G x  B  — > A  soit étale fini 

([Mu] théorème de Poincaré). Soient X \  le produit fibré X  x  a (G x  B )  et q la projection 

sur G. Le groupe G agit diagonalement sur le produit G x B  en agissant par translations 

sur lui-même et trivialement sur B  ; le morphisme G x B  — > A  est alors G!-équivariant. 

On en déduit que G agit librement sur X \  et que le morphisme q est G-équivariant. Il en 

résulte que X i  est isomorphe, au dessus de G, au produit G x F, F  étant une fibre de q, 

ce qui term ine la preuve du lemme. ■

LEMME 9.—Soient G une variété abélienne de dimension n > 1 et F  une variété pro­

jective lisse de dimension m >  1. Alors toute connexion sur la projection G x  F  — > F  est 

intégrable.

Démonstration.—Notons E  C ^ gxF ladite connexion. Le fibré E  est trivial et il existe 

donc des 1-formes u>i G H°(G x  F, ^G xf) (1 — * — n ) telles que 

E  =  O g x FW  1 ®  •  *  *  ®  O c x F ^ n -
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Soient f i , • • • , f n des fonctions holomorphes définies sur un ouvert de G x F . On a la 

formule :

dÇj>2 f a i )  =  X! dfi  Awi + Ê  fidoJi.
1=1 1=1 t = l

Or duji — 0 pour i 6 {1, • • • , n} puisque G x F  est projective. On a donc

dE  C E  A tthxF

ce qui term ine la preuve du lemme. ■

THÉORÈME 2.—Soit X  une variété projective lisse minimale de dimension n >  1 dont 

le fibré tangent est totalement décomposé. Le revêtement universel X  de X  est alors pro­

duit de surfaces de Riemann et la décomposition de Tx  est induite par la décomposition 

canonique de T%.

Démonstration.—Soit =  Li © • • • © L n (n > 1) la décomposition du fibré cotangent et 

soit H  une section hyperplane de X .  On a c \(L i)H n~l > 0 (lemme 3) et si ci(L i)H n~1 > 0 

pour tou t i € {1, • • • , n}, la proposition 2 perm et de conclure. Q uitte à perm uter les Li on 

peut toujours supposer que les fibrés Li, ■ ■ • , Lk (k > 1) sont de torsion et que Cj(Lt) ^  0 

pour i > k  + 1 (proposition 3). Il existe un revêtem ent étale fini de X  trivialisant ces fibrés 

et il suffit donc de traiter le cas où lesdits fibrés sont triviaux. On a alors h°(X , L j l ) =  0 

pour i > k + 1 (lemme 3) et h ° ( X ,T x ) =  k. Soit G la composante neutre du groupe des 

automorphismes de X  ; G est une variété abélienne de dimension k (lemme 4). L’applica­

tion canonique H °(X ,T x )  — > H °(X ,  )* est injective et il existe donc un revêtement 

étale fini G x  F  —£->■ X  (lemme 8) où F  est une variété projective lisse. Le morphisme p 

étant étale, on a =  p*£lxx  = V*Li © • • • © p*Ln et (p*Li)(p*Hn~l ) > 0 pour i > k + 1

(lemme 3). Par hypothèse, les fibrés p*Li sont triviaux pour i € {1, • • • , fc}. On en déduit 

h°(G  x F ,p * L jl ) =  0 pour i >  k  +  1 puis h°(G x  F ,T g*.f ) =  k  et h°(G x  F,s*Tp) =  0 où 

s désigne la projection de G x F  sur F. Notons r  la projection sur G. L’application

s  ̂p Li © • • • © p Lk

est identiquement nulle et les sous-fibrés et p*Lk+i © • • • © p*Ln de £Iqxf  sont donc

isomorphes. On en déduit que l’application

p*Li © • • • © p*Lk — Y r*0,Q

est un isomorphisme. Soit x  un point de F. Le fibré p*Z/,|Gx{x} (^ +  1 ^  ^  n ) est 

donc facteur direct du fibré trivial ô Gx{x} © • •• © O qx{x} et  donc lui-même trivial. Il 

existe donc des fibrés Ei € P ic(F ) (k +  1 <  i <  n) tels que p*Li =  s*Ei. Soit Hp une
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section hyperplane de F. On a donc EiHp~k~x >  0 (lemme 3) puisque c\(L ,) ^  0 pour 

i > k + 1. On a =  Ek+i © • • • © En et la proposition 2 permet de conclure puisque le 

fibré p*L\ © • • • © p*Lk détermine une connexion intégrable sur la projection s (lemme 9). 

■
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Espace des modules des faisceaux de 

rang 2 semi-stables de classes de Chern 

ci = 0 , c2 =  2 et c3 = 0  sur la cubique de

P4

1. Introduction

(1.1) Soient X  C P 4 une hypersurface cubique lisse et i  C X  une droite de P 4. Soit X¿ 

la variété obtenue en éclatant i  dans X .  La projection le long de i  induit un morphisme 

Xe —̂4 P 2 dont les fibres sont les coniques qui sont coplanaires avec i. Lorsque la droite 

l  est générique les fibres de p  sont lisses ou réunion de deux droites distinctes. Le lieu 

de dégénérescence de p est alors une courbe plane lisse et connexe C0 de degré 5. Soit C 

la variété des droites contenues dans X  e t incidentes à i .  Le morphisme C — > Co est 

un revêtem ent étale double connexe. Soit i l ’involution échangeant les deux feuillets dudit 

revêtem ent et notons encore i l ’autom orphism e induit sur la jacobienne JC .  La variété de 

Prym  associée au revêtem ent (C , Co) est alors P  == (Id  — ï ) J C . C’est une variété abélienne 

principalem ent polarisée de dimension 5. Soient A i( X )  le groupe des 1-cycles algébriques 

modulo l’équivalence rationnelle et A C A \( X )  le sous-groupe des cycles algébriquement 

équivalents à zéro. L’application qui à, t € C  associe la classe de la droite correspondante 

zt C X t  dans A  induit un isomorphisme de groupes P  ~  A. On démontre que pour toute 

variété lisse T  de dimension pure n >  1 et tou t n  +  1-cycle z sur X  x  T  l’application 

d ’Abel-Jacobi qui à. t € T  associe la classe du cycle zt — zto dans P , où t0 € T  est fixé, est 

algébrique ([Mu]). La jacobienne interm édiaire de X  est définie par:

J ( X )  = (H 2-1( X ) r / a ( H ^ X , Z ) )

où a  est l’application donnée par intégration sur les cycles. C’est une variété abélienne 

principalem ent polarisée de dimension 5 isomorphe à la variété de Prym . Via cet isomor­

phisme, l’image du cycle zt — zto par l’application d ’Abel-Jacobi est la forme linéaire donnée 

par intégration sur le cycle T modulo le groupe a (H s(X ,  Z)) où di? =  zt — zto. On démontre
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enfin que ¡’application d ’Abel-Jacobi induit un plongement de la surface de Fano de X  

dans J (X ) .

Faisceaux de rang 2 sur la cubique de P 4

(1.2) Soient (X ,O x (  1)) une variété polarisée de dimension n > 1 et E  un faisceau 

cohérent sur X  de rang r. La pente (¿(E) de E  est définie par la formule :

=  cl ( g )cl( C M l ) ) -

r

Le faisceau E  est dit /i-semi-stable (resp. semi-stable) s’il est sans torsion et si pour tout 

sous-faisceau L C £  de rang 0 <  r ' <  r  on a (¿(L) < fi(E) (resp. x^ , n^ <  pour

n  0). Il est dit /¿-stable (resp. stable) s’il est sans torsion et si pour tout sous-faisceau 

L  C E  de rang 0 <  r1 < r on a [¿(L) < fx(E) (resp. x^ ,n^ <  pour n 0). On a les

implications suivantes :

/¿-stable = >  stable =>• semi-stable = >  //-semi-stable

Supposons enfin Pic(X ) ~  Z et soit F  un faisceau réflexif de rang 2 sur X , de première 

classe de Chern Ci(F) =  0 ou c i(F ) =  —1. Alors F  est stable si et seulement si h°(F ) =  0  

et si c i(F ) = 0 alors F  est semi-stable si et seulement si h°(F (—l))  =  0 ([H2] lemme 3.1).

(1.3) Soient X  C P 4 une hypersurface cubique lisse et O x(  1) le générateur très ample de 

Pic(X ). Les Z-modules H 2(X , Z), H 4(X , Z) et H 6(X , Z) sont libres de rang 1. On identifie 

ainsi les classes de Chern d ’un faisceau cohérent sur X  à des entiers relatifs. Nous étudions 

ici l’espace des modules des faisceaux semi-stables de rang 2 sur X .  Nous démontrons le :

THÉORÈME 1 A .—Soient X  C P 4 une hypersurface cubique lisse et B  la surface de Fano 

de X .  Alors l ’espace des modules M x des faisceaux semi-stables de rang 2 sur X  de classes 

de Chem  ci =  0, C2 =  2 et c3 = 0 est isomorphe à l ’éclatement d ’un translaté de la surface 

—B  dans la jacobienne intermédiaire J (X ) .

(1.5) Soit X  une variété projective lisse de dimension au moins 2 et E  un fibré vectoriel 

de rang 2 sur X .  S’il existe une section globale dont le lieu des zéros Y  est de codimension 

pure 2 alors on a  une suite exacte ([Hl]) :

0 — >■ O x  — Y E  — >• Iy  ® det(E) — >• 0

(1.6) Fibrés de rang 2 et construction de Serre.— Supposons X  de dimension au moins 

3. Soit L un fibré inversible sur X  tel que /i1(Z~1) =  0 et h2(L~l ) =  0 et soit Y  C X  un 

sous-schéma fermé de codimension pure 2. Le sous-schéma Y  est le lieu des zéros d ’une
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section d ’un fibré E  de rang 2 sur X  de déterm inant L si et seulement si Y  est localement 

intersection complète et ufy =  (<^x <8> L)¡y.

(1.7) Soit X  C P 4 une hypersurface cubique lisse. Nous montrons que les fibrés vectoriels 

stables sont associés aux quintiques elliptiques normales tracées sur X  pax la construction 

de Serre (2.4), au moyen du :

(1.8) Critère de Mumford-Castelnuovo.—Soit F  un faisceau cohérent sur une variété 

projective X  tel que h%(F (—i)) =  0 pour i >  1. Alors h*(F(k)) =  0 pour i > 1 et k > — i 

et F  est engendré par ses sections globales ([Mum] lect. 14).

(1.9) Soit X  C P 4 une hypersurface cubique lisse. Nous montrons que les faisceaux 

stables non localement libres sont param étrés par les coniques lisses tracées sur X  et 

que les faisceaux strictem ent semi-stables sont param étrés par les couples de droites de 

X  (3.5). Nous montrons enfin que la seconde classe de Chem définit un morphisme vers 

la jacobienne intermédiaire J (X ) .  Ce morphisme est birationnel ([IM]) et identifie M x  à 

l’éclatement d ’une surface lisse dans J (X )  (4.8).

(1.10) Soient F  un faisceau cohérent sur un schéma X  et Y  C X  un sous-schéma 

fermé. La restriction de F  à y  sera notée Fy.

2 . Fibrés de r a n g  2  stables sur la cubique de P 4

LEMME 2 . 1 . —Soient X  C  P ^  une variété de dimension n > 2 et E  un fibré de rang 2 

(i-semi-stable de première classe de Chem ci(E )  =  0. Si h°(E) ^  0 alors le lieu des zéros 

d ’une section globale non nulle est de codimension pure 2 ou bien ladite section ne s ’annule 

pas et C2 (E) =  0.

Démonstration.—Le fibré E  est de rang 2 et toute section non triviale s’annule donc en 

codimension au plus 2 ou bien ne s’annule pas. S’il existe une section partout non nulle 

alors E  est extension de O x  par L avec C\(L) =  0 et Cï (E) =  0. Supposons qu’une section 

de E  s’annule en codimension 1 et soit D  la partie de codimension 1 du lieu des zéros de 

ladite section. On a ainsi h°(E (—D)) ^  0 et fi(O x(D ))  <  0 puisque E  est semi-stable. Or 

D est effectif et on a donc D — 0. ■

LEMME 2.2.—Soient S  C P 3 une surface cubique lisse et E  un fibré de rang 2 ¡x-semi- 

stable de classes de Chem C \ { E )  =  0 et C2 ( E ) =  2. Si h°(E) = 0 alors h l (E (n )) =  0 pour
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n € Z et h2(E(n)) =  0 pour n > —1. Si h°(E) ^  0 alors h°(E ) =  1, /ìx(£J(n)) =  0 pour 

n <  —2 et n > 1, h}(E(—1)) =  hx(E ) =  1 et h2(E (n )) =  0 pour n > 0.

Démonstration.—Supposons h°(E) =  0.—On a hx(E) = h°(E) =  0 puisque h2(E ) =  

h°(E (—1)) =  0 et x (E )  = 0. On a enfin h2(E (—1)) =  h°(E ) =  0. Finalement hl(E (l  — i)) = 

0 pour i > 1 et le lemme est une conséquence de (1.8 ).

Supposons h °(E ) 7  ̂0 .—Le fibré E  est semi-stable et le lieu des zéros d ’une section globale 

non nulle est donc de codimension pure 2 (2 .1). On a donc une suite exacte (1.5) :

0 — y Os — y E  — y I z  — Y 0

où Z  est un sous-schéma fermé de dimension 0 et de longueur 2 . On en déduit en particulier 

h°(E ) =  1 et h }(E ) =  1 puisque h2(E) = h°(E (—l)) =  0 et x (E )  =  0. L’application natu­

relle H °(O s(l)) — Y H °(O z( 1)) est surjective puisque £(Z) = 2 et on a donc h l (Iz( 1)) = 0 . 

On en déduit /i1(JB (l)) =  0. Finalement h%(E (2 — ¿)) =  0 pour i > 1 et le lemme est une 

conséquence de (1.8). I

LEMME 2 . 3 . —Soient S  C P 3 une surface cubique lisse et E  un fibré de rang 2 /j,-semi- 

stable de classes de Chem C\(E) =  0 et 0 2 (E )  =  1. Si h°(E) ^  0 alors h°(E) = 1, 

/ï1(ÆJ(n)) =  0 pour n € Z et h2(E(n)) =  0 pour n >  0.

Démonstration.—Le fibré E  est semi-stable et le lieu des zéros d’une section globale non 

nulle est donc de codimension pure 2 (2 .1). On a une suite exacte (1.5) :

0 — y Os — y E  — y I z  — y 0 

où Z  est un point de S. On en déduit h°(E) =  1 . La suite exacte:

0 — > O s (n) — y E (n) — y I z (n) — ► 0

donne h l (E(n))  =  0 pour n >  0 puisque h l (Os(n)) — 0 et h l (Iz(n)) = 0 pour n > 0 . On en 

déduit /&x(.E(n)) =  hx(E (—n — 1)) =  0 pour n < 0. On a enfin h2(E(n)) = h°(E (—l — n)) =  

0 pour n > 0 . ■

THÉORÈME 2 . 4 . —Soient X  C  P 4 une cubique lisse et E  un fibré de rang 2 stable de 

classes de Chem ci(E )  =  0 et C2(E) = 2. Alors E (  1) est engendré par ses sections globales.

Démonstration.—Soit S  € | O x  ( 1 ) | une section hyperplane générique de X  tel que le fi­

bré E s  soit /x-semi-stable relativement à la polarisation OsiX) ([M] thm . 3.1).
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Supposons h°(E s ) =  0.—Il suffit de prouver h '(E ( l  — ¿)) =  0 pour i > 1 (1.8). Consi­

dérons la suite exacte :

0 — y E (n  — 1) — y E (n)  — y Es(n)  — y 0

On a h l (E(ri)) <  hx(E(n — 1)) puisque hx(E s(n )) =  0 pour n € Z (2.2). On en déduit 

h x(E (n )) =  0 pour n € Z puisque h x(E(n))  =  0 pour n <C 0 puis h2(E(n))  =  0 pour 

n € Z. On a enfin h3(E (—2)) =  h°(E ) =  0.

Supposons h°(E s ) ^  0 et montrons que nous aboutissons à une contradiction.—Le fibré 

E ( 2) est alors engendré par ses sections globales. Il suffit en effet de prouver h'(E(2 — i)) =  0 

pour i > 1 (1.8). Considérons à nouveau la suite exacte:

0 — > E{n -  1) — ► E(n)  — y E s {n) — y 0

On a hx(E(n))  <  hx(E(n — 1)) pour n < —2 puisque hx(Es(n))  =  0 pour n < —2 (2.2). 

On en déduit h x(E (—n)) =  0 pour n >  2 puisque ^ 1(£ '(n)) =  0 pour n < 0 .  Calculons 

/i1(JE (l)). On a h 2(E ) =  /i1( £ ( —2)) =  0 et h3(E ) =  h °(E (—2)) = 0. Puisque x{E ) — 0 on 

a donc hx(E)  =  0 et la suite exacte :

0 — y E  — y E(  1) — 5- E s (l)  — y 0

entraîne ¿ ^ ( l ) )  =  A1 ( ^ 5 (1)) =  0 (2.2). On a enfin h3( E ( - 1)) =  h ° { E ( - 1)) =  0. Le fibré 

E (2) est donc engendré par ses sections globales.

Si l’une des sections du fibré E (2) est partout non nulle alors E (2) est isomorphe au 

fibré O x (2 ) ® O x ( —2) et c2(E) =  —12 ce qui est absurde. On a donc ime suite exacte 

(1.5):

0 —y O x ( —4) — y E ( —2) — y l e  — y 0

où C  C X  est une courbe lisse de degré C2(E(2)) =  14. On a h 1 ( le)  =  0 et la courbe C  est 

donc connexe. On a u>c =  Oc{2) (1-6) et g(C)  =  15. Enfin, la courbe C  est non dégénérée 

puisque le fibré E  est stable. Calculons h°(Oc{  1))- La suite exacte:

0 — »  O x { - 3) — ► £ ( - 1) — ► I c (  1) — ► 0

entraîne l’égalité /ï1(/c(1)) =  hx(E (—1)) puisque h x(O x (—3)) =  0 et h2(O x (—3)) =  0. La 

suite exacte :

0 — y E ( - 2) — y E ( - 1) — y E s ( - 1) — y 0

donne h x( E ( - 1)) =  h l (Es ( - 1)) =  1 (2.2) puisque h x( E ( - 2)) =  0 et h2( E ( - 2)) =  hx(E) = 

0. On a donc A1( /c ( l ) )  =  1. On déduit de la suite exacte:

0 — y 7c(i) — y Ox(l) — y Oc(l) — y 0
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que h°(Oc{ 1)) =  6 puisque h°(Ic( 1)) =  0 et h}(O x(  1)) =  0 . La courbe C  est donc la pro­

jection dans P 4 d ’une courbe de Castelnuovo de P 5 et le lemme 2.5 fournit la contradiction 

cherchée. ■

LEMME 2.5 .—Soit C  C P 5 une courbe non dégénérée de genre 15 et de degré 14 (courbe 

de Castelnuovo). Soit O € P 5 (O £  C ) tel que la projection à partir de O induise un plon- 

gement de C dans P 4. L ’image de C dans P 4 n’est alors contenue dans aucune cubique lisse.

Démonstration.—La courbe C  est contenue dans une surface irréductible S  C P 5 de degré 

4. Ladite surface S  et la courbe C  sont ([ACGH]) : 

ou bien

•  la surface de Veronese et C  est l’image d ’une courbe plane de degré 7 par le plonge- 

m ent de Veronese,

ou bien

•  l’image de S2k =  Ppi((9pi © O p i(—2k)), k  € {0 , 1, 2}, par le morphisme ipk associé 

au système linéaire \Cq +  (k + 2)f \  et C € |4C*o +  (4k  +  6) / | ,  où Cq est la section associée 

au fibré naturel Os^k( 1) (Cq =  —2k) et /  est une génératrice de la surface réglée S2k- Pour 

k € {0,1} le morphisme est un plongement fermé, S  =  ip2(S^) est un cône au-dessus 

d ’une courbe rationnelle lisse de degré 4 et le morphisme <~p2 s’identifie à l ’éclatement de 

¥>2(64) en son sommet.

Notons 7r la projection considérée et 7r(5 ) l ’image de S  par l’application rationnelle n. 

Si tt(S) est de dimension 1 alors S  est un cône au dessus de C  isomorphe à ip2(S4 ) ce qui 

absurde puisque g(C) > 1. La variété n(S )  est donc de dimension 2 . Si S  est un cône alors 

son sommet et le point de projection sont donc distincts.

Supposons la courbe C  C P 4 contenue dans une cubique lisse X  et notons X  C P 5 le 

cône de sommet O et de base X .

Supposons que la cubique X  ne contienne pas la surface S. L’hypersurface X  découpe 

alors sur S  une courbe de degré 12 et ne peut donc pas contenir la courbe C. La cubique 

X  contient donc la surface S. On en déduit en particulier que ir(S) C X .

Supposons O € S. Si S  est l’une des deux surfaces <fk(S2k) avec k  G {0 , 1, 2} alors la 

génératrice /  passant par O est contractée pax 7r. Or C .f  =  4 et 7r ne peut donc pas induire 

un plongement de C  dans P 4. Si S  est la surface de Veronese alors l’application rationnelle 

P 2 —* P 4 obtenue est définie pax le système linéaire des coniques passant pax un point. 

Ce système linéaire induit un plongement de la surface de Hirzebruch Fj dans P 4 dont 

l ’image est une surface de degré 3. Or Fi C X  et ladite surface est un diviseur de Caxtier 

associé au fibré O x(l)  où / est un entier convenable. Son degré est donc 3/. On en déduit 

que la surface 7r(S) est une section hyperplane de X , ce qui est absurde.
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Il nous reste à traiter le cas où O S. Notons d le degré de 7r. La surface 7r(S) est donc 

de degré C’est un diviseur de Cartier associé au fibré O x ( l ) où l est un entier convenable. 

Son degré est donc 31 ce qui constitue la contradiction cherchée puisque l’égalité 3Id =  4 

est impossible avec l et d entiers. ■

COROLLAIRE 2.6.—Le fibré E  est associé à une quintique elliptique lisse non dégénérée 

par la construction de Serre.

Démonstration.—Il est donné par l’extension (1.5) :

0 — y O x ( —2) — y E (—l)  — y le  — y 0

où C est une courbe lisse. On a en particulier h1 (le) =  0 et la courbe C est donc connexe. 

On a Lüc — O c  (1-6) et la courbe C est donc une courbe elliptique de degré C2(Ü?(1)) =  5. 

Enfin la courbe C est linéairement normale puisque E  est stable. ■

3. Faisceaux de rang 2 sem i-stables sur la cubique de P 4

PROPOSITION 3.1 .—Soient X  une cubique lisse de P 4 et E  un faisceau de rang 2 semi- 

stable de classes de Chem c\(E ) =  0, c2(E) — 2 et c$(E) =  0. Soit F  le bidual de E . Alors 

ou bien E  est localement libre ou bien F  est localement libre de seconde classe de Chem  

c2(F) = 1 et h°(F) =  1 ou bien F  = H °(F) ® Ox .

Démonstration.—Soit S  G \O x(l)\ une section hyperplane générique telle que E s  soit 

/¿-semi-stable relativement à la polarisation Os( 1) ([M] thm  3.1) et telle que Fs soit iso­

morphe au bidual de Es- Le faisceau F  est //-semi-stable. Le faisceau Fs est localement 

libre de rang 2 et /¿-semi-stable de première classe de Chern ci(Fs) =  0 ([H2]). Notons R  le 

conoyau de l ’inclusion canonique E G F. Le faisceau E  est sans torsion et R  est de dimen­

sion au plus 1 . On a les formules 02(^ 5 ) =  C2 (Es) +  ci(R s) =  2 — i(R s)  et x(F s)  =  £(Rs)- 

On en déduit la relation

h°(Fs ) = h1(F s)+ £ (R s )

puisque h2(Fs) =  h°(Fs(—1)) = 0. Supposons h°(Fs) >  1. Le lieu des zéros d ’une section 

non nulle est ou bien vide ou bien de codimension pure 2 (2 .1). S’il est vide alors le fibré Fs 

est trivial et s’il est de codimension pure 2 alors h°(Fs) =  1. On a donc £(Rs) G {0,1,2} 
et C2 (Fs) G {0,1,2}.

Considérons la suite exacte de restriction à une section hyperplane :

0 — y F (n  — 1) — y F(n) — y Fs(n) — y 0
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On a ^ ( F s in ) )  — 0 pour n < —2 et n > 1 (2.2 et 2.3). On en déduit h l (F(n — 1)) >  

/i1( ir (n)) pour n < —2 et h2(F(n — 1)) <  h2(F (n )) pour n > 1. Or A1(i?(n)) =  0 pour 

r < 0  ([H2] thm . 2.5) et h2(F (n )) =  0 pour n >  0 et on a donc A1(ir (n)) =  0 pour n < —2 

et h2(F(n))  =  0 pour n > 0. On a enfin h3(F) =  h ° (F * (-2)) =  h ° ( F ( - 2)) =  0 ([H2] prop. 

1.10) et h°(F) < h°(Fs ).

Supposons £(Rs) = 0—Alors 0 2(F)  =  2 et x (F )  =  °3̂  • On en déduit la formule °3^  =  

A°(F) —A1(F ). Or c 3 ( F )  >  0 ([H2] prop. 2 .6 ) et h°(F) < h°(Fs ) <  1 et on a donc c3(F) =  0 

ou 2 .

Si 03(F ) =  0 alors les faisceaux E  et F  sont canoniquement isomorphes et localement 

libres ([H2] prop. 2.6).

Si c3(F) =  2 alors h°(F)  =  1 et h 1 (F)  =  0. Le faisceau R  est donc de dimension 0 et 

¿(R) = x(F)~x(E)  — 1- On a donc R  =  k(p) avec p E X .  Puisque h°(F)  =  1 on a un mor­

phisme non nul O x  — > F. De plus, x(E(n)) — n3+3n2+2n  et x(@x(n)) =  Jj - + ^ + 2 n + l  

et on en déduit h°(E)  =  0 puisque E  est semi-stable. Le morphisme induit O x  — > R  est 

donc non nul. H est surjectif et induit une inclusion Ip C X .  Or x(Ip(n)) =  ^  +  +  2n 

ce qui est en contradiction avec la semi-stabilité de E.

Supposons £(iRs) >  1. On a donc h°(Fs) >  1. Le lieu des zéros d ’une section globale 

non nulle est ou bien vide ou bien de codimension pure 2 (2 .1).

Supposons qu’il existe une section non nulle de Fs dont le lieu des zéros est de co­

dimension pure 2 . Alors h°(Fs) =  1. On en déduit /i1(Fs) =  0 puis £(Rs) =  1 et Cï(F) = 1. 

On en déduit l ’inégalité X (F) = h°(F) -  h 1 (F) =  1 +  ^  <  1 -  hx(F ). Puis c3(F ) =  0 

puisque c3(F) >  0 ([H2] prop. 2.6). Le faisceau F  est donc localement libre ([H2] prop. 2.6) 

de seconde classe de Chern C2 (F) =  1 et h°(F)  =  1.

Supposons enfin qu’il existe une section du fibré Fs ne s’annulant pas auquel cas ledit 

fibré est isomorphe au fibré H°(Fs) <8> O s  et donc £(Rs) =  2 et c2(F)  =  0. On en déduit 

l ’inégalité x (F )  = ^ p -  + 2 =  h°(F) — h 1(F) < 2 - h \ F )  puis c3(F) = 0 puisque c3(F) > 0 

([H2] prop. 2.6) et h°(F) =  2 . Le faisceau F  est donc localement libre ([H2] prop. 2.6). 

Supposons qu’il existe une section globale non nulle de F  dont le lieu des zéros Z  est non 

vide. Le schéma Z  est de dimension pure 1 puisque h °(F (—1)) =  0 et F  est donc extension 

de I z  pax Ox-  On en déduit h°(F) = 1 ce qui est absurde. Le faisceau F  est donc isomorphe 

au fibré H °(F) <S)Ox . ■

LEMME 3 . 2 . —Soit R  un faisceau cohérent sur P n (n > 1) tel que h°(R(—1)) =  0 et
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x(-R(?î)) =  n +  1. Il existe alors une droite £ C P n telle que R  =  Ot-

Démonstration.—Le faisceau R  est de dimension 1 et on a donc h°(R) = h1 (R) + 1 > 1. 
Soient s € H°(R) une section non nulle et Iz  le noyau de l ’application induite Opn — y R. 

On a h°(O z(—1)) =  0 et Z  est donc de dimension pure 1. Considérons une section hy­

perplane générique S  € |(9pn(l)|. On a £(Rs) =  1 et l’inclusion Gzns  C R s  est donc 

un isomorphisme. On en déduit que Z re<i est une droite £ C P n et que le schéma Z  est 

génériquement réduit le long de £. Le noyau de l’application surjective O z — > Ot est de 

dimension zéro et donc trivial puisque h°(O z(—1)) =  0. On a donc R  =  Ot puisque ces 

deux faisceaux ont même polynôme caractéristique. ■

LEMME 3 .3 .—Soit R  un faisceau cohérent sur P n (n  >  1) tel que h°(R (—\)) = 0 et 

x { R ( t i ) )  = 2n + 2. Alors il existe deux droites £\ C P n et £2 C P n telles que R  soit ex­

tension de Ot2 par OtY ou bien R (—1) est une thêta-caractéristique sur une conique lisse

C e  P n .

Démonstration.—Le faisceau R  est de dimension 1 et on a donc h°(R) =  ^ ( R )  +  2 >  2. 

Soient s G H°(R ) une section non nulle et I z  le noyau de l’application induite Opn — y R. 

On a h°(Gz(—1)) =  0 et Z  est donc de dimension pure 1. Soit S  € |0 p n (l) | une section 

hyperplane générique. On a 0 <  £(Z  fi S) < £(Rs) =  2. Notons Q le conoyau de l’inclusion 

Oz C R.

Supposons £(ZC)S) =  1.—Le support du schéma Z  est alors une droite £\ et ledit schéma est 

génériquement réduit le long de £\. On a donc une application surjective O z  — > Otx dont 

le noyau est de dimension zéro. Ledit noyau est en fait trivial puisque h°(O z(—1)) =  0. 

Enfin, on a x(Q(n)) =  w +  1 et h°(Q(—l))  =  0 et le lemme 3.2 perm et de conclure.

Supposons £(Z  fl S) = 2 et Q non trivial.—On a A1(i?(—1)) =  0 et on a donc h1(R(k)) = 0 

pour k > — 1 (1.8). On en déduit en particulier h°(R) =  2 et h°(R (l))  =  4. Considérons la 

suite exacte :

0 — ► O z(  1) R( 1) — y Q( 1) — > 0

où Q est de dimension zéro. Le faisceau P ( l)  est engendré par ses sections globales (1.8) 

et l ’application H °(R(  1)) — > H°(Q( 1)) n ’est donc pas identiquement nulle. On en déduit 

h °(O z(l))  <  3 et h°(Iz(  1)) >  n — 2. II existe donc un plan P 2 C P n contenant le schéma 

Z. Notons J z  l’idéal de Z  dans ledit plan. On a Ci(Jz) =  —2 et on a donc une inclusion 

J z  C Op2(—2) qui induit une application surjective O z  — > O c  où C  est une conique. Son 

noyau est de dimension zéro et donc trivial puisque h°(O z{—1)) =  0. On a donc une suite
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exacte :

0 — b Oc — y R — ► k(p) — ► 0
Si p £ C  alors l’extension précédente est triviale ce qui est absurde puisque h°(R(—l))  =  0. 

On a donc p E C. Montrons que R  est un Oc~ module. Soit /  € H °(Ic(k))  (k > 0) l’équa­

tion d’une hypersurface de degré k  contenant C. Considérons le diagramme comm utatif 

suivant :

0 0 0

0 ------ ► O c ( - k )  ------ 5- K ( - k )  ------ ► H p )( -k )  

0 ------ y O c ( - k )  ------ > R ( ~ k ) ------ y k (p ) ( -k )   y 0

x /  x /  j x /

0 ------ y O c  ------ y R  ------ y k(p) ------ y 0

où les complexes horizontaux sont exacts. Si l ’application K  — y k(p) est nulle alors on 

a une inclusion R(—k)/K(—k) C R avec R(—k)/K(—k ) de dimension zéro ce qui est 

impossible puisque h°(R(—1)) =  0. Ladite application est donc surjective et on en déduit 

que l’application R(—k) — y R est nulle. Le faisceau R est donc un Oc-module. On vérifie 

alors qu’on a une suite exacte :

0 — y Ip — y H °(R)  <g> O c  — y R  — y 0

où Ip est l’idéal de p dans C. Si C  est une conique lisse alors R (—1) est la thêta-caxactéristique 

sur C. Supposons C  non lisse et soit £ C. C  une droite contenant p. L’inclusion It C 

H °(R) (g) O c  se factorise à travers l’inclusion le C O c  et on obtient ainsi une inclusion 

Ot C R  dont le conoyau est également isomorphe au faisceau structural d ’une droite (3.2).

Supposons ¿(Z  fl S) = 2 et Q = 0.—Le schéma d est de degré au plus 2. S’il est de 

degré 2 ledit schéma est ou bien réunion de deux droites distinctes ou bien une conique 

lisse. On a alors une application surjective O z — y Oc dont le noyau est trivial si C  est 

réunion de droites disjointes et supporté en un point sinon. Ce dernier cas est impossible 

puisque h,°(Oz{—1)) =  0. Si Zred est de degré 1 alors Z^d  est une droite £ C P ” et on a 

une surjection O z — y Ot dont le noyau K  vérifie x(^(rc)) = n + 1 et h°(K (—1)) = 0. Ce 

noyau est donc isomorphe au faisceau Ot (3.2). ■

LEMME 3.4.—Soient X  C P 4 une cubique lisse et 9 une thêta-caractéristique sur une co­

nique lisse C  C X .  On considère le faisceau E  noyau de l ’application surjective ®
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O x  — > $(!)• Alors E  est stable de classes de Chern c\(E )  =  0, C2(E ) = 2 et c$(E) =  0.

Démonstration.—Le calcul des classes de Chern de E  est immédiat. Soit F  G E  un sous- 

faisceau de rang 1 de E. Le faisceau F  est de la forme Iz(a )  où Z  G X  est un sous-schéma 

fermé de dimension au plus 1 et a 6 Z. On a un diagramme comm utatif à lignes et colonnes 

exactes :

0 0 

I I
H ° (9 ( l ) ) ®  l e  = =  H °(9( 1)) ®  Ic

I I
0 ------ y E  ------- y H °(9(l))  ® O x  ------ y 0(1) ------ y 0

i I II
0 ----- ► 6 ------ y H °(9( 1)) ®  O c  ----- y 0{1) ----- y 0

I 1
0 0

Notons Fo le noyau de l ’application induite F  — y 9. On a une inclusion Fo C i/° (0 (l))®  le .  

Le faisceau i7°(0(l)) ® l e  est ¿¿-semi-stable de pente nulle et on a donc c i (F )  — ci(Fq) < 

€,(¡¡0(6(1)) ® le )  =  0 puisque 0 est de dimension 1.

Si ci (F ) <  0 on a x (F (n )) <  | x (E ( n )) pour n 0 par un calcul classique. Si 

ci (F ) =  0 alors F  =  I z  avec codim(Z) >  2 et on a donc I™ =  Ox- L’inclusion 

I z  G H°(9( 1)) ® O x  déduite de l’inclusion E  G H°(9( 1)) ® Ox  est donc donnée par 

une section non nulle s G H°(9( 1)). L’application induite I z  — > 9(1) associe donc la sec­

tion f \c s  à la fonction / .  La section s étant génériquement non nulle on en déduit I z  C le

et donc x (Iz (n ))  < x (Ic (n ))  < |x ( ^ ( ra)) Pour n >  ° puisque x (Ic (n ))  =  ^  ^  et 
2d̂!Ül = f + 2|i + n ■

THÉORÈME 3 . 5 . —Soient X  une cubique lisse de P 4 et E  un faisceau de rang 2 semi- 

stable de classes de Chem ci(E ) = 0, ci(E ) = 2 et c$(E) =  0. Si E  est stable alors ou bien 

E  est localement libre ou bien E  est associé à une conique lisse C G X  (3-4)- Si E  est 

semi-stable non stable alors le gradué de E  est somme directe des idéaux de deux droites 

d e X .

Démonstration.—Soit F  le bidual de F  et i? le conoyau de l’injection canonique E  G F. Le 

faisceau E  est localement libre ou bien F  est localement libre de seconde classe de Chern 

c2(F ) =  1 et h°(F) =  1 ou bien F  =  H °(F )  ® O x  (3.1). On a x (^ (^ ))  =  n3 +  3n 2 +  2n et
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x (O x(n ))  =  ^  +  2ra +  1 et on en déduit h °(E ) =  0 puisque E  est semi-stable.

Supposons E  localement libre.—On a h°(E) =  0 puisque E  est semi-stable et le fibré E  

est donc stable.

Supposons F  localement libre de seconde classe de Chem 0 2(F) =  1 et h°(F) — 1.— 

Alors x (R (n )) — n  +  1- Soit s € H °(F)  une section non nulle. Elle s’annule le long d ’une 

droite ¿2 C X  (2.1). On a h°(E) =  0 et la section s de F  induit une application non nulle 

O x  — > R - Notons Iz  le noyau de l’application précédente. Le schéma Z  est de dimension 

1. Sinon on aurait une inclusion I z  C. E  avec x ( I z ( n )) =  ^  +  2n +  1 — ¿(Z) ce qui

est impossible par semi-stabilité de E. Soit S  G \O x(l)\  une section hyperplane générique. 

L’inclusion O zns  C R s  est un isomorphisme puisque £(Rs) =  1- Aussi la composante 

de dimension 1 du support de Z  est une droite l \  et on a donc une application surjec­

tive O z  — > Otx. On en déduit R  — Otx puisque ces deux faisceaux ont même polynôme 

caractéristique. L’application O x  — > Otx est non nulle et les droites t \  et I 2 sont donc 

disjointes. Considérons le diagramme com m utatif à lignes et colonnes exactes :

0 0

0 ---------- >• Itx ---------- > Ox ---------- y Otx -----------> 0

0 ------ y E  ------ y-F  ------- > Oix ------ h 0

i I
h 2 =  1*2

i i
0 0

On en déduit que le faisceau E  est semi-stable non stable et que son gradué est I t l ® Ig2.

Supposons F  =  H °(F)  <g) O x-— On a x ( ^ ( n )) =  2n +  2 et h°(E) =  0 puisque E  est 

semi-stable. On en déduit en particulier h°(R) > 2. Considérons une section hyperplane 

générique S  € \Ox(l)\- On a la suite exacte:

0 Es — y H°(X , F) <g) Os — Y Rs — >■ 0

L’application H°(H°(X, F) <g) Os) — > H°(Rs) n ’est pas nulle puisque le morphisme 

H°(F) <g> Os — ¥ Rs est surjectif. On a donc h°(Es) <  1. Si h°(Es) =  0 alors l ’appli­

cation H°(Fs) — y H°(Rs) est un isomorphisme et l ’application H°(Fs) <8> H°(Os(n)) — y



77

H°(Rs(n)) est surjective pour tout n >  0 puisqu’il existe une section hyperplane de S  évi­

tan t le support de Rs- Si h°(Es) = 1 alors le quotient H°(Fs)/H°(Es) est de dimension 1 et 

on a une application surjective (H°(Fs)/H°(Es)) ® Os — > Rs- Or ¿(Rs) =  2 et Os( 1) est 

très ample et l ’application (H°(Fs)f H°(Es)) ® H°(Os(n)) — > H°(Rs(n)) est donc surjec­

tive pour n >  1. Il en résulte que l’application H°(Fs)®H°(Os(n)) — y H°(Rs(n)) est éga­

lement surjective. On a donc finalement hx(E s (n)) =  0 pour n > 1 puisque hl (Os(n)) =  0 

pour n >  1. La suite exacte:

0 — y E(rt — 1) — y F(n)  — y Es(n)  — y 0

donne h2(E(n  — 1) <  h2(E(n))  pour n > 1. On a donc h2(E(n)) — 0 pour n  >  0 puisque 

h2(E(n))  =  0  pour n > 0 .  En particulier h2(E)  =  0 . On déduit de la suite exacte :

0 — y E  — y H °(X , F)  <g> O x  — y R  — > 0

l’égalité h3(E) = 0. Mais x (E )  =  0 et on a donc h l (E)  =  0. On en déduit h°(R) — 2 et 

l’inclusion H°(F)  C H°(R)  est donc un isomorphisme. Montrons alors que l’application 

de restriction H°(R)  — y H °(Rs)  est injective. Supposons le contraire. Il existe donc une 

section s € H°(R)  non nulle dont l’image dans H°(Rs)  est nulle. Notons I z  le noyau de 

l’application O x  — > R  définie par le section s et Q le conoyau de l’inclusion O z  C R. 

Pax hypothèse, l ’application Ozns  — y R s  est nulle et on a donc R s  = Q s • Le faisceau 

Q est donc de dimension 1 et c2(Q) =  c2(R). Le schéma Z  est donc de dimension 0. Or
3 o 2

x (Iz (n ))  =  \  +  2 +  2n +  1 — t (Z )  ce qui est en contradiction avec la semi-stabilité 

de E  puisqu’on a une inclusion I z  C E.  L’application de restriction H°(R)  — y H°(Rs)  

est injective et on a donc h°(R(—l))  =  0. Le faisceau R (—1) est donc ou bien une thêta- 

caractéristique sur une conique lisse C (Z  X  auquel cas E  est stable (3.4) ou bien il existe 

deux droites C X  et C X  telles que R  soit extension de O ^  pax Oe2 (3.3) auquel cas 

on a un diagramme comm utatif à lignes et colonnes exactes :

0 0 0

I I I
0 ------ y Iel ------- y E  ------ y h 2 ------- y 0

I I I
0 -----> O x  ----- y H ° ( F ) ® O x  -----y O x  ----- y o 

0 ------ y O ix ------- y R  ------ y Oe2 -------y 0 

0 0------------------------0

On en déduit que le gradué de E  est le faisceau Iel ® /¿2.
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4. Espace des modules des faisceaux sem i-stables sur la cubique de 

P 4

(4.1) Soit X  C P 4 une hypersurface cubique lisse et soit (D e f(E ),  0) l’espace des dé­

formations verselles d ’un faisceau cohérent E  sur X .  L’espace tangent à D e f(E )  en 0 

s’identifie à l’espace vectoriel E x t^ (£ l, E). Le germe analytique D e f(E )  est lisse en 0 si 

E x t2x (E ,E )  =  0.

LEMME 4.2 .—Soient X  c  P 4 une cubique lisse et 6 une thêta-caratéristique sur une conique 

lisse C G X .  Soit E  le noyau de la surjection H°(6( 1)) ® O x  — > #(1). Alors Ext2x (E ,E )  

est nul et l ’espace vectoriel complexe Extx (E, E ) est de dimension 5.

Démonstration.—Soit F  le noyau de la surjection O?* © O-p* — > 0(1). On vérifie que 

le faisceau F ( l )  est engendré par ses sections globales en utilisant le critère de Mumford- 

Castelnuovo (1.8). On en déduit que le faisceau E(  1) est également engendré par ses sections 

globales puisqu’on a un morphisme surjectif i 'p r(l)  — > i?(l). On a donc

H o m * (£ ,0 (-1 ))  C H o m x (tf° (£ (l))  ® 0 j r ( - l ) , 0 ( - l ) )  =  0.

Considérons la suite exacte :

E x t2x (H°(d(l))  ® Ox ,E )  — » E xt2x (E ,E )  — + E x 4 ( 0 ( l ) ,£ )

On a
E xt2X (H °(0 (1 ))® O X ,E )  ~  H°(0(1)) ® H 2(E)

=  0

et
Ext^-(0(1), E)  ~  Hom jr(i?, tf(-l))*

=  0

et donc Ext^(ÆJ, E ) =  0. Enfin, on a

E x 4 ( £ ,£ )  ~  Horny(i?, E (—2))*

=  0

et Hom jf(F, E)  ~  C. L’espace vectoriel complexe ExtX (E ,E )  est donc de dimension 5 

puisque

X{E,E)  =

= - 4 .

puisque
x(E,E)  =  E ( - l ) ‘E x t i ( £ ,£ )  

=  - 4 .
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LEMME 4 . 3 .—Soit X  C  P 4 une cubique lisse et soient l \  C  X  et i 2 C  X  deux droites. Le 

groupe E x t ^ ^ ^ ,  /¿2) est nul et Vespace vectoriel complexe Extlx ( ,  /¿2) esi ¿e dimension 

1 si i i  12 et de dimension 2 si l \  =  I 2 ■

Démonstration.—On a un isomorphisme Ext;^(Ot1, It2) ~  H om x(/;2, Ot1(—2))*. Or le fais­

ceau /¿2(1) est engendré par ses sections globales et on a donc

Homj, ( ^ , 0 ^ - 2 ) )  C H o m * (in /* 2(l)) ® Ox ( - l ) ,  Ot l ( -2 ) )  = 0. 

Considérons la suite exacte :

Ext\ ( O x , I l2) - s -  Ext£ (* „ /« ,)  — » E x tJ (C (l, / fc)

On en déduit E xt^(Z^, h 2) — 0 puisque Ext\ { O x ,  h 2) — 0. On a

Ext 3x ( I ,„ Ib ) H o m x ( 4 ,/ (l(-2 ))*  

=  0

= E ( - l ) 'E x tV ( / ( l , / (l)
et

L’espace vectoriel complexe Extjf (/¿n  Ie2) est donc de dimension 1 si l \  ^  I 2 et de dimen­

sion 2 si l \  =  ¿2 puisque H om jf(/^, /¿2) =  0 si l \  ^  l 2 et H om x(/^, Ie2) — C si £1 =  £2. ■

(4.4) Soient N  >  1 un entier et V un espace vectoriel complexe. Soient Q le schéma de 

Hilbert-Grothendieck param étrant les quotients V  (g) O x (—N)  — > E  sur X  de rang 2 et 

de classes de Chem c\(E)  =  0, c2(E) =  2, c3(E ) =  0 et L  la polarisation naturelle ([S]). Le 

groupe G =  P G L(V )  agit sur Q et une puissance convenable de L  est G-linéarisée. Soit Qscs 

l ’ouvert des points PGZ(V)-semi-stables correspondants à des quotients sans torsion et Qc 

l’adhérence de Q*3 dans Q. Lorsque l’entier N  et l’espace vectoriel V  sont convenablement 

choisis les propriétés suivantes sont satisfaites. L’application V  (g) O x  — ► E (N )  induit un 

isomorphisme V  — H °(E (N ))  et h '(E (k))  =  0 pour k > N  et i > 1 et pour tout quotient 

E  de Qc. Le point [F] G Qc est PGL(V)-semi-stable si et seulement si le faisceau E  est 

semi-stable si et seulement si [F] G Qscs. Le stabilisateur de [E] dans G L(V)  s’identifie 

au groupe des automorphismes du faisceau E  et l’espace des modules M x  des faisceaux 

semi-stables de rang 2 sur X  et de classes de Chern Ci =  0, c2 =  2 et c3 =  o est alors le 

quotient de Mumford :

Q T I / G

=  E x tJ ( /! , , / i j )  -  E x tjft/t,,/« ,) 

= x(h„U,)

x(4 ? I¿2 )



80 Faisceaux de rang 2 sur la cubique de P 4

L e m m e  4 . 5 . —Sous les hypothèses précédentes, le schéma Qscs est lisse.

Démonstration.—L’espace tangent à Q®3 en un point [F] est isomorphe à Homx (F ,E )  

où F  est le noyau de l’application V  (g) O x {—N ) — y E. Le schéma Q33 est lisse en ce point 

si E xtx (F ,E )  = 0. Considérons la suite exacte:

E x tlx (V  ® O x ( - N ) ,  E ) — y E x t^ (F , E)  — ► E xt2X (E , E )

On en déduit une inclusion E xtX(F,E) C Extx (E,E)  puisque /i1(F(Ar)) =  0. Il suffit 

donc de prouver E x t^ (F , E ) =  0. Si E est stable et localement libre alors le résultat est 

dém ontré par [MT] (lemme 2.7). Si E  est stable non localement libre alors l ’annulation 

cherchée est donnée par le lemme 4.2. Si E est strictem ent semi-stable alors E  est exten­

sion de I i2 par I ix où £\ C X  et £2 C X  sont deux droites. L’annulation cherchée résulte 

alors facilement du lemme 4.3. ■

T h é o r è m e  4 . 6 . —Soit X  C  P 4 une hypersurface cubique lisse. L ’espace des modules M x  

des faisceaux semi-stables de rang 2 sur X  de classes de chem c\ =  0, c2 =  2 et c3 =  0 est 

lisse de dimension 5.

Démonstration.—Soient x  € Q33 et E  le faisceau correspondant. Soit Q3 C Qc l’ouvert 

des faisceaux stables et M x  l’ouvert des classes d ’isomorphismes de faisceaux stables. Le 

schéma Qac est un fibré principal sous G au dessus de Mx  et Mx  est donc lisse (4.5). Il nous 

reste à étudier M x  en E  — If1 ® /¿2 où t \  C X  et £2 C X  sont deux droites (3.5). L’orbite 

O(x) du point x  sous G est fermée. Son stabilisateur Gx est un groupe réductif et il existe 

un sous-schéma affine W  C Q3C3 passant par x  localement fermé et stable sous l’action de 

Gx tel que le morphisme W /¡Gx — > Qscs/ ¡G soit étale ([L]). Soit (W, x) le germe de W  en 

x  et soit F  la restriction à X  x (W, x) du quotient tautologique sur X  x  Q. Alors ((W, x), F)  

est un espace de déformation verselles pour le faisceau E  ([O] prop. 1.2.3). Le germe W  

est donc lisse en x  (4.3) et puisque le morphisme W//Gx — y Q V / f G  est étale il suffit 

donc prouver que le quotient W//Gx est lisse en [ar]. Or il existe un morphisme (?x-linéaire 

( W, x) — > (TXW, 0) étale en x  tel que le morphisme induit W / / Gx — y TXW/ / Gx soit étale 

en [x] ([L]). Il suffit donc de prouver que le quotient TXW//GX est lisse en 0.

Supposons les droites £\ et £2 distinctes. L’espace tangent TXW  =  E x t^ (F , E)  =  

® ,jE x t^ ( /it , Ii}) est de dimension 6 (4.3) et Gx =  Gm x Gm agit sur ledit espace par 

la formule ([O] lemme 1.4.16):

t t'
( M O -C C e»'.i) =  e U  +  77e1*2 +  7 e2.1 +  e2-2

«J
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On vérifie facilement que le quotient TXW /¡G x est isomorphe à l’espace affine M  et en 

particulier lisse en 0.

Supposons les droites t \  et l 2 confondues et notons l  cette droite. L’espace tangent 

TXW  =  Extx ( E ,E )  est de dimension 8 (4.3) et Gx =  PGL{2). Posons T  =  E xt^(/¿, /¿) et 

soit U un espace vectoriel de dimension 2. Le groupe Gx agit sur TXW  — T  <8> End(£/) pax 

conjugaison sur End([/) ([O] lemme 1.4.16). Le quotient Txf /G x est isomorphe à l ’espace 

affine M  ([La] III cas 2) et en particulier lisse en 0. ■

LEMME 4.7 .—Soient X  C P 4 une cubique lisse et M x  l ’espace des modules des faisceaux de 

rang 2 semi-stables de classes de Chem ci =  0, c2 =  2 et c3 =  0. Le sous-schéma localement 

fermé de M x des faisceaux stables non localement libres est irréductible de dimension 4 et 

le sous-schéma fermé de M x des faisceaux strictement semi-stables est également irréduc­

tible de dimension 4-

Démonstration.—Soient B  la surface de Fano de X  et Z  C X  x  B  la variété d ’incidence. 

La vaxiété Z  est lisse et irréducible de dimension 3 et le morphisme Z  — > B  induit par la 

seconde projection fait de Z  un fibré en droites projectives localement trivial pour la topo- 

logie de Zaxiski ([T]). Notons X z  la variété obtenue en éclatant Z  dans le produit X  x  B  

et notons p et q les morphismes induits sur X  et B  respectivement. La fibre du morphisme 

q au-dessus d ’un point [i\ £ B  s’identifie à X t  (1.1). Soit Q le fibré de rang 3 sur B  dont 

la fibre au-dessus d ’un point [£] £ B  est l’ensemble des équations des hyperplans de P 4 

contenant la droite i .  Le morphisme surjectif naturel q*Q -» p*Ox{ 1) induit un morphisme 

propre et dominant X z  ——>■ P b (Q)- Le morphisme p x  c induit un plongement de X z  dans 

x Pb(Q ) au-dessus de P s (Q ). L’ensemble des points de ï *b (Q) est en bijection ensem- 

bliste avec l’ensemble des coniques tracées sur X .  Soit U C T*b (Q) l’ouvert des coniques 

lisses et soit 7r la projection de T*b {Q) sur B. Soit x  £ U et Cx =  c-1 (x) C X  la conique 

correspondante. La conique Cx engendre un plan de P 4 dont l’intersection résiduelle avec 

X  est la droite n(x) =  \ix]. Soit Y  =  (c-1 (i7) fl Z u)tcA C c-1 (i7) C £7xP4 où Zu  =  Z x b U. 

Le morphisme induit Y  — > U est alors fini de degré 2. La fibre du morphisme précédent 

au dessus d ’un point x £ U est ensembüstement l’intersection Cx fl l x . Supposons Y  ir­

réductible. Le schéma c~l {U) Xjj Y  possède une section au dessus de Y .  Ladite section 

détermine un morphisme quasi-fini Y  — >• M x  dont l’image est précisément le sous-schéma 

localement fermé des faisceaux stables non localement libres (3.4). Le lemme est donc dé­

montré dans ce cas. Si Y  n ’est pas irréductible alors le morphisme c possède une section 

au-dessus de l’ouvert U et l’argument précédent s’applique directement.

Les faisceaux strictement semi-stables sont param étrés pax les couples de droites de X  

(3.5). Or on a un morphisme quasi-fini B x B  — > M x  dont l’image est le fermé des faisceaux
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strictem ent semi-stables. La surface B  est irréductible et ledit fermé l’est donc également.®

THÉORÈME 4 . 8 . —Soient X  C P 4 une cubique lisse et M x l ’espace des modules des fais­

ceaux de rang 2 semi-stables de classes de Chem C\ =  0, c2 =  2 et c3 =  0. Soit B  la surface 

de Fano de X .  Alors M x  est isomorphe à l ’éclatement d ’un translaté de la surface —B  

dans la jacobienne intermédiaire de X .

Démonstration.—Soit U C M x  l’ouvert des fibrés vectoriels stables ; M x \  U est de di­

mension 4 (3.5 et 4.7). L’espace des modules M x  est lisse de dimension 5 (4.6) et l’ouvert 

U est donc dense. La variété M x  est donc irréductible (2.6 et [IM] cor. 5.1).

L’espace des modules M x  est le quotient de Mumford Qscs/ /G  et Qa* est lisse (4.5). 

Soit £  une famille universelle sur Q33 x X .  Fixons io € Ql°• L’application

QV -+ J {X )

t M- c2(£t) -  C2(£t0)

est algébrique (1.1) et équivariante sous l’action du groupe G. On en déduit un morphisme 

que nous noterons encore c2 de M x  vers J (X ) .  Ce morphisme est birationnel ([IM] thm . 

3.2) et induit un isomorphisme par restriction à l’ouvert des fibrés stables (2.6 et [MT]).

Les variétés M x  et J (X )  sont lisses et le lieu exceptionnel D de c2 est donc de codimen­

sion pure 1. Le diviseur D  a au plus deux composantes irréductibles. La restriction de c2 

au diviseur des faisceaux strictem ent semi-stables est génériquement finie et le morphisme 

c2 est donc un isomorphisme au point générique du diviseur considéré.

La grassmanienne des plans de P 4 est rationnelle et les cubiques planes tracées sur X  

sont donc toutes rationnellement équivalentes. Soient Cq et Ci deux coniques tracées sur X  

et £q et £i les intersections résiduelles respectives des plans des coniques avec X .  On a donc 

Ci = Co +  ¿o — i i  dans J (X ) .  Si E  est un faisceau associé à une conique C C X  (3.4) alors 

c2(E) = C. On en déduit que le diviseur adhérence des faisceaux stables non localement 

libres est contracté sur un translaté de — B  dans J {X ) .  Ce diviseur est irréductible (4.7) et 

M x  est donc isomorphe à l’éclatement d ’un translaté de — B  dans J ( X )  ([Lu] thm . 2). ■
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