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LAPLACE SPECTRA ON FORMS VERSUS VOLUME SPECTRA:
THE CASE OF GRASSMANN MANIFOLDS

Abstract:

In this text, we are interested in the relation between the Laplace spectrum
on differential forms and the geometric spectrum. We denote by volume spectrum
the collection of volumes of minimal submanifolds having a fixed dimension. For
one-dimensional submanifolds, it is the length spectrum with several possibilities to
define the multiplicity. We define the geometric spectrum to be the volume spectrum
in fixed or all dimensions.

First, we explicitly compute the Laplace spectrum on the forms for Grassmann
manifolds. This is a generalization of A. Ikeda-Y. Taniguchi and C. Tsukamoto’s
calculations, based on the representation theory of compact Lie groups and on the
“identification” of the Laplace operator with the Casimir operator in symmetric
spaces.

Next, we consider examples of isospectral non isometric manifolds constructed
by A. Ikeda, and we compute their geometric spectra. We begin with the case of the
lens spaces which are isospectral up to a fixed order and not isospectral above that
order. We obtain that they have the same geometric spectrum; this shows that the
geometric spectrum does not determine the Laplace spectrum on forms. We calculate
the length spectra for the example of spherical spaces forms which are isospectral
on the forms but not isometric, and we find they are not always identical. Finally
we describe the length spectrum for the space forms of the Grassmann manifolds
which are isospectral but not isometric. The two last classes of examples satisfy the

conditions of Sunada’s theorem.

Keywords: Laplace spectrum, differential forms, representation theory, Casimir
operator, Grassmann manifold, geometric spectrum, geodesics, minimal submani-
folds.

Classification AMS (2000): 22C05, 53C22, 53C35, 53C40, 58G25, 58G30
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Introduction

L’étude du lien entre le spectre du laplacien et la géométrie des variétés (spectre des
longueurs, volume, courbure ... ) est un sujet qui préoccupe les chercheurs depuis long-
temps. 1l s’agit de savoir si la connaissance de certaines propriétés d’une variété permet
de I'identifier ou d’en donner certaines informations. Par exemple, connaitre le spectre du
laplacien (sur les fonctions ou méme sur les formes différentielles) permet-il d’identifier une
variété riemannienne a une isométrie prés ? Permet-il de déterminer des invariants de na-
ture géométrique comme le volume de la variété, sa courbure, le spectre des longueurs, les
volumes des sous-vaxiétés ... ? Inversement, connaissant certains invariants geométriques,
peut-on déterminer le spectre du laplacien ?

Nous commengons par définir les objets dont on parle. Il s’agit du spectre du laplacien
et du spectre des longueurs d’une variété riemannienne (M,g).

Spectre du laplacien : On désigne par d I'opérateur de différentiation extérieure, agissant
sur C°°(APM), I’espace des p-formes différentielles sur M, et on note S I’adjoint formel de
d relativement au produit scalaire induit par la métrique g. Le laplacien noté A ou Ap est
défini par :

A = do+ od.
C’est un operateur différentiel elliptique, auto-adjoint, agissant sur C°°(APM). Si M est

une variété compacte, I’ensemble des valeurs propres de Ap est discret. On notera cet
ensemble comme une suite de réels ordonnés dans I’ordre croissant :

o< <\f< ...

ou chacune des valeurs propres A? sera répétée un nombre de fois égal a sa multiplicite
qui est par définition la dimension de I’espace propre Exp correspondant. L’ensemble des
valeurs propres de Ap est noté Specp(M,g) et appelé le p-spectre du laplacien de (M,q).
Le O-spectre du laplacien (ou spectre des fonctions) sera noté simplement Spec(M,qg).

On dira que deux variétés sont p-isospectrales pour un certain p si elles ont le méme p-
spectre du laplacien. Si deux variétés ont le méme spectre des fonctions, on dit simplement
qu’elles sont isospectrales.

Spectre des longueurs : C’est I’'ensemble des longueurs des géodésiques fermées de (M ,g).
Un nombre u>est donc dans le spectre des longueurs s’il existe une géodésique 7 de (M, g)
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6 INTRODUCTION

telle que pour tout nombre réel t on ait 7{t + u) = 7(i). La multiplicité d’une longueur u>
peut étre définie de plusieurs fagons. On peut la définir comme étant le nombre de géodé-
siques fermées de longueur u. On peut aussi la définir comme étant le nombre de classes
d’homotopie libre dont la plus courte des geodeésiques fermees est de longueur U>; ou aussi
comme étant le nombre de classes d’homotopie libre contenant une géodésique fermée de
longueur u= Nous préciserons selon le cas la définition utilisée.

Des exemples particuliers pour lesquels on utilise ces différentes définitions sont donnés
dans [21]. On remarque que la deuxiéme et la troisieme définitions sont plus significatives
que la premiére, dans le sens que dans beaucoup d’exemples de variétés isospectrales, le
spectre des longueurs n’est pas le méme par rapport a la deuxiéme et troisieme définitions.
En revanche, il est toujours le méme au sens de la premiére définition.

Comme généralisation de la définition du spectre des longueurs nous introduisons le
spectre des volumes.
Spectre des volumes : Le p-spectre des volumes d’une variété M est la collection des volumes
des sous-variétés minimales de dimension p de M. La multiplicité d’un volume v est le
nombre de fois ou v apparait dans le spectre.

Nous appelons spectre géométrique le spectre des p-volumes pour un p donné ou pour tout
p-

A propos des relations entre le spectre du laplacien et le spectre géométrique, plusieurs
réponses ont été apportées jusqu’a présent. Les premiers exemples ont été donnés par
J. Milnor qui a construit en 1964 des tores plats de dimension 16 isospectraux et non iso-
métriques (voir par exemple [5]) montrant ainsi que le spectre du laplacien d’une varieté
ne la détermine pas. Néanmoins, la formule de Poisson montre que le spectre du laplacien
d’un tore plat determine completement son spectre des longueurs et inversement ([5], [2]).
D’autre part, on sait que le spectre du laplacien d’une variété compacte détermine son
volume et sa courbure totale (voir par exemple [5]). Une généralisation de ce résultat a été
faite pour les surfaces de Riemann. On a obtenu une formule des traces montrant que le
spectre du laplacien de ces surfaces détermine leur spectre des longueurs et inversement. A
ce propos, il y a eu des travaux de H. Huber, A. Selberg, H. P. McKean, I. M. Singer ...
Pour une étude détaillée de cette formule, on pourra consulter les références [8] et [9]. Une
sorte de genéralisation de ce dernier résultat a été faite en 1973 par Y. Colin de Verdiere
[12]. Il a établi une formule des traces qui permet de montrer que sur une surface compacte
a courbure strictement négative, le spectre du laplacien détermine le spectre des longueurs.
Plus généralement, il montre que ce résultat est valable dans un cas générique. C’est le cas
d’une variété compacte dont les géodésiques périodiques sont isolées, non dégénérees et de
longueurs deux a deux distinctes. Dans ce cas, le spectre du laplacien détermine en plus
les indices modulo 4 des geodésiques periodiques. Avec les mémes conditions, il obtient
aussi des résultats concernant le spectre du laplacien agissant sur les formes différentielles :
la connaissance du p-spectre pour tout p permet d’avoir les longueurs des géodésiques
périodiques, leurs indices modulo 4 et le transport parallele le long de chaque géodesique
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périodique. On rappelle qu’une géodésique de longueur | est non dégénérée si I’ensemble
des points critiques de la fonction énergie ayant 2 comme valeur critique, est une réunion
finie de sous-variétés compactes connexes et non dégénérées. Son calcul repose sur une
approximation du noyau de la chaleur sur ces variétés.

Des travaux similaires, sur le lien entre le spectre du laplacien et le spectre des longueurs
ont eté effectués par J. Chazarain [10], J. Duistermaat et V. Guillemin [17] en utilisant
I’équation des ondes.

Beaucoup d’exemples de variétés isospectrales pour le laplacien et non isométriques
ont été construits par la suite. La majorité de ces exemples est donnée par des variétés
localement isométriques (i.e. ayant le méme revétement universel). Ce sont des quotients
d’une variété par des groupes d’isométries discrets co-compacts agissant librement sur la
variété. On cite les travaux de M. F. Vignéras [44] en 1980 sur des variétés hyperboliques,
ceux de D. M. DeTurck, C. S. Gordon, E. N. Wilson, ... sur des variétés nilpotentes et
ceux de A. Ikeda sur des variétés a courbure positive. A. Ikeda a commencé par quotienter
les sphéres de dimension impaire par des groupes d’isométries cycliques finis sans point fixe
[26]. Les quotients sont des espaces lenticulaires isospectraux pour les fc-formes différen-
tielles jusqu’a un certain ordre p mais non isospectraux pour les (p+I)-formes [28]. Ensuite,
dans [27], il a donné d’autres exemples qui sont des quotients des spheres de dimension
impaire par des groupes d’isométries finis, non cycliques, sans point fixe et de «type 1».
Les espaces obtenus dans ce cas sont isospectraux pour les fonctions et les formes diffé-
rentielles de tout ordre. Pour construire des exemples de quotients de la grassmannienne,
il a utilisé la bijection entre les classes d’isométries des espaces sphériques et celles des
quotients de la grassmannienne, et il a obtenu des familles de variétés isospectrales pour
les fonctions mais non isométriques [29]. On ne sait pas si ces dernieres sont isospectrales
ou non pour les formes différentielles. La classification de ces variétés et la bijection entre
les classes d’isométries des quotients de la sphére et ceux de la grassmannienne est décrite
dans la référence [45]. L utilité d’avoir ces exemples n’est plus de savoir qu’ils existent mais
de déterminer les quantités géométriques que deux variétés isospectrales peuvent avoir en
commun et celles qui changent avec le changement de la métrique. A titre d’exemples,
C. S. Gordon dans [21] compare les spectres des longueurs de plusieurs familles de variétés
isospectrales. Pour toutes ces familles, le spectre des longueurs, au sens de la premiére dé-
finition, est le méme. L’une de ces familles est formée de variétés p-isospectrales pour tout
p et non isométriques, n’ayant pas le méme spectre des longueurs au sens de la deuxiéme
définition.

Des résultats relativement généraux ont été découverts par T. Sunada [40] a ce sujet.
Il donne des conditions qui assurent que deux variétés ont méme spectre du laplacien et
méme spectre des longueurs. Si G est un groupe de Lie et T un sous-groupe discret et
co-compact de G, on désigne par 7Ip la représentation de G dans Lq(T\G) definie par
W! (@<>(X) = 4>(xg). Une généralisation tiu résultat de T. Sunada est la suivante :

Soit G un groupe d’isométries dlune variété riemannienne (M,g) ou g est la métrique



8 INTRODUCTION

correspondante. Soient Ti et T deux sous-groupes discrets sans point fixe de G tels que
Ti\M et T2M soient des variétés compactes. Si |’on munit ces deux variétes de la metrique
induite par g et si les représentations #p et 4j? sont équivalentes, alors :

1. Les variétés Ti\M et T2AM ont méme spectre du laplacien.

2. L’ensemble des longueurs des géodesiques périodiques de ces deux variétés est le
méme. Si de plus G est compact, il existe une bijection qui préserve les longueurs
entre I’ensemble des géodésiques périodiques de Ti\M et I’ensemble des géodésiques
périodiques de T2\M.

Cette généralisation a été faite par D. M. DeTurck et C. S. Gordon [13]. Une autre
preuve a été donnée par P. Bérard [3] (voir aussi [4]). En fait, I’énoncé initial de T. Sunada
suppose que G, Ti et Y2 sont finis.

Dans le cas particulier ou G est compact, les représentations 7Tp et #{? sont équivalentes
si et seulement si pour tout g € G, I’intersection de [g]c (la classe de conjugaison de g dans
G) avec Ti a le méme nombre d’éléments que son intersection avec IV Cette condition est
aussi équivalente au fait qu’il existe une bijection ¢&: Ti —Ti telle que pour tout a € Ti,
4>(a) est conjugue a z, par un élément de G qui dépend de a.

Plusieurs exemples parmi ceux déja cités vérifient les conditions du resultat de T. Su-
nada, mais pas tous : les espaces lenticulaires isospectraux et non isométriques construits
par A. lkeda ne satisfont pas aux conditions du résultat. Nous étudierons le spectre geo-
métrique de ces exemples au début du chapitre 4.

Dans [14], [15] et [16], les auteurs étudient des exemples de variétés nilpotentes isospec-
trales (pour les fonctions) et non isométriques. Dans certains de ces exemples, les volumes
des cycles dans les classes d’homologie sont distincts. Dans d’autres ou ce n’est pas le
cas, les positions relatives des 1-cycles changent avec la métrique. Dans tous les exemples
traités, les cycles du groupe d’homologie détectent le changement de la métrique.

Dans certains cas, la connaissance du spectre du laplacien permet d’avoir des informa-
tions sur le lien entre le spectre du laplacien sur les fonctions ou sur les formes, et le spectre
géométrique d’une variété riemannienne. En effet, on peut construire des quotients isospec-
traux d’une variété dont on connait le spectre du laplacien sur les fonctions ou les formes
propres, selon le cas. Cette méthode a été utilisée pour construire certains exemples parmi
ceux déja cités. Pour cette raison, nous nous intéressons au calcul explicite du spectre du
laplacien. Nous allons citer certains travaux dans cette direction. Sur un espace symétrique
on sait calculer théoriquement le spectre du laplacien agissant sur les formes différentielles
de tout ordre (en particulier les fonctions). Dans la pratique, ce calcul est parfois compliqué
et technique. La méthode fait appel a certains outils de la théorie des représentations. Elle
est decrite dans le premier chapitre de cette thése et on en parlera brievement plus loin
dans cette introduction. Cette méthode a été utilisée par B. L. Beers et R. S. Millman [1]
en 1977 pour déterminer le spectre du laplacien d’un groupe de Lie compact semi-simple.
Plus tard, en 1978, A. lkeda et Y. Taniguchi [30] s’en servent pour calculer le p-spectre
du laplacien, pour tout p, et les fonctions propres sur la sphére et sur I’espace projectif
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complexe. On note que le 0-spectre du laplacien sur la sphére était connu (voir par exemple
[5]) et le p-spectre a été déterminé en 1975 par S. Gallot et D. Meyer [20] par une mé-
thode difféerente. Il y a eu aussi en 1981 I’article de L. Paquet [39] sur ce sujet. Ensuite, en
1981, C. Tsukamoto [43] a calculé le p-spectre des espaces SO(n + 2)/(SO(n) x SO(2)) et
Sp(n+ 1)/(Sp(n) x Sp(l)) pour tout p. Peu de temps apres, en 1983, E. Kaneda [33] et [34]
a calculé le spectre des 1-formes des espaces symétriques compacts simplement connexes
et irréductibles. En général, on n’a pas explicitement le spectre d’un espace symétrique
donné. La méme méthode sert aussi a calculer le spectre d’un espace symétrique de type
non compact qui lui est un spectre continu. Si on s’intéresse a un guotient compact d’un
espace symétrique de type non compact, les multiplicités des valeurs propres sont données
en fonctions des multiplicités de la représentation réguliére droite du groupe G sur I’es-
pace L2(T\G) dans la représentation adjointe. On ne sait pas calculer explicitement ces
multiplicités et on n’a que quelques formules asymptotiques (voir [37] et [36]).

L’objectif initial de cette these était de trouver une formule des traces du style de celle
obtenue par Y. Colin de Verdiére [12], reliant le spectre du laplacien agissant sur les formes
différentielles et le spectre des volumes. Une telle formule n’est pas facile & obtenir, on traite
partiellement le probléeme en étudiant la correspondance entre le spectre du laplacien sur
les formes et le spectre des volumes pour des exemples particuliers de variétés isospectrales
et non isométriques.

Cette these est formée de deux parties. La premiére partie est constituée de deux cha-
pitres. Le premier chapitre consiste a rappeler les notations, définitions et résultats qui
vont permettre de calculer le spectre du laplacien d’un espace symétrique M = G/K,
ou G est un groupe de Lie compact semi-simple et if un sous-groupe fermé de G. Tout
d’abord, nous rappelons certains résultats de la théorie des représentations des groupes
compacts, essentiellement la formule des caractéres de Weyl et la formule de la décom-
position d’un produit tensoriel en sous-modules irréductibles due a Steinberg. Un autre
résultat important est celui de «I’égalité» entre le laplacien et I'opérateur de Casimir :

A=C

Nous présentons en détail sa démonstration. La connaissance des valeurs propres de I’'opé-
rateur de Casimir sur les représentations irréductibles permet alors de calculer les valeurs
propres du laplacien. En fait, il suffit de décomposer I’espace des formes différentielles sur
M en représentations irréductibles. Ce probléme n’est pas simple, on utilise alors le théo-
reme de la réciprocité de Frobenius qui permet de réduire le probléeme de la décomposition
d’un G-module en sous-modules irréductibles a celui de la décomposition d’un G-module
irréductible en sous-ii-modules irréductibles et a celui de la décomposition de I’espace des
p-eémes puissances extérieures de m, I’espace tangent k M en K, pour tout p, en sous-if-
modules irréductibles. En utilisant la formule des caractéres de Weyl, la décomposition d’un
G-module irréductible en sous-if-modules irréductibles se réduit a un calcul algébrique.

Dans le deuxieme chapitre, on applique la méthode proposée dans le chapitre précédent
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pour calculer le spectre du laplacien agissant sur les formes différentielles des variétés
grassmanniennes. Cest le cas ou G = SO(n) et K = SO(k) x SO(n —k). Ce calcul est une
généralisation des calculs du spectre du laplacien effectués par A. lkeda et Y. Taniguchi
[30] sur les spheres et C. Tsukamoto [43] sur les grassmanniennes des 2-plans, aux variétés
grassmanniennes des fc-plans de K’ pour tout k. Il faut noter que le calcul est trés technique
et local. Sa difficulté dépend de I’espace en question. Pour faire ce calcul, on fixe le choix
d’un tore maximal Tq (resp. Tk) de G = SO(n) (resp. K = SO(fc) x SO(n —K)) et
on désigne par i¢ (resp. t#-) l'algebre de Lie de Tq (resp. Tk). On note qu’on peut les
choisir de sorte que tk C 1g- On détermine un systeme des racines Aq (resp. Ak) de G
(resp. K) relativement a Tq (resp. Tk) et le groupe de Weyl Wq (resp. WK) de ce systeme
des racines. On considére un G-module irréductible quelconque V qu’on décompose en
une somme de sous-if-modules irréductibles. Les modules irréductibles sont complétement
définis par leurs caracteres, ou leurs poids dominants, on a donc a décomposer un caractére
irréductible de G en une somme de caractéres irréductibles de K. On définit la fonction :

EA) it C avec £A)(H) =  det(it>).e(AW(H))), Vii € t,
wWEW

pour G et pour K ou W est le groupe de Weyl de G ou de K, selon le cas, et on désigne
par 5q (resp. 5k) la demi-somme des racines positives de G (resp. de K). Soit A le plus
grand poids du G-module V. D’aprés la formule des caractéres de Weyl, le caractere de ce
module est donné par :

. la\ _ £g(A+ %)
x0(A) - i marT- (@)

Sa décomposition en sous-JT-modules irréductibles revient a trouver un ensemble de poids
dominants A" de K tel que :

£g(A+ <) _ tIA' + SK) (2 .
£9(c9) Ok (Sk) |

Le premier résultat fondamental dans ce chapitre consiste a effectuer cette décomposition
(théoremes 2.2.5 et 2.2.6). La technique utilisée est de nature itérative partant des travaux
de C. Tsukamoto [43].

Pour ce qui est de la décomposition des puissances extérieures de la représentation
adjointe, on utilise certaines propriétés connues pour écrire I’espace de la représentation
comme la somme de produits tensoriels de représentations irréductibles. On utilise ensuite
la formule de Steinberg et un programme informatique pour déterminer les multiplicités
des composantes irréductibles intervenant dans la décomposition d’un produit tensoriel de
représentations irréductibles.

La deuxieme partie de la these est formée des chapitres 3 et 4. Dans le troisieme cha-
pitre, nous décrivons des résultats obtenus par A. lkeda dans [28], [27] et [29]. Ce sont
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des variétés a courbure positive, isospectrales (pour les fonctions ou pour les formes dif-
férentielles) et non isometriques. Nous rappelons le résultat concernant les espaces lenti-
culaires isospectraux pour les formes différentielles jusqu’a un certain ordre p > 0, mais
non (p + I)-isospectraux et nous en donnons la preuve. D’autres variétés p-isospectrales
pour tout p et non isométriques sont obtenues comme des quotients de la sphére par des
groupes d’isométries finis, a deux générateurs, sans point fixe et de type 1. Les quotients de
la grassmannienne par le méme type de groupes donnent aussi des variétés p-isospectrales
pour tout p. Dans le cas des quotients par des groupes de type 1, on n’utilise pas exac-
tement la preuve de A. Ikeda de I'isospectralité pour les formes différentielles mais nous
montrons que ces variétés vérifient les hypothéses du théoréme de T. Sunada (genéralisé).

Dans le quatrieme chapitre, nous effectuons le calcul des spectres géométriques (spectre
des longueurs, spectre des volumes ... ) des espaces considérés dans le troisiéme chapitre.
Nous commengons par calculer le spectre des longueurs des espaces lenticulaires isospec-
traux jusqu’a un certain ordre p et non (p 4-I)-isospectraux en considérant la premiére
et la troisieme définitions de la multiplicité. En comparant les spectres de deux espaces
lenticulaires isospectraux et non isométriques quelconques, on trouve qu’ils sont identiques
indépendamment de I’'ordre d’isospectralité. Cette propriété n’est pas une conséquence du
résultat de T. Sunada décrit précedemment. Les résultats de Y. Colin de Verdiere [12], qui
exigent que les longueurs des géodésiques fermées soient simples (i.e. ayant pour multiplicité
1) ne s’appliquent pas non plus dans ce cas. On a ainsi le résultat :

Le spectre des longueurs ne détermine pas le spectre des p-formes différentielles pourp > 1.

Nous reprenons la méme démarche pour le spectre des volumes. Nous calculons les
volumes des sous-variétés totalement géodésiques et les volumes d’une partie de sous-
variétés minimales, non totalement géodésiques. La comparaison nous mene au résultat
suivant :

La partie du spectre des volumes formée par les volumes de ces sous-variétés ne détermine
pas le spectre des formes différentielles d ordre supérieur a un.

On rappelle qu’il existe des espaces lenticulaires isospectraux et non isométriques de la
famille décrite, qui n’ont pas le méme type d’homotopie (A. Ikeda [26]). On note aussi que
ces espaces non isométriques ne peuvent pas avoir le méme spectre marqué (R. Gornet [22]).

On considere ensuite les quotients de la sphére et de la grassmannienne par des groupes
d’isometries finis, sans point fixe, non cycliques et de type 1 qui sont irréductibles et
isomorphes.

Les quotients de la sphere sont isospectraux pour les formes différentielles de tout ordre
et non isométriques. Ce sont en fait des exemples qui Vérifient les hypothéses du théoréme
de T. Sunada. lls ont donc le méme spectre des longueurs au sens de la premiére définition.
Pour un tel quotient, on calcule le spectre des longueurs au sens de la premiere et de
la troisieme définition. Le calcul des multiplicités est plus technique que dans le cas des
espaces lenticulaires car le groupe fondamental n’est plus cyclique. On montre que deux
variétés de cette famille, qui sont isospectrales et non isométriques, n’ont pas toujours
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le méme spectre des longueurs pour la troisieme définition (théoréeme 4.6.10), bien qu’ils
vérifient le théoréme de T. Sunada. On peut donc énoncer :

La connaissance du p-spectre du laplacien pour tout p ne détermine pas le spectre des
longueurs au sens de la troisieme définition.

Malheureusement, il n’a pas été possible de calculer le spectre des volumes de telles
variétés, la difficulté est d’étudier I’invariance des sous-variétés par les éléments du groupe
fondamental, difficulté due a la forme de ces éléments.

Les variétes quotients de la grassmannienne T\Gged(R) sont elles aussi isospectrales
pour les formes différentielles de tout ordre. Deux telles variétés, isospectrales et non iso-
métriques, ont le méme spectre des longueurs, au sens de la premiére définition, d’apres lé
théoreme de T. Sunada. Pour ces variétés, on caractérise les nombres réels strictement po-
sitifs appartenant au spectre des longueurs (au sens de la premiére définition) en fonction
du spectre des matrices du groupe T. Dans ce cas, on n’effectue pas non plus le calcul du
spectre des volumes.

On signale que le calcul du spectre des longueurs effectué pour les formes d’espaces
sphériques T\Sn avec T C 0 (n + 1) se ramene au calcul des valeurs propres des matrices
du groupe T, ce qui s’applique a tous les quotients de la sphére et pas seulement aux
exemples traités dans ce chapitre.

Pour avoir un résumé des résultats obtenus dans le quatrieme chapitre, on pourra voir
le tableau 4.1 de la page 106.
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Chapitre 1

Rappels sur les représentations des
groupes compacts et sur les espaces
symetriques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on rappelle les notions qui permettent de calculer le spectre du
laplacien agissant sur I’espace des formes différentielles de certains espaces symétriques de
type compact. On utilise des outils de la théorie de la représentation.

On décrit la méthode utilisée. Soit M —G/K une variété riemannienne homogene, ou
G est un groupe d’isométries agissant transitivement sur M et K un sous-groupe fermé de
G. On désigne par A le laplacien agissant sur les formes différentielles de M. L’opérateur
A est un opérateur différentiel G-invariant, donc ses espaces propres sont des G-modules.

On suppose que M est un espace symétrique et on désigne par q l’algebre de Lie du
groupe G et par 6celle de K. Le laplacien «s’identifie» a «lI’opérateur de Casimir» du groupe
G [30]. D’autre part, on sait déterminer les valeurs propres de I’'opérateur de Casimir sur
les G-modules irréductibles, utilisant la formule de Freudenthal [6]. Ainsi, pour calculer
les valeurs propres du laplacien, il suffit de décomposer I’espace des formes différentielles,
en sous-modules irréductibles. Cette décomposition n’est pas immédiate. Néanmoins, en
utilisant le théoréeme de réciprocité de Frobenius, elle se réduit a :

1. la décomposition d’un G-module irréductible (considéré comme un if-module par
restriction) en sous-if-modules irréductibles.

2. la décomposition de la p-eme puissance extérieure de la représentation adjointe du
groupe K,

Ad*p:K  Ap(0/% ,
en composantes if-irréductibles.

15
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1.2 Rappels sur les représentations des groupes

Cette partie est destinée a introduire certains notions et résultats de la théorie de la
représentation dont on va se servir par la suite. On commence par définir les poids d’une
représentation, en particulier, les racines d’un groupe compact relativement a un tore
maximal. On introduit ensuite les chambres de Weyl et les formes entieres. La formule des
caracteres de Weyl permet d’identifier les représentations irréductibles par leurs caractéres
ou leurs plus grands poids (qui sont des formes entiéres appartenant a une chambre de
Weyl fixée). Ceci permettra de réduire le probléme de décomposition d’une représentation
donnée en une somme de représentations irréductibles, a un calcul algébrique utilisant les
caractéres. Finalement, la formule de multiplicité de Steinberg sert dans la décomposition
de la puissance extérieure de la représentation adjointe en composantes irréductibles.

Les preuves des résultats décrits se trouvent dans la référence [7].

1.2.1 Poids et racines

On décrit dans ce paragraphe les propriétés des représentations des groupes compacts
et des tores. Les représentations d’un groupe compact sont complétement réductibles, celles
d’un tore se décomposent en somme des sous-espaces primaires. En particulier, on obtient
la décomposition de I’algebre de Lie d’un groupe de Lie compact en espaces de racines.

On désigne par V un espace vectoriel sur un corps F, par End(F) I’espace vectoriel des
applications F-linéaires et par GL(V) le groupe des applications F-linéaires et inversibles,
de V dans lui-méme. On munit End(V) d’une structure d’algébre de Lie sur F, notée gi(V),
en posant :

[»9=/09~90/, Pour /,g6 End(V).

Définition 1.2.1

(i) Une représentation dun groupe de Lie G dans | espace vectoriel V, est un homomor-
phisme continu de groupes p : G —=*GL(V).

(if) Une représentation dune algébre de Lie g (sur F) dans |’espace vectoriel V, est un
homomorphisme de F-algebres de Lie (>:g —0t(V).

On dit que (p,V) (resp. (&), V)) est une représentation de G (resp. g) et que V est | ’espace
de la représentation. La dimension de la représentation est celle de I’espace vectoriel V.

Définition 1.2.2

- Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur R. Une structure complexe sur V
est un endomorphisme R-linéaire J de V tel que J2 = —y. Un espace vectoriel V
sur R muni dune structure complexe peut étre considéré comme un espace vectoriel
V sur C par :

(@+ib)v=av+bJ(v) ou abGR etvGW
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- Soit W un espace vectoriel de dimension finie sur R. On munit W x W dela structure
complexe J(u,v) = (—v,u) pour u,v € W. L’espace W x W est noté Wc et dit le
complexifié de W.

Propriétés 1.2.3

- Soit E un espace vectoriel sur C. L ‘espace vectoriel réel sous-jacent e m a une struc-
ture complexe qui consiste a multiplier pari. On a :E = ER.

- Soit W un espace vectoriel sur R. On a dime Wc = dim®W. Comme (u,v) =
(u,0)+ (0,v) = (u,0) + J(v, 0), pour u,v dans W, on note les éléments (u,v) de Wc
par u + iv. La multiplication par les nombres complexes est :

(@+ ib)(u + iv) = a(u,v) +bJ(u,v) = (au,av) + (—hv, bu) = au —bv + i(av - bu).

- Si E est un espace vectoriel sur C et {&*} est une base de E, telle que E = *"Cej,
alors E est isomorphe a Wc, ou W est |’espace vectoriel réel donné par W = *Reei.

Définition 1.2.4

- Soit f) une algebre de Lie sur R. Une structure complexe J sur f) est une structure
complexe sur |’espace vectoriel O telle que :

X, 3{Y)] = J([X,y]) pour X,Ye 0.

6 est une algebre de Lie sur C avec la structure de crochet induite par celle de 0.

- Soit [o une algébre de Lie sur R et | = (Io)c- On munit | de la structure de crochet
donnée par :

[X+iY,Z+iT]=[X, Z}- [y, T1 + i([Y, Z] + [X T]) pour X,Y,Z,T e lo-
Cette structure est C-bilinéaire et (I, [, J) est une algebre de Lie sur C. Elle s ‘appelle
I 'algebre complexifiee de lo-

Propriétés 1.2.5

- Soit e une algebre de Lie sur C. a® est une algebre de Lie sur R avec structure
complexe J qui est la multiplication par i. En effet :

[X, 3{Y)] = DX, TY]=i[X, Y] = H{[X,y]) pour X,Y e eR.

- Si io est une algebre de Lie sur R et | = (lo)c, I'algébre de Lie réelle [R est munie
d’une structure complexe qui est la multiplication par i.

Remarque 1.2.6

- Soit G un groupe de Lie, g une algebre de Lie (réelle ou complexe) et V un espace
vectoriel.

- Si V est un espace vectoriel reel, on désigne par Vc son complexifie. Toute repré-
sentation de G (ou de g) dans V s’étend en une représentation dans Vc.
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- Si V est un espace vectoriel complexe, g une algebre de Lie réelle et gc son
complexifié, toute représentation de g dans V s’tend en une représentation de
gc dans V.

- Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g. Une représentation p de G dans un espace
vectoriel V induit une représentation de g dans V, notée p*e ou p (e est I'élément
neutre de G). La représentation p*e est définie par :

p*e(X)v = !i%-s;p(exp(iX))u —v), pour X Gg et vGV.

- On note parfois V les représentations (p, V) de G et V) de g.

- Si F est le corps des nombres complexes (resp. réels), on dit que V est une représen-
tation complexe (resp. réelle).

- Par abus de langage, on dit que (p, V) est un G-module et que V) estun  module.

- On désigne parfois par gv ou Ig(v) I'¢lément p(g)v de V et par Xv |%lément <<>(X)v
de V.

Exemple 1.2.7 Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g. Pour tout élément g de G,
on désigne par c(g) |’automorphisme intérieur qui associe a un x de G, I’€lément gxg~1.
Ainsi, c(g) = LgoRg\, ou Lg est la translation a gauche par g et Rg la translation a
droite par g. L ‘automorphisme c(g) s ‘appelle aussi la conjugaison par 1’€lément g de G. On
désigne alors par Ad | homomorphisme :

Ad i G —y Aut(o)

9 A (c(ff))*e,

ou (c(g))*e est Vapplication tangente a c(g) en Vélément neutre. Le groupe Aut(g) est le
sous-groupe de GL(g) formé des automorphismes de Valgebre de Lie g. On appelle Ad
la représentation adjointe du groupe G. L homomorphisme Ad induit un homomorphisme
d’algébres de Lie :

ad= (jad)y*e i@ ¥0KO0),

définie par ad(X)Y = [X,Y], le crochet de Lie de X et Y. On appelle ad la représentation
adjointe de Valgebre de Lie g.

Définition 1.2.8 SoitV etW deux espaces vectoriels sur F. Un morphisme de G-modules
V et W est une application F-linéaire f :V —W qui est G-équivariante, i.e. pour toutg G
G etv EV, f(gv) —gf{v). On désigne par Homc{V,W) Vensemble de ces morphismes.
Ceci definit une catégorie. Un isomorphisme est un morphisme inversible. Deux représen-
tations isomorphes sont dites equivalentes.

Définition 1.2.9 SoitV un G-module. Un produit scalaire (, ) surV est dit G-invariant
si pour toutg GG etu,v £V, on a (gu,gv) = (u,Vv) .

Lemme 1.2.10 Soit (p,V) une representation complexe ou réelle dun groupe de Lie com-
pact G. Alors V posséde un produit scalaire G-invariant
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Définition 1.2.11 Soit V un G-module. Un sous-espace U C V qui est invariant par
Vaction de G est dit un sous-module deV. Un G-module V est dit irréductible si V n}pas
de sous-espaces vectoriels propres G-invariants.

Théoréme 1.2.12 Soit G un groupe compact et V un G-module complexe ou réel. Si U
est un sous-G-module de V, alors il existe un sous-G-module supplémentaire Uf tel que
V =U@U'. Tout G-module est la somme directe de sous-G-modules irréductibles.

Lemme 1.2.13 (Lemme de Schur)
Soit G un groupe etV etW deux G-modules complexes irréductibles. On a :

(i) Un G-morphisme f :V -TW est un isomorphisme ou le morphisme trivial.

(U) Tout G-morphisme f :V —=V s%critf = A.lly ou AGC

(iii) dimcHomc(V, W) = 1si V = W et 0 sinon.
Proposition 1.2.14 Soit G un groupe abélien. Si V est un G-module complexe irréducti-
ble, alors dimcV = 1.

Conséquence 1.2.15 Si p est une représentation complexe irréductible dun groupe abé-
lien, alors on peut la représenter par un homomorphisme de G a valeurs dans C*. Si G est
de plus compact, p(G) est un sous-groupe compact de C*, donc contenu dans S1.

Définition 1.2.16 Si G est un groupe abélien compact, les représentations irréductibles
complexes p : G -1 S1s’appellent les caractéres du groupe G.

Remarques 1.2.17
- Un groupe G abélien compact est isomorphe a un produit fini de laforme :

G=S1Xeeex S1IX Zim\ X eeex Z/m”, ou mi € N.

- Un groupe abélien, compact et connexe est isomorphe a (S1)7L
Définition 1.2.18 Ungroupe de Lie T est dit un tore si T est abélien, compact et connexe.

D’aprés la remarque précédente, un tore est isomorphe a (5'2)n, i.e. a K"/Zn.
Proposition 1.2.19 Les caractéres du tore Tn = Kn/Zn sont tous de laforme :

6: T -»S1
[X] >»exp(27rio(0;)), i 6 1n,

avec a(x) = (a,x) =" auxv, a= (ai,... ,an) 6 Zn.
\

Définitions 1.2.20 Soit T un tore, t l'algébre de Lie de T et (p,V) une représentation
complexe du groupe T.

(i) Un caractére 6 : T —>S1= 17(l) du tore est dit un poids global de V si le sous-espace
primaire relatif a 6 :

V{6) = {u™ pX)v = 6(x).v, VxGT},

n’est pas trivial.
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(i) Une forme R-linéaire 0 :t —¢;Mest dite un poids infinitésimal de V si le sous-espace
primaire relatif 4 © :

v(@) = {veV; p'e{x)v = e(x).v, vx e t},

n’est pas trivial

(ni) Une forme R-linéaire a : t —*R est dite un poids réel de V si 2ma est un poids
infinitésimal de V.

(iv) Une forme C-linéaire $ :te -> C est dite un poids infinitésimal complexe de V si le
sous-espace primaire relatifa $ :

V(Q) ={veV; p*e(H)Vv =9(H).v, V# Gte},

n’est pas trivial. La représentation p*e a été étendue ate par C-linéarité.

Les éléments de V(6) (resp. ~(0), resp. ($)j s’appellent les vecteurs de poids 9 (resp.
0; resp. $).

Remarque 1.2.21 Soit T un tore et V un T-module réel. Le poids du T-module V est
celui de Vc.

Proposition 1.2.22 Soit T un tore et V un T-module complexe.

(i) L application 6 »» 0% = 0 est une bijection entre les poids globaux et les poids
infinitésimaux du T-module V. De plus, pour tout poids O, les espaces V(9) et V(0*e)
sont les mémes.

(if) Soit © un poids infinitesimal, et :

$O "te (K —C
X +iY Q(X)+ie(Y) pour X,Y €t

La correspondance 0 $O© est une bijection entre les poids infinitésimaux et les
poids infinitésimaux complexes. De plus, F(0) = F($@).

V s’crit comme la somme directe de ses espaces primaires.

Remarque 1.2.23 Soit T un tore, V un T-module réel et Vc son complexifié. Soit a :
Vc — Vc |’application définie par a(u + iv) = u —iv pour tout u et v dans V. Si 0 est
un poids infinitésimal de Vc, alors cr(Ve(0)) = et donc —0 est aussi un poids
infinitésimal de Vc- On peut voir de la méme maniere que si 0 est un poids global de Vc,
alors 9 est aussi un poids global de Vc-

Définition 1.2.24 Soit G un groupe de Lie compact. Un sous-groupe T de G est dit un
tore de G sl est un sous-groupe compact, connexe et abélien de G.

Lemme 1.2.25 Un groupe de Lie G compact et connexe contient un tore maximal. Un
tore T de G est maximal si et seulement si, T est un sous-groupe abélien connexe maximal
de G.
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Soit G un groupe de Lie compact connexe et T un tore maximal de G. On désigne par g
I’algebre de Lie de G et par t celle de T.

Définition 1.2.26 On désigne aussi par Ad, la restriction de la représentation adjointe
de G au tore maximal T, et par ad, la restriction de la représentation adjointe de g a
|’algebre de Lie t de T. Un poids global (resp. infinitésimal, infinitésimal complexe, ou réel)
de g (i.e. de gc> d’aprés la remarque 1.2.21) non trivial s’appelle une racine globale (resp.
infinitésimale, infinitésimale complexe, ou réelle) du groupe G.

Dans la suite on n'utilisera que la notion des racines réelles. Pour V = 0c, on note ga
I’espace V{2-kia), ou 2ma est soit le poids trivial, soit une racine infinitésimale. On dé-
signe par Ag l’ensemble des racines reelles de G. D’apres la proposition 1.2.22, on a la
décomposition :

0c =000 qé%\QOa- (1-1)

1.2.2 Anneau des caracteres

On désigne par G un groupe de Lie compact et par V un G-module complexe.
Définition 1.2.27 Le caractére du G-module V est lafonction :

Xve G *C
g > Tr(p(g))

Le caractére d’une représentation irréductible s’appelle un caractére irréductible.
La fonction x vérifie les propriétés :

Xv®w = Xv + Xw
Xv®w = Xv-Xw

Ainsi, on définit I’'anneau R(G) = R(G,C), des fonctions définies sur G, a valeurs com-
plexes, comme étant le groupe additif, engendré par les caracteres des représentations
complexes. Les caracteres des représentations irréductibles sont linéairement indépendants
et engendrent R(G). Comme xv-Xw = Xv®w, le groupe est stable par multiplication.
En fait, R{G) est un anneau commutatif avec comme élément unité le caractére de la
représentation triviale de G dans C. C’est un sous-anneau de I’anneau des fonctions C°°,
définies sur G, a valeurs complexes. L’anneau R(G) est dit I’anneau des caractéres des
représentations complexes de G, ses éléments sont appelés les caractéres virtuels.

1.2.3 Groupe de Weyl

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal
de G, g l'algébre de Lie de G et t celle de T.

On désigne par N = N(T) le normalisateur de T dans G, i.e.

N =N(T) = {9£G-, gTg-1=T} = {geG; gTg~l CT}.
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N est un sous-groupe compact de G.
Définition 1.2.28 Le groupe de Weyl du groupe G, associé aT, est W = N/T.

Propriétés 1.2.29 Le groupe de Weyl a les propriétés suivantes :

- W agit sur T par conjugaison par les éléments de N. Il agit sur t par Ad et sur t*,
le dual de t, par (w.a)(H) = a(«;_'1(fZ)) pourw GW, a € t* et H et.

- W est un groupe fini.

Théoréeme 1.2.30 Deux tores maximaux dans un groupe de Lie compact connexe G sont
conjugués et tout elément de G appartient & un tore maximal.
Conséquence 1.2.31 Soit G un groupe de Lie compact connexe. On a :

- Les groupes de Weyl de G sont tous isomorphes.

- Tous les tores maximaux de G ont la méme dimension. On appelle cette dimension
le rang du groupe G.

- L action du groupe de Weyl sur le tore maximal est effective, i.e. I'homomorphisme
W —GL(T) défini par l’action de W surT est injectif. Ainsi, on peut considérer le
groupe de Weyl comme un groupe d’automorphismes de T.

- La restriction au tore maximal des fonctions de |’anneau des caracteres R(G) induit
un homomorphisme injectif :

R(G) R{T)W
X A X\T,

ol R(T)W est le sous-ensemble de R(T) invariant par W, et I’action de W sur R{T)
est donnée par :

w.f =fow~l, pour wGW et f €R(T).

Définition 1.2.32 Soit G un groupe de Lie compact connexe. Un élément de G est dit
singulier s’il est dans I'intersection de deux tores maximaux distincts. Un élément qui n’est
pas singulier est dit régulier.

1.2.4 Systémes de racines et chambres de Weyl d’un espace vectoriel

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel réel de dimension finie. On introduit
les systémes de racines, les bases (ou systemes de racines simples) et les chambres de Weyl
de E, et on explicite la correspondance entre les chambres de Weyl et les bases.

Définition 1.2.33 Soit a un vecteur non nul de E. Une symétrie associée a a est un
automorphisme s de E, qui laisse fixes les points dun certain hyperplan H C E, et envoie
a sur —a.

Définition 1.2.34 Un sous-ensemble fini R de E est dit un systeme de racines (réduit)
dans E sl vérifie les conditions suivantes :
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(i) R engendre E et ne contient pas 0.
(H) Si a,/3(zR sont proportionnels, alorsa =0 oua = —3
(iii) A chaque vecteur a E R correspond une symétrie sa qui envoie R dans lui méme.

(iv) sa(P) —P est un multiple entier de a, pour tout a,/3 GR.

La dimension de E s’appelle le rang du systéme des racines, et les éléments de R s’appellent
les racines.

Soit a une racine, sa l’'unique symétrie associée a a et Ha Phyperplan de E dont les
points sont fixés pax sa.

Définition 1.2.35 Le groupe de Weyl dun systéme des racines R dans E est le sous-
groupe W de GL(E), engendré par les symétries sa, a ER.

On considere les hyperplans Ha, a G R. lls divisent E en un nombre fini de régions
convexes. On appelle ces régions les chambres de Weyl du systéeme des racines R. Ce sont
donc les composantes connexes de E \ UacRHa. Les murs d’une chambre de Weyl C sont
les sous-ensembles de C fl Ha non réduits a {0}.

Définition 1.2.36 Soit R un systéme de racines. Un sous-ensemble S C R est dit une
base ou un systéeme de racines simples si les éléments de S sont linéairement indépendants
dans E et toute racine P GR s’écrit 3= YlatS ma-a °u les ma sont des entiers de méme
signe. Les éléments de S s’appellent les racines simples.

Définition 1.2.37 Soit R un systéme de racines et R' C R. Un élément de R' est dit
décomposable dans R', s’il s%crit comme la somme de deux ou plusieurs éléments de R’.
Dans le cas contraire, il est dit indécomposable.

La proposition donneée ci-dessous implique I’existence d’une base d’un systeme de racines.

Soit S une base fixée, alors R est la réunion disjointe de R+ et R-, ou R+ est I’ensemble
des racines j3 avec coefficients ma > 0 et R- celui des racines P avec coefficients ma < 0.
Les éléments de R+ (resp. R-) sont dits les racines positives (resp. négatives). La base S
est I’ensemble des racines positives indécomposables.

Réciproguement, si on écrit R comme la réunion de R+ et de R- ou pour toute racine
a, R+ contient un seul élément de {a, —a} et R- contient l’autre. Si on désigne par S
I’ensemble d’éléments indécomposables de R+, alors S est une base de R.

Proposition 1.2.38 L ensemble des chambres de Weyl du systéme des racines R est en
bijection avec |’ensemble des bases de R.

- Si C est une chambre de Weyl, on lui associe |I’ensemble des racines positives :
R+(C) ={aeR; (a,u}>0, VuGC},

et la base S(C) formée des éléments indécomposables de R+(C).
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- Réciproguement, si S est une base de R, on lui associe la chambre de Weyl :
C(S) ={ueE] (a,u) >0, Vae S},

dont les murs sont les C(S) fl ker(a), a GS. C(S) s’appelle la chambre de Weyl
fondamentale associée a S.

Conséquence 1.2.39 Le choix d’un systeme de racines positives équivaut au choix dune
base ou dune chambre de Weyl fondamentale.

Corollaire 1.2.40
(i) Le groupe de Weyl est engendré par les réflexions simples, i.e. les réflexions sa, a C S.

(i) Le groupe de Weyl agit simplement transitivement sur I’ensemble des chambres de
Weyl et toute racine est un élément dune certaine base.

1.2.5 Chambres de Weyl de t

On reprend les résultats du paragraphe précédent dans le cas particulier ou E = t.

Soit Ag I'ensemble des racines réelles de G relativement au tore maximal T défini dans
le paragraphe précédent. On reprend la décomposition donnée par (1.1) :

0C=000 Gé%\goa_

On peut montrer que 0o = te, I’algebre complexifiée de I’algebre de Lie t.

Soit Ag un sous-ensemble de Aq tel que pour toute racine a de Ag, I’'ensemble A j
contienne un seul élément de {a,—a} (remarque 1.2.23). Pour tout a G Ajt, on pose
ua = 0fl (0a©0_a) (donc (uUQc = 0a ©0—a)- On a alors la décomposition suivante de 0 :

0=t© 0 uQ
a€A+

Les espaces t et ua pour a G Aj, s’appellent les composants isotypiques de la représenta-
tion adjointe de t dans 0.
Définitions 1.2.41 Pour tout a GAj, soit = kera.

(i) Les hyperplans 'Ha découpent t en un nombre fini de régions convexes. Ce sont les
ensembles non vides de laforme :

{H Gt; ea.a(H) > 0, Va GA£}

ou ea —+1. Ces régions sont dites les chambres de Weyl de t.

(if) Les murs d’une chambre de Weyl C sont les sous-ensembles Cfl Ha, qui ne sont pas
reduits a {0}.
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On choisit un produit scalaire euclidien (, ) sur g, invariant pax I’action adjointe de G sur
g (lemme 1.2.10). Le groupe de Weyl W est ainsi vu comme un groupe de transformations
orthogonales de t relativement & ce produit scalaire. Chaque hyperplan Ha détermine une
réflexion aa de t. C’est la transformation orthogonale non triviale de t qui laisse les points
de Ha fixes. L’ application

kit » t*
H h. (H,)

est un isomorphisme PF-équivariant.
On peut donc identifier t et t* par k en tant que VF-modules.
Les chambres de Weyl de t vont étre identifiées a des parties de t* par cet isomorphisme.

Propriétés 1.2.42 Soit W le groupe de Weyl de G.
(i) Les réflexions aa par rapport aux hyperplans Ha sont des éléments de W.

(ii) Les réflexions par rapport aux murs dune chambre de Weyl donnée C de t engendrent
W.

(iii) Le groupe de Weyl agit simplement transitivement sur |ensemble des chambres de
Weyl, i.e. pour tout couple (Ci,C2) de chambres de Weyl de t, il existe un unique
w EW tel que w(Ci) = Ci-

Théoreme 1.2.43 Soit G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G
et Ag lensemble des racines réelles de G relativement a T. Soit E C t* le sous-espace
engendré par As. L 'ensemble A<? est alors un systeme de racines dans E au sens de la
definition 1.2.34 Le groupe de Weyl W de G relativement a T, vu comme un sous-groupe
de GL(E), est le méme que le groupe de Weyl de ce systéme de racines, défini dans 1.2.35.

Soit Z le centre de G et Zqgla composante neutre de Z et 3 son algébre de Lie. On pose
S = T/Zq et on désigne par s son algebre de Lie. L’algébre de Lie t s’écrit alors t = 3®s.
D’autre part, on peut montrer que 3 = nae AG¥e> ainsi t* = 3*®E, ou E est le sous-espace
de t* engendré par As.

Définition 1.2.44 Un groupe de Lie est dit semi-simple sl n"a aucun sous-groupe abélien
normal connexe non trivial.

Remarque 1.2.45 Un groupe de Lie compact connexe est semi-simple si et seulement si
son centre est fini.

Conséquence 1.2.46 Si G est un groupe de Lie compact, connexe et semi-simple et T un
tore maximal de G, alors le systeme de racines Ac de G relativement a T, est un systeme
de racines de t* au sens de la definition 1.2.34-

On considére I’application exponentielle exp : t -» T. Soit | son noyau ; | s’appelle le réseau
entier. Le groupe

I*={aets al CZz}, (1.2)
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est dit le reseau des formes entieres.

Une forme entiére dominante est par définition un élément de I* qui est a I'intérieur
ou dans la frontiére de la chambre de Weyl fondamentale (pour un choix d’un systéeme des
racines simples).

1.2.6 Caracteres et poids irréductibles

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe de Lie compact et connexe, T un tore maximal
de G, W le groupe de Weyl de G relativement a T et t I’algebre de Lie de T. On fixe un
produit scalaire W-invariant (, ) sur t et t*. A< désigne I’ensemble des racines réelles de
T et C une chambre de Weyl fondamentale de t, qu’on considere comme une partie de t*.
Cette chambre de Weyl détermine une base S et un ensemble des racines positives noté Aq.
Le réseau I* des formes entiéres est une partie de t* et les racines sont dans 1*. On décrit
la bijection entre les caractéres irréductibles et les poids dominants de G, donnée par la
formule des caracteres de Weyl. Ensuite, on énonce la formule due a Steinberg qui permet
de décomposer un produit tensoriel de deux G-modules irréductibles en sous-G-modules
irréductibles.

Pour tout x GR, on pose e(x) = e2mx G S1. Soit a un poids réel et 9a le poids global
correspondant. On considére

t S1
H ~6aoexp(H) =e2™(H) = e(a(H))

i.e. Daoexp = eoa = e(a). Autrement dit, si rj = 2iria est le poids infinitésimal corres-
pondant a a, alors e(a) = en.

On va définir I’ensemble des éléments réguliers de t. Pour tout a GAj etn GZ, on

pose Lan —O0:- 1(n) et :
ts = *a,nian-

ts est dit le diagramme de Stiefel. C’est I'image réciproque par I’application exponentielle
de I’ensemble des éléments singuliers de T (définition 1.2.32). Le complémentaire tr de ts
dans t est dit I’ensemble des éléments réguliers de t.
Définition 1.2.47 Unefonction &:t-» C ou (>:T -1 C est dite symétrique si Fow = &
pour tout w GW . Elle est dite alternée si (Pow = det w<t>pour tout w GW.

Définition 1.2.48 Soit A G t* une forme linéaire. On définit la somme alternée de A
comme étant la fonction
£A) :t C, avec £{\)(H) = "2 det(w).e(\(w(H))), Vif Gt.
wEW

Lemme 1.2.49 Le groupe abélien des fonctions alternées surt a valeurs complexes, de la
forme 53 enj.e(Xj), A Gt*, nj GZ, est libre engendré par les £(7), 7 GC.
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On pose :
s = 8 E a2
G
p = n (e(al/2)- e(—al2))
atA+
c(A) = pour A G t*
o]

p:t—=C est une fonction alternée et p(if) est non nul si H est régulier dans t. Ainsi, la

fonction c(A) est continue sur t,-.

Proposition 1.2.50 Soit7 G I* une forme entiére sur t. La fonction c(7 + ¢) s’étend en
une fonction continue sur t qui se factorise par I’application exponentielle exp : t —= T.
Ceci définit une fonction symétrique dans I’anneau des caractéres R{T) du tore, qu’on note
aussi c(7 + 0).
Proposition 1.2.51 (Formule des caractéres de Weyl)

Soit Irr(G,T) ¢ R(T), I'ensemble des caractéres irréductibles de G restreints au tore

maximal T.
(i) Si 7 est une forme entiére telle que (7,0;) > 0 pour toute racine positive a, i.e.
7G1*DC, alorsc(7 + 0) cgIrr(G,T).
(ii) L ’application 7 h* ¢(7 + S) est une bijection de I* C\C sur Irr(G,T).
(iii)
p=m-
Ainsi, d’aprés (ii), la forme entiére dominante o correspond au caractére 1 de la
représentation triviale de G.

(iv) Si 7 € I* (OC, la dimension de la représentation irréductible correspondante est :

(a,7 + b)

@3

a€Ad

On rappelle que la restriction R{G) -* R(T)W,x ~ x\t,est injective (conséquence 1.2.31).
Donc, pour 7 G I* fIC, ¢c(7 + S) est la restriction d’un seul caractére irréductible de G.
La formule de caractére de Weyl donne ainsi une bijection entre les formes entieres
dominantes et les représentations irréductibles de G. Mais si %est un caractére irréductible
de G, on ne sait pas encore caractériser la forme entiére 7 dans I* fl C en fonction de %
Pour le faire, on définit un certain ordre partiel sur t*, et on montre que 7 est le poids réel

de la représentation donnée, qui est maximal pour cet ordre.

D éfinition 1.2.52 Pour 7, AGt*, on dit que 7 < A si et seulement si

(7,t) < (\t), VrGC.
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< est réflexive et elle est compatible avec les opérations algébriques :

7 < Aetf],<i/=ry +n<X +u
7 < AetrGK=r-r.j<rA
7 < A=>-A< 7.

On écrit 7 < Alorsque 7 < Aet 7 "A

Proposition 1.2.53 Si7 GCetw GW, alors w(j) <7, avec égalité si et seulement si,
w=1.

Remarque 1.2.54 Les racines positives sont des formes positives par rapport a |’ordre
partiel < défini sur t*.

Définition 1.2.55 Soit7 G t* On définit sur t la fonction complexe S(7) = E e(A).

\eWy
Cette fonction S(7) est dite la somme symétrique de 7. Ici W7 désigne |’orbite de 7 pour

I’action de W sur t*.

Proposition 1.2.56
(i) Soit7 GCfl/*, alors :

c(7+i) =S(7M)+E njS{"j), njGzZ, 7jGT™AC ei 7"<T7.
j

(if) Une représentation irréductible a un plus grand poids réel A dons C relativement a <.
L ’espace formeé des éléments de poids A est de dimension 1

Conclusion : Soit V un G-module irréductible ayant pour caractére %(7), caracterisé par,
X(7)|r = ¢(7 +J). D’aprés les propositions 1.2.53 et 1.2.56, ce G-module a pour plus grand
poids 7. Ainsi, le plus grand poids d’un G-module irréductible relativement a I’ordre <
(qui est aussi une forme entiére dominante d’aprés la proposition 1.2.56) le détermine
complétement. Ce plus grand poids s’appelle aussi le poids dominant du G-module V.

On introduit I'anneau Z[/*], engendré par le groupe abélien I* sur Z. On note e(A),
I’élément de la base de Z[/*] qui correspond a I’élément AG /*, avec multiplication donnée
par e(A + i) = e(X).e(fi).

Remarque 1.2.57 Six =e(A) GZ[I*\, alors x est inversible dans Z[J*] et x~x = e(—A).

Soit V un G-module. Il peut étre considéré comme un T-module par restriction. Si X
est un élément de t, la trace de exp(X) sur le T-module V est ma0Oa oexp(X) =
Xram“e(aP0). Donc par restriction a T, les caracteres de G définissent des éléments de
Z[™].

On définit une fonction p sur I* de la fagon suivante : si r est dans I*, p(r) est le
nombre de facons d’écrire r sous la forme na.a, ou les na sont des entiers positifs, et la
somme porte sur toutes les racines positives du groupe G.
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Proposition 1.2.58 (Formule de multiplicité de Steinberg)

Soit V (7) et V (A) deux G-modules irréductibles des plus grands poids 7 et Aet de caracteres
Xx(j) etxW respectivement. Le produit tensoriel V(-y) 0 (A) se décompose en une somme
de sous-modules irréductibles de lafagon suivante :

x(7)-X(A) m(7, Ali x(p).
necm*
avec
m(7,A,/i) = £  det(v.w).p(v(7 + 6) + w(X + 6) —(f. + 2<)).
V,WEW
On appelle m(7, A/i) la multiplicité du G-module irréductible V(pt) dans V(y) @F(A).

1.3 Algebres de Lie

On va définir et décrire certaines propriétés des algébres de Lie semi-simples, des al-
gebres de Lie compactes et des sous-algébres de Cartan. Pour plus de détails sur les résultats
décrits dans ce paragraphe, on pourra consulter les références [6], [18], [23] et [24].

1.3.1 Algébres de Lie semi-simples

Dans cette partie, F désigne un corps de caractéristique 0, V désigne un espace vectoriel
de dimension finie sur F et g une algebre de Lie de dimension finie sur F avec crochet de
Lie [, ]

On pose :
8(0) =8,8™ = b, de) = [0(_1,9(~Lp
et
00=0,01 = p,0], ***,0*=p,0i I}

Définitions 1.3.1
(i) On dit que g est résoluble s’il existe un entier n tel qué ™ = (0).
(if) On dit que g est nilpotente sl existe un entier n tel que gn = (0).

(iii) L idéal résoluble maximal de g (existe) s’appelle le radical de g. Une algébre de Lie
non triviale est dite semi-simple si elle est sans radical.

Remarque 1.3.2 g est semi-simple si, et seulement si tout idéal abélien de g est nul. En
particulier, le centre dune algebre de Lie semi-simple est trivial.

Soit g une algébre de Lie. Soit p : g —»gi(F) une représentation de g. On définit sur g une
forme bilinéaire symétrique Bp par :

Bp(X,Y) =Tr(p(X) op{Y)) pour tout X,Y € g.
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Elle vérifie :

BP(X, [Y,Z}) = Bp(Z, [X,Y]) =BR(Y, [Z X]) pour tout X,Y,Z e g.

Lemme 1.3.3 Soit g une algeébre de Lie et p: g -¥ gi(y) une représentation de g. Si g est
semi-simple et p est fidéle, alors laforme Bp est non dégénérée.

Définition 1.3.4 On appelle forme de Killing B de g laforme bilinéaire Bp dans le cas
particulier ou p est la représentation adjointe de g.

Elle a la propriété suivante :

B{a{X),<j{Y)) = B{X,Y) pour tout <€ Aut(g) et 1,7 6 g.

Théoréme 1.3.5
(i) Une algébre de Lie g est semi-simple si et seulement si saforme de Killing B est non
dégénérée.
(if) Soit G un groupe de Lie de dimension finie. Le groupe G est semi-simple si et seule-
ment si son algebre de Lie est semi-simple.

1.3.2 Algébres de Lie compactes

Soit g une algébre de Lie sur R On rappelle que GL(g) est le groupe des endomor-
phismes non singuliers de I’espace vectoriel g et que g[(g) est I’algébre de Lie de GL(g).
Soit ad(g) I'image de I’endomorphisme ad : g -> gl(g).

Définition 1.3.6 Soit g une algebre de Lie swrR

(i) On appelle groupe adjoint de g le sous-groupe analytique Int(g) de GL(g) ayant ad(g)
comme algebre de Lie.

(ii) L algébre de Lie g est dite compacte si le groupe adjoint Int(g) est compact.

On rappelle que Aut(g) est le groupe des automorphismes de I’algébre de Lie g. C’est un
sous-groupe fermé de GL(g), il a donc une unique structure analytique pour laquelle il est
un sous-groupe de Lie topologique.de GL(Q).

Si g est une algébre de Lie semi-simple sur R, le groupe adjoint Int(g) est la composante
neutre de Aut(g). En particulier, Int(g) est un sous-groupe topologique fermé de Aut(g).

Proposition 1.3.7 [23] Soit g une algebre de Lie réelle.

(i) Supposons que g est semi-simple. Alors g est compacte si et seulement si sa forme
de Killing est définie strictement négative.

(ii) Si g est compacte, alors elle s%crit g = 3© [g,g], ou 3 est le centre de g et [g,g] est
semi-simple et compacte.
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(iii) g est compacte si et seulement si, il existe un groupe de Lie compact dont |’algebre
de Lie est isomorphe ag.

(iv) g est compacte si et seulement si, elle admet une forme bilinéaire symétrique inva-
riante, négative et non degénérée.

1.3.3 Sous-algebres de Cartan

Définition 1.3.8 Soit g une algébre de Lie. On appelle sous-algébre de Cartan de g une
sous-algebre nilpotente de g égale a son normalisateur.

Théoreme 1.3.9 Soit g une algebre de Lie compacte. Les sous-algebres de Cartan de g
sont ses sous-algébres abéliennes maximales. En particulier, g est la réunion de ses sous-
algebres de Cartan. Le groupe Int(g) opére transitivement sur |ensemble des sous-algébres
de Cartan de g.

Conséquence 1.3.10 Soit G un groupe de Lie compact connexe d’algébre de Lie (com-
pacte réelle) g. Les algebres de Lie des tores maximaux de G sont les sous-algebres de
Cartan de g.

1.4 Espaces symeétriques

On définit tout d’abord un espace symétrique et une paire symetrique puis on décrit
la correspondance entre les deux notions. On définit ensuite un espace symétrique de type
compact. Les résultats énonces dans ce paragraphe se trouvent dans les références [23], [41]
et [42].

1.4.1 Espaces symetriques

(M, g) désigne une variété riemannienne avec une métrique riemannienne g.

Soit p GM et Np un voisinage normal de p. On désigne par Expp I'application expo-
nentielle de M au point p. Le difféfomorphisme de Np donné par :

ap = Exppo (-/p) 0Exp”],

est dit la symétrie géodésique au point p. C’est I'isométrie de M qui fixe p et dont I’ap-
plication tangente en p est —p. Ici Ip désigne I'identité de I’espace TPM. L’application ap
est une involution. On rappelle qu’une application non triviale est dite une involution si
son carré est égal a I'identiteé.

Définition 1.4.1 Soit (M, g) une variété riemannienne.

(i) Lavariéte (M,qg) est dite un espace localement symétrique si pour toutp GM il existe
un voisinage normal de p sur lequel la symétrie géodésique en p est une isométrie.

(if) La varieté (M,g) est dite un espace symétrique si tout pointp GM est un point fixe
isolé d’une isométrie involutive sp de M.
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On peut montrer que sp n’est autre que la symétrie géodésique op en p. Ainsi, un espace
symétrique est localement symétrique. Réciproquement, on peut montrer qu’un espace
localement symétrique, simplement connexe et complet est symétrique.

Proposition 1.4.2 Soit (M,g) un espace symétrique, alors on a :
(i) La variété (M,g) est complete.

(i) (M,g) est un espace homogéne.

(iii) Le revétement universel de (M,g) est un espace symétrique.

1.4.2 Paires symétriques

Soit G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie g. Supposons que a est une involution
non triviale de G. On définit un sous-groupe fermé Ga de G par :

GR={9€G; a(g) = g}

On désigne par (Ga)o la composante neutre de Ga. On choisit un sous-groupe fermé K de
G qui Vérifie :

(1) (G»o CK ¢ Gc.

(2) Adg(K) est un sous-groupe compact de GL(g).

Soit <Pe la différentielle de a en e. C’est un automorphisme non trivial de g. D’aprés la
propriété (1), I’algebre de Lie 6 de K est donnée par :

t={X €g; a,e(X) = X}.

On pose :
m= {X €g; a’e(X) = -X}.

On obtient la decomposition suivante de g :
g=£Om, avec les proprietés [Em] Ctri et [mm] Ct

Puisque K C Ga, Ad(if)m = m. On peut donc choisir un produit scalaire g sur m invariant
par I’action adjointe de K.

Une paire (G, K) ou K vérifie les propriétés (1) et (2) pour un certain choix de cr, avec
un choix d’un produit scalaire g sur m invariant par K, s’appelle une paire symétrique.

Si de plus tout sous-groupe normal de G, contenu dans K, est trivial, la paire (G, K)
est dite effective.

1.4.3 Espace symétrique associé a une paire symétrique

Soit (G, K) une paire symétrique avec une involution o de G et un produit scalaire g
sur m. On pose M = G/K. On va construire une métrique riemannienne sur M qui en fait
un espace symeétrique. On identifie if a un point o de M. Soit 7 la projection canonique
de G sur M. L’action de G sur M est donnée par Ta(n(b)) = two La(b), pour a,6 G G.
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L’application ra (a G G) est un diffeomorphisme de M. L’application a  raest injective
si et seulement si, la paire (G, K) est effective.

L application tangente #»e est surjective et a pour noyau 6, on identifie donc les espaces
m et TOM au moyen de #*e. Ainsi, pour tout k EK, on a :

(TK*o = Ad(A))m  (noté aussi AdmA).

Puisque g est if-invariante, on peut I’étendre en une métrique riemannienne sur M d’une
maniére unique :

o*{a)(X, Y) = g((Ta)~g(X), (Ta)1(Y")), pour aeG et X,Y €Tn{aM.

La variété riemannienne ainsi construite est un espace symétrique.

1.4.4 Paire symétrique associée a un espace symetrique

D’apres la proposition 1.4.2, un espace symétrique est homogene, il est donc difféo-
morphe a I’espace quotient G/K d’un groupe de Lie connexe G par un sous-groupe fermé
K. On va donner un exemple de couple (G, K) qui soit une paire symétrique.

Soit (M,g) un espace symétrique. Soit (M) le groupe des isométries de M et G =
lo(M) la composante neutre de I(M). Le groupe G agit transitivement sur M, d’apres la
proposition 1.4.2. On fixe un point o de M et on pose :

K = {0 GG] o(0) = o}.
K est un sous-groupe compact de G. L’espace quotient G/K s’identifie a M par aK i=>a(0)
pour tout a dans G. Si a0 est la symétrie au point 0 G M, on pose :
cr(@ = o0ao~l, pour aGG.
0 est un automorphisme involutif de G. On pose :
Ga={a6 G; a(a) = o} = {0 GG; ala = acr0}.

Si g est I’algebre de Lie de G et T celle de K, on montre que :
(1) (Ga)oC K C Ga, ou (Go-)o est la composante neutre de Ga.
(2) Adgif est un sous-groupe compact de GL(g).
Soit <e la différentielle de aene et m = {X Gg; a’8(X) = —X}. On peut identifier m et
TOM d’apres (1), donc m”~ {0} et o n’est pas triviale.
On pose g(X,Y) = g0{X,Y), pour X,Y G m = TOM. Par la G-invariance de la
métrique riemannienne g, on a :

g(Ad{k)X, Ad(le)Y) =g{X,Y), pour ke K et X,Y Gm.

On obtient une paire symetrique (G,K) associée a (M,g). Elle est effective parce que
I’action de G sur M est effective (i.e. fidele). L’espace symétrique associé a la paire (G, K),
par le procédé du paragraphe précédent, n’est autre que (M,g).
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1.4.5 Espaces symétriques de type compact

Définition 1.4.3 On appelle algébre de Lie symétrique orthogonale toute paire (g, 0) ayant
les propriétés suivantes :

(i) g est une algébre de Lie sur R.
(ii) 6 est un automorphisme involutif de g.

(iii) L ensemble des points fixes T de O est une sous-algébre de g telle que le sous-groupe
de Int(g) d’algebre de Lie adg(t) soit compact.

Soit 3 le centre de g. Si de plus 1 D3 = (0), on dit que (g, 8) est effective.

Définition 1.4.4 Soit (g,0) une algeébre de Lie symétrique, orthogonale et effective. Soit
g =t ©m la décomposition de g en espaces propres de 6 associés aux valeurs propres 1 et
-1. Si g est compacte et semi-simple, on dit que (g,0) est de type compact.

Le paragraphe précédent implique qu’un espace symétrique induit une algebre de Lie sy-
metrique orthogonale effective. Par définition, un espace symétrique est de type compact
si I’algebre symétrique orthogonale effective qu’il induit est de type compact.

1.5 Opérateur de Casimir

Dans cette partie, on donne la définition d’une algébre enveloppante qui sert a définir
I'opérateur de Casimir. On décrit ensuite les valeurs propres de I’opérateur de Casimir
données par la Formule de Freudenthal et la réciprocité de Frobenius. Les résultats sont
tirés des références [6], [18], [23] et [24].

1.5.1 Algébre enveloppante universelle

Soit g une algébre de Lie arbitraire sur un corps F. Une algébre enveloppante universelle
de g est une paire (il, i) tel que :

1. H est une algébre associative unitaire et i : g —il est une application linéaire telle
que :

*([[XyD) = *(X)i(Y) - i(V)i(X) MX,Y Gg.

2. Pour tout couple (2J.j) tel que 2J est une algebre associative unitaire et j est une
application linéaire j :g -* 23 vérifiant :

XY D=1X)(Y)-1(Y)i(X) VXY Gg,
il existe un unique homomorphisme d’algebres unitaires :

£ il —=2J tel que $0i =].



1.6. LAPLACIEN ET OPERATEUR DE CASIMIR 35

Soit g une algebre de Lie, T(g) I’algebre tensorielle de I’espace vectoriel g. Par définition,
T(g) = II£ 0@)1g. C’est une algebre graduée associative unitaire. Soit 3 I'idéal bilatére de
T(g) engendré par les éléments de la forme :

X®Y-Y ®X ~[X,Y], pour X,Y Gg.

On pose :
1U(g)=£(9)/3.

On peut montrer que lI(g) est I'unique algébre enveloppante universelle de g.
On désigne par i la projection canonique de T(g) sur 0(g).

Proposition 1.5.1 [23] Soit V un espace vectoriel sur F. Il existe une correspondance
biunivoque entre |’ensemble des représentations de g dans V et celui des représentations de
il(g) dans V. Si p est une représentation de g dans V et p* la représentation correspondante
de il(g) dans V, alors :

p{X) = p*(i{X)), pour X €g.

1.5.2 Opérateur de Casimir

Soit g une algebre de Lie sur un corps F et It(g) son algébre enveloppante universelle.
Soit f) un idéal de dimension finie n de g et b une forme bilinéaire invariante sur g, dont la
restriction a f) est non dégénérée. Soit { X i,,Xn} une base de ) et {Yi,..., Yn} la base
duale relativement a b, i.e. b(Xi,Yj) = &y, pour tout 1 < i,j <n. On rappelle que la base
duale existe parce que b est non dégénérée sur i). L’élément C = ~" =1 X{Yi appartient au
centre de g et ne dépend pas du choix de la base {Xi,... ,Xn}.

Considérons le cas particulier ou g est une algébre de Lie semi-simple de dimension
finie n et p : g — gi(F) une représentation fidele de g. La forme bilinéaire Bp associée a
p est invariante et non dégénérée d’apres le lemme 1.3.3. On peut alors définir I'opérateur
(p d’une maniere analogue a ce qui précede. L’¢lément Cp s’appelle I’élément de Casimir
associe a la représentation p.

Plus particulierement, si p est la représentation adjointe de I’algebre de Lie semi-simple
et de dimension finie g, on définit I’élement de Casimir Ca(j. Dans ce cas, la forme bilinéaire
Bp est simplement la forme de Killing de g. L’opérateur Ca(j est aussi noté Cs ou C. On
I’appelle 1’élément de Casimir de g.

Si p : g —=gl(V) est une représentation de g, alors en étendant p en une représen-
tation de il(g), I’endomorphisme p(C) de V commute a tout élément de p(g). Donc, si p
est irréductible, p(C) est un scalaire. On peut montrer que p(C) n’est pas nul lorsque la
représentation p n’est pas triviale.

1.6 Laplacien et opérateur de Casimir

On commence ce paragraphe par définir les espaces qu’on va utiliser par la suite. Soit
G un groupe de Lie compact connexe d’algebre de Lie g et if un sous-groupe fermé de G
d’algebre de Lie i. On pose M = G/K I’espace quotient.
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1.6.1 Isomorphisme entre C°°(APM) et C°°(G, K, Ap(g/6)c)

On commence par décrire les G-modules C°°(G, K, Ap(g/t)¢) et C°°(APM) puis on
donne I'isomorphisme entre les deux.

- Soit U un espace vectoriel de dimension finie et C°°(G,U) I’espace des fonctions
C°° sur G a valeurs dans U. L’space C°°(G,U) peut étre muni d’une structure de
G-module de la fagon suivante :

(<?N)(*) = f(9~Ix) pour g£ G, f£ C°°(G,U) et se G.

Supposons maintenant que U est un if-module de dimension finie. On désigne par
C°°(G, if,U) le sous-ensemble de C°°(G, U) formé des fonctions / qui vérifient :

f(gk) = k~1f(g) pour K£ K et g£ G.

On Vérifie facilement que C°°(G,K,U) est un sous-G-module de C°°(G,U).

Si on suppose que (G, if) est une paire symétrique et que g = E©m, on identifie g/t et
m en tant que if-modules par la représentation adjointe Ad. On désigne par Ad* |’ac-
tion induite sur (g/t)* et sur (fI/E)E et par Ad*p celle induite sur Ap($/t)*c. Si on pose
U = Ap(0/t)¢, on obtient que une structure de G-module sur C°°(G,K, Ap(g/t)").

- Si g/t est un if-module (par exemple si (G, if) est une paire symétrique), on choi-
sit un produit scalaire if-invariant sur g/t; il induit une méetrique riemannienne
G-invariante sur M. Soit APM la p-éme puissance extérieure du fibré cotangent com-
plexifié de M ; on étend la métrique riemannienne de M en une métrique hermitienne
notée (, ) de APM. Soit C°°(APM) I’espace vectoriel des sections C°° du fibré APM ;
il est muni d’une structure de G-module d’une facon naturelle :

(g.ui)(x) = g.uj(g~2x) pour g£ G, u £ C°°(APM) et x £ M.

La proposition suivante décrit Iisomorphisme entre les deux G-modules obtenus. On dé-
signe par 7Tla projection canonique de G sur M = G/if. L’application linéaire (# oL5)%e :
TeG = 0 -> T"g'jM est surjective de noyau 6, elle induit donc un isomorphisme entre g/t
et TwW@M. On note X —=X son inverse.

On identifie I’espace (g/t)* a I’espace des formes linéaires sur g qui s’annulent sur t.

Proposition 1.6.1 On suppose que (G,K) est une paire symétrique. L isomorphisme $
de C°°(ApM) sur C°°(G,K, Ap(g/t)*c) est donné par :

a I-» <&@) = a,
ou pour toutg GG, Y\, 12,..., Yp£ g/t :

(noLg)*(a)(@)(Yu Y2...,Yp)
«MIOXC* 0 Lg)*eYi, (T oLg)*eY2, ..., (ttoLg)*eYp).

a@)(Yuyz,...,Yp)

Preuve :
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- Tout d’abord, on vérifie que & est bien invariant par K, i.e. ct(gk) = Ad*p(& D)a(g).
En effet :

AdMik-"'WgKYu Y2,...,Yp) = a(g)(Ad(k)Yu Ad(K)Y2,..., Ad(K)Yp),
et
(7 oLgk)te = (tto Rk. 1 BLGO LK)*e = (-iroLgoRk- 10 Lk)*e = (tt o Lg)w o Ad(k).
Ainsi,
oc(gk){Yi,...,Yp) = a(n(gk))((TtoLgk)*e(Yi),...,(iToLgk)*e(Yp))
= a(7r@)((7r oLg)*e 0 Ad(A;)(Yi),..., (n oLg\ eoAd(fe)(I"))
= a(g)(Ad(k)Yu ...,Ad(k)Yp).

- $ est un isomorphisme. En effet, I’application inverse de $ associe a un f3 dans
C°°(G, K, Ap(fl/6)™) la forme 3 définie par :

P('K(@))(Y,...,Yp)=(3(g)(Yu...,Yp), pour SeG et Yu...,YPeT<g)M.

Ceci est bien défini puisque f3(g) est if-equivariant.

1.6.2 Laplacien et opérateur de Casimir

On suppose maintenant que (G,K) est une paire symétriqgue compacte ou G est un
groupe de Lie compact, connexe et semi-simple d’algebre de Lie g. On rappelle que M =
G/K est I’'espace symétrique associé.

L’objet de ce paragraphe est de montrer qu’apres I'identification de I’espace C°°(APM)
des p-formes différentielles sur M a I’espace C°°(G, K, Ap(g/f)") donnée par la proposition
1.6.1, le laplacien n’est autre que l’'opérateur de Casimir. Les preuves sont inspirées des
références [30] et [37].

On définit un produit scalaire (, )m sur C°°(APM) par :
(0,¥>)m=J/ (4>(m),<p{m))dm.
m

ou dm est la mesure sur M définie par la métrique riemannienne. On rappelle que (, ) est
la métrique hermitienne sur APM induite par la métrique riemannienne de M. Il est clair
que (, )m est invariant par I’action de G sur C°°(APM).

Soit d I'opérateur de différentiation extérieure, agissant sur CGJAPM), et soit Oson
adjoint formel relativement a (, )m1 On définit ensuite le laplacien A pax :

A —AP—db + 5d.
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C’est un operateur différentiel elliptique, auto-adjoint, agissant sur C°°(APM) et commu-
tant a l’action de G sur cet espace.
L’ensemble des valeurs propres de Ap est discret, formé d’une suite :

0< <\RB< oee

ou chacune des valeurs propres A? sera répétée un nombre de fois égal a sa multiplicite
qui est par définition la dimension de I’espace propre Exp correspondant. Chacun de ces
espaces propres est un sous-G-module de C°°(APM), et leur somme est dense dans ce
dernier, muni de la topologie définie par (, )m- La collection des valeurs propres de Ap
comptées avec multiplicité s’appelle le p-spectre du laplacien.

On rappelle que si a est Pinvolution de G et a*e sa différentielle en e, alors i est I’es-
pace propre de <t associé a la valeur propre 1 et m celui associé a la valeur propre -1,
et que g = E®m. Soit B la forme de Killing de g. Puisque B est invariante par les auto-
morphismes de g, en particulier par <*, les espaces Eet m sont orthogonaux relativement
a B. De plus, puisque g est compacte et semi-simple, alors d’aprés la proposition 1.3.7,
B est définie strictement négative, donc —B définit un produit scalaire sur g. Ainsi, on
peut choisir une base orthonormée {Xi, Xz2,..., Xn,Xn+i,..., X"} de g, par rapport au
produit scalaire induit par B, de telle maniére que {X\,X2,... ,Xn} soit une base de m
et {Xn+i,... ,X/v} soit une base de I. Les bases {Xi,... . Xj\r} et {—X\,..., —X#} de g
sont duales relativement a la forme de Killing B de g. Donc :

N
c=-"£x!.
i=1

En considérant les Xi comme opérateurs différentiels sur G, invariants a gauche, C est un
opérateur différentiel bi-invariant sur G.

Nous allons prouver une série de propositions qui permettront de montrer «l’égalité»
entre le laplacien et I'opérateur de Casimir.

Soit 77un élément de C°°(G,K, Ap(g/6)"). Pour tout g GG et 1 < »1,... ,ip <n, on
pose :

Vh...iR9) =Ti{g)(Xi1,..., X ip). (L3)

1j est parfaitement déterminée par le systtme de fonctions C°°, définies sur G a
valeurs complexes par la formule (1.3), avec 1< {1 < 2 < eese < ip < n de sorte que si £
est un autre élément de C00" , K, Ap(g/t)¢) et g GG, alors :

CH><) =  5Z  &i..iPi0-%..iP(0)>

l<n<--<ip<n
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ou (, ) est le produit scalaire if-invariant induit sur Ap(g/l)¢ par celui sur g/t.

On définit alors une application linéaire :

D : C°°(G, K, Ap(fl/t)c) -+ C°°(G,K, Ap+1(g/C)E), (1.4)
par :
P+1
(-OML.-ip+x = 5] (-1)u_1Xiu 1< * < *2 < eee< jp+l < n.
U=1

Le symbole  signifie que I’indice iu est exclu.
Proposition 1.6.2 On ada = Da pour tout a G C°°(APM).
Preuve :

da{g) (Xh,..., Xip#l) = (ttoLg)*{da) (g) {Xh,..., XipH)
= d((TroLg)*a)(g)(Xil,..., X ip+l)

P+1
= f<. XiA  °Lo9n<x))(g)(xh,...,Xiu,.. ., xipH)
+;L’:(-ir+"(iroLgr(a))(g)([Xiu,Xiv],XiI,...,X iui..., Xiv,..., X ip+).
u<v

En utilisant la définition de a, celle de I'opérateur D et le fait que [ X i-Xi,] G|, on obtient
le résultat. 0

Soit dg un €lément de volume sur G induit par la forme de Killing de g et dk un élément
de volume sur K induit par la restriction de B a . On rappelle que dm est I’élément de
volume de M.

Lemme 1.6.3 Soit f une fonction continue sur G. Soit f lafonction définie sur G par :

19) = ] HRk()) dk pour g GG,

f est invariante par le groupe K, elle induit donc une fonction sur M (notée aussi f), et
ona:

Jfgf(g)clg= J/m /(m) dm.

Preuve : On suppose que supp/ C tt-1({7) ou U est un ouvert de M sur lequel il existe
une section s du fibré G. Soit $le difféeomorphisme de U x K sur tt-1(i7) donné par
(> k) = Rk(s(u)) pour tout (u, k) EU x K. On peut alors montrer que dgo<f>= dm Adk,
et :

f flg)dg = [ f(g)dg= [  f(<p(u,k))dmAdk
JG Jk- 1{u) JUXK

= Judefkf(Rk(s(u)))dk= I f(mydm.
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On pose ¢ = v_of(}7(7)7_ Comme conséquence du lemme 1.6.3, on a le corollaire :

Corollaire 1.6.4 Si h est une fonction continue sur M, alors :

/ h(m)dm = c. / h(n(g)) dg.
Jm Jg

On utilise le produit scalaire if-invariant sur Ap(g/s)¢ pour définir un produit scalaire sur
Ce°°(G,if, Ap(g/% ) par :

(M > = f(Z{9)M9))dg = focI. ip(g).Vh...ip(9)- (1-5)
JG I<h<-<ip<njG

La proposition suivante donne la relation entre ce produit scalaire et celui de M.
Proposition 1.6.5 (a, Qm = c.(&4,j3)*, pour a, f3 G C°°(APM).
Preuve : D’aprés le corollaire 1.6.4, on a :

(gP)m = J/m @(m),(3(m))dm = C-Jg (a(n(9)).p(Tr(g))) dg,

ou (, ) est la métrique de APM.

Pour g € G, on pose Y{ = (itoLg)irg{Xi), pour 1 < i < n. Les Yj forment une base
orthonormée de Tn*M , et au voisinage du point ir(g), il existe des 1-formes 91,...,9n
orthonormées telles que 61(ir(g))(Yj) =5 pour tout 1< i,j <n et

<*k= Uii...ip9n Aceee Ao™p,
I<Ti<---<ip<n
P= 2 Vii-JpG*1 A s+ A6Bip,
ouU
«il. siP(7r(5)) = a(7r(if))(i ii> so+>*iP) = A(ff)(Xilt-++,-X<p) = CU.. ipioil
et
%..*PW<?)) =~ (g W n ,...,Yip) = P(g)(Xh,..., Xip) = Ph..,p(g).
Ainsi,

@(7r(Q)),/3(7r(5))) = A “ 6i...iP(Tr(5))~<ii...iIP(7r(i?))

I<ii <ee-<ip<n

ah...ipig)Ai...ip(g) = (a{g9)I{9)).

I<ii<—<ip<n

Ainsi, (ci,/3)m = c.J (a(9),j3{9))dg = c.{a,j3)*.
9

Le lemme suivant est utile pour démontrer la proposition 1.6.7.
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Lemme 1.6.6 Soitf une fonction C°° sur G alors :
f X\.fdg=o0.
Jg
En particulier, si f et h sont deux fonctions C°° sur G, alors :
J (X\.f)hdg = —J f(X\.h) dg.
g g

Proposition 1.6.7 L opérateur D* adjoint de D relativement au produit scalaire ( , )*

est donné par : 0

(d oa..xp-i= ~  XKEK|i...Iw1 2

k=1
ou Ce C°°(G,K,Ap(g/t)E) et 1 < i\ < eee< jp-1 < n.

Preuve : Soit 7E C°°(G, K, Ap-1(0/6)£). En utilisant la définition de D donnée par (1.4)
et celle de (, )* donnée par (1.5), on obtient :

(D*£,Tir = &DT,y= }g (C(0),Dri(g)) dg

p
6. ip\9)- D*Uxw .. 19dg
N I<ii<***<ip<n u=1
1 Xiissil aip(
1 p(s)do
I<ii<---<ip<nu=l G
n p
=~h ¢ E i- 1“1 L x"n---iP(9)-Vil.ju..ip(g)dg
y " ii,....ip=lu=I 1/0
1 n p
~ - | - <>1%.. ®)dg
iu...,ip=lu=1JG
N s Tt [+
= —gn—lv_ 53 53 | XkQ&ji..jp-i(9)-rji—p-i(9) dg
jL=jp-I=lk=l G
r
= —-53/ - - XkCkiji...jp-i(g)-nji...jp-i{g) dg,
k=1JG I<ji<—<jp-i<n
ce qui achéve la démonstration. 0

Remarque 1.6.8 D*a = d*a, pour tout a G Cco(ApM).
En effet, pour tout 3G C00(G,K,Ap~1(g/t)*:), on a :

(D*aJr = (a,DP)* = (a,dp)* = (M/3) =Y m ) = (?M)*,

ou on a utilisé la proposition 1.6.5 pour assurer le passage de (, )* a (, ) et inversement.
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Proposition 1.6.9 Avec lidentification des G-modules C°°(APM) et C°°(G, K, Ap(g/E)E)
par la proposition 1.6.1, on a A = C, i.e pour tout a GC°°(APM) :

Aa = Ca.

Preuve : On pose A° = DD* + D*D. D’apres la proposition 1.6.2 et la remarque 1.6.8,
ona:

Acc = A°4.
Ainsi, pour montrer la proposition, il suffit de montrer que AO= Cou :

N
Acda=Ysxla pour a GCe (ApM).
k=1

Or d’aprés la définition de D donnée par (1.4) et la proposition 1.6.7, on a pour 1< i\ <
eee < |p <n :

P n
(D D*)ii . (-1) XX AN jumip?
u=I k=1
et
n
(D Da] h-ip — —'y "¢ (Da)k....ip
k=1
= -E *~* {M«<jo o N+ (-L) Nae»* uip]
k=1 | u=1 )
n p
Me i1l -ir Xi, \ eriti.ip’
k=1 Jk=lu=l
On a donc :
(A °<-‘O"(_|_mip XTC "i\...ip - 1) Xk Xiu]&k’ iu>’.’ip’
k=1 fe=l u=lI

Pour finir la preuve, on va montrer que :

n p
(- Tw Xi Ak e E X1 ¢jil. ip (16)
k—1U=1 fe=71+1
Pour Xi, Xj GO, on pose [Xi, Xj] = b~XKk, ou les by sont les constantes de structure.

Elles sont antisymétriques en i, j et k car G est compact. Ceci est di au fait que la base
{Xi, 1 < i < N} est orthonormée relativement au produit scalaire induit par la forme de
Killing B et a la propriété :

B{X, [Y,Z]) = B(Y, [Z X]) =B(Z, [X,Y]), pourtout X,Y,Z GO.
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Comme Xk, Xiu G tri, le crochet [ X*"X”"] G 6, donc

[***,]= £ VA~Ax, =- «f£ M kX).
j=n+l j=n+1
Ainsi, on a :
n p N n p
XIU &k, o £ ¢ (1) -1MA-G*, ... . -7
&=1u— j—-\-1 k=l u—1
D’autre part,
Xj'al\...ip{g) = o*(#) (-Ngi 2000 >NiD)
~ expi-Xj) (Jfil,..., -Xp)
= Mi=oa(9)((expiXJ).Xil,..., (exptXj).Xip)
=]
= ~A(-Tr-'"amxj™axh,-..,xiy...,Xip
u=1
P
= E_E_I)wllg*o_* (9)()('[ il Jege X, - Xi p)
u_
n
(-1 K.i* U...ip (&
u=lI fc=l
o] n
En remplacant donc » ( —)u-1 7 keki4J ] par Xj.ar..." dans (1.7), on obtient
u=I k=l
(1.6), ce qui termine la preuve. 0

1.7 Valeurs propres du laplacien

Soit G un groupe de Lie compact connexe d’algébre de Lie g et f un sous-groupe fermé
de G d’algébre de Lie E

Dans cette partie, on énonce la formule de Freudenthal qui sert & déterminer les valeurs
propres de |’opérateur de Casimir sur les G-modules irréductibles. Ensuite, si U est un if-
module de dimension fini, le théoréme de réciprocité de Frobenius (théoreme 1.7.4) réduit le
probléme de la décomposition du G-module GOO(G, if, U) en sous-G-modules irréductibles
a celui de la décomposition de U en sous-if-modules irréductibles et retrouver dans ces
composantes irréductibles des restrictions de G-modules irréductibles a if.

Ainsi, lorsque (G, if) est une paire symetrique, pour déterminer les valeur propre du la-
placien agissant sur C°°(AP(M)), il suffit de décomposer le G-module C°°(G, if, Ap(g/é£))
en sous-G-modules irréductibles, ou aussi d’apreés la réciprocité de Frobenius il suffit de
décomposer Ap(g/E)<E en sous-if-modules irréductibles et retrouver les restrictions des G-
modules irréductibles a if.
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Proposition 1.7.1 Soit U un espace vectoriel de dimension finie sur C. Si (p,V) est un
sous-G-module de dimension finie de C°°(G,U), on étend p a une représentation de il(g).
On obtient :

Cf = p(C)f, pour tout f EV.

Preuve : Par hypothese, I’action de G a gauche sur C°°(G, U) est equivalente a p sur V.
En passant aux représentations de I’algébre de Lie g, I’action a gauche devient :

Lxf = —X.f pourtout X Eg et f E C°°(G,U).
Ainsi, si/ EV, ona:
p(c)f = p(Xop(Xi)f =5 > Xi(LXi/) =Y ,xuxi.f)=cf.

]

Corollaire 1.7.2 Tout sous-G-module de dimension finie de C°°(G,U) est stable par
| 'opérateur de Casimir.

Proposition 1.7.3 (Formule de Freudenthal) [6], [18].

Soit T un tore maximal de G d’algébre de Lie t. On choisit un systéme de racines
positives de G relativement 4 T et on désigne par @y la demi-somme des racines positives.
Soit k une forme bilinéaire symétrique négative invariante et non dégénerée et (, ) le
produit scalaire sur g (et sur t*) induit par k. Soit (p,V) une représentation complexe irré-
ductible de G de plus grand poids A. Si C est | 'opérateur de Casimir associé a k, |’'opérateur
p(C) de gl(V) est un scalaire donné par :

p(0) = (A+ 2Sa, A).ly.
En particulier, si G est semi-simple, le résultat est valable pour |’opérateur de Casimir C

de g. Laforme bilinéaire considérée dans ce cas est laforme de Killing.

Ainsi, pour déterminer les valeurs propres de I’opérateur de Casimir, il suffit de décomposer
I’espace C°°(G, K, Ap(g/E)E) en sous-G-modules irréductibles et de calculer sur chacune de
ses composantes irréductibles, la valeur propre de C.

Théoreme 1.7.4 (Réciprocité de Frobenius)

Soit F le corps R ou C. Soit (a,U) un K-module de dimension finie et (p,V) un G-
module de dimension finie, sur le corps F. On considere (p,V) comme un K-module par
restriction. On a alors un isomorphisme canonique d’espaces vectoriels :

HomciV, C°°(G, X, U)) “ HomK(V, U).

On rappelle que C°°(G, K, U) est un G-module par I’action de G a gauche.

Preuve : On construit I’isomorphisme explicitement.
Soit () € Hom3(F, C°°(G, K, U)). On definit » :V -¥ U par Vv(u) = 0(w(epPourv EV.
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- W ainsi définie est linéaire.

iMp est if-équivariante, i.e. dans Hom ~V, U). En effet, pour tout fcGif, on a :
>plV) = <G>(pkV)(E) = (Lk<HV))(e) = (a(>))(fe-1) = <IW<FHV)() = a{k)" (V).
- 414 1ij) est une application linéaire.

Réciproquement, soit i> G Hom#(F, U). On définit (:V —y C°°(G,K,U) par :
<M U)(9) - yipig”™v), pour gGG et veV.
- 4MNV) G C°°(G,K, U). En effet, pour tout VGV, g GG et k Gif, on a:
iV = “{p{k~1)p(g~1)v) = aik-"tpipig-"v) = a{k~x)({t>"{v){g).
- 9* G Hom<3(Vv, C°°(G, if,U)). En effet, pour VGV, g,h GG, on a:
<fa(p(h)v)(9) = ¥{p{g~1)p{h)v) = %(p(/i- 10)- u) = ~ (u)(/i_Ip) = (Lh<j}*(V))(9)-

Il reste a vérifier que $>»~ et ij)i-4 ~ sont réciproques lI’'une de l’autre.

- Soit &#GHom~F,C°°(G,if, U)), VGF et5 GG, alorson a :

(¢** (N(8) = <> )V) = (<Ap(p_Dv))(e) = (L?-i<~(u))(e) = <FHV)(9).

- Soit V€ Hom/f(v, U) et v €V, alors on a :

A*(*0 = (<Mu))(e) = “(P(e_1)v) = V(u)-
[

Soit Xqg I’ensemble des classes d’équivalences des représentations irréductibles de G.
Pour (p,V) G 1g, on définit un G-homomorphisme :

ip: KomG(V,C°°(ApM))®cV -> C°°{APM)
> <.

ip est injective car p est irréductible. On note NP la dimension de HomG(V, C°°(APM))
sur C et par Tp I'image de Phomomorphisme ip. jip et YP ne dépendent que de la classe
d’équivalences de p, et Tp est isomorphe a la somme directe de jip copies de V (car V est
irréductible).

Dans le cas particulier ot F = C, U = Ap(g/t)c et (p,V) représente une classe de
représentations irréductibles de G, le théoreme de la réciprocité de Frobenius implique
que :

HP = dimc Homtf(F, Ap(g/é)¢).

Donc [ip est finie.
Ainsi, pour décomposer G°°(G, if, Ap(g/é)c) en sous-G-modules irréductibles, il suffit
de décomposer un G-module irréductible, restreint a if, en sous-if-modules irréductibles,

et le if-module Ap(g/T)” en sous-if-modules irréductibles.






Chapitre 2

Spectre du laplacien de la
grassmannienne

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode décrite dans le précédent pour cal-
culer le spectre du laplacien des variétés grassmenniennes. Ainsi, pour G = SO(n) et
if = SO(k) x SO(n —k), on considére un G-module irréductible quelconque V et on re-
garde sa restriction a if. Cette restriction n’est pas irréductible en général. On effectue
alors sa décomposition en sous-if-modules irréductibles. On réduit ce calcul a un calcul
algébrique en utilisant la formule des caracteres de Weyl (proposition 1.2.51) selon laquelle
une représentation irréductible est parfaitement définie par son caractére et qui donne
une formule algébrique pour ce caractére (égalité (2.2)). Ensuite, pour ce qui concerne la
décomposition des puissances extérieurs de la représentation adjointe, on se sert de cer-
taines propriétés connues qui permettront d’écrire I’espace de la représentation comme
une somme de produits tensoriels de représentations irréductibles. On utilise ensuite la
formule de Steinberg (proposition 1.2.58) qui permet de décomposer un produit tensoriel
de deux représentations irréductibles en représentations irréductibles connaissant les poids
dominants du groupe considéré. Pour faire cette décomposition, on utilise un programme
informatique. Finalement, pour décomposer I’espace des formes différentielles en sous-G-
modules irréductibles, il faut retrouver les G-modules irréductibles dont la restriction a if
intervient dans la décomposition du if-module Ap(g/E)* en sous-if-modules irréductibles.

2.2 Décomposition d’un G-module irréductible en sous-if-
modules irréductibles

Ce paragraphe est consacré a la décomposition d’un G-module irréductible en sous-

if-modules irréductibles, lorsque G est le groupe SO(n) et if est le sous-groupe SO(k) x

SO(n —k) de G. On désigne par T un tore maximal de G d’algébre de Lie t et par Tk un
tore maximal de if d’algebre de Lie t*, par Wq le groupe de Weyl de G et par Wk celui

47
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de if, enfin par Ag le systeme des racines de G relativement a T et par Ak celui de if
relativement a Tk -

Une représentation irréductible est parfaitement déterminée par son caractere ou son
plus grand poids. Ainsi, on désigne par F(A) (resp. F'(A")) un G-module (resp. if-module)
irréductible de plus grand poids A (resp. A') et de caractere xg(A) (resp. xk{A'))- Décom-
poser le G-module F(A), restreint a if, en une somme de if-modules irréductibles, revient
alors a déterminer I’ensemble E des plus grands poids du groupe if tels qu’on ait I’égalité :

(Xc(AD[t, = £ XJIF(A"). (2.1)
A'eE
En utilisant la formule des caracteres de Weyl, 1’égalité (2.1) devient :

Eg(A+¢g)i |y - §o(A + djn) ©
Tg(Sg) It A'eE Tk (Sk) ( }

On rappelle que si A€ t*, alors £(A) est donné par :
£EA)(H) = det(tt).e(A(«;(fr))), pour H et.
wCzW
Ainsi, nous avons besoin de déterminer les quantités suivantes :
- L’algébre de Lie g de G (resp. Ede if).
- Un tore maximal de T de G (resp. Tk de if).

- Le systéeme des racines de G relativement a T (resp. de if relativement a Tk)-

- Un systeme des racines positives de G (resp. de if), ce qui permet de choisir un
systéeme de racines simples de G (resp. de if), et une chambre de Weyl fondamentale
de t (resp. de t*).

- Le réseau des formes entiéres I* de t* (resp. PK de tj). Sa définition est donnée par
(1.2) de la page 25.

- Les formes entiéres dominantes de t* (resp. de t£), qui correspondent aux représen-
tations irréductibles de G (resp. de if).

- Le groupe de Weyl associé au choix du tore maximal T de G (resp. Tk de if).

L’algébre de Lie g de G est so(n) et celle de if est E= so(k) ©so(n —k). On a la décom-
position de gen g = | ©m avec :

m=i i~ J €so(n)-, X e M(n —k.,k, B
7 }
Les autres quantités a déterminer dépendent de la parité de n et de k. On commence par

traiter le cas ou k est pair, k = 29. Dans ce cas, on peut prendre T —Tk - On étudie les
deuxcasn=2metn=2m+1:
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1. Cas ou n est pair, n = 2m :
Dans ce cas, On choisit T = Tk = SO(2) x ***x SO(2). Son algébre de Lie t = te est

donnée par :
f (RiAY \ \
t= < . ) © €q; Xj€*|\7|etR’(A):2k"lo VI >
)

R{*n))

ou on regarde A comme une forme linéaire sur t qui associe la valeur A, i.e. un
élément de t*.

On choisit les coordonnées du tore de telle facon que le réseau entier | soit Zn. Donc :

<

I* —{/iiAi + /1222 + ==+ hmXm; hi 6 Z}.

Les autres quantités a déterminer sont données par :
- Le systéeme des racines de G relativement a T est :

{+Aj + A, 1<i <j <m}.
- Le systeme des racines positives :
ot A; 1<i<j<m}
- Les racines simples :
00— X\ A2,02= A2 A3 ..0Im-4 = 1 Am,Om = Am_i + Xm.

- La chambre de Weyl fondamentale, correspondante au choix du systéeme de
racines simples, est donnée par :

C = {/iiAi + J12A2 + s+ hmXm' h\ > /12> e > hjn-I > hmp

- Une forme entiere dominante A de (g, t), i.e. un élément de C(ll*, qui correspond
a une représentation irréductible de G, s’écrit sous la forme A = h\Xi + /122 +
... + hmAm, ou les hi sont des entiers tels que hi > /2 > ... > |/im|- On I’écrit :

A= h\Al + /122 + e+ shmXm
hi € Z pourtout 1<i<m
i >h2> .. >hm>0

e= +1.

2.3)

- Le groupe de Weyl Wg de G est I’ensemble des éléments €= ((ei,..., em), ct)

ou Si = £1, a € Smet le nombre de e~ égaux & —1 est pair, avec 4>@x + ... +
m

am~m) = aia(Xi) et la signature de O est égale a celle de a. Ici Sm désigne
i=1
le groupe des permutations de {1, m}.
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On détermine les mémes quantités pour K, on obtient :
- Le systeme des racines de K relativement a Tk est :

{ztAj = Xj; I<i<j<qouqg +I<i<j< m}
- Le systéme des racines positives :
{AxX] I<i<j<gougq +I<i<j< m}
- Les racines simples :
A —R, 0 —P3,..., AY i —Ag, Xg-i + Aq,
Agfi  AgR2,Acf2  Ags,..Ani  Am Am i+ Am.

- Une forme entiére dominante, A' de (6,t), qui correspond a une représentation
irréductible de K, s’crit :

A = fcAl + ... + e'kgXq + kg+iXg+i + ... + €"kmXm
ki€ Z pourtout 1<i<m

i h>k2>...>kgq>0 (24)
kg+1” kg+2 ™ ... A km ™ 0

1.

I+

ke ==+1, e"=

- Le groupe de Weyl de K est WS0{2q) x Ws0(n_29).
2. Casoun estimpair,n=2m+ 1:T =Tk = SO(2) x ***Xx SO(2) x {1} et

PR A) \ !
R{A2) ©)
t=te= < Gfli Xj GM)»
©) R(Xm)
< v e

- Les racines de G relativement a T sont :

tAj £ Xj pour 1<i<j<m
1Aj pour 1<i<m.

- Les racines positives :

Al X] pour 1l<i<j<m
Xi pour 1<i<m.

- Les racines simples :

ol= Al —A2,0¢ —A2M3,...,am-i = Am_i  Am,om = Xm.
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- Une forme entiére dominante A de (g, t) est donnée par :

A= h\Al + /&R + e+ hmXm
hi €Z pourtout 1<i<m
hi>h,2> .. >hm>0.
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(2.5)

- Le groupe de Weyl Wq est le produit semi-direct de (Z/2)met Sm ou Sm agit
sur (Z/2)men permutant les facteurs, i.e. un élément de Wq est de la forme 4>=
m

((ei,....Em),cr) ou £i = £1, a e Sm, avec <f)(aili +... +am\'m) = y Ejai<r{\i)

sign(<>) = £i-.£m. sign(cr).
On détermine les mémes quantités pour K, on obtient :
- Les racines de K relativement a Tr- = T sont :

j* A pour 1<i<j<qg oug+1l<i <j<m

X pour g+1<i<m.

- Les racines si

th
I

I+

[EEN

Les racines positives :

t+ X pour l<i<j<gqoug+l<i<j<m
pour g+ 1<i<m.
les :
Al —A2, A2 —A3,..., Xq-1 —Xq, A9_i + Aqg,
Al Ar2 A2 A 8. XifiE At .

Une forme entiére dominante, A" de (i, t) s’écrit :

h! = foAl + ... + £kgXq + foHAS [T + ... +
"E€Z pourtout 1<i<m
ki>k2> ..>kq>0
kg N kge2 N .. KjIiN O

- Le groupe de Weyl du groupe K est toujours W gQ” x WsO(n-27?)-

Notations 2.2.1
(i) On iose :

*(\\
s{A)
c(A)

Q¢élj

Bij

= P2HA
= e(A) —e(—A) —FTA_GZMA o iozea,

e(A) + e(—A) = e25A T2VA 5 o,
X

2
A Aj

2

(26)
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(ii) Sir ets sont des entiers tels que 1 <r <'s, on désigne par [aij]r:s une matrice carrée
avec indices i,j, variant entre r et s.

Remarque 2.2.2 Sir est un entier, alors on a:

r—

7$_e(rx) -e(-rx) et - L *( = >t ine
Ve vt v _%—0 T >(_»_é0>« - f

Les lemmes suivants seront utilisés pour montrer les theorémes 2.2.5 et 2.2.6. Leur preuve
est donnée dans le paragraphe 2.2.1.

Lemme 2.2.3 Soit H\,..., Hm des entiers positifs ou nuls ou des demi-entiers strictement
positifs qui verifient :

Ona:
" detl ¢(Hi\iyj1:m m— sil, He YOAD) det [(KIN s
U'ju s(@ij)s (Bu) %* i—1 «(Ai))l iy3:ni
2.
det [«[HiNM:m 5(LAI) A dot o
i). det[s|(KiX]lfe:
N 7=2 >@y) »(31i) }2 { = «A)) sima. det(si( er»}I
avec :

ii) si Km—0
si Km>0.
[ |

h= H\—max(il2,if2)
li = min(Hi, Ki) —max(iii+i, GQ+i) pour 2<i<m—1
Im = niin(fim, Km).

- Les li sont donnés par :

- La somme porte sur Kz, ---jKm vérifiant :

Hi+i <Ki <Hi-i pour 2<i<m-—1
(Chy - Km<Hm1
Km< Km2< =< K2

;es A* sont des entiers > 0 si les Hi le sont, et des demi-entiers > 0 si les Hi le
sont.

Lemme 2.2.4 Soit J3i,...,Hm des entiers positifs ou nuls ou des demi-entiers strictement
positifs qui vérifient :
H\ > .. > Hme

On apour tout entier 1< gq<m :
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1
qg m
det[c(iTiA])]i:m/QO] JJ siaij)s{Pij)) =
i=1j=i-\-1
E-Ejn (11§ &) ™| cet << i) goum
2.
g m
detrifiAf)]l:™ /A 13 s(aij)s(f3if)) =
¢=1jz=i-f1

IQi Vn s(lrj \r) S[>r,m\f . detK K*W)](("":mj
’\I | «(AY ’ I

ou pour tout 1 <r < g etpourtoutr+1<i<m, les Kri vérifient les conditions

Kr~ij+i <Kni <Kr-it-1 pour r+l<i<m —I
(Cr) Krm < Kr—,m—
KTm < Krm— < s < -Arrsle

Les Kt sont des entiers > 0 dans le cas ou les Hi le sont, et des demi-entiers (> 0) dans
le cas contraire.

Pour tout 1< r <q et tout r <i <m, les Ir,i sont donnés par :

Irr —Kr—,r  EMx(.Kr—r+l> Ujr+1)
< ITji= mm(Kr-it, Krj) - max”-i*+i,ifrji+i) pour r+1<i<m- 1
Ir,m = mill(ULr—,mj Kr,rn)i

et pour tout 1<r <q :

gr _ \ 1/2 Pour Krm=0
| 1 pour Krm>O0.

Avant d’énoncer les théoremes 2.2.5 et 2.2.6 on va définir des entiers kr* pour 1 <r <
qg—letr+I<i<m par:
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- Si2r<Zg—m+ 1:

max(AvV—;j-fl kq,i+tqg—) ~ &ri ~ kr—,i—
pour r+1<i<m—q+r

kr. 1 < kni <kr_;i.
pour m—q+r+1| <i<2q —r

. (2.7
kr—,i+1 ~ ki < MINA'—1,2—1, kgj—g+r)
pour 2q—r +1<i<m —1
kr,m —xnin(fc,—,m—1> g+
k0< fam< ... < foor+i.
Si2r>3g—m+1:
max(fcr_i)-|.i, kgr+q—) < & N &—i—
pour r+1<i<2g —
max(AV—L,i+I, kgritg—) < Yt — min(fer_iN— kqti—g+r)
pour 2q—r +1<i <m —q+r
(2.8)

kr—,i+1 —kei < min(fer_i)— kqj—g+r)
pour m—q+r+1<i<m—1

kr,m — *Din("r-l,m-IiA gm <+,

k 0 < ferm A eee A Ap p+|*

Theéoréme 2.2.5 Soit G le groupe SO(2m) et K le groupe SO(2g) x SO(2m —2q). Soit
V un G-module irréductible de plus grand poids A = hiXi + ... + ehmXm. Le G-module
V est un K-module par restriction. La décomposition du K-module V en sous-K-modules
irréductibles, contient un K-module irréductible V', de plus grand poids A1= k\Xi + ... +
e'kgXq + kg+xXg+i + ... + e"kmXm, si et seulement si :

1. Les entiers ki, (q+ 1 < i < m), sont liés aux entiers h{, (L < i < m), par les
conditions :
i+g <ki< hi-g pour g+ 1 <i <m —q
ki <hi-q pour m —q+ 1<i<m.

2. La multiplicité de{ = V(A;) dans V = V (A) est la suivante :
(i) Sikm=0:
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C’est la multiplicité m> de e((k\ + g—DAi + ... + £kgXg) dans :

fm—X
JJ 11 s(aij)s{f3ij) x A i iJJ A~ "N jHre(lrmA) |.
t=1 j=i+l foi  ke-i,i  Ir=1 Vi r'o) J

U7l dcS kr,m—0

(H Sikm>0ete"=¢:
C’est la multiplicite de e((ki + q—DAi + ... + s'kgXq) dans :

o-1 a‘ . _ N\
nNemm- g - e (n{nf)}

fci,m >0 kn-1.771>0

N2 e(ExIx,TILT - * Sal e A

S\,....£q

e\...Sg=\
ou la somme porte sur £i,...,eg € {—1,1}.
(ifi) Sikm>0Qete"=—e :
C’est la multiplicité ma' de e((k\ + g—DAi + ... + e'kgXq) dans :

a—\ a _a /m—

nnseasenxe - e 1nfn”")}

i=lj=i+l kiti kg-iti  vr=Il \ i— \Y )
~1,7717°0 kgq—1,711>0

X, efah,mAi+...+£qtq,qu),
o &1

ou la somme porte surei,...,eq G {—,1}.
V" est un sous-K-module de V si la multiplicité m.y est non nulle.

Les krji veérifient les conditions (2.7) et (2.8).
Les ITi sont donneés par :

= &r—r max(/c,—i)r+i, fer,r-|-1) + 1
ITi = min(Ar_iii, A —mex(Ar_iij+i, A)j+i) + 1 pour r+1<i<m—1 (29
Irm —min(kr_1 nPkr, »).

TheRleMe 296" T50(2m + 1), K = S0(2q) x SO(2m —29 + 1). Soit V un
Théoréme 2.2.6 Soit G = SO(2m + 1), K = SO(2g) x SO(2m —2q + 1). Soit V un
G-module irréductible de plus grand poids A = hiXi + ... + hmXm. V est un K-module par
restriction. Un K-module irréductible V', de plus grand poids A" = k\X\ + .. + ekgXqg+
kgHiXgH + ... + kmXm, est un sous-K-module de V, si et seulement si :

hi+q <ki< hi-g pour g+ \ <i<m —q

ki <hi-q pour m —q+ 1<i <m.
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2. La multiplicité m,y de V' = V(A;) dans V =V (A) est la multiplicité de e((fci + q—

DAI + ... + ekgXg) dans le terme :
N N «&SSE e{mﬁ (n }

t=lj=>+1 kiti  kq-i,i

et V' est un sous-K-module de V si la multiplicité m/j est non nulle.

Les entiers krj, pour 1 <r <qgetr+\ <i <m, verifient les conditions (2.7) et (2.8).
Les I, pour 1<r<gq etr<i<m, sont donnés par :

Ir,r = kr—i,r  max(AV—,r+l, A<rr+l) "I" 1
ITii = min(Ar_iX,kr,i) —max(kr-ij+i,krj+i) + 1 pour r+1<i<m —1

1
,m ~ min(fcr-1)m) &,m) H' o

Preuve du théoréme 2.2.5 : Pour décomposer un G-module irréductible, de plus grand
poids A, en if-modules irréductibles, on utilise I’égalité (2.1) ou (2.2), et on détermine
I’ensemble E tel que :

A+ 59)AEK) =@@) E ka-+x)

A'ce

Tout revient donc a diviser £g(A + 5g) par £g(2g)/EK'("A")> et identifier le résultat obtenu
avec E g'eg Gk W + Sk ) pour déterminer I’ensemble E. Ceci est possible car les *(A'+A&jr),
ou A' est e forme entiére dominante, sont linéairement indépendant (lemme 1.2.49).
On a aussi par la formule des caractéres de Weyl :

£g(bg) = Il (e(a/2) - e(-al2)) et &(E£*) = JJ (e(o/2) - e(-a/2)).
a€Aijt “€AE
Donc i
1969) (@2 -e (-al2)),
Tk (oK) «eA+-A+

On écrit A sous la forme (2.3), ce qui revient a écrire :
A+ Qg —H\\Xx + H2X H = + EHmMXm,
oue = +1 et pour tout 1 < i <m, Hi = hi 4m —i. Les Hi sont donc des entiers qui
vérifient
Hi> H2> .. >Hm>0.

De la méme fagon, on écrit A’ sous la forme (2.4), ce qui implique que :

Al+ O = ifiAi + ... + £/KgXq + ifg+iAg+i + ... + EnKmXm,
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ou K{ = ki + g—i pour tout 1 <i <qet Ki = ki+m —i pour tout g+ 1< i <m. Les
Ki sont donc des entiers qui Vérifient :

Kx>K2> .. >Kq>0
Kg+l> Kg+2 N e« > Km » 0

On obtient alors :
> /e \ Q m Q
cG/r-<=n n (@i :eCay)(eA)- e(-Ay)=n n s@is{%)
CK{ K) i=lj=q+l i=lj=q+l

D’autre part,

CgA+ @B) = J2 (-1y<x*(HiA + H2A2+ ... + eHm\m)).

t€W g

En faisant opérer tout d’abord les éléments de Wq qui consistent a multiplier par les £ (et
dont la signature est 1) on obtient ~  e(exHi\i +£2# 222 + m+sEmHmXm) ou £ = +1

pour tout 1< i <m et £\...em —I» ce qui donne :
A [c(HiNT)...c{eHm\m) + s{HL I)...s(eHm\ m)]
= 2[c(H: Ai) ce AM)  S5(HIAI)...Es(iTmAM)].

On applique ensuite les éléments du groupe symétrique Sm, on trouve, en utilisant la
définition du déterminant, que :

fo(A + Sa) = i {det [ctFwj)] Lm+ £det [« (FlIAjiU .
De la méme fagon on trouve, en utilisant le fait que le groupe de Weyl de K est le produit
WSO(2q) X WSO(.n-2q)” dUke :
fr(A' + 5tf) =
A {det[c(UfjA))]i:9+ £'det[s(UQA.)]i:g} x {det[c(UriAj]Jg+i:m+ £"det[5(UfIA])]g+i:m}.
Déterminer I’ensemble E tel que

£c(A + <fc) E tor\i is \
Q\b)/ Oy %
revient a déterminer les entiers Ki, ..., Km tels que
1 dettci-ffjAj)]':,« + £det[s(ifiAj)]i:m
& nL N¥ogeq . (0CiDsigij)

= N2\ {det[c(iifiA])]ig+ e'det[j?(KiAj)]i:9} x {detr-iQ Aj)] A -f ¢ "dethirtAj)]AL™ Y
Ki
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ou la somme porte sur les entiers Ki, ..., Km qui vérifient :

Kx>..>Kg>0
{Kq+1> ..> Km>0.

Ceci veut dire que :

nnYgw*e-e{nn™"}

{HMeeHAC(1Itm\I)...c{lqtfnXq) det[c(ULG) A j] i:m+ E£s(litmX])...s(1qimXq) det[5(ULGyA))]g-)-i;m}

= A ~rdet[c(ifjA))]i:9+ e det[5(ifjAj)]i:g} x {det[c(UCjA))]¢-)-i:m + £ det[s(iCtA]j)]g-(.i:m}.
Ki

On va ensuite permuter les sommes de telle maniere d’avoir celle sur les KcH a I’extérieur.
On commence par permuter les sommes sur les Kqj et les ifgi,i et ainsi de suite. Apres
r étapes, on obtient des nouvelles conditions :

Kg-r-ti+r+i + r <Kgq <Kgr-\,i-r-i - r pour g+Il<i<m-r-I
Kg <Kg-r-i*-r-i —r pour m—r <i<m
0 < Kgfih < ... < Kqtgx,

et les conditions (Cr) sur les entiers K r, données ci-dessous. Pour simplifier les expressions,
on pose :

agri = max(Kq——2i+)-Kgi+H "Pr)
ba,ri = mn(Cg r2i—2 —1 r)e

- Si2r>m—q—3:
Dans ce cas, (Cqg r_I) sont les conditions :

Oogri < -Kg-r-i,* < -KAg-r-2,t-i pour q— <i<m-——1
Kg-r-2,i+i < Kg—+—,i < -Kg¢-r-2,i-i pour m-r<i<qgq+r+ 1
Kg-r-2,i+l < Kg-r-li < &gri POUT Qg+ r+2<i<Tl- 1

Kg—+—4m< rm
k0" Kg—+—km < e < Kg-r—,g—+

- Si2r<m-——3:
Dans ce cas, (Cq_r_I) sont les conditions :

agrj <Kg-r-ij <Kq.r_2,-1 pour g-r <i <g+r+1
ogri < Kg——ti < bg?j pour g+r+2<i<m-r-|I
Kg——21+1 < Kg-r-\,i < bqiTi pour m-r <i<m —1
Kg——,m < ~g,r,m

k0 < Kg—$—Xjn < ... < Kg—+—Y¥gT.
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Aprés q —1 étapes, la somme sur les Kgj est a I’extérieur et on a :

Hit+qg + Q< Kqj < Hi-qg- q pour g+1<i<m-

(C'9) Kq,i <Hi-q - pour m- g+ 1<i<m
0< Ka,g+1*
On pose Ko* 0 < Kqtm < ... < Kqtg+\. suivantes :

On pose Koti = Hi. On a les deux possibilités suivantes : det[s(iid ¢Aj)]r41:m —o0. Ainsi,
1 Il existe 0 < r < qtel que Kr=m—0 et dans ce cas, det[s(frr),Aj)]r+i:m = 0. Ainsi,
Bet[s(0iSiAj)]s+i:m = 0 pour tout r < $ < g. Par conséquent, det[s(JCgIA?D]9+i:m =

2. Pour tout 0<r <g¢, Krqa> 0. Dans ce cas, Hr = 1 pour tout 1< r < g. D’autre

part,
Ag) = NN e(MAMAL + e+ £qlg,m Q)i
ei)...)Eq
et
5(MLMAN**5(A,mAg) = AT APFERAe (AALMAL I e “1 £qlq,r i\)->

E\,....Eg

ou la somme porte sur e\, ...,sq G {—1,1}.
En utilisant ces expressions, on obtient :

2(/l,mAl).-.c(ig)iiAc) det[c(iicjjAj)]c-)-i;ja + £s(il,mAi)...s(/<;)roAgr) det[s(ULQ)iA]j)]g-f-i:rji

/2 e (Ei”i,mAi + ... + £¢M,mAg){det[c(.TLYjAj)]g+i;m+ £i...eg.edet[s(-FfQiAj)]9+ i Th}.

q- =

nnw.»x € e- e in(n”™)}

i=lj=i+l Kati  Kiti Keri,i  vr=l Vi )
Kn.ms*0 0 Kn—1.m"0

e(£i/D)7MAI + ... + ~Nig,mAg){det[c(TTMAj)]g4.i:m+ £\...£q.£ det[s(KgiAj)]9+i:m}
ein."Sq

= N2 2 {det[c(ufiAj)]i:9 + e'det?itiiAj)]!™} x {det[c(ifiAj)]g+i:m+ e"det[s(.iQA.)]g+i:m}
Ki

Apres identification on trouve les possibilités :
(i) Ki =Kqti pour toutg+ 1<i<m (Km=0), et

£\ {detlciKix*q + e det™A) N}
Kl>...Kg>0

-fin sqipspipx € - € {nPri~w . "A-
i=lj=t+1 Kiti  kg-i,i wvr=1 \i=r /
un des Kr,m=0
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(i) Ki = Kgj pourtoutg4-1<i<m (Km=>0),e" =eet

Y | {det[c(ULiAj)]ig+ e'detts”Aj)]!:,}
Ki>...Kg>0

~ . I, %
=N n s(aij)s(@ij)x Z(| | ) N (n S(S(Ar))b}
ii q
Kl.m>o  Kg—m>o0

e(ei/i)mAl + ... + Eqlgm\) i
e = |
(iii) K{ =Kqj pourtoutg4-1<i<m (Km=>0),e"=—et

Y, \ {det[c(UQA])]i:g + e'det[s(UCiIA]))]i:g}

Ki>...Kg>0

N N i y = S {A(N =

i= I] i+l K|| =1 \i=r
Kq—lr‘r’r‘C)

e(eiAmAl + ... + £glg,n)i
£|S.I.'.E,’£=q-|

ou les conditions sur les KT, 1< r < g—1, sont les (Cr) et sur les Kg sont les (Cq).

On trouve donc :

hi+g <ki< hi-g pour g+ 1<i<m —q
ki <hi-q pour m—qg+1<i<m
0< km < .. <Kkaq

Si on pose :

ki = Krj —m +1i, pourtout 0<r <g—2letr4-1<i<m,

on peut Vvérifier que les conditions sur les krt sont celles données par (2.7) et (2.8) et que
les entiers Zjj, (1 <r <qgetr <i <m) sont ceux donnés dans I’énoncé du théoréme. Ceci
prouve le théoreme 2.2.5. 0

Preuve du théoréme 2.2.6 : On écrit A sous la forme (2.5), ce qui revient a écrire :

A4 Gy —H\Xi 4 ... &4 HmAm,
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ou Hi = hi +m —1 +1/2, sont des demi-entiers qui Vérifient :
Hi> H2> .. >Hm>0.
On écrit A' sous la forme (2.6), i.e. :
Al + 5k = K\X i+ ...+ eKgXqg + .Kg|-iAg|.i + ... + K m Am,

ou Ki = ki + g—i, pour 1 < i < g, sont des entiers, et Ki = ki + m —i + 1/2, pour
g+ 1< i<m, sont des demi-entiers, tels que :

K1>K2> ..>Kg>0

Kg+l > Kg+2 > e« >Km >0
En faisant le calcul comme dans le théoréme 2.2.5, on obtient :

9 A A e
£ Hjc) 2 °S ) .7|:$;+1S{aIJ,S(B|J)

Co (A + 5q) = det[s(HIXj), .,
QK(A + 5 ) = A {det[c(JffjAj)]i:g+ edet[s(-K'iAj)]i:g} x det[s(iGAT)]9+i:m,
et
det[s(ngj)]i'w

p*<7>nn s@if)s (i)

i=1j=q-
- n n s(atj)s(Pij) x 53 53 (n Le\ } det[s(ir9iAj)Jo+i:Or
i=lj=i+l Kaq,i r | V| r S[Ar) J S{Ar/Z) J

Donc la détermination de I’ensemble E qui vérifie :

£g(A + 59)4k (5k) =£g(Bg)- 53 &(A' + &x)>

A'eE
est équivalente a trouver les entiers K\,...,Kq et les demi-entiers Kg+\, ..., Km tels que :
Ki>..>Kg>0 et KgH>..>Km>0(,
et
N 53 {det[c(Ki\))}ug+ £det[s(KtA))]Lg} x det[s(.PQAj)]g+i:m
Ki

\ s(l
=N, .10, snsen « - gmwf X r)idism Dot

\r>J
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Aprés permutation des sommes et identification des termes, on trouve que Ki = K¢j, pour
tout g+ 1< i <m, avec les conditions :

Hitq + (< Kqti <Hi-q -  pour g+1<i<m-q
Kgi < Hi-q —q pour m—q+1l<i<m
0 <Kgjn < ... <KgtgHi,

et

| (det[c(ULjA))]ig+ e det[s(iQA])]i:g)
Kl>..>Kg>0

a1t 3 S(Ir|Xr) m
1__% 11 « H)K 1il) X E' E In j s(Ar/Z\)/)J

r=1\i=r
Les Kt vérifient les conditions (Cr) (mais KTih >0). En posant krj = Krti —m + i —-,
pour tout 0 <r <g—letr + I<i<m, on obtient le théoreme. 0

2.2.1  Preuve des lemmes 2.2.3 et 2.2.4

On commence par le lemme 2.2.3. Sa preuve est inspirée de la référence [43]. Le lemme
2.2.4 en est une généralisation ; il est utilise dans la preuve des théoremes 2.2.5 et 2.2.6.
Preuve du lemme 2.2.3 : On montre le lemme dans le cas ou les Hi sont des entiers.
Dans I’autre cas le calcul se fait de la méme maniére.

On pose :

Wi = s((iZi—"tHi)aij).s((Hi-i  Hi)O0ij),
Vi = s((Hi-1 - Hi)aij).s{{Hi-i + Hjfiij).

Premiére étape : On montre que :

-1
dettcMAj]!; « = (c(HiXi)) 1x det[«y + %]2m (2.10)
1=
En effet, on transforme la matrice [c(ffjAj)]i:mde la fagon suivante :

On multiple la (m —I)-eme ligne par le terme H,c(HmXi)/c(Hm-iXi), puis on la
retranche de la m-eme. Ensuite, pour toute ligne i (partant de m—jusqu’a 2), on multiplie
la (i—I)-eme ligne par le terme c(HiX{)/c(Hi-iXi), puis on la retranche de la i-eme. Cette
transformation préserve le déterminant.

La matrice obtenue est :

C Al c{HxA) c(#IAmM)\
0

c(Hixi) 1

cti'l'i—!Ai)Jz:m

°{HIX)) - c(Hi-iXi).
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Donc,

o(FTiA)

dei [c(BA)1:m = CHI%) det c(HiX)) — e(HI=X)-~ i 5T s2m

c(iiiAT).n 2(c(P-iAT))-Ldet[c(FiA)c(ifi_1A1)-c(ifi_iAi )c(fiiAD]2m

n2:21W A 1))-Ldet[c(ifiA)c(iri_1AL) -c (H i_1A)c(ifiAi)]2m.
D’autre part, un calcul simple permet de vérifier que :

CiHIXJMHi-iXi) - c(Hi-iXj)c(HiXi)
= Hi- +fri)ay).a((fli-1- Hufaj) + *((#_! - Hi)alj).s((Hi-i + ffM )

—uij ‘1Vij,
ce qui prouve I’egalité (2.10).
Deuxiéme étape : Pour tout entier 0 < k <ifj_i —1, on pose :
p.(k\ _ 7 s((Hi-1 « Huxi) Peur k=0

* y s((Hi-i —max(Hi, k))Xi)c(mm(Hi, k)Xi) pour 1<k <Hi-i —1,

et on montre que pour tout 1<i<net2<j<n:

Ht-i-1
Uij \/l _ . .
«(aIJ)S{PIj) = (»(Ai))'l E PiikHkXj). (2.11)
Tout d’abord, en utilisant la remarque 2.2.2, on trouve :
m-1+Hi)aij) * oy i\ \
____S(_a_-[j,)x _______ = 0 e((2fc« ~-1 « Hi+ 1)ali)>
[fi-i-Hi-I
sf{H-\~H)I3j)) = E  eW-Hi-x+Hi + Vhj),
sfort ES
3 (.~ - 1 = £ e((2A:-iTi_1+&Eri+ l)ali),
4
Zii's Hr
a((g»-1" = £ e((2fc-ffi_1-.Hi + 1)0y).
fc0

Ceci implique que :

Hi-i+Hi- 1 Hi-i-Hi-1

«KiMA)) - S g e((rh5 *Hi. +>1+(r- s- ffiw,
E

«(ay)a(£y) i - E e((r+3-Jii-i + DALl-(r-a-.ffiA),
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OU aussi :
Hi-i-Hi-I

y sjo X= E E e{(r+s-Hi-i +D\i)c((r-s-Hi)\j).

Si on pose r —s —Hi = k et on exprime r en fonction de s et k, alors les conditions sur s
et k seront :

i 1- H~ <k <Hi-i- 1
1 max(0, —Hi —K) <'s < min(fli_i —Hi —1,iTt-i —k —1).

L’expression de %  devient

Hi-i-1 ffi-i— —max(Hi,k)
Ui+ Vi E . . . .
.. .. (@s+ k- (Hi-i-Hi-mMKkXj)
S(aIJ)S(BIJ] h=—Hi-i+1 s=max(0,-#¢-A;)
E e((2a - (Hi.! - H i- 1)Xi)c(0)
s=0
H¢-1—1 —1—max(Hi.k)
+ E E e((2s + fc- (F¢_i - fli - 1)ALc(fcAj)
fe=l 5=0
21 Hi-i-Hi-I
h E E c((2a + A- (ffi-1 - Fi -1))A)c(kAi).

fc=—if»_i+1 s=max(Qi—Hi—k)

On traite le deuxieme et le troisieme termes de .“'"V”. ,
s(alj)s(p!j)

- Le deuxiéme terme devient :

H Hi-i—Hi—
£ Y, e(@s+k-(Hi-1-Hi-0))\!)c(k\j)
k=1 5=0
Hi-i-1 Hi-i-k-1I
+ E E e”s-k-“"-Hi-mMkXj)
k=Hi+ 1 s=0
Hi Hi-i-Hi-I
=E E e«2s+ - Hr- DAMEKX])
- &Hoi—i—X Hi— —k—1
+ E  E  gX+-(Ni-i-A-D))AfAH).

k=H{+1  5=0



2.2. DECOMPOSITION D’UN G-MODULE

- Le troisiéme terme devient :

Hi- 1-1 Hi- 1
A Y, e((2s - k - (Hi-1-H i- 1)Xi)c(k\j)
k=1 s=max(0,—Hi+k)
Hi Hi-i-Hi-1
=E E  e(25- fo- - H~ 1)A)C(*A])
k-1 s=0
iti-i-1 Hi-i—k—
+ E E e((2s-ii*-(#* _1-A;-1))")N).
(=H#Hi+1 s=0

. , . Uij “I" Vij .
Finalement, en remplacant dans I’expression de —- on obtient :

«(ay)a("y)

Hi-i—Hi
= £ e((2s-(ili_Ll-iTi-1))A 1c(0)

vii + Vvi4d

a(ay)«(/3ij)

Hi Hi-i-Hi-I

+ E E  e((2a-(fri_1-£Ti-1))A De(fcA)c(AA) )
fc=l s=
Hi-i-1 Hjo-j-fc-l

+ E E  e((2*- (fli-i - k- 1)Ai)c(FfiAic(fcA))
faumnH 50

L Hi) Xi _

8((gi-;(~)gi)Ai)c(Q)+ 1?0:1 S(A)) c(kX1) 4 kXj)
Hi-i-1

+ "E"™M((ffi- 1~ *)Alc(giADC(tA))
fe=Hi+1 S(Al]j

Quand on exprime les quantités obtenues en termes de Pi, on obtient I’égalité (2.11).

Troisiéme étape : Simplification de Vexpression :

det[ciHiXj)]"
ilj=2 s(alj)s(Plj)

65
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det[c(HjXj)lhm
1?=2s(aij)s(Pij)
1
= ((Ay)n™ 11 (ciHiM)-Ldet Y PiiKMKiXj)
i= Ki=0 2m
m—1 H\—\ Hm——1 f rn \
= (sOtj))- ™D (ciHixip-1Y, - E iy). GBtlc(Ki.  \I:m
(=2 K2=0  Km=0 U=2 J
7—1 (m A
= A(A1))-2-D ] (c("AX))-1 Y \H(*<*»-det[c(KiA)2m]
i=2 K2,....KmeN U=2 J
= («(AOJ-i™-1) n (CiHiX-L))-1 Y (det[Pi (ifi)]2:m. det[c(ti A )]2:m},
(=2 A2>.. . >il:m>0

ou on a posé Pi(k) =0si k > Hi-\.

On va ensuite restreindre les domaines des Ki en remarquant que s’il existe un 2 < i <
m tel que fij-i < Ki ou Ki < -ffi+i, alors det[Pj(.K])]2Th= 0. En effet :

- Si Hi-\ < Ki pour un certain 2 < i <m, on obtient :

K2>..>Ki >Hi-i >Hi> .. >Hm > 0.
Donc, Pi(Kj) = 0, pour touti<l<met2<j<i. Ceciimplique :
det [P[(ifj)]2:m = 0.
- Si Ki < Hi+ 1 pour un certain 2 <i <m, alors :
O<Km<Kml< ..<Ki< Hi+tl<Hi < ... <Hi.

Ainsi, Pi(Kj) = s((Hi-i —Hi)X\)c(KjX\), pour tout 2<I<i +leti<j <m —1,
et Pi(Km) = H.s((Hi-1 —Hi)Xi)c(KmXi), et on trouve aussi dans ce cas

det[Pj(iij)]2m = 0.
On peut donc supposer que les Ki vérifient les conditions :
f Hi+i < Ki < Hi—
0< Km< Hm—
Ainsi, I’expression de cC-~A)h-m ¢g”rg” .
n7=25(«ii)5(Ai)
det[c(ffjAj)]i;m
n?=2s(aij)s(Pij)

(s(AQ))-~"1) HiiciHinyl Y {det[Pi (Kj )]2m.det[c(KiXj)]zm}. (2.12)

t=2 K2>...>Km>0
Hi-i>Ki>H{+\
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Quatrieme étape : Calcul de aet[Pi(Kj)\2-m et fin de la preuve.

On commence par calculer le déterminant de la matrice [Pi(Kj)]2-m. Les conditions
sur les K{ impliquent que si i > j + 2, alors Kj > Hj+i > ce qui donne que
Pi(Kj) = 0. D’autre part, si on multiplie la (j —I)-éme colonne de la matrice [Pi(Kj)]2-m
par c(Kj\i)/c(Kj-i\i) (ou H xce terme si j = m), et on la retranche de la j-éme colonne,
pour j allant de de m a 3, on obtient la matrice :

(P2(K?2) \

. o c(K Al
Ki) - Pii «j-1 ., 3 |A?|
- 3<7 <771

\Pm(K2) "

dont les élements sont nuls sii >j + 2
Sim>j >i+2>4 alors Kj <Kj-1 < Hj-2—1<H{—1 < Hi. Ainsi, pour tout
i,j telsque 4<* + 2<j<m —1 on a:

Pi(Kj) = s((Hi- 1-H )XDc(KjXi) et piiKj-, =*((#_! -Hi We(kj-i A,
et pour tout i tel que 4<1+2<m,ona:
Pi(Km) = H.s{{Hi-X- HIXMKmX]J.

Ceci implique que pourj >i+ 2:
Pi{Kj) - Pi(Kj,i)-égl%g’l‘A[) =0, pourj<m- 1

et

Pi(Km) - Pi{Km-i).H. 2. I\ =0

I(Km) HKm-i) c(umr[ﬁ\l\) 0
Si on désigne par [rij]2:m la matrice obtenue aprés transformation alors [Pijj2-m est une
matrice tridiagonale. De plus, son déterminant est égal a celui de [Pi{Kj)]am- On a aussi

Pii+i-Pi+i,i = 0, pour tout 2< i <m —1 En fait :
Pi,i-1 =0 Pour Kj <Hi et Pi+ii= 0 sinon.

Donc,
m

detpd:( K = det[/tj]2:m = 11 Piie
i—2
On pose :
I Pi =H\
1 Pi = min(Hi,Ki) pour 2<i<m,

et on montre que :

pu = c(Hi-iXi)s(li-iXi)C‘(’iPF;’_ﬁ"()i), pour tout 2<i<m- 1,
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et

Pmm = c{Hm- W)s(m-i; H c(PmAl)
c(Pm—Ai) "

En effet, on a les possibilités suivantes :
- Cas ou pi-1 = Hi-i, i.e. if*-i > #j-i, pour un certain 3<i <m :
Dans ce cas, Pi(Ki-i) = 0 et pour 3< i <m —1 on obtient :

Pu_ = Pi(Ki) —Pi(Ki-i). ;& =Pt(K)
= s((Hi-1 - max(iit, Ki))Xi)c(min(Hi, K7)Ai)

= s(i-IADC(pjA) = c(ifj_iAi)s(j_iai) CPA)
c(pi-TAi)’
et
Pmm = Pmifm) —c(HmM—Xi)s(Im—Xi) .H,C(Céfn“_“fxi).

- Cas oupi-1 = Ki-1, pour un certain 3<i<m:
Dans ce cas, on a pour tout 3<i<m—1:

Pu = Pi(Ki)-Pi(Ki-1). » (il &\h
= «((fii-i —max(iit, ~¢))Ai)c(min(ir'i, ifi)Al)
- s((Hi-1 - JCt-i)Ai)c(gtAi).C(Ki_iAi)
= {«((fT<.i - max(fli, Gi))Ai)c(ifi_iAi)

Hi-1 - UTi-OAiIM ifli, tf<)Ai c(pit)
s((Hi-1 - i- iMmaxifli, tf<)Ai)} c(pi-iAi)
_ cipiXi)
= c(fii_iAia(Zi_ |A|) C(pi-TAD)
et
Pmm = Pm(Km) - Pm{Km- i 2 H. = <#,>_! AiMJro_iAi)fT- c(PmAI)
c(UTm_iAl) c(pm_iA1) *
En utilisant les valeurs obtenues pour on obtient :
det[PiiKj*m = T[e{H|XI Us(kX|) HC"-II
™= y=1 ¢ i A)
= JI c(MAQ). nos(liXi).He(ImX{).
i—2 i=1

Finalement, en remplacant dans la formule (2.12), on obtient :

det{c( HiA, ]i:m /m—
rB:2’5>(«I|)«(A|) = 5AD)'MDE {(n s(ij. -Al) Hc(imXi)detM "km j ,
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ou la somme porte sur les entiers Ki qui Vérifient les conditions (Ci). Ceci montre la
premiére partie du lemme.
On procede de la méme fagon avec [s(iljAj)]i:m) pour prouver la seconde partie du
lemme. On décrit uniquement les grandes étapes de la preuve.
Premiére étape : On montre que :
7—1

detfs(-fiA]im= | | (s(HiXi)) x detfiijj Vijlz:m (2-13)

Deuxiéme étape : Pour tout entier 0 < k < Hi- 1—1, on pose :

Q.(k\ _ / [(Hi-11~ #%)Ai) Pour k =0
* | s((Hi-i —max(Hi, k))Xi)s(min(Hi, k)Xi) pour 1<k <Hi-1—1,
et on montre que pour tout 1<i<net2<j <n:
Ui ~vii Hi-i-1
S(aijf)i W o vy -1 Qi(k)i (kXi) (2.14)
k=0

Troisieme étape : On montre que :

T7—

det[s [HiXj Y]I: e .
° [S[(Ha'y?g}'gﬁ) = @D GHM)-| [ Cugipm- oot skl
ou les Ki vérifient les conditions (Ci).
Quatriéme étape : On montre que :

det| %]Z:m — @ siHiX(Sj é\r]ani'l'iX!)\}.

detfsl [I:m

Ainsi, en remplacant dans I’expression de obtenue & la troisiéme étape,

. ) 11j=2 5(alj)s\Plj)
on prouve la deuxieme assertion du lemme. 0

Preuve du lemme 2.2.4 : On va faire la preuve dans le cas ou les Hbosont des entiers.
En appliquant le lemme 2.2.3 deux fois tout en utilisant les notations du lemme 2.2.4, on
obtient :
.. aet[c(HX))]x,m
NnH s{atj)s{pij)
- . detfc{Ku 2m
i )-(m- 9 * ks) H1 (oA '
( G {(n eco) MLomA o 2ikP)

(<(Aijy)” (T oy Aa2” -efa—2)

(m—1 \ /
£ JI s(iwAXy HX{h,mXi)J2 n-ria(ZQDQ) H 2c{h,mX2) det[c(FH2xA )]3r
KIA =1 / K2i \1=2 /
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Donc
_ det[c(HiXj)liim___
nf=i UT=i+i s(aij)s (o ij)

=EE J(LI *tf) 4= 02 ) Ay @B EeadAR,

Khi K2i

La premiére assertion du lemme se fait ainsi par induction.
On peut montrer la deuxiéme assertion du lemme de la méme facon. 0

2.3 Décomposition de ap(a/i)q

On identifie I’espace cotangent de M = G/if en o = [K]a (g/6)*, I’'espace dual de g/6.
On écrit :

gc=1te©,Q 52 6= k: ©,K,9a et me= a€AcQ\A/ng

Pour comprendre la structure du if-module me, on a besoin de la définition suivante :

Définition 2.3.1 Soit G un sous-groupe du groupe linéaire des matrices carrées inversibles
d’ordre n (a coefficients complexes ou réelles). La représentation standard de G sur (71 est
I’action qui consiste a multiplier une matrice par un vecteur de C7L.

Les poids du if-module me sont les racines a € Ag\ Ak, donc les plus grands poids
des sous-if-modules irréductibles de me sont parmi les racines a E Ag \ Ak- D’autre
part, on écrit une forme entiére dominante A’ qui correspond a un if-module irréductible,
comme dans (2.4) si n = 2m, et comme dans (2.6) sin = 2m + 1, on obtient pour A’ les
possibilités :

A = Al --AgHi, si n=2m,
et
A=A+A+ ou A=A, sin=2m+ 1L

D’autre part, dimetne = k(n —k), (elle est égale a la dimension de M), et on a :

- La restriction de me a SO(k) x {/,,_*.}, est isomorphe a n —k copies de la repré-
sentation standard Ck de SO(fc). Il en est de méme pour la restriction du if-module
AN (Al + Ag+i), au groupe SO(k) x {/,,_*}.

- Larestriction de me a {Ik} x SO(n—k) est isomorphe a k copies de la représentation
standard Ul~k de SO(n —k). Il en est de méme pour la restriction du if-module
F(Ai + XgH), au groupe {/*} x SO(n - K).

On peut déduire de ce qui précede que le if-module tnc est isomorphe a = V(Ai + Ag+i).
Donc me est un if-module irréductible ; il en est de méme pour m”,
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Notations 2.3.2 Soit H et L deux groupes et V un H-module et W un L-module. On
munit |’espace V ® W dune structure de H x L-module de sorte que H agit sur le premier
facteur et L sur le deuxiéme. On note VfaW le H x L-module ainsi obtenu.

Ainsi, le SO(k) x SO(n —fc)-module me est isomorphe a F(Ai) GF(A%+i).

Notre but est de décomposer le if-module Apmj¢ en sous-if-modules irréductibles. On
commence par le cas particulier ou k = 4. Le cas k = 2q > 4 se fait ensuite par induction.

2.3.1 Cas particulier ou K = SO(4) x SO(n —4)

Soit H le sous-groupe SO(2) x SO(2) de SO(4). On commence par restreindre ApmE a
H x SO(n—4) et voir comment il se décompose en tant que H x SO(n —4)-module, ensuite
retrouver la if-décomposition irréductible. Pour cela on commence par la restriction de mg
ou me, i.e. VAAI) [3V(A3) & H x SO(n —4). Or ceci revient a restreindre le SO(4)-module
V(Ai) a H. En utilisant un cas particulier du théoréme 2.2.5, on trouve que la restriction
du SO(4)-module V(Ai) a H, se décompose en sous-ii-modules irréductibles de la fagon
suivante :

V(ADjj SI V(AX) © V(-Ai) ©V(A2 ©V (-X2).

Donc la décomposition de en H x SO(n —4)-modules irréductibles est :
mc “ (F(Ai) B V(As)) © (TA(-Ai) B V(A3)) © (VI(A2) HV{\3)) © (F(-A2) HF(A3)).

On désigne par W V2, Vz et Vs les H x SO(n—4)-modules V(AI)EIV’(A3), V(—AIi)SF(A3),
F(A2)"y(A3) et V(—A2)Sy(A3) respectivement. On note Aabcd, le H xSO(n—4)-module,
AaVi ® AbV: ® Ac\s ® AdVA

Le H x SO(n —4)-module Apm” se décompose de la fagon suivante :

Aomc = 53 Aadbcd a+b+c+d=p. (2.15)

D’autre part, la restriction a SO(n —4) de n’importe lequel des H x SO(n —4)-modules,
Vu Vz,H) Vs, est isomorphe a V = F(A3). De plus, le SO(2) x SO(2) x SO(n —4)-module,
Aa&cd, est isomorphe a :

V((a - 6)Ai) B V((c- d)A2) H (A°V ® AV ® AG/ ® AdV). (2.16)

Ceci veut dire qu’il suffit de décomposer le SO(n —4)-module A“V ® AbV ® AG/ ® AdV,
en une somme de sous-SO(n —4)-modules irréductibles pour obtenir la décomposition du
H x SO(n —4)-module, Aabcd Supposons que :

AaV ® Abv ® AG/ ®AdV Si53 V(m), (SO(n —4)-modules). (2.17)
On aura :

Aabcd "2 V((a- 6)AI) S V((c- d)X2) BV{n), (SO(2) x SO(2) x SO(n - 4)-modules).

(2.18)
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Notations 2.3.3 Onposejj-2 = A pour 3<j < m.
1. Dans le cas ol n = 2m, on pose :

ro =0

Tj = 7it et pour 1<j<m-—4

I3 — %/(7I + e+ 7m-3 —7mM—2)

im-2 — }Vft "M7Tm—3+ Im-2)
et
Vij — V(Ti + rj) pour 0<i<j<m —4
Vi,m-3 = +Im_3+rm2 pour O<ii;<m—4
N771—3,7711—3 = F (2r72—3 + 2F 711—2)

2 = 7(r<+ 2rm3) ©F(r¢ + 2rm 2) pour —4

"372 = FBrm3+rm2)©F(rm 3+ 3rm 2)
Fm-2m-2 = y(4dTm-3)©"4Tm_2)

V1J = Vi,n-4-j powr ra-Il<j<n

2. Dans le cas ou n = 2m+ 1, on pose :

TO =0
rj = 71+ .. +7] pour 1<j<m-—4
rm-3 = 7i+ e+ 7m—3
rm-2— 2 L Tm=3+ 7Tm-=2))

et
Vij = F(rt +rj) pour 0<i<j<m —3
A,m—2 = F(ri+2rm_2) pour 0<i<m —3
"Mem=2 = F(4rm2)
Vijj = Vim—=—+ pour m—Il<j<n —4—i.
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-4

Les Tj, pour 1 < j < m —2 sont les poids fondamentaux du groupe SO(n —4). Avec ces

notations, la restriction de Aab’cda SO(n —4) est isomorphe a :

AaF (r!) ® AV (ro @AcT (ri) ® AdF(ri).

Proposition 2.3.4 [43] Le SO(n—4)-module ArV(rx) ® AsV (ri), ou0<r<s<m —2,

se décompose en sous-SO(n —4)-modules de lafagon suivante :

Ars = ArV{TIl) 0 A« (ri) S £ Vij,
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ou la somme porte sur les paires d’entiers (i,]j) positifs ou nuls qui vérifient :

j—1 > s—r
i+] < r+s
i+j = r+s (mod2).

On utilise cette proposition pour décomposer aab'c,d en sous-modules irréductibles.
Proposition 2.3.5
(i) La restriction de Aabcd a SO(n —4) se décompose :
A-'NSOo0-4)~ £ We Vki
(k,i)es2

ou S\ est I’ensemble des paires d’entiers positifs (i,j) telles que :

j—1 > b—a
{i+] < a+b
i+j = a+b (mod?2),

et ;2 est I’'ensemble des paires d’entiers positifs (k,l) telles que :

I—k > d—c
*k+1 ~ c+d
k+1 = c+d (mod2).

(i) La formule de multiplicité de Steinberg permet de décomposer Vij €Vki en sous-
SO(n —4)-modules irréductibles pour un n donné en utilisant le programme informa-
tique de l’annexe A.

(iii) Pour retrouver la décomposition de Aab,c'd en tant que 50(4) x SO(n —4)-module,
on regroupe les 50(2) x SO(2)-modules irréductibles V((a —6)A + (c —d)\z2) en
SO(4)-modules irréductibles (voir (2.16)).

Pour mieux comprendre la méthode, on pourra voir I’exemple traité au paragraphe 2.4 de

la page 74.

2.3.2 Cas géneral

On considére maintenant un k = 2q quelconque. On fait le calcul par induction sur
g. Pour décomposer le if-module Apm£ en sous-if-modules irréductibles, on commence,
comme pour q = 2, par décomposer la restriction de m£ a S0(2) x S0(2q—2) x SO(n—=2q)
puis celle de Apm£ restreint a S0(2) x S0(2g —2) x SO(n —2q) et on remonte ensuite a
K comme dans le cas q = 2.

Comme = V(Ai + AB+i), il suffit d’étudier la restriction du SO(2qg)-module V(Ai)
a S0(2) x S0(2g —2). En utilisant un cas particulier du théoréeme 2.2.5, on trouve que :

n A)ISO(2)xS0(2g-2) = VYA) © V(-Ai) ©V (\2),
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ol V(xAi) est trivial et V(A2) est la représentation standard de SO(2q—=2). Donc :

VA +W)gO2EAL-28AZ- v (h + \+i) OV-A +AH) B (x2 + AH),
en tant que SO(2) x SO(2g —2) x SO(n —2g)-modules.

On note Ui = F(AX + Acti), U = V(—AI + AMi) et Us = V{X2 + AM).
Proposition 2.3.6 La décomposition Apm¢ en sous-K-modules irréductibles s effectue par
récurrence. Les étapes sont les suivantes :

(i) La premiére étape de la récurrence est assurée par la proposition 2.3.5.

(ii) La restriction de Apm£ a 50(2) x S0(2g—2) x SO(n—2q) se décompose de la maniere
suivante :

AmE — X Al ® AP SAKUS.
i++k=p
- Comme U\ et U: sont isomorphes a la représentation standard de SO(n —q), la
décomposition de A'Ui SAW: est déterminée en utilisant la proposition 2.3-4-

- La décomposition de AkWhos effectue en utilisant I'hypothese de récurrence.

(iii) Pour retrouver la décomposition de Apm” en tant que SO(2q) x SO(n —2q)-module,
on regroupe les So (2) x SO(2q —2)-modules irréductibles intervenant dans la décom-
position en So (2q)-modules irréductibles.

2.4 Exemple

Nous allons traiter I’exemple particulier G = S0(7) et K = S0(4) x S0(3).

On commence par la décomposition de Apm£E en sous-if-modules irréductibles. Pour
cela on utilisera les résultats obtenus dans le paragraphe précédent.

Tout d’abord, on a :

V0,i®Vo,i C © V(7i) © V(27i)
Vo,i®Viii * V(7i) ©F(27i) © V(37i) (2.19)
Vi,i®7i,i COV(71) ©F(27i) ©F(37i) ©F(47i).

En utilisant les egalités (2.15), (2.17), (2.18), (2.19) et la proposition 2.3.5, on obtient
la décomposition de Apm” en sous-ii x SO(3)-modules irréductibles. Le tableau suivant
contient les plus grands poids des sous-if x SO(3)-modules irréductibles, de Apm£, pour
tout 1 < p < 6. On lit les colonnes de la fagon suivante :

- En téte d’une colonne on a I’espace Apm” qu’on décompose, pour un p fixé.

- Le symbole p.g.p. désigne le plus grand poids d’un sous-module irréductible appa-
raissant dans la décomposition.
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- Le symbole m. désigne la multiplicité avec laquelle intervient I’espace de plus grand
poids p.g.p. dans la décomposition.
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Le tableau suivant contient la decomposition explicite des SO(4)-modules irréductibles,
dont les plus grand poids sont désignés dans la colonne gauche, en sous-if-modules irré-
ductibles. Les plus grands poids donnés par la colonne droite sont ceux des if-modules irré-
ductibles intervenant dans la décomposition du SO(4)-module en question. La multiplicité
des if-modules obtenus dans la décomposition est 1. Par exemple, la premiére ligne du
tableau signifie que la restriction du SO(4)-module V(Ai) a if = SO(2) x SO(2) se décom-
pose en F(AX ©F(-AX) ©V(X2) ©F(-A2).

Ces valeurs vont étre utilisées pour retrouver la if-décomposition irréductible des if-
modules Apmic, a partir de la if x SO(3)-décomposition déja décrite. Le calcul se fait en
utilisant un cas particulier du théoreme 2.2.5.

p.g.p. dans SO(4) p.g.p. dans SO(2) x SO(2)

Al +Ai, +A2

A+ A 0, x(Ai + A2)

A - R 0, £(Ai - A?)

2AX 0, dbAX+A2, +2AX, +2A2

2AI + A2 +Ai, A2, £(2Ai + A2), =(Ai + 2A2)

2AI —A2 +Ai, A2, +(2Ai —A2), £(Ai —2A2)

2Ai + 2A2 0, £(Ai + A2), £(2Ai + 2A2)

2A) - 2A2 0, £(Ai -A2), £(2Ai -2A2)

A A, A2 134, 1382 A+ AR 1A £28

AN+AR Q 2A, JAzﬂ+Azi(2A+2® i(?A+Aa,i( +39)
AR 0, 22, 42/, +Ai + /2, HON 29, H3A ), HA —3D)
AR AA AR
A- 220 A, if;, HOA A+ OA% D) +{3A
A+ 0 HA+A), HA +28), H3N +39)

3AI - 3A2 10, £(Ai - A2), £(2A - 2Aa), £(3AX- 3A?)

Ensuite, pour obtenir la if-décomposition irréductible de Apm”, on remonte du sous-
groupe if a SO(4), en utilisant la formule de décomposition d’un SO(4)-module irréductible
en sous-if-modules irréductibles, mais en "sens inverse", i.e. regrouper les données du
premier tableau en se servant du deuxieme. Les décompositions obtenues sont données par
le tableau ci-dessous.

On remarque que pour 7 <p < 12, ApomE = A2 pmE car dimmE = 12.
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Nous allons maintenant utiliser le théoréme 2.2.6 pour calculer, lorsqu’elle n’est pas
nulle, la multiplicité d’un if-module V', apparaissant dans la décomposition de Apm£E,
comme sous-if-module d’un certain G-module V.

Supposons que V' a pour plus grand poids A; = k\Xi + £'k2X2+ "3X3, avec ki>k2>0
et £3 > 0. Si V' est un sous-if-module d’un certain G-module irréductible V de plus haut
poids A = h\X\ + /12A2 + /13A3 ou /ii > /i2 > /13 > 0, apparaissant avec une multiplicité
mkiMi al°rs & < 1 mkiM est * coefficient de e((ki -f-)Ai + &A2), (& > "2 > 0), dans :

\ s{h.iX\) siXi) NARD (2220 5(12,39)

s 3\ (Q
a(alo .
faiol iz kig <A (i) SA/2)* 2)

ou la somme porte sur les entiers fci,2 et kij qui vérifient :

max(/i3, ¢3) < ¢1,2 < h\

Kis < h2 (2.20)
0< ¢13< fd2)
et les Ir,i sont donnés par :
/i,i = h\ —max(/i2,¢12) + 1
A2 = min(/i2,¢1,2) - max(h3,kh3) + 1
13 = min(/i3,¢1)3) + 1/2 (2.21)

22 = ¢12 - max(fci,3,13) + 1
k 23 = min(fci,3,fc3) + 1/2.

On traite tout d’abord le terme :

s{h,iX\) s(h2Al) gQi3Ai) s(12,2X2) 123

. . (2.22)
s(AI) ' s(AX) "s(Ail2) s(A2) s(A2/2)

il est égal a :
y~I e((h,i + ¢12+ ¢1,3—5/2 —2ri —2r2 —r-3)Ai + ((22 + 23 —3/2 —252 —S3)X2),
nr2,r3,52,S3
ou ri, r2,r3,s2, S3 vérifient :
0<n <hi- max(/i2,&)2 = ¢11- 1
0 <r2< min(/i2, ¢1,2) - max(/i3,&)3) = (12- 1
0 < r3 < 2min(/i3, fcii3) = 2Zi)3- 1 (2.23)
0< 2 <fai2- max(kit3; k3) =h2~1
k0 < S3< 2min(fci)3, f3) = 223 - 1-

Ainsi, I’expression donnée par (2.22) devient :

y=1  e((hi- [fi2- X2~ 13- &13|- 2ri- 2r2- r3)Ai+ (E12- 18i3—*31—252—S3)A2),

~1,1%2,73j32,33
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et la somme porte sur les r* et § donnés par (2.23).
Soit rrik le nombre de fois qu’un e(k\\) apparait dans

53 e((fi - i2- Ko\~ \3- )3 - 2rx- 2r2- r3)Ai),

T1,T2,rz

ou la somme porte sur ri,r2,r3 vérifiant les conditions données par (2.23).
De méme, on note n* le nombre de fois qu’un e(kX2) apparait dans

fo,2-mex(fdi, 3A3) 2min(AiBfd)
53 e((M>2 - 1M3 - AL - 2%2 - «3)A2).
0 530
Ona:
lij min(/iz fci,2)
n Kik2 ~ E E (ro1+272 FMKINKR - wgeiviinteorl  Taki- INfe2+1)-
*1,2=niax(/i3,fc3)  fci,3=0
On pose :
Ki. —1M3 —k3\- 2s2—s3 = k2-
On obtient :
0<s3=kiz - |fsi,3- &) - 252-k 2 < 2min(fci)3 13),
ie.

kKiz- h,3- h-k2<2s2<ki,2- [fci8—A3| —k2.
Pour simplifier les expressions, on pose :

f a=kiz- klt3- k3- k2
\ b=kit2- \ki,3- k3\- k2.

Notations 2.4.1 Si x est un reel, on désigne par [a] la partie entiére de x et par [X]+ le
nombre x lui méme, lorsqu il est entier, et sa partie entiére plus un, sinon.

On a alors :

min(fci,2—max(Ai,3 A3), [}])

00=

= max "0; min Mei2- max(fci)3 f3), * N - max "0, | + 1N

S2=max(0,[|]+)

On procéde de la méme facon avec le premier facteur. On pose :

hi —\nh2 —ki,2\—\n3 —&i)3 —2*i —2r2—3 = Kki.
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On a alors :
0 <rs=hi- \h- fei]- [*3 - fci,3| ~ 2t - 2r2- fei < 2min(/i3, 93,
ce qui entraine que :
hi - \ho - kid-h3- fci3-ki- 2ri <2r2</ii- |li2- &2|- Ji3- h B~h~ 2ri.
Pour simplifier les expressions, on procede comme dans le cas précédent et on pose :

(c= hi - \ho - KitA-h 3- ki<s -Ki - 2ri
d=hi-\h2- Kit2\- |hs - fei)3-ki- z2rx

On a alors :
max (0, !) < r2< min (min(/i2,k\t2) - max(/i3, &,3); 0

ce qui implique :

/il—m;x(/i2>fd,2) s * "d"[ \ ¢ rci+N \
n2 max ~0;min |min(/i2,fei® - max(/i3,fci,3); - j - max "0, [-] J + 1

En remplaccgant les expressions de m/t et nk dans mkuk2, on obtient la multiplicité deman-
dée.
Le programme de I’annexe B permet de calculer explicitement les multiplicites
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Chapitre 3

Exemples de variétes isospectrales
non isometriques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on rappelle les constructions de variétés isospectrales et non isome-
triques obtenues par A. Ikeda dans les articles [26], [28], [27] et [29]. Il s’agit précisément
d’espaces lenticulaires et de quotients de la sphére et de la grassmannienne par des groupes
d’isométries finis, non cycliques et sans point fixe. On ne donnera pas toujours les preuves
de A. Ikeda, mais dans certains cas, on montre que les varietés en question veérifie les hy-
pothéses du théoreme 3.4.1 de T. Sunada, pour prouver qu’elles sont p-isospectrales pour
tout p. En fait le théoreme cité est une généralisation du théoréeme de T. Sunada [40], qu’on
trouve dans les références [13], [3] et [4].

On commence par donner certaines propriétés des variétés étudiées et quelques défini-
tions utiles dans la suite. On décrit ensuite les résultats obtenus par A. lkeda dans [26]
et [28] qui consistent @ montrer que pour tout entier p, il existe des espaces lenticulaires
&-isospectraux pour tout k < p mais non (p + I)-isospectraux. Il est facile a voir que ces
variétés ne vérifient pas les hypotheses du théoreme de T. Sunada puisqu’elles ne sont pas
isospectrales pour les formes différentielles. Finalement, on décrit les quotients de la sphére
et de la grassmannienne par des groupes d’isométries finis, non cycliques, sans point fixe
et de type 1, qui sont irréductibles et isomorphes. Pour ces cas, on ne donne pas exacte-
ment les preuves de A. lkeda mais on montre que ces espaces satisfont aux hypothéses du
théoreme de T. Sunada. On montre ainsi que les quotients de la sphere sont p-isospectraux
pour tout p. Il en est de méme pour les quotients de la grassmannienne.

A. lkeda utilise la classification de ces varietés, décrite dans le livre de J. A. Wolf (voir
[45]), pour montrer qu’ils ne sont pas isométriques.

85
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3.2 Quotients de la sphére et de la grassmannienne

Soit S2n~1 = SO(2n)/SO(2n —1) la sphére de dimension 2n —1, G92n(K) la grass-
mannienne de dimension q(2n —q), et T un groupe fini sans point fixe (définition 3.2.1) de
0(2n). Le groupe T agit sans point fixe sur S2'-1 et sur Gg2n(®) et on a donc des variétés
riemanniennes T\52n 1 et r\G @n(R)-

Définition 3.2.1 Un sous-groupe fini F du groupe orthogonal 0(n) est dit sans point fixe
si tout élément non trivial de F ne peut pas avoir 1 comme valeur propre. Une représenta-
tion orthogonale d’un groupe fini est dite sans point fixe si elle est fidéle et son image est
un sous-groupe sans point fixe du groupe orthogonal. Un groupe T est dit sans point fixe
s’il a une représentation finie sans point fixe dans le groupe orthogonal.

On a la propriété suivante :
Lemme 3.2.2 [25] Un sous-groupe sans point fixe de 0(2n) est contenu dans SO(2n).

Les espaces quotients de la sphére et de la grassmannienne de dimension impaire seront
les seuls a étre considérés dans ce chapitre. En fait, il n’y en a pas beaucoup en dimension
paire. La definition suivante sera utilisée dans la suite.

Définition 3.2.3 Soit G un groupe de Lie et Ti et r 2 deux sous-groupes de G. On dit que
Ti et r 2 sont presque conjugues dans G sl existe une bijection f de Ti sur r 2 telle que
pour tout a GTi, f(cr) et a sont conjugués dans G par un élément qui dépend de a.

Dans la suite, on va étudier deux types de formes d’espaces sphériques (quotients de la
sphére). Le premier est le quotient de la sphere par un groupe d’isométries cyclique, fini et
sans point fixe. Nous allons décrire de tels espaces fc-isospectraux jusqu’a un certain ordre
p et non (p+ I)-isospectraux. Le deuxiéme type est le quotient de la sphére par un groupe
d’isométries fini, sans point fixe et de type 1; on en décrit qui sont p-isospectraux pour tout
p. On décrit aussi des quotients de la grassmannienne par des groupes d’isométries finis,
sans point fixe et de type 1 qui sont j>isospectraux pour tout p. On rappelle la définition de
variétés p-isospectrales. Pour cela, on rappelle la définition du spectre du laplacien agissant
sur I’espace des formes differentielles.

Si (M,g) est une variété riemannienne avec une métrique riemannienne g, on désigne
par d I'opérateur de différentiation extérieure, agissant sur C°°(APM), I'espace des p-formes
différentielles sur M, et on note 8 I’adjoint formel de d relativement au produit scalaire
induit par la métrique g. Le laplacien noté A (ou Ap) est défini par :

A = do+ 5d.

C’est un opérateur différentiel elliptique, auto-adjoint, agissant sur C°°(APM). Si M est
une variété compacte, I’ensemble des valeurs propres de Ap est discret. On notera cet
ensemble comme une suite de réels ordonnés dans |’ordre croissant :

0< <o,
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ou chacune des valeurs propres A? sera répétée un nombre de fois égal a sa multiplicité qui
est par definition la dimension de I’espace propre E*p correspondant.

Définition 3.2.4 L ensemble des valeurs propres de Ap est noté Spe<?(M,g) et appelé le
p-spectre du laplacien de (M,g). Le O-spectre du laplacien (ou spectre des fonctions) sera
noté simplement Spec(M,g).

Définition 3.2.5 Deux variétés sont dites p-isospectrales pour un certain p si elles ont le
méme p-spectre du laplacien. Si deux variétés ont le méme spectre des fonctions, on dit
simplement qu’elles sont isospectrales.

3.3 Quotient de la sphére par un groupe cyclique

3.3.1 Description et propriétés

Un quotient de la sphere par un groupe d’isométries cyclique sans point fixe s’appelle
un espace lenticulaire. C’est une variété riemannienne compacte, connexe, de groupe fon-
damental cyclique et de courbure sectionnelle constante égale a 1.

On va décrire explicitement un espace lenticulaire L de dimension 2n —1 et dont le
groupe fondamental T est d’ordre q.

Soit A le générateur de T. Supposons que les valeurs propres de A sont exZiirp’/?,
(I < i < n) avec Pi,i>2>m,Pn des entiers premiers avec g (puisque T est sans point fixe).
La matrice A est alors conjuguée dans 0(2n) a la matrice :

(r (90) 0) \
0= R{ON 3.1)
\(0) R{@n)
ou 9i = 2Trpi/q pour tout 1 < i <n et
cos9 sin#
m —sinQ cos 9,

Le groupe T est donc conjugué dans 0(2n) au groupe (a) engendré par cette matrice.
Ainsi, les quotients r\52n-1 et (a)\S2n~1 sont isométriques.

On suppose alors que T = (a). C’est un sous-groupe cyclique, fini, sans point fixe,
d’ordre q du groupe orthogonal SO(2n). L’espace

L(g:p1,...,pn)=T\S2n L

est un espace lenticulaire de dimension 2n —1, dont le groupe fondamental est d’ordre q.

On décrit maintenant les espaces considérés dans ce paragraphe. Soit C(q, n) la famille
des espaces lenticulaires de dimension 2n —1 et dont le groupe fondamental est d’ordre q.
On définit :

¢ofa,n) = {L(q :pi, ....pn) € C(q,n); pi jE£pj (modq), 1<i<j< n}.
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L’ensemble des classes d’isométries de ¢o(qg,n) (resp. C(q,n)) est noté Co(q,n) (resp.

C(q,n)).
On a la caractérisation suivante :

Théoreme 3.3.1 [31] Soit L\ = L(q :pi,...,pn) et L. = L(q : si,...,sn). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) L\ est isométrique aL2.
(if) Li est difféfomorphe a L2.
(iii) L\ est homéomorphe a L2.

(iv) Il existe un entier | et des nombres £:,...,.en de {—1,1} tels que (pi,—pn) soit une
permutation de (silsi,...,Enlsn) modulo q.

Remarque 3.3.2 Pour un entier m, soit Km le groupe multiplicatif formé des classes
d’équivalence modulo m des entiers premiers avec m. On désigne par <) |’ordre du
groupe Km. Par définition $>est lafonction d Euler. Si m est un nombre premier, on sait
que Km est cyclique d’ordre m —1.

On suppose maintenant que g est un nombre premier et que n > 3. On pose g0 —<0),
i.e. @ = {Q—1)/2 et on suppose que o > n + 2. Ainsi, g doit étre supérieur a 11. On
pose kK = go—n et L = L(q :pi,...,pn) S Co(q,n). Soit qi,...,qk des entiers tels que
I’ensemble {pi, —p2,...,pn, ~Pn,Qi, e ~Ck} (mod q) soit le groupe Kg. On définit
alors la matrice a du groupe SO(2k) par :

(R(<*1) (o) #

a= R(@2) (32)

V(°) R(0k)j

ou pour tout 1 < i < k, ai = 2xqgi/q. Soit T le groupe cyclique engendré par <. C’est
un sous-groupe fini d’ordre q de SO(2A) sans point fixe. Ceci permet de définir I’espace
lenticulaire de dimension 2k —1 :

L=L(g:qu ...,gk) = T\S2k-\

Proposition 3.3.3 [28] Soit L\ = ri\52n 1 et L2 = r 2S'2n_1 deux espaces de Cq(q,n).
Pour que L\ et L. soient isométriques il faut et il suffit que L\ et L. le soient.

Preuve : Si I’ensemble {£pi,..., £pn, %qi, .., =gk} est un ensemble complet d’entiers pre-
miers avec q (i.e. I’ensemble des classes d’équivalence de ces entiers est Kq ), alors, pour
| premier avec g, {xlIpi, ...,xlpn,xlqi, ...,xlgk} est aussi un ensemble complet d’entiers
premiers avec g. La proposition est alors une conséquence du théoréme 3.3.1. 0

Cette proposition permet de définir une bijection u de Co(q,n) sur Co{q,k) en posant
u>L) = L pour tout L € Co{qg,n).
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On suppose maintenant que k = 2 et on définit pour tout entier r > 0 une famille
d’espaces lenticulaires Cr(qg,n), contenue dans Co(q,n), en posant :

£r(0,2) = {L{g :qug2) GC0{q,2); aqi +bg2™ 0 (mod q), 1< |a| + |6] < r + 2},

et
Cr(q.n)=U) 1(CT(q.2)).

Le théoréme suivant constitue le résultat principal de I'article [28] de A. Ikeda.

Théoreme 3.3.4 [28] Soit g un nombre premier supérieur a 11 tel que go = n + 2. Soit
L\ et L2 deux espaces de Cv(qg,n), oup est un entier positif. On a :

1. L\ et L2 sont k-isospectraux pour tout k = 0,1, ...,p.
2. SideplusL\ GCp+i(g,n) maispas L2, alors L\ etL 2 ne sont pas (p+1) -isospectraux.

3.3.2 Preuve du théoréeme 3.3.4

Dans ce paragraphe, on présente la preuve du théoréme 3.3.4 donnée dans I’article [28].
Dans [28], A. Ikeda a caractérisé les espaces sphériques isospectraux a I’aide des fonc-
tions :
Flir:z) =Y"' Xma’
¢ rdet(z- a)
définies sur les nombres complexes, pour tout entier p. En effet il a démontré la proposition
suivante :

Proposition 3.3.5 [28] SoitM =ri\52n 1 et N = T2\52n 1 deux espaces sphériques et
p un entier. M est k-isospectral a N pour tout k <p si et seulement si :

Fk{Ti :z) = Ff(r2:2z) pourtoutz GC et k <p.

Théoréme 3.3.6 Soit M =ri\S'2n 1 et N = r2\52n 1 deux espaces sphériques. M et
N sont p-isospectraux pour tout p si et seulement si pour tout w et z complexes, on a :

det(i<; —a) _ ™ det(w —r)
creri 9P A 1, detiz —)

Preuve :Ona:
n

det(te-a) =5](-1)V (* &

donc,
Zn

det w —a) )kp k .
-1 Iz wk.
ET det|[z °) k:O( (
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Corollaire 3.3.7 Soit M = ri\S2n.1 et N —r252n 1 deux espaces sphériques. Sl
existe une bijection € : Ti > r 2 telle que tout élément a de Ti soit conjugué a <) dans
0(2n) (i.e.T\ eiT2 sont presque conjugués dans 0(2n)), alors M et N sont p-isospectraux
pour tout p.

Si on pose £ = @ = exp(2iri/q), alors a a 2n valeurs propres :

r ,r pv..,f"  rpn-

Ainsi, pour tout 0 <t <q—1, ona:

det(z- v')=n<z - &*)(*- r ‘p0- (3-3)
=ik
Corollaire 3.3.8 On suppose que n = 2. On a les assertions suivantes :
i) L(q :pi,p2) GCo(q,2) est isométrique a L(q : 1,t) pour un certain t.
i) L(q :1,s) etL(qg :1t) sont isométriques si et seulement sis = =t (mod g) ou st = =1
(mod g).
iii) [£0(9)2)] = [9>0)/4], ou O designe lafonction dEuler.

Dans [31], A. Ikeda et Y. Yamamoto montrent le théoréme suivant :

Théoreme 3.3.9 Deux espaces lenticulaires de dimension trois, 0-isospectraux, sont iso-
métriques.

On va décrire maintenant les résultats de A. Ikeda pour les espaces lenticulaires de di-
mension 2n —1 ou n > 3 et dont le groupe fondamental est d’ordre g premier. On pose
H= 2, i-e. 0 = (q—1)/2 = n +k pour un certain nombre k qu’on suppose supérieur
a 2. On trouve une certaine «dualité» entre les espaces lenticulaires de dimension 2k —1 et
ceux de dimension 2n —1 > 5, ayant les groupes fondamentaux du méme ordre g. Le cas
particulier k = 2 permet de décrire les espaces de dimension 2n —1, isospectraux jusqu’a un
certain ordre, en utilisant les résultats obtenus en dimension 3. On va maintenant décrire
I’enchainement de son calcul.

Remarque 3.3.10 Si g est un nombre premier impair, on sait que le g-eme polynéme
cyclotomique est donné par :

N7 =~ )
(2=~rr. y

ou T) parcourt les racines g-emes de |'unité, sauf 1. Ainsi, d’aprés (3.3),
tpg{z) = det(z —a*) det(z —0t), Vi~ 0 (mod Q). (3.4)

On pose :

o— 7

yq,n(pi, -,Pn) ='52Y[{Z ~ ?Pi){z ~ C tPi) = N det(* ~ <A
t=1¢=1 t=1
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Proposition 3.3.11
21

1pa,n(pi,-.Pn) = 1T (-1)Ta*Zl’
0
avec .

ai = Uzn—+ pour touti G{0, 2n}, ao=g—1, ai=-2n, az=n(q—=2n+ 1).
Preuve : La premiére egalité résulte du fait que (z—Qtp') (z—C~tp') = (zEtpi ) (zE~tpi —2).
La deuxieme est facile a voir. Pour les autres,

9-1
ai=- Y (~ttA~t~tP~- " 2P~ £"Pn) = —2n,
=i

et

02

E[«+ E. E£HP<<P
=1\ I<z<j<n

(g—hn+ X —4 = (g—)n —4-"n m—= n(g —2n -(-1).
I<t<j<n

Théoreme 3.3.12 [28] Soit L\ = ri\S2n-1 ei L2 = r 2\iS2n-1 deux espaces de £0(q,n).
Pour que les variétés L\ et L2 soient p-isospectrales pour tout p, il faut et il suffit que
L\ = lG(Li) et L2 = u(L2) le soient.

Preuve : D’apres le théoréme 3.3.6, L\ est p-isospectral a L2 pour tout p si et seulement
Sl :

det(tl —cr) _ ™ det(il —1) .o

det(/z —a) det(; —) "

<reri r€r2

Or

det(w —a) _ det(u> —c) det(z —W) _ det(u; —a) det(z —f)

det(z —cr)  det(z —o) det(z —c) §9(2) (3.6)

En utilisant ceci dans I’équation (3.5), on trouve :

Y t det(iu —cr)det(z —&)= ~ det(w —r) det(z —¥).
creri rer2

En échangeant les roles de w et z et en utilisant I’équation (3.6), on trouve :

det(iu —) _ " det(ti —)
det(; —a) or2 det(; —) "’

(Tor!



92 CHAPITRE 3. EXEMPLES DE VARIETES ISOSPECTRALES

ce qui montre que L\ et L2 sont p-isospectraux pour tout p. Ceci démontre aussi la réci-
proque, parce que (r) = T. 0

Soit A le laplacien agissant sur I’espace des fonctions C°° sur L(q :pi,...,pn). Les va-
leurs propres de A sont de la forme k(k+2n—2), k = 0,1,2,... ; on note Ek(k+2n_2) I’espace
propre de A ayant k(k + 2n —2) pour valeur propre. On définit la fonction génératrice
Fq(z :pi,...,pn) sur les nombres complexes, associée au spectre de A sur L(q :pi, ...,pn)

par :
00

Fo{z:pi,...,pn) = J2dim (E k{k+2n-2))zk-
k=0

La fonction génératrice est rationnelle :
F.,(z :pi, ...,p,) = -9 n?=i(z _{tpi)(z _rlpi). (3.7)

Les espaces lenticulaires L(q :pi,...,pn) et L(q :si,...,sn) sont O-isospectraux si et seule-
ment si leurs fonctions génératrices sont identiques (voir [31]).

Proposition 3.3.13 Soit g un nombre premier impair et L(q : p\,...pn) un espace de
£0(g,n). Onpose k =qg—n. Ona:

) 1 1_22 Aa_klidi, . .d-ll') - ﬁ
FQ\Z <P ?ee¢iPn) 9 ]I(I ) Z\r2rr11 V{I |)\ JI
ouqi,..., gk sont des entierstelsque { £+ p i , £ 9 i ) «?+Qk} forment un ensemble com-

plet d’entiers premiers avec q.

Preuve : Ceci est une conséquence de (3.7) et du fait que pour tout t*a 0 (mod ¢),

*m=(Nn(z-1,, )(z-r'’9) in(z-1"(z-«1*)] *

Ce qui préecéde nous permet de montrer la proposition :

Proposition 3.3.14 Soit L\ = L(q : pi,...,pn) et L2 = L(q : si,...,sn) deux espaces
de Co(qg,n). Si g est un nombre premier impair, alors L\ et L2 sont O-isospectraux si et
seulement si :

vinach - ofe)  JOKH> > ey
ou k = go—n etqi,.., gk,t\,..., tk sont des entiers tels que {£pi,..., Pm £9i> el _Qk\ ef
{zsi,...,£sn,%ii,...,£tjb} soient deux ensembles complets d’entiers premiers avec g.

Théoreme 3.3.15 [26] Soit g un nombre premier supérieur & 11. Si go= n+ 2 alors deux
espaces de Co(qg,n) sont O-isospectraux.
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Preuve : C’est une conséquence de la proposition 3.3.14 et du fait que ~,2 ne dépend que
de q d’aprés la proposition 3.3.11. 0

Théoreme 3.3.16 [28] Soit g comme dans le théoreme 3.3.15. Deux espaces non isomé-
triques de Co(q, ri) ne peuvent pas étre p-isospectraux pour tout p.

Preuve : Soit L\ et L2 deux espaces de £0(g,n) qui ne sont pas isométriques. D’apres la
proposition 3.3.3, L\ et L2 ne sont pas isométriques. Comme L\ et L2 sont de dimension
trois, ils ne sont pas O-isospectraux d’apres le théoreme 3.3.9. Ceci implique que L\ et L2
ne sont pas p-isospectraux pour tout p d’aprés le théoreme 3.3.12. 0

D’apres I’expression de FP(T :z) et I’équation (3.4), on a :

_ Yiaj) CL
®-z) = Y-

PP ) F“ det(* - fft)

1

det((z-a
g o<V Wa\2)

i
cE.(* T A+ (*_i F)m‘

Comme det(z —¢*) —X)0=0(—0°x° ona:
E *V) dts- Wy = (-1)E xV)xv)) =
t=I 0=0 \t=1 /

Comme le coefficient de za est égal a celui de z4-a, il suffit de calculer les coefficients de
1,z et z2.

[p/2]

E*XV) =E E £c#@taw,

t= d=0 I<ji<...<jp_2d<~ t=zl

b/2 2 " (LA (11 3
ExVKV) = EE E  foyfrrsmyee
t=1 d=0 2=1 I<jl<...<jp_2d<W t=I

[Pra1

tH
X

=
X

=
I

E o B G2 HTE 4B A (1)

&0 I<ji<..<p2d<n =]

Pourr > lets >0, on pose :

Kr = {(ui,....,ur)eZr0<ui <..<ur>qUi+U £0 (modq)Vi"j},
Kr(c[\,g2) = {(ui,Uj.) GKr\o” (mod ¢)VI <i”r,j —1,2},
Ar (s) = {(ui,...,ur) €ifr;«i + ...--ur =s (mod ¢)},

Ar{qi,g2;s) Kr(qi,g2)n{Ar(s)UAr(-s)).

Si s = 0 (mod @), on désigne Ar(qi,q2-,s) par Ar(qg\,q2).

3
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Proposition 3.3.17 Soit L\ = L(q : pi,...,pn) et L2 = L(q :si,...,sn) deux espaces de
Co(q,n) tels que L\ = L(q :qi,q2) et L2=L(q :t\,t2). L\ et L2 sont k-isospectraux pour
tout k <p si et seulement si pour toutr = 1,....p :

\A(gi,Q2)\ = \Ar(ti,t2)\,
\A(qi,qziqgi)\ + \Ar(qi,g2-,g2\ = \Ar(ti,t2'ti)\ + \Ar{ti,t2;t2)\,
\Ar{qi,q2-gi + Q)| + |Ar(gi,g2;?i - T 2)] = VA{ti,t2;ti+ t2\ + \Ar(ti,t2\ti-t2)\

Preuve : C’est une conséquence de (3.8) et de la proposition 3.3.5. 0

Lemme 3.3.18

1 |Ar(s)| = |Ar(l)], Sis~ 0 (mod Q).

2. |Ar(0)] * |Ar(D)].

Preuve :

1. Si « est un entier, on désigne par U la classe d’équivalence de U modulo (. Si
(«i,..,ur) G < (l), alors (suT, ...,5iC) G Ar(s) a une permutation prés. Cette cor-
respondance est une bijection entre Ar(l) et A-(s) pour Sja0 (mod Q).

2- 1C«=0 W-T(5)I = \Kr\ = Cqg_Vv En utilisant la premiére partie on trouve :

Ar
Ar(0)[-M ¢-1) A r(1)] 'g-V
Si |j4r(0)| = |j4r(l)|, alors ¢|Ar(0)] = CE_Ii, ce qui n’est pas possible puisque ( est

premier.

]
Lemme 3.3.19 Pourr >3, ona:

\Ar(qi,g2)\ = V\Ar{0)\-\Ar-i(qi,q2;qi)\-\AT-i(qi,q2;02)\
-\Ar-2(qi,q2;qi+ g2\ - |Ar_2(ci, g2\g\ - ®)].

Preuve : On décompose I’ensemble Ar(0) en la réunion disjointe de Ar(Qi,q2) et du sous-
ensemble Al d’éléments (tii,..., ur) de Ar(0) tels que pour au moins un i 6 {1,..,r} et
un j G {1,2}, Ui = £qj (mod ). Le nombre des %vérifiant cette condition ne peut pas
dépasser 2 puisque +Ui2~ 0sii\ ~ i2.0n décompose ensuite Alen une réunion disjointe
A\ U Al2 ou AJ est le sous-ensemble correspondant a I’existence d’un seul i et A2 est celui
correspondant a I’existence de deux i. Maintenant, A[ n’est autre que Ar-i(qi,q2;qi) U
AT-i{qi,q2\g2) et A'2 n’est autre que Ar-2(gx,q2-,gi + g2) U Ar-2(g\,g2;qi -q 2). D ’ou le

lemme. i

On démontre de la méme fagon le lemme suivant.
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Lemme 3.3.20 Soit L(q :91,92) € Cr(q,2). Pourr >3 et {i,j} = {1,2}; on a :

1. |Ar(9L %2 9i)l 2|Ar()| —Ar_i(gi, &) 29))| —=2[j4r_i(gi, 2|
-|4r-i(9i,92719i + 92)1 - 17-1(91,92; 91 ~ 91
-|Ar_2(91,92;29 + 9,-)| - P -2(91,92;29*- 9j)|
-2|™Nr_2(9i,92;9i)[-

2= |~r(91,925 91 +92)1

21Mr(D)] - |Ar_1(ci,¢2;2¢i £¢2)| - |™r-1(91,92591 +292))
-~ r_i(g1,92;9i)] ~ [Mr—2(91,925 R)1 - |Ar_2(9i,92;29i +2g2)|
—Ar_2(9i,92;291)| - |A.—2(9i,92;292) - 2|A-2(9i, R)1-

3. |.Ar(9i,92;s)]

217 (D] - |~Mr_1(9i,92;s + 9i)| - |Ar_i(9i,92;5-9i)|
-\Ar-.i(gi,q2;s + g2\ - \AT-1(qi,q2\s - g2)\
-|Ar_2(91,92;5+ 91 + 921 - |Ar_2(9i,92;s + 9i -92)1
—A-2(9i,92;s —91 +92)1 - \Ar-2(qi,g2]S-qi-q2)\
Sisjé 0,+91,+92,+(91 £ 92) (mod 9).
Les deux lemmes suivants sont faciles a démontrer.
Lemme 3.3.21 Soit L(q :91,92) G£0o(q,2). On a:

1- |™i(91,92)|=0.

& |Mi(91,925Q)\ = 0, pourj =1,2.

3. 11(91,92;8)1= 2, si s €0,+9i,+92 (mod 9).
Lemme 3.3.22 Soit L(q :91,92) GE£1(9,2). On a :

1- 1-72(91,92)1=0.

2. |A2(9i, 92;9))1 = 2|A2(1)| —4, pourj = 1,2.

5 172(91,92; 9i £92)1 = 2[j42()I - [>1i(9i, 92; 291 £92)1 - |-4i(9i,92; 91 + 292)1 - 2.

4- 172(91,92;5)\ = 2JA2(1)| - 1AI(91,92;s + 91)1- |Ai(9i,92;s - 9i)| - \Ai(qi,q2-s +

RL- |Mi(91,92; «- 91, sis™ 0,£91,+£92,£(91 £ 92) (mod 9).

La proposition suivante est une conséquence des lemmes 3.3.20, 3.3.21 et 3.3.22.
Proposition 3.3.23 Soitr >3 et L(q :91,92) GCr(g,2). On a:

1. |Ar@L92) = cril+ 53 ~,006{|Af1,92; A+ ~o21 + [Al(91,92i °91 —292) 3,

I<a+o<r—4
a,6>0

2. 1 (91,92;9D)1 + |A-(91,92;92)] = Crl
+ 53  C'r,1,0,6{]AI(91,92;001 + i>92)| + |~1(91,92;091 —i>92)[},

I<a+b<r
a,6>0

3. |JAr(91,92; 91 + 92)1 + 1 (91,921 91 —92)1= Cr.2
+ 5Z  7,206(1M (9 92 091+i>92)|+ 1M (91, 92; 091-192)1},

I<o+6<r+l
a,6>0
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ou les constantes Cr¢, et Crtisgo>*= 0,1,2 eta,b> 0,1 < a+b < r—+i sont indépendants
de L(g :qi, g2) € Cr(q, 2). De plus, pour uni fixé (i = 0,1 ou2), les constantes Crli=gr+i-a,
0 < a<r+i, nes’annulent pas et ont le méme signe.

Preuve du théoréme 3.3.4 :

1 Soit L\ GCp(q,n), avec L\ = L(g :g\,g2). On a:
agi £bgz o (mod q), Va,6; 1< |a] + B <p+ 2.

Ainsi, si 1 < |a] + |6] < p + 1, alors aq\ + bgg * 0,%xq\,£q2 (mod ). La premiére
partie du théoréme 3.3.4 est alors une conséquence des propositions 3.3.17 et 3.3.23.
2. Si L\ 6 Cp(q,n) et non dans £p+i(qg,n), avec L\ = L(q : qi,q2). Il existe un seul
couple d’entiers ao,&0 tel que aoc¢i + &2 = 0 (mod ) et |ao] + jfed = P+ 3. On
suppose que ao,bo > 0 et que bo > 2 alors aoqgi -+ (60 ~ 1)?2 = —2 (mod g) ou
aogi—bo—)q2 = gz (mod q). Pour le reste de couples a, btels que 1 < |a|+|6] < p+2,
agi = bap » 0,%qi,xq2. Si L. € £p+i(¢,n) avec L. = L(q :h,t2), alors pour tout
a,btelsque 1< |a] + |6] <p+ 2,ail £ btz * 0,%¢1,£¢2- Il suffit maintenant de voir
que la troisieme condition de la proposition 3.3.23 n’est pas Vérifiée lorsque r = p + 1.

[

3.4 Sous-groupes de 0(2q) finis, sans point fixe et de type 1

Dans cette section, nous allons étudier les propriétés des sous-groupes de 0(2d) finis,
sans points fixes et de type 1 (définition 3.4.2). Nous Vérifions que si T\ et 22 sont deux tels
sous-groupes irréductibles (définition 3.4.3) et isomorphes, alors le triplet (0 (2d),ri,r2)
vérifient les hypothéses du theoréme de T. Sunada (théoreme 3.4.1).

On désigne par [JA le nombre d’éléments de I’ensemble A. Si G est un groupe et g GG,
on désigne par []g la classe de conjugaison de g dans G.

Théoreme 3.4.1 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte ou g est la métrique
correspondante, G un groupe disométries compact de M. Soientr 1 et”™ deux sous-groupes
finis sans point fixe de G tels que Ti\M et TAM soient des variétés compactes. Si 1'on
munit ces deux variétés de la métrique induite par g et si pour tout g € G, W[NJgHr X) =
D(Nlgn r2), alors :

1. Les variétés T\\M et T2\M ont méme p-spectre du laplacien pour tout p.
2. 1l existe une bijection qui préserve les longueurs entre |’ensemble des géodésiques
périodiques de T\\M et I’ensemble des géodesiques périodiques de T>\M .

Ce théoréme est en fait un cas particulier d’une généralisation du théoréme de T. Su-
nada [40] et dont la preuve se trouve dans [13], [3] et [4].
Nous allons tout d’abord définir un groupe de type 1.

Définition 3.4.2 Un groupe T fini, sans pointfixe, est dit de type 1 si tous les sous-groupes
de Sylow de T sont cycliques.
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Définition 3.4.3 Soit T un sous-groupe de 0(2d). On dit que T est irréductible si la repré-
sentation T C 0(2d) est irréductible réelle.

On décrit un groupe fini sans point fixe de type 1. Si a et b sont deux entiers, on désigne
par (a, b) le plus grand commun diviseur de a et b. Soit m, n, d et n' des entiers strictement
positifs et r un entier premier avec m Vvérifiant :

((r—Ln,m) =1
la classe de r dans Km est d’ordre d
n—na

tout diviseur premier de d divise n'.

Avec ces entiers, on définit le groupe fini Yd{m, n;r) d’ordre N = mn engendré par deux
éléments A et B Vérifiant :

Am=Bn=1 et BAB~1=Ar.

Lemme 3.4.4 [29] Pour tout d > 2, il existe une infinité de groupes finis sans point fixe
n,r) de type 1 avec n' = d.

Preuve : Il existe une infinité de nombres premiers de la forme kd + 1. Soit m un tel
nombre ; le groupe Km est cyclique d’ordre kd. 1l existe donc un entier r premier avec m
dont I’ordre dans Km est d. Si on pose n = d2, le groupe Td(m, n, r) est un groupe fini
sans point fixe de type 1 0

La proposition suivante caractérise les groupes finis sans point fixe de type 1

Proposition 3.4.5 [45] Un groupe fini sans point fixe de type 1 est isomorphe a un certain
Td(m,n,r).

Pour Vvérifier que le triplet (0(2d), Ti, r 2) satisfait aux conditions du théoreme 3.4.1, nous
allons montrer les propositions 3.4.6 et 3.4.7 énoncées ci-dessous. La premiére est facile,
nous donnons sa preuve. La deuxieme est due a A. lkeda et sa preuve sera donnée plus
loin.

Proposition 3.4.6 Soit G un groupe compact et Ti et r 2 deux sous-groupes finis sans
pointfixe de G. Le triplet (G, Ti, T2) vérifie les conditions du théoréme 3-4-1 si et seulement
si les groupes Ti et r 2 sont presque conjugués dans G (définition 3.2.3).

Preuve : Supposons tout d’abord qu’il existe une presque conjugaison (f>:Ti —T2. Soit
a S PYGHTI, donc a est conjugué a g dans G. Puisque <p(@) est conjugué a a dans G, il
est conjugué a g dans G. Donc <\bJthri est une bijection de [¢lg HTi sur [pJc DT2.
Réciproquement, supposons que pour tout g £ G, (([plg HTi) = [H["g fl T2). Il est
évident que pour tout g £ G, il existe une presque conjugaison de [Q\GHTi sur [g]c HT2.
D’autre part, Ti = ynec (Mg HTi) = Usen (Mg nrx) et T2= Upen ([i]g HT2). On
peut donc construire une presque conjugaison de Ti sur T2. 0
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Proposition 3.4.7 [29] Soit F et T' deux groupes finis, non cycliques, sans point fixe et
de type 1 dans 0(2d). Si T et V sont irréductibles et isomorphes, alors ils sont presque
conjugués.

Avant de donner la preuve de cette proposition, nous avons besoin de décrire les représen-
tations sans point fixe de F¢(m,n,r). Soit T = Td(m,n,r) et k et | deux entiers tels que
(k,m) = (I,n) = 1 Soit "k,i la représentation reelle de degré 2d de T donnée pax :

(R [2r ;/m) O \
R(2irkr/m)
"(A) = (3.10)
(0) R{2'Kkrd 1/m)j
et
©) / ©)
© 1
I(B) (3.12)
(0) '
R(2wl/nf) 0))

ou chaque bloc est une matrice d’ordre 2. On a la proposition suivante :

Proposition 3.4.8 [45] La representatioriKk | est irréductible et toute representation réelle
sans point fixe de F est équivalente a une somme de représentations de cette forme. Deux
représentations itk,i et TIK1 sont équivalentes si et seulement sl existe des entiers e €
{11} etc€ {0,1,...,d —1} tels que k' = ekr® (mod m) etV =-el (mod n’).

Le lemme suivant est utile pour montrer la proposition 3.4.7.

Lemme 3.4.9 [29] Soit M = (xij) une matrice d’ordre d et soit v un entier tel que
1<v<d—1 SiXij=0pourtoutj ™ i+v (modd), alors le polyndbme caractéristique
de M est :

dyv) | d/(d,v)
det2—M) = J| <z~ =~ xi+(d,v)(1-1),i+(d,v)(j-1)+v 7,
i=l 1 i=1
oux"j = X* sii=i" (modd) etj=j" (mod d).

Preuve : Le lemme est facile dans le cas ou v = 1. Siv > 1, on regarde la matrice M
comme une transformation linéaire d’un espace vectoriel complexe V de dimension d et de
base {ei,...,ed} tel que :
d
Mei =" A - @1, HDGH, 1 - Ljed.
i=i
On pose :
fi,j = et+t;(j—) 1~ A~ (MU)L1A I A d/(d,v).
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Soit V;, 4 = 1,...,(d,v), le sous-espace de V' engendré par f;1, fi_2, - fi,d/(d,v)- On a alors :
i) V=VeVo..6 V.

i) MV; C V;, i =1,...,(d,v).

iii) M fij = Tiyo(j—1)itvj fij+1, pour 1 < j < d/(d,v), et Mf; 4/(d0) = Ti—v,ifi,1-

Ainsi, le polyndéme caractéristique de M est :

(@) a/(dv)
| | EEEARE | JE ey

i=1 j=1
Le lemme résulte du fait que :

{v(G—1)7=12,..,d/(dv)} ={(d,v)(§ —1);5 =1,2,...,d/(d,v)} (mod d).

O

Preuve de la proposition 3.4.7 : Comme I' et I sont de type 1 et isomorphes, ils
sont isomorphes & un I'q(m,n,r) d’aprés la proposition 3.4.5. On peut supposer que I' =
m1,1(Ta(m,n,r)) et I’ = 7y 1(Tg(m, n,7)) out 7y et m1,; sont deux représentations sans
point fixe de T' définies par les expressions (3.10) et (3.11). Le complexifié (71,)c de 1,
se décompose en deux représentations irréductibles de I'y(m,n,r), conjuguées complexes
I'une de ’autre :

(ri)c =P ® Dy,

ou
bm (0)
pu(A) = i
(0) A
et

-
o
—

—

(0)
\& 0)
ol A et B sont les générateurs du groupe I'y(m,n,r) et &n = exp(2im/m).
Ainsi, pour tout 0 < v < d — 1, les composantes de la matrice pl(A“B”‘H”d) sont :

(P(A2B™" )iy = &gl 1<i<d-uv,
(p(A2BY4))ii0g = €860 gy <,

(Pl(Aan+wd))i,j = 0 ailleurs.
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En appliquant le lemme 3.4.9 a la matrice pi(AaBb), pour 0 <a<m —etl<6<n —,
b=v + wd, on trouve :
@v)
det(z - PI(AaBh)) = JI {zd/idV) - a ri~lr(v)-£1/(dV)), (3-12)

1=1

ou r(v) = J. =1V r(d,v)j-
On définit I’application & : T—¥T' par :

(f>(nij(AaB b)) = KKili(AaBIb), pour 0<a<m—1 et 0<6<n —L
$est une bijection. De plus, pour tout a € T, on a :
det(z —a) = det(z —(p(cr)).

Ceci veut dire que a est conjugué a <a) dans 0(2d). 0

3.5 Quotient de la sphére par un groupe de type 1

3.5.1 Description et propriétés

Les variétés étudiées dans ce paragraphe, sont des quotients de la sphere par des groupes
d’isométries finis, non cycliques, sans point fixe et de type 1. D’aprés le théoreme 3.4.1 et
les propositions 3.4.6 et 3.4.7, on a :

Théoreme 3.5.1 Soit Y\S2d~1 et r AS'2i 1 deux formes despaces sphériques de groupes
fondamentaux non cycliques de type 1. Si T et T' sont irréductibles et isomorphes alors
N<S2f+ et r'\S 20~ sont p-isospectraux pour tout p.

Dans la suite, on va décrire les espaces satisfaisant aux hypothéses du théoréme 3.5.1. Ces
espaces seront utilisés dans le chapitre 4 ou on calcule leurs spectres des longueurs.

Le théoréme suivant décrit les espaces sphériques dont le groupe fondamental est non
cyclique de type 1, a isometrie pres.
Théoréeme 3.5.2 [45] Un espace sphérique dont le groupe fondamental est non cyclique
de type 1, est isométrique a un espace de laforme :

(rfcifi © - © nk,,1,)(T)\S2sd~1 .

Deux espaces (nia,h © —© 71k, I»){T")\Szs¢-1 €t (n * ©... © )(T)\S2st+~1 sont isomé-
triques si et seulement si il existe une permutation i h* i’ de I’'ensemble {1, ...,5} et des
entiers £i,Ci,s,t tels que e = 1, g€ {0,...,d —1}, (s,ni) —(i,n) = 1, t =1 (mod d) et
ht = £iskir@ (mod m), = £{tli (mod n’).

En particulier, les espaces qui vérifient les hypotheses du théoréme 3.5.1 sont de la forme
MM (r)\5'2d- 1. Cet espace est isométrique a un 7Tfc'/'(N\52(i-1 si et seulement si il existe
des entiers e = £1, ¢ € {0,...,d—1}, s,t tels que (s,m) = (t,;n) = 1lett = 1 (mod d),
vérifiant ki = £skrc (mod m) et V = £tl (mod n").

On a aussi les propriétés suivantes pour les formes d’espaces sphériques.
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Proposition 3.5.3 Si d est impair, le groupe fondamental de I’espace T\S2d 1 est de
type L

Théoreme 3.5.4 [27] Soit r\S2d~1 et r'\S2d~1 deux formes d’espaces sphériques de di-
mension 2d —1 et de groupes fondamentaux non cycliques. Supposons que d est premier
impair alors T\S 20~1 et F'\S2d~I sont O-isospectraux (méme p-isospectraux) si et seulement
sir etr' sont isomorphes.

Preuve : Si d est impair alors, d’apres la proposition 3.5.3, T et T' sont de type 1. De
plus, si d est premier impair et F et F' sont non cycliques, alors ils sont irreductibles
d’apres la proposition 3.4.8. Ainsi, si T et T' sont isomorphes, r\52d 1 et r'\52d 1 sont
p-isospectraux pour tout p, d’apres le théoreme 3.5.1. La réciproque est prouvee par A.
Ikeda dans [25]. 0

Lemme 3.5.5 [29] Soit T = Td(m,n,r) un groupe fini sans point fixe de type 1 avec
n' = d. Pour que le nombre des classes d’isométries des formes d’espaces sphériques de
dimension 2d —I et de méme groupe fondamental T soit au moins deux il faut et il suffit
que d soit égal a 5 ou supérieur a 7.

Preuve : En utilisant le théoreme 3.5.2, la question se raméne a montrer que le nombre de
representations non equivalentes de T est superieur a deux dans les conditions du lemme.
Soit irki et -KK,” deux représentations sans point fixe de T. Ces deux représentations sont
équivalentes, modulo les automorphismes de T, s’il existe un entier i, premier avec n et
dont la classe d’équivalence modulo d est 1, tel que | = *tI' (mod n). Comme n' = d,
le nombre de classes d’isométries de formes d’espaces sphériques de dimension 2d —1
et de méme groupe fondamental T est au moins >d)/2 Or, si d = p\lp"...pé est la
décomposition de d en nombres premiers, on sait que :

<0 = (pfl-p f1 1)(p2~ Pa~1)-(jPk ~Pk~ 1)-

Ainsi, il est facile de vérifier que sid = 5ou d > 7, 4>{d)l2 >2. 0

On a donc le théoréme :

Théoréme 3.5.6 [27] On suppose que d = 5 ou d > 6. 77 existe une infinité de pairs de
formes d’espaces sphériques de dimension 2d —I qui sont p-isospectraux pour toutp, mais
non isométriques.

3.6 Quotients de la grassmannienne

La classification des formes des variétés grassmanniennes réelles est faite dans [45]
et utilise celle des formes d’espaces sphériques. Il n'y a pas beaucoup de tels espaces de
dimension paire, on va donc s’intéresser a ceux de dimension impaire, i.e. de la forme
r\G 92d(IR) ou g est impair. On a une isométrie i3 de sur G2d-g,4(®) ~ envoie
un plan sur le plan orthogonal. En particulier, i3 est une isométrie de Gd,2d(®0-
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Théoréme 3.6.1 [45] Le groupe disométries I(Ggxi(M)) de la variété grassmannienne
réelle G?%2d(®0 esi :

TIC — 1/ 0{2d) si q°d,
I(Gg2d( ) | 0f{2d)U(3.0(2d) si q= d.

Théoréme 3.6.2 [45] Soit M une variété grassmannienne réelle de dimension impaire.
Les classes disométries des variétés T\M, T C 0(2d), sont en bijection avec celles des
formes d’espaces sphériques de dimension 2d—. La correspondance est donnée par T\M i4
Y \Nd~l.

Les résultats de cette partie sont prouvés par A. Ikeda dans [29] seulement pour le spectre
du laplacien agissant sur les fonctions et sans utiliser le théoreme de T. Sunada.

Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme 3.4.1 et des propositions 3.4.6
et 3.4.7.

Théoréme 3.6.3 Soit ri\G ?22d(K) et T2\G92d(M) deux formes de variétés grassman-
niennes réelles de dimension impaire et de groupes fondamentaux non cycliques de type 1
et telles que Ti etY 2 soient inclus dans 0(2d). Si Ti et ]2 sont irréductibles et isomorphes
alors les variétés ri\G 92d(K) et r2\G 92d(R) sont p-isospectrales pour tout p.

Les théorémes suivants se montrent de la méme facon que les théorémes 3.5.4 et 3.5.6.

Théoreme 3.6.4 Soit Ti\G9%dW r 2\G 72d®) deux formes de variétés grassman-
niennes réelles de dimension impaire et de groupes fondamentaux non cycliques de type 1 et
telles que Fi etY 2 soient inclus dans 0(2d). Si Ti et T2 sont isomorphes et d est premier
impair alors les variétés ri\G 92d(K) ei r2\G 9i2d(®) sont p-isospectrales pour tout p.

Théoréme 3.6.5 Soitd = 5 oud > 6 et g un entier impair 1 < q < d. H existe une
infinité de paires d’espaces ri\G g2d(R) et r 2\G 92d(") sont p-isospectraux pour tout p
et non isométriques.



Chapitre 4

Spectre géométrique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on calcule le spectre des longueurs (définitions 4.2.2) et parfois le
spectre des volumes (définition 4.3.5) pour les variétés isospectrales et non isometriques
construites par A. Ikeda dans [26], [28], [27] et [29], et décrites dans le chapitre 3. Ensuite,
on compare les spectres de deux variétés isospectrales et non isométriques.

On commence par les espaces lenticulaires isospectraux jusqu’a un certain ordre p et
non (p -I- I)-isospectraux. On calcule leurs spectres des longueurs au sens de la défini-
tion 4.2.2-(i) et (iii). La comparaison des spectres de deux espaces isospectraux et non
isomeétriques montre qu’ils sont identiques. On rappelle que ces espaces ne satisfont pas
aux hypotheses du théoréme 3.4.1 de T. Sunada. On ne calcule pas le spectre des longueurs
au sens de la définition 4.2.2—ii), la difficulté est d’ordre technique (remarque 4.5.3). On
caractérise ensuite le lien entre les géodésiques de deux espaces lenticulaires isospectraux
et non isometriques (remarque 4.5.5).

N’ayant pas toutes les sous-variétés minimales de ces espaces, on détermine une partie
du spectre des volumes d’un espace lenticulaire, formée par les volumes des sous-variétés
totalement géodésiques, ainsi que d’une partie de sous-variétés minimales, non totalement
géodésiques. Dans ce cas aussi, les spectres obtenus pour deux espaces lenticulaires isos-
pectraux et non isométriques sont identiques.

On montre ainsi que ni le spectre des longueurs, ni la partie déterminée du spectre des
volumes ne détermine le p-spectre du laplacien pour p > 1 On rappelle qu’il existe des
espaces lenticulaires isospectraux et non isométriques de la famille utilisée dans ce chapitre,
qui n’ont pas le méme type d’homotopie (A. Ikeda [26]). On note aussi que ces espaces non
isométriques ne peuvent pas avoir le méme spectre marqué (R. Gomet [22]).

On considere ensuite les quotients de la sphere et de la grassmannienne par des groupes
d’isométries finis, sans point fixe, non cycliques et de type 1 qui sont irréductibles et
isomorphes.

Les quotients de la sphére sont isospectraux pour les formes différentielles de tout
ordre et non isométriques. Pour un tel quotient, on calcule le spectre des longueurs au
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sens des définitions 4.2.2-(i) et (iii). Ces exemples vérifient les hypothéses du théoréme de
T. Sunada (théoréme 3.4.1), ils ont donc le méme spectre des longueurs relativement a la
premiére définition. On peut obtenir ce résultat directement en se servant du calcul du
spectre des longueurs. On montre que deux variétés de cette famille, qui sont isospectrales
et non isométriques, n’ont pas toujours le méme spectre des longueurs pour la troisieme
défintion (théoreme 4.6.10), bien qu’ils vérifient le théoreme de T. Sunada. Pour la défini-
tion 4.2.2—i), on a le méme genre de difficulté que dans le cas des espaces lenticulaires.
Malheureusement, il n’a pas été possible de calculer le spectre des volumes de ces variétés,
la difficulté étant de trouver les éléments du groupe fondamental qui laissent invariants
une sous-variété donnée.

Les variétés quotients de la grassmannienne r\<jr92d(R) sont elles aussi isospectrales
pour les formes différentielles de tout ordre. Pour ces variétés, on caractérise les nombres
réels strictement positifs appartenant au spectre des longueurs (au sens de la défini-
tion 4.2.2-(i)) en fonction du spectre des matrices du groupe T. Il n’est pas possible de
déterminer le spectre des longueurs ayant cette caractérisation parce qu’une géodésique de
la grassmannienne dépend de plusieurs parametres (voir lemme 4.7.1). Deux telles variétés,
isospectrales et non isométriques, ont le méme spectre des longueurs, au sens de la défi-
nition 4.2.2—), d’apres le théoreme de T. Sunada, ce qu’on peut prouver directement a
partir de la description du spectre des longueurs. Encore dans ce cas, le spectre des volumes
est difficile a determiner.

On signale que le calcul du spectre des longueurs effectué pour les formes d’espaces
sphériques T\Sn avec T C 0(n + 1) se raméne au calcul des valeurs propres des matrices
du groupe T, ce qui s’applique a tous les quotients de la sphere et pas seulement aux
exemples traités dans ce chapitre.

L’ensemble des résultats obtenus est résumé dans un tableau. On désigne par L\ et
L2 deux espaces lenticulaires avec L\ G £p+i(g,n) et L2 € Cp(qg,n) \ CpH\(q,n) (voir
paragraphe 3.3.1 du chapitre 3). On désigne par M\ et M2 deux quotients de la sphere par
deux groupes d’isométries finis, cycliques, sans point fixe, de type 1 et presque conjugues
(mais pas conjugués). On note Ni et N2 deux quotients de la grassmannienne par deux
groupes d’isométries finis, cycliques, sans point fixe, de type 1 et presque conjugués (mais
pas conjugués). Dans le tableau, fc-spectre (ou p-spectre) désigne le spectre du laplacien
agissant sur les formes différentielles d’ordre k (ou p). L-spectre pour (i) (resp. pour (ii),
resp. pour (iii)) désigne le spectre des longueurs au sens de la définition 4.2.2-(i) (resp.
(i), resp. (iii)). Deux variétes seront dites L-isospectrales pour (i) (resp. (ii), resp. (iii)) si
elles ont le méme L-spectre pour (i) (resp. (ii), resp. (iii)). De méme, on notera V-spectre
le spectre des volumes (définition 4.3.5) et on dira que deux variétés sont V-isospectrales
si elles ont le méme V-spectre.

Ce qui est marqué en gras dans le tableau correspond aux résultats obtenus dans ce
chapitre.
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4.2 Spectre des longueurs

Soit M une variété ayant un groupe fondamental T. Les classes d homotopie libre des
courbes fermées dans M correspondent aux classes de conjugaison [<]r de T.

Proposition 4.2.1 [32] Si M est une variété compacte, toute classe d’homotopie libre de
courbes fermées de M contient au moins une géodésique fermée.

Dans la littérature, il existe plusieurs définitions du spectre des longueurs. On les cite
ci-dessous.

Définitions 4.2.2

(i) Le spectre des longueurs de la variété M est la collection des longueurs des géodé-
siques fermées de M, ou la multiplicité de la longueur | est le nombre des géodesiques
fermées de M de longueur .

(ii) Le spectre des longueurs de M contient une longueur | si | est la longueur de la géo-
désique la plus courte dans une classe d homotopie libre de courbes fermées de M. La
multiplicité de | est le nombre de classes d homotopie libre dont le lacet le plus court
(nécessairement une géodésique) est de longueur I.

(iii) Le spectre des longueurs de M contient une longueur | si | est la longueur d’une géo-
désique dans une classe d homotopie libre de courbes fermées de M. La multiplicité
de I est le nombre de classes d homotopie libre de courbes fermées de M contenant
une géodésique de longueur .

Dans tous les exemples qu’on considére, les multiplicités pour la premiére définition sont
infinies, donc la deuxieme et la troisieme définition du spectre des longueurs sont plus
significatives.

4.2.1 Cas d’un espace quotient

Les variétés riemanniennes considérées dans ce chapitre sont des quotients T\M, d’un
espace symétrique M par un groupe d’isométries sans point fixe T. On a ainsi un revétement
riemannien Il : M T\M. Comme les géodésiques de I’espace symétrique M peuvent étre
calculées explicitement, il en est de méme pour son quotient T\M grace a la proposition
suivante :

Proposition 4.2.3 [19] Soit (M,g) et (N,h) deux variétés riemanniennes etll : (M,g) —
(N, h) un revétement riemannien. Les géodésiques de (N, h) sont les projections de celles
de (M, g) et les geodésiques de (M,g) sont les relevements de celles de (N, h).

On décrit maintenant les longueurs des géodésiques fermées dans le quotient T\M. On
dit qu’une géodésique 7, de M, est invariante par I’¢lément o, du groupe T, s’il existe
une constante > 0, telle que pour tout t € R, on ait 4.7 (i) = 7(t + w). La plus petite
constante vérifiant cette relation, est dite la période de 7 par rapport a a. Le plus
petit des nombres  quand a varie dans T, est la longueur ai de la géodésique primitive
de N associée & 11(7). Les itérées de cette géodésique ont pour longueurs kuj, k > 1. 1l
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revient au méme de considérer simplement les u>tels que cr.y(t) = 7(t 4 w) pour un a
dans T comme les longueurs. La multiplicité d’une longueur g est le nombre de classes
d’homotopie libre contenant une géodésique de longueur u. La collection de ces longueurs,
comptees avec leur multiplicité, est le spectre des longueurs de I’espace T\M, au sens de
la troisiéme deéfinition.

4.3 Spectre des volumes

Soit M une variété riemannienne et X une sous-variété de M. En tout point p de X,
I’espace tangent enp a M s’écrit comme la somme directe de I’espace tangent enp a X et
I’espace normal enp a X, TP(M) = TP(X) © NP(X). Ainsi, un vecteur u G TRM) s’écrit
d’une maniere unique comme uT + uN, ou uT £ TP(X) et uN G Np(X). Ceci permet de
décomposer un champ de vecteur U G T(M) d’une facon unique en somme d’un champ
UT tangent a X et un autre UN normal a X. La connexion canonique V de X est donnée
a partir de celle de M, V, de la fagon suivante :

Si U et V sont deux champs de vecteurs définis au voisinage du point p dans X, alors :

VvV = (VuVH.
On définit alors la seconde forme fondamentale B de X par :
B(U,V) =iyvV)N=VuV - VuV.
B est symétrique, donc B(U, V) ne dépend que des valeurs de U et de V au point p.

4.3.1 Sous-variétés totalement géodésiques

Définition 4.3.1 Une sous-variété riemannienne X de M est dite totalement géodésique
si toute géodésique de X est une géodésique de M.

Proposition 4.3.2 Soit X une sous-variété de M. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) X est totalement géodésique dans M.

(if) La seconde forme fondamentale de X est nulle.

(iii) Si u £ TpM un vecteur tangent a X enp ety est la géodésique de M partant de p
et ayant pour vecteur tangent initial u, alors le début de 7 est contenu dans X.

(iv) Si c est une courbe de X etu £ TC X, alors le transport parallele de u le long de ¢
est le méme dans M et dans X.

Proposition 4.3.3 Soit M une variété riemannienne et X une sous-variété totalement
géodésique de M. Si M est compléete, X I’%est aussi. Si M est symétrique, X |’est aussi.
4.3.2 Sous-variétés minimales

Définition 4.3.4 SoitX une sous-variété riemannienne de M. On dit que X est minimale
si la trace de la seconde forme fondamentale de X est nulle.
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4.3.3 Définition du spectre des volumes

On va mettre en place une définition du spectre des volumes qui pourrait généraliser
la premiere définition du spectre des longueurs (définitions 4.2.2).

Définition 4.3.5 Le p-spectre des volumes dune variété M est la collection des volumes
des sous-variétés minimales de dimension p de M. La multiplicité d'un volume v est le
nombre de fois ou v apparait dans le spectre.

Pourquoi cette définition ? L’objet géométrique qui généralise naturellement les géodé-
siques en dimension supérieure pourrait étre les sous-variétés totalement géodésiques. Mal-
heureusement, il ny en a pas beaucoup en général. Si on regarde les géodésiques comme
étant les courbes qui minimisent les longueurs, on peut penser que les sous-variétés mini-
males, qui minimisent les volumes peuvent étre une généralisation des géodésiques.

Dans quel but ? Chercher a savoir si le spectre des volumes apporte plus d’informations
sur la variété, soit seul, soit combiné avec le spectre des longueurs. Par exemple, est-ce
que le spectre des p-volumes peut avoir une relation quelconque avec le spectre des p-
formes ? Ou tous les spectres des volumes avec le spectre des longueurs contiennent-ils des
informations sur le spectre du laplacien? Ou I'inverse ?

Le but initial était d’établir une formule des traces semblables a celle montrée par
Y. Colin de Verdiere dans [12], reliant le spectre du laplacien sur les formes et le spectre
des volumes. Il y a bien de difficultés techniques dans cette direction. Dans ce texte,
on n’apporte pas une réponse de nature générale. On montre seulement qu’une partie
du spectre des volumes est la méme pour les espaces lenticulaires isospectraux et non
isométriques decrits dans le chapitre 3, montrant ainsi que cette partie du spectre des
volumes (contenant entre autre les volumes des sous-variétés totalement géodésiques) ne
détermine pas le p-spectre du laplacien pour p > 1

4.3.4 Cas d’un espace quotient

Soit M une variété riemannienne compacte, T un groupe d’isométries agissant sans
point fixe sur M et Il : M —»T\M la projection canonique.

Proposition 4.3.6 Si X est une sous-variété totalement géodésique (resp. minimale) de
M, alors son image 11(X) par la projection canonique est une sous-variéte totalement géo-
désique (resp. minimale) de F\M.

Proposition 4.3.7 Soit X et M deux variétés riemanniennes, i : X —M une immersion
propre et injective etTl : M -7 M un revétement riemannien. Il existe une variété rieman-
nienne X et un revétement II' : X -» X et une immersion propre injective i : X -7 M tels



4.4. CAS D’UN ESPACE SYMETRIQUE 109

gue le diagramme suivant soit commutatif :

Si de plus X est totalement géodésique (ou minimale) alors X 1’est aussi.

Preuve : Il suffit de prendre pour X le revétement image réciproque de M, i.e.
X = {(&,rh) e X x M; i(x) =p{rh)},

et
I'(x,m) = x, i(x,m) = rh.

D’aprés I’'expression de i et I'injectivité de i, on a I'injectivité de i. i est clairement une
immersion. La propriété d’étre totalement géodésique (ou minimale) étant une propriété
locale, on a la conclusion. 0

Le lemme suivant va servir dans le calcul des volumes des sous-variétés des quotients
de la sphere.

Lemme 4.3.8 [5]Sill : M — M est un revétement a g feuillets alors volume(M) =
Avolume(M).

4.4 Cas d’un espace symetrique

Dans ce paragraphe, on rappelle la détermination des géodésiques et de sous-variétés
totalement géodésiques dans un espace symétrique, en particulier dans la sphere et la
varieté grassmannienne. Ce calcul va servir a les déterminer dans les quotients de la sphére
et de la grassmannienne, considerees tout au long de ce chapitre. Pour plus de détails a ce
sujet, on pourra consulter la référence [23].

Théoreme 4.4.1 [23] Soit M un espace symétrique, G = Iq(M) la composante neutre du
groupe d’isométrie, o un point de M et K le stabilisateur de o. Soit a I'involution associée
a la paire symétrique (G ,K) (voir le paragraphe 1-4-4 de la page 33). Si g ett sont les
algébres de Lie de G et K respectivement, on obtient g =t ©m.

Soit 7r la projection de G sur M donnée par g ~g.0. L 'application linéaire Teiv envoie
t sur (0) et induit un isomorphisme de m sur TOM.

Si X € m, alors la géodésique de M partant de o avec vecteur tangent Teir(X) est
donnée par :

7reir(x)(i) = (exptX).o.

Définition 4.4.2 Soit g une algébre de Lie sur R et's un sous-espace vectoriel de g. On
dit que s est un systéme de Lie triple si [s, [s,s]] C s.
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Théoréeme 4.4.3 Soit M un espace symétrique. On identifie TOM avec m comme dans le
théoreme 4-4-1- Soit s un systeme de Lie triple contenu dans m. Si Exp est I’application
exponentielle de la variété M au point o, on pose S = Exps. Alors S a une structure
différentielle naturelle pour laquelle elle est une sous-variété totalement géodésique de M
vérifiant TOS =s.

Réciproquement, si S est une sous-variété totalement géodésique de M eto un point de
S, alors le sous-espace s = TaS de m est un systéme de Lie triple.

Définition 4.4.4 Une variété riemannienne est dite plate si son tenseur de courbure est
identiquement nul.

Définition 4.4.5 Soit M un espace symétrique. Le rang de M est la dimension maximale
d’une sous-variété plate totalement géodésique de M.

Une sous-variété plate totalement géodésique de M dont la dimension est le rang de M
s’appelle un plat maximal.

Proposition 4.4.6 Soit M un espace symétrique de type compact ou de type non compact.
Soit 0 un point de M. On identifie TOM am. Soits un systeme de Lie triple contenu dans
TOM. Alors la sous-variété totalement géodésique S = Exps, avec structure différentielle
donnée par le théoréme 4-4-3, est plate si et seulement sis est abélien.

Théoréme 4.4.7 Soit M un espace symétrique de type compact ou de type non compact.
Soit | le rang de M. Soit A et A' deux sous-variétés plates totalement géodésiques de M
de dimension I. On a alors :
(i) SoitqGA, g GA'. Il existe un élément h G10(M) tel que h.A = Al eth.q= ¢"
(ii) Soit X GTgM. Il existe un élément h GI0{M) tel que h.qg = q et Tgh(X) GTgA.

(iii) Les variétés A et A' sont des sous-espaces topologiques fermés de M.

4.4.1 Sphere

On décrit les sous-variétés totalement géodésiques de la spheére.

Lemme 4.4.8 Si X etY sont deux sous-variétés totalement géodésiques connexes comp-
letes d’une variété riemannienne M, telles que pour un certain x dans Xf)Y, TxX = TXY,
alors X = Y.

Preuve : Il suffit de montrer que si X est connexe et Y est compléte alors X C T. Soit
7 un segment géodésique de X joignant p a un point g de X. 7 est une géodésique de M
telle que t'(O) G TPY. D’aprés la proposition 4.3.2, (iii), le début de cette geodésique est
dans Y' Comme Y est complete, 7 est entierement dans Y. Comme X est connexe, on a
X CY. 0

Corollaire 4.4.9 Les sous-variétés connexes complétes totalement géodésiques de S2n 1
sont les spheres Sk = PC\S2n~I, ou P est un plan de dimension fc+ | passant par |origine.
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Leurs volumes sont donnés par :

(47rvin(m —1)!

volume (S2m) K 41)
: 41

9 ,-.771+1

volurne(S2m+l) = il

4.4.2 Grassmannienne

On décrit maintenant explicitement les sous-variétés plates totalement géodésiques (en
particulier les géodésiques) des variétés grassmanniennes.

Le théoreme 4.4.1 permet d’avoir une méthode pour déterminer explicitement toutes les
géodésiques d’un espace symétrique. Le théoreme 4.4.7 (ii) implique qu’une géodésique est
contenue dans un plat maximal a une isométrie prés. En d’autres termes, pour déterminer
les longueurs des géodésiques d’un espace symétrique, il suffit de déterminer les longueurs
des géodésiques d’un certain plat maximal.

Soit GP)n(R) la variété des p-plans orientés de Mh. Soit Pqle p-plan qui a pour base
{ei,...,.ep}, ou {ei,....,en} est la base canonique de Rn. Le groupe SO(n) agit sur GPn(K)
en permutant les bases. Cette action est transitive et le stabilisateur de R est SO(p) x
SO(n—p). La projection 7 : SO(n) —=»SO(n)/SO(p) x SO(n—p) induit un difféomorphisme
entre SO(n)/SO(p) x SO(n —p) et GP)n(R) donné par :

I : SO(n)/SO(p) x SO (n-p) Gp,n\»
ir(A) A.PO

L’algébre de Lie g de SO(n) est so(n) et celle de SO(p) x SO{n—p) est E= so(p)®so(n—p).
Si on écrit g = t ©m on trouve que m est le sous-espace vectoriel de g donné par :

m= . tv X GMn_PiR( I}

Une géodésique de GPAM est donc de la forme expt£.Po ou £ € m.

Une sous-variété plate totalement géodésique S est donnée par Exps ou s est un sous-
espace abélien de m, et ceci en identifiant m avec TOM par Ten. C’est aussi I’ensemble des
éléments de la forme 7(exp£) ou £ £ s. La dimension de S est celle du sous-espace vectoriel
s. Une famille de ces sous-espaces de dimension k < inf(p, n —p) est donnée par :

Fc= <"€m : X = , 1) SR >

1 v (0)/ J

Ces espaces verifient clairement [sfcsfc] = (0).
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Pour & fixé, et pour & € s, expé est donné par :

expé = A —'B
p_ B C b

A = diag(coszy, coszy, ..., CoSTE, 1, ..., 1) € Mp5(R),

ou

sinz;
sinzs
B = € My_p»(R),
sinzg
(0)
et
C = diag(cosz1, coszy, ..., c08Tk, 1,...,1) € Mp_pn_p(R).

Les éléments de S sont les expé. Py, ou € € si. Ce sont donc les p-plans de R* de la forme :

A
B ’
pour A et B donnés précédemment.

Si k =rang de M, alors on obtient un plat maximal dont le volume est égal & celui de
n’importe quel plat maximal par théoréme 4.4.7.

Si k < rang de M, on obtient certaines sous-variétés plates totalement géodésiques.

Si k =1, on obtient certaines géodésiques.

Soit I le rang de M. On fixe un plat maximal S qui est donné par Exps;. Une géodé-
sique de S est donnée par le théoréme 4.4.1. C’est exp€.Py = w(exp&) avec € € s; tel que
z; = ta; pour tout ¢ ol aj, ..., sont fixés dans R. Cette géodésique +y(t) est fermée si et
seulement si pour tout %,j tels que a; # 0, ;/; est un nombre rationnel. Dans ce cas, la
période de vy est le plus petit nombre réel ¢, > 0 tel que y(tg) = Py. C’est celui qui vérifie
pour tout 1 < i <1, tga; = 2k;m avec le plus petit entier k; > 0 possible. Si a; = 0 alors on
choisit k; = 0. Sinon, k;/a; = to/2m = cte. Le calcul de la longueur d’une telle géodésique
v(t) donne toutes les longueurs possibles par le théoréme 4.4.7 (ii).

4.5 Espaces lenticulaires

Soit $2"~! = SO(2n)/SO(2n — 1) la sphére de dimension 2n — 1 et I' un groupe fini
sans point fixe d’isométries de S?»~! (voir définition 3.2.1 de la page 86). Le groupe I' agit
sans point fixe sur $?"~! et donne une forme d’espace sphérique I'\S?"~1.

Apres avoir rappelé la définition et les propriétés des espaces en question, on détermine
leurs spectres des longueurs, les volumes des sous-variétés totalement géodésiques ainsi
que les volumes d’une partie de sous-variétés minimales, non totalement géodésiques. On
compare aussi les spectres obtenus. On note que ces espaces ne vérifient pas les hypothéses
du théoréme de T. Sunada (théoréme 3.4.1).
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45.1 Rappels

On rappelle les notations utilisées dans le chapitre précédent. Un quotient de la sphére
par un groupe d’isométries cyclique sans point fixe s’appelle un espace lenticulaire. C’est
une variété riemannienne compacte, connexe, de groupe fondamental cyclique et de cour-
bure sectionnelle constante égale a 1

On rappelle la déefinition d’un espace lenticulaire de dimension 2n —1 et dont le groupe
fondamental est d’ordre q.

Soit g un entier strictement positif et pi,p2,—tPn des entiers premiers avec g. Soit a la
matrice orthogonale donnée par :

(R{dx) (0) \
a= R(02) (4.2)
(0) R(On)J
ou Q = 2-Kpi/q pour tout 1< i <n et

moo= (oo SOb)-

Le groupe Y engendré par a est un sous-groupe cyclique, fini, sans point fixe, d’ordre q du
groupe orthogonal SO(2n). L’espace

L(g:pL....pn) =Y\S2n- 1.

est un espace lenticulaire de dimension 2n —1, dont le groupe fondamental est d’ordre q.
On décrit maintenant les espaces considérés dans ce paragraphe. Soit ¢(qg, n) la famille
des espaces lenticulaires de dimension 2n —1 et dont le groupe fondamental est d’ordre q.
On définit :
¢0(q,n) = {L(q :pi, ....pn) GE(g,n); pi £ £Pj (mod ), 1<i<j< n}.

L’ensemble des classes d’isométries de ¢o(q,n) (resp. C(q,n)) est noté £c{g,n) (resp.
C(a,n)).

On suppose maintenant que g est premier. L’ensemble Kq des classes d’équivalences
(modulo q) des entiers premiers avec g est un groupe cyclique d’ordre g—21. On suppose
que = n + 2. On rappelle qu’il existe une bijection w de Co(qg, n) sur Cq(q, 2) telle que
u(L(q :pi,...,pn)) = L(g *91,92) si Kq= {*p\, ...,.xpn,xqi,£q2}. On définit alors pour
tout entier r > 0 une famille d’espaces lenticulaires Cr(q,n), contenue dans Co(g,n), en
posant :

Cr{g,2) = {L(q :qu 92) € £0(9,2); agi + bg2”~0 (mod q), 1< |o| + |6] < r + 2},

et
£r(9,n) =Lu~I(CT{q, 2)).

On rappelle le résultat suivant prouve par A. Ikeda dans [28] et expliqué dans le chapitre
précédent.
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Théoréme 4.5.1 [28] Soit g un nombre premier supérieur a 11 tel que go = n + 2. Soit
L\ et L2 deux espaces de Cp(q,n), oup est un entier positif. On a :

1 L\ et ;2 sont k-isospectraux pour tout k = 0,1, ...,p.

2. Si deplus L\ GCp+\(g,n) maispas L2, alors L\ et L2 ne sont pas (p+1)-isospectraux.

4.5.2 Longueurs des géodésiques

Dans ce paragraphe, on calcule le spectre des longueurs d’un espace lenticulaire de
Co(qg,n) au sens des définitions 4.2.2—() et (iii). On montre ensuite que les spectres des
longueurs de deux espaces lenticulaires fc-isospectraux jusqu’a un certain ordre p, mais non
(p + I)-isospectraux, décrits dans le théoréeme 3.3.4 sont identiques. Ce calcul utilise le fait
que les géodésiques d’un espace lenticulaire r\52n 1, sont exactement les images de celles
de @n~1, par la projection canonique Il de 52™1 sur T\52n_1 (proposition 4.2.3).

Soit la projection n : SO(2n) —» S2n~I = SO(2n)/SO(2n —1). Une géodésique dans
S2n-i est de la forme h.y(t), ou h GO0 (2n) et :

(cost\
sint
70)= O (4.3)

0/

Soit T le sous-groupe de SO(2n) engendré par la matrice a définie par (3.1) et Il la pro-
jection canonique de S2n~I sur r\S 2n~1. Les géodésiques de I’espace lenticulaire r\52n |
sont exactement les images par Il des géodésiques de S2n_1, d’apres la proposition 4.2.3.

Nous allons déterminer le spectre des longueurs d’un espace de £o(¢,n) relativement
aux définitions 4.2.2—) et (iii).

Théoreme 4.5.2 Soit g un nombre premier supérieur a 11 avec o = n + 2, ou O =
(—"N/2. Soit L = L(q : pi,...,pn) un espace de Co(qg,n). Le spectre des longueurs de
| ’espace lenticulaire L est formé des nombres :

(i) 21-iifg, (1 > 1), avec une multiplicité infinie, relativement a la définition 4-2.2-(i).

(ii) 2y, (I > 1), ayant pour multiplicité 1 et 21-ii/g, (I > 1), ayant pour multiplicité 2n
relativement a la définition 4-2.2-(iii).

En particulier, si L\ et L2 sont dans £o(qg,n), alors ils ont des spectres des longueurs
identiques relativement aux définitions 4-2.2-(i) et (iii).

Preuve : La premiére assertion est facile. Nous allons démontrer la deuxiéme. Soit 7 (t)
une géodésique de la sphére et a la matrice définie par (3.1). Si 7 (t) n’est pas invariante par
a, elle n’est invariante par aucun élément non trivial de T. Son image par Il dans I’espace
lenticulaire r\S'2n 1 est une géodésique de longueur 2n. La multiplicité de cette longueur
est évidemment 1.
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Si la géodésique 7 (i) est invariante par a, alors elle I’est par tous les ak, 0 < k < q—1
Donc, pour tout 0 < k < g—1, il existe &= Wr tel que ak.j(t) = j(t + a;). Ceci s’écrit :

(cost\ cos(i +
sint sin(i + u)
h~1(jkh. 0 0
0/ VvV 0
On obtient alors :
coso; —sino; 0 ... °\
sina; cosu; O ... O
h~lakh = 0 0 4.9
: : B
0 0

ou B £ SO(2n —2). L¢égalité (4.4) est équivalente a :

A2C0S0; 0 O 0\
0 2cosu; O 0
h~1 (ak + tak)h = 0 0 (4.5)
: : B +fB
0O O y
et
"0 —2sinw 0 o
2sinw 0 0 0
hr\ok - tok)h = 0 0 (4.6)
: B —B
, 0 0
Jill (12
En particulier 2cosui est une valeur propre double de a + a ayant et
\h in1 \*2n,2/

comme vecteurs propres.
D’autre part, ak n’est autre que la matrice orthogonale :

(R(kOI) ) \
R{k62)

() R{KON)j
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Donc, les valeurs propres de ak + tak sont les quantités 2coskdi, 1 < i < n, ou chacune
est double.

Réciproquement, si cosa; = cos kdi pour un certain 0 < i < q—1, alors on peut facilement
vérifier que (4.5) et (4.6) sont valables en choisissant h G 0(2n) dont les deux premiéres
colonnes sont deux vecteurs propres de la valeur propre 2 cos kPbode ok + tok. Quand k
varie entre 0 et g —1, le plus petit des nombres positifs u tel que cosw = cos kdi est 2ir/q
quelle que soit la valeur de i.

Pour calculer la multiplicité de la longueur lo= 2-ii/g, il faut d’abord remarquer que le
groupe T est cyclique, donc les classes de conjugaison des éléments de T sont des singletons.
Comme q est premier, alors pour tout entier p, I’ensemble {fcp; 1 < k < q—1} est tout
simplement {1, ...,q —1}. Ainsi, pour tout p G{#pi, ...,£pn}, il existe un unique 1 <k <
q—1, tel que kp = 1 (mod q), et ces valeurs de k sont deux a deux distinctes. Donc, pour
tout i, il existe deux valeurs distinctes de k telles que coskdi = cos  Ceci implique que le
nombre des classes d’homotopie libre, contenant une géodésique de longueur 2#i/ g, est 2n.

En prenant les itérées de chacune des géodésiques considérées, on achéve la démonstration.
]

Remarque 4.5.3 En suivant la méme démarche avec la définition 4-2.2-(ii), on peut mon-
trer que 2n/q est dans le spectre des longueurs avec multiplicité 2n, mais on ne peut pas
déterminer la longueur la plus courte dans les 4 autres classes d homotopie.

Afin de savoir plus sur les propriétés des geodésiques d’un espace lenticulaire de Co(q,n),
nous allons prouver la proposition suivante :

Proposition 4.5.4 Soit T le groupe engendré par la matrice a donnée par (3.1). Soit
U(h.j(t)) une géodésique de L = r\S2n 1, ou h € 0(2n), 7(i) est donnée par (4-3) et Il
est la projection canonique de S2n-1 sur T\S'2n_1. On écrit h sous la forme :

Hu Hn\

» - .
\Hn: Hre/

ou pour tout i, Hn est une matrice (2,2) et H™ est une matrice (2,2n —2). La géodésique
h.'y™) est invariante par T si et seulement si, pour tout i, H* = 0 ou Hi2 = 0. Cette
condition est aussi équivalente au fait qu’il existe un seul i tel que Hn ™ 0.

Preuve : La géodésique h.y(t) est invariante par la matrice a si et seulement si 7 (i) est
invariante par h~lah, ainsi h-1ah est une isométrie de 7 (i), donc s’écrit

h~lah = Eé‘) (8)\

ou A G SO(2) et B G SO(2n —2). En particulier, les valeurs propres de A sont toutes
complexes de module 1, apparaissant en méme temps avec leur conjuguée. Ainsi, les valeurs
propres de A + tA sont doubles, de la forme 2 cos9i. Il en est de méme pour B et il ny a
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aucune valeur propre commune de A +4A et B +tB (a n’est pas I'identité). D’autre part,

ona:
(a+‘a @ \
{ © B +tBJ h{a + a).

Donc, pour tout i G{l,...,n}, 2cos9i est une valeur propre double de I’'une des matrices
A + IA ou B + *B, donc, nécessairement |I’'une des matrices Hn ou Hi2 est nulle. On
vérifie que cette condition sur la matrice h suffit pour que h~lah soit dans le groupe
SO(2) x SO(2n —2). En effet, si Hn ou H{2 est nulle, alors :

itHa RO iHn 6la m ) Hi2

h ].ah — tT’]i 2I’:‘Il
Hi2R(0i) Hn tHigm - Hi2
\i=1 1=1
v tHI\R(6i)Hi\ (0)
&l
0) Y , tHI2R{ei)Hi2

i=1
€ SO(2) x SO(@n - 2).

(|

Remarque 4.5.5 La proposition 4-5-4 implique que le fait quune géodésique h.A(t) de
S2n~1 soit invariante par le groupe T ne dépend que de laforme de h et de celle de T mais
pas des valeurs des 9i- Soit L\ = Ti\52n.1 et L2 = T2\52n-1 deux espaces de Co(q,n)
et Ili (resp. U2) la projection canonique de S2n~1 sur L\ (resp. sur L2). On désigne par
G1 I’ensemble des géodésiques de S2n 1 invariantes par Ti (ou par V2) et par Gl1i (resp.
G112 I’ensemble des géodésiques de L\ (resp. L2), images par Ux (resp. 112) des éléments
de GI. L ‘application identique de GI induit une bijection de GI1i sur GIl12 donnée par
ni(*.7(i)) F2n2(*.7(i)), bijection qui préserve les longueurs.

Conclusion : Le spectre des longueurs ne détermine pas le spectre des p-formes pourp > 1
En effet, si on prend g = 11, I'espace L(11 :1,3) GE£i(ll,2) ; I'espace L(11 : 1,2) est dans
£0(H)2) mais pas dans £i(l1,2). Donc L (Il :2,4,5) etL (Il :3,4,5) sont 0-isospectraux
mais non 1-isospectraux d’aprés le théoréeme 3.3.4- Us ont pourtant le méme spectre des
longueurs (théoreme 4-5.2.

4.5.3 Volumes des sous-variétés totalement géodésiques

Dans ce paragraphe, on détermine les sous-variétés totalement géodésiques d’un quo-
tient de la sphere, en particulier d’un espace lenticulaire. On montre que les volumes des
sous-variétes totalement géodésiques pour deux espaces lenticulaires, isospectraux jusqu’a
un certain ordre p mais non (p + I)-isospectraux, décrits dans le théoreme 3.3.4, sont les
mémes indépendamment de la valeur de p.
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La proposition suivante est une conséquence des propositions 4.3.6 et 4.3.7 et du corol-
laire 4.4.9.
Proposition 4.5.6 Les sous-variétés totalement géodésiques de dimension k dun espace
lenticulaire L(q : pi,--.,pn) sont exactement les projections des spheres Sk de S2’-1 sur
L(q:pi,...,pn).
Proposition 4.5.7 Soit T le groupe engendré par la matrice a donnee par (3.1). Soit
X = h.Sr une sous-variété totalement géodésique de S2n 1, ou h € 0(2n). On écrit h de
laforme :
(Hu H12
h= : :

\Hni Hn2

ou pour tout i, Hn est une matrice (2,r + 1) et H{2 est (2,2n — —1).

- Dans le cas ou r est pair, la sous-variété X n’est invariante par aucun élément de T.

- Dans le cas ou r est impair, la sous-variété X est invariante par T si et seulement
si,

VI<i<n, Hh=0ouHi2=0. 4.7)

Cette condition est aussi équivalente au fait qu’il existe un seul i tel que Hn / O.

Preuve : On représente la sphere 52n 1 dans Men comme I’ensemble des points (Xi,..., X2n)
tels que Ya=i xi — 1- Soit Sr la sphere de dimension r < 2n —1, de 52n_1, dont les points
sont de la forme (xi,...,xr+i,0, ...,0). Toute autre sphere totalement géodesique, X , de
dimension r de 52n 1 s’écrit X = h.Sr ou h GO(2n). La sous-varieté X est invariante par
la matrice a si et seulement si Sr est invariante par h-1ah, ainsi h~lah est une isométrie
de Sr, donc s’écrit y

A
Hig(m »
ou A 6 SO(r+ 1) et B GSO(2n —r —1). On va distinguer deux cas :

- Casour=2m:
Dans ce cas, si la sous-variété X = h.S2m est invariante par o, alors la matrice

h vérifie h~lah = (Ig) , 00 AGSO(2m + 1) et B GSO(2n —2m —1). En
particulier, les valeurs propres de A sont parmi celles de a. Ainsi a a une valeur propre
réelle (puisque A est d’ordre impair), ce qui est absurde. Donc X n’est invariante par
aucun élément non trivial de T.

- Casour =2m—1:
Soit X = h.S2m~1, ou h G 0(2n), une sous-variété totalement géodésique de di-
mension impaire de S2n_1. Elle est invariante sous l’action de a, si et seulement si,

h vérifie h~xah = i ~ " j , o0 A G SO(2m) et B G SO(2n —2m). On Vvérifie
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comme dans la preuve de la proposition 4.5.4 que cette condition est équivalente a
celle donnée par (4.7).

Comme conséquence de la proposition 4.5.7 et du lemme 4.3.8, on a la proposition :

Proposition 4.5.8 Les volumes des sous-variétés totalement géodésiques 11(h.Sr) de L(q :
Pli ee+iPn), ou h € 0(2n) etr G{1,..., 2n —1}, sont donnés par :

(i) Le volume de U(h.S2m) est égal a celui de S2m.

(ii) Le volume de I1(h.S2m~I) est égal a -<1,volume(82m~1) si h vérifie (4-7) et au volume

de S2m 1 sinon.

La multiplicité des volumes obtenus est infinie.
En particulier, si L\ et L2 sont dans Co(q,n), alors les volumes des sous-variétés to-

talement géodésiques de L\ et les volumes des sous-variétés totalement géodésiques de L2
sont identiques.

Remarque 4.5.9 Soit L\ et L2 deux espaces de £o(q,n) et Il (resp. 112" la projection
canonique de S2n-1 sur L\ (resp. L2). On désigne par (resp. 1"2) I’ensemble des sous-
variétés totalement géodésiques de dimension k de L\ (resp. de L2) qui sont des projections
des spheres totalement géodésiques de S2n~I invariantes par Ti (et V2). Soit > I’'applica-
tion définie de J* dans 112 par ~(11i(/i.Sf)) = U2(h.Sk) pour tout h G 0(2n) vérifie
la condition (4-7). Comme dans la remarque 4-5.5, tp est une bijection qui préserve les
volumes. En particulier, la différence entre les comportements des sous-variétés totalement
géodésiques de deux espaces lenticulaires de Co(g,n) se produit au niveau des projections
des sphéres totalement géodésiques de S2n~I qui ne sont pas invariantes sous |’action de
r 1 (ou de r 2)- Les volumes des sous-variétés totalement géodésiques sont identiques dans
L\ et dans L2.

Conclusion : La partie du spectre des volumes formée des volumes des sous-variétes tota-
lement géodésiques ne détermine pas le p-spectre du laplacien pour p > 1.

454 Volumes des sous-variétés minimales

La proposition suivante est une conséquence des propositions 4.3.6 et 4.3.7.

Proposition 4.5.10 Les sous-varietés minimales de dimension k dun espace lenticulaire
L(q :pi,...,pn) sont exactement les projections des sous-variétés minimales de S2n~I sur
L(q:pi,...,pn).

Pour tout entier p et tout réel r, on désigne par Sp(r) la sphére euclidienne de rayon r. On
considere une famille particuliére de sous-variétés de la sphére 52n 1 :
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Pour tous entiers & et [ tels que 0 <! < k,

l k-1
_al k-1
Ml,k—l =S5 ( k) x S ( —k )

l k-1
= Yooy , yeeny ,0,...,0); I+1z2 = 2, 2\
{(371 T141, T142, - -+ > Th2 ) ;ﬂ: i = i=zz+2xi }

Proposition 4.5.11 ([11], [35]) Soit M* une sous-variété minimale compacte de la sphére
Sk+P. On désigne par ||B|| la longueur de la seconde forme fondamentale de M. Si on

suppose que ||B|? < , alors ou bien M est totalement géodésique, soit M est la

2-1/p
surface de Veronese dans S*, soit M = My, 0 <1< k.

On va étudier I'image des sous-variétés minimales h.M] x_;, oi h € O(2n), par la projection
canonique IT : 2"~ — L(q : p1,...,pn) = '\S?" 1. La sous-variété h.M ;_; est invariante
par un élément o de I' si et seulement si Mjk_; est invariante par h~loh, on a donc

nécessairement :
_ A (0)
h~loh =
7 ((0) B)’

ou A € O(k +2) et B€ O(2n —k — 2). On montre alors comme dans la proposition 4.5.7
que o est forcément ’identité si k est impair et que si k est pair alors pour tout 1 < i < n,
H;; = 0ou Hj3 =0, ot pour tout ¢, H;; est une matrice d’ordre (2, k+2) et H;s est d’ordre
(2,2n — k — 2) telles que :

Hy; Hy

h=|
Hnl Hn2

Ainsi, pour tout h qui ne vérifient pas la condition précédente, h.M;,_; n’est invariante
que par l'identité. Supposons que ! et k — [ sont impairs. On peut facilement vérifier qu’il
existe une infinité de sous-variétés de la forme h.M; ;_; qui sont invariantes par I'; en effet,
pour tout h € O(I1+1) x O(k—1+1) x O(2n—k—2), h.M; x_; est invariante par I'. Ainsi, si
k est impair, ou si l et k—1[ sont impairs, alors les volumes des projections des sous-variétés
h.Mj k_; sur deux espaces lenticulaires I;\S?1 et I'5\S?*~! sont identiques. On a alors :

Proposition 4.5.12 Soit L = L(q : p1,...,Pn) un espace lenticulaire de la famille Lo(q,n)
et II la projection canonique de S**~! sur L. Les volumes des sous-variétés minimales de
L, de la forme II(h.M; x_;), ot h € O(2n) sont donnés par :

1. Sik est impair, Volume(Il(h.M;x_;))=Volume(h.Mk_;), pour tout h € O(2n).

2. Sil et k — sont impairs, il eziste une infinité de h dans O(2n) tels que le volume
de II(h.Mj x—;) soit égal au volume de h.Mj;—;, et une infinité de h dans O(2n) tels

que le volume de II(h.M) ;) soit égal au % Volume(h.My k).

En particulier, si Ly et Ly sont deuz espaces lenticulaires appartenant a Lo(g,n) et II;
(resp. Tl2) est la projection canonique de S™~ sur Ly (resp. sur Ly), alors les volumes



4.6. QUOTIENT DE LA SPHERE PAR UN GROUPE NON CYCLIQUE DE TYPE 1121

des sous-variétés de la forme IIy(h.Mk—_;), h € O(2n) de L, et ceuz des sous-variétés de
la forme IIy(h.Mj—1), h € O(2n) de Lo, sont identiques.

Conclusion : La partie du spectre des volumes formée des volumes des sous-variétés mi-
nimales de l’espace lenticulaire, images par la projection canonique des My_i(h,g), ot k
est impair, ou l et k — 1 sont impairs, et h,g € O(2n), ne déterminent pas le p-spectre du
laplacien pour p > 1.

4.6 Quotient de la sphére par un groupe non cyclique de
type 1

Dans cette partie, nous rappelons les variétés isospectrales et non isométriques utilisées.
Nous déterminons leurs spectres des longueurs relativement aux définitions 4.2.2—(i) et (iii).
On note que deux telles variétés isospectrales et non isométriques ont le méme spectre des
longueurs, au sens de la définition 4.2.2—(i), d’aprés le théoréme 3.4.1. Nous montrons
qu’elles ont des sepctres des longueurs différents au sens de la définition 4.2.2—(iii).

4.6.1 Rappels

Les variétés étudiées dans ce paragraphe, sont des quotients de la sphére par des groupes
d’isomeétries finis, non cycliques, sans point fixe, de type 1 (définition 3.4.2). Nous rappelons
les groupes finis sans point fixe de type 1 qui permettent de définir les espaces en question.

Si a et b sont deux entiers, on désigne par (a,b) le plus grand commun diviseur de a et
b. Soit m,n,d et n’ des entiers strictement positifs et r un entier premier avec m vérifiant :

((r=1n,m)=1
la classe de r dans K, est d’ordre d
n=n'd

tout diviseur premier de d divise n'.

Avec ces entiers, on définit le groupe fini I'y(m,n;r) d’ordre N = mn engendré par deux
éléments A et B vérifiant :

A" =B"=1 e BAB l=4".

On rappelle que les représentations irréductibles sans point fixe de I'y(m, n, ) sont décrites
de la maniére suivante : \

Soit T' = T'y(m,n,r) et k et | deux entiers tels que (k,m) = (I,n) = 1. Soit m; la
représentation réelle de degré 2d de I' donnée par :

R(2mk/m) (0)

R(2mkr
Tei(4) = (3rkrfm)

(0) | R(2wkr®=1/m)
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et

{ © I (0)\
) /

Kkt (B)

(0) '
N2(27rl/n") o)J

ou chaque bloc est une matrice d’ordre 2.

Les espaces que nous allons étudier sont de la forme 7rfc,;(r)\S2n_1. Un tel espace est iso-
métrique a un TIK,X (r)\S2n_1 si et seulement si il existe des entiers e = 1, ¢ G{0,..., d—1},
s,t tels que (s,m) = (i,n) = lett =1 (mod d), vérifiant k' = eskr® (mod m) et V = etl
(mod n'). Nous rappelons que deux tels espaces de la forme ‘iri,i(Td(m,n,r))\S2d~1 et
i (Pd(m, n, r))\is'2d—1 avec (I,d) = 1et (I—,d) = 1 sont isospectraux pour les formes
différentielles de tout ordre (proposition 3.4.7 et théoréeme 3.5.1 du chapitre 3).

4.6.2 Longueurs des géodesiques

Dans ce paragraphe, on va calculer et comparer les spectres des longueurs (défini-
tions 4.2.2—) et (iii)) des espaces  (r*m , n,r))\52d-1 et 7ri,i(rd(m, n,r))\52d 1 avec
(Zd) = let (I-1,d) = L
On commence par introduire les notations qui vont étre utilisées dans la suite. Soit m,
n, d, nlet r des entiers vérifiant les conditions (3.9) avec n' = d, i.e. n = d?. On pose
T = TTij(rd(m,n,r)). Si A et B sont les générateurs de Td(m,n,r), avec les relations
Am=Bn= 1et BAB~I| = Ar,alors pourtout 0<a<m—let0<6<n —1 on a:

AaBb.AaBl = Aata'rhB b

Ainsi tout élément de T alaformea = |avw = ,i(AaBh,0<a<m—-Jet0<6<n—.
On écritb= v+ wd, avec 0 < v, w <d—1, on a alors :

-Siv=0:
(R(di) (0) N
R(e2)

a = ofvw (4.8)

(0) R(6d)J

ou 0i = 2n(a--|---1--hw-|)’, pour tout 1< i <d.
™ d
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- Sil<v<d—1:
/ R{9)) (0) \
R(02)
G - (0); R{Qd-v) (4.9
R{oLd—v+1)
(0) R{oid)
ou .
I
6i = 2n(a\-6-‘(:---hw-I pour 1<i<d—v,
1

ai = 2n(a--|ﬁ—]----1 (10 + 1)%%) pour d—v+1<i <d.

Comme dans le cas des espaces lenticulaires, si une géodésique 7 de 52d 1 de la forme
(cost\
sint

70) = h. 0 [ ouh 6 0(2d), vérifie cry(t)y = 7(t +u) pour un certain u alors

Vol

nécessairement 2costo est une valeur propre double de la matrice a + ta, de vecteurs
propres, les deux premieres colonnes de h. Nous commencons par chercher les valeurs
propres de cette matrice. Siv = 0, les valeurs propres sont les 2cos 9i, (0 < i < q—1), elles
sont toutes doubles. Si v * 0, les valeurs propres sont données par le lemme 4.6.2. Avant
d’eénoncer le lemme on introduit certaines notations.

Notations 4.6.1 Soit 1<v <d—1. Onpose vi = (v,d), S=d/vlet:
7 = B si i <d—v
71 = ai sinon.
On note
Savwn = 7/i + Jvi+tn + e+ 7(AD)t;i+i)
ou v est I’entier qui verifie (6 —v)v\ = v.
Ona:

Savwn = 2, A— 1+ M+ L+ 110D+ (Ow+ S- u)Cj  (mod 2ir)

- lar™1(1—rd) A
2f m(1—rU) + (Sw+0 V'r (mod 2t).

Lemme 4.6.2 Soit0<a<m—1, 1<v<d—letO< w<d—1. On utilise les notations

de 4-6.1. Les valeurs propres de <hyvu>sont les quantités eHul, ou w est solution de |'une
des équations :

gil> _ eiSa, v , 1<n <1)1. (4.10)
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Les valeurs propres de <hv,w + t&,\v,w sont doubles de laforme 2cosus ou u est donné par
(4-10). Les vecteurs propres de o, )W+ tadiW associés a la valeur propre double 2cosa>
sont les parties réelle et imaginaire du vecteur propre de aavw associé a la valeur propre
eiw.

Preuve : Les valeurs propres de <hyv,wsont toutes des complexes de module 1 apparaissant
en méme temps avec leurs conjuguées. Supposons que elill est une telle valeur propre et

que V = N est un vecteur propre associé, ou pour tout i,Vi a deux composantes. Soit

W

v\ = (v, d) et 6 = d/v\. Pour tout 1< At< v\, nous avons un systeme :

WIHi = e™R{- .
A2vi+n = e2MR(—™ — 1vitiz)vy

V(G-i)vl+n = e N -NM R D-N - -7 (<52)t1+/1) A
M, = e R(—(s~i)Vi+/i)N(j-i)vi+He

Les deux dernieres egalités impliquent que  est un vecteur propre de R{Sa\jWil) associé
a la valeur propre etSu. Donc e98v= exSaVvw» et c si edBv= étSavw2ou

si el9J = e~tSav'w». VKVI+n est donné en fonction de  pour tout 1 < k < 6 —1 et les
autres M sont nuls. Quand /i varie entre 1 et v\, on obtient 2d valeurs propres eH{l avec
les vecteurs propres correspondants. Les valeurs propres de aayvw + t?av,w sont doubles
données par 2cosa; et les vecteurs propres associes sont les parties réelles et imaginaires
de ceux de aayv,w associés aux valeurs propres el et e~Ul. D’ou le lemme. I

Lemme 4.6.3 Soit tel que 2costo est une valeur propre de la matrice cr+ta, oua € T. Il
existe une géodésique de S20~I invariante par a dont la projection sur r\S'2d-1 est de lon-
gueur ai. Ainsi, les longueurs des géodesiques fermées de T\S2d~I sont les réels strictement
positifs ui tels que 2cosa; est valeur propre de o + ta, pour un certain a GT.

Preuve : Soit 0 = &yvw, vi = (v,d) et S = d/v\. On choisit deux vecteurs propres
associés a la valeur propre double 2cosci; de a + ta, donnés par la preuve du lemme 4.6.2.
On normalise ces deux vecteurs pour obtenir deux vecteurs orthonormés. On forme une
matrice h de 0(2<2) ayant pour deux premiéres colonnes h\ et h2 les deux vecteurs propres
déja décrits. On peut facilement vérifier que la géodésique h.-f(t) ainsi obtenue Vérifie

cr.hj(t) = h.y(t —u).
D’ou la preuve du lemme. 0
Remarque 4.6.4 La propriété quun nombre réel u > 0 est dans le spectre des longueurs

si et seulement si 2cos lu est une valeur propre de a + ta pour un certain a 6 T est valable
dans tout quotient T\Sn et pas seulement dans ce cas particulier.



46. QUOTIENT DE LA SPHERE PAR UN GROUPE DE TYPE 1 125

Le lemme suivant décrit les classes d’homotopie libres des courbes fermées de I’espace
7Ti,z(N\S2f- 1, en utilisant la correspondance entre ces classes d’homotopie et les classes
de conjugaison des éléments du groupe 7riy(r). Il va servir a calculer les multiplicités des
longueurs des géodésiques fermées de I’espace 7Tiy(r)\S'2ci-1 relativement a la troisieme
définition.

Lemme 4.6.5 On suppose que m est premier. Soit0 <a<m —let0O<b<n —1 On
écritb= v + wd avec 0 < v,w < d—1 La classe dhomotopie libre {<avw de oav,w est
donnée :

1 pour tout 0 < w < d—1, par :
koo™ = {0,0.
2. pourtout 1<a<m—let0O<w <d—1, par :
[a0tl] = {"ard0«! 0 <t <d 1}
3. pourtoutO<a<m-—1 l<v<d—letO<w<d—1, par:
[fa,utd] = O<c™mm 1}
Preuve : La classe d’homotopie de aQVjt, dans F est :
[<w] = {*i,i(Aart+s{1~rb)Bb); 0 <s<m -1,0<t<d-1}.

Elle contient au plus m éléments. Explicitons [aOuu suivant les valeurs de a, v et w :
1 Sio<w<d—1 onaAs(LWi)= l2dcar rd= 1 (mod m). Ainsi,

Ko,] ={miB"*“)}

2. Sil<o<m —let0O<il<d —1, alors pour tout 0 < i, t! <d—1, tels que t soit
différent de t1, rla —™ a ne peut pas étre multiple de m. En effet, m est premier et
rc” 1 (mod m) pour 1< ¢ < d—1puisque lI’ordre de r dans Km est d. Donc :

Kow] = {-m M artBwd)\ 0<t< d- 1}

Cette classe contient exactement d éléments.

3. Si0O<a<m —1 I<u<d—letO<io<ci —1, alors pour t = 0, les puissances
possibles de A sont les a+ s(l —6), ou 0 < s <m —1 Comme rd = 1 (mod m),
alors Js(1-r6) = ylIs(1- r*). D’autre part, pour tout 0 < s,sl<m —1, tels que s soit
différent de s', s(I —rv) —s'(I —rv) ne peut pas étre un multiple de m. Ainsi, les
éléments A0+s(1-r”) sont deux a deux distincts et :

[cavw] = {Ki,i(AcBv+wd); 0 < c<m - 1}

Cette classe contient m éléments.
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Remarque 4.6.6 On suppose que m est premier.

- ["aou)] = [?m-a,ow]; si et seulement si d est pair ou a = 0. En effet, sia = 0, c’est
évident ; sinon, ceci est vrai si et seulement sim —a = art (mod m) pour un certain
0<t < d—1 Ceci revient a dire que r* = —1 (mod m) puisque m est premier, ce
qui est possible uniquement si d est pair, et dans ce cast = d/2.

/
Sayvwn = 2v-(5w + 5- u) (mod 27r).

Oti pose dans ce cas 5 —Sgr A1

Le théoreme suivant détermine les multiplicités des longueurs obtenues, relativement a la
troisieme définition. On note que les multiplicités dans la premiére définition sont toutes
infinies.
Théoreme 4.6.7 On suppose que m est premier. Soit W la longueur dune géodésique de
la classe d homotopie libre L&vwW> ouQ <a<m —\,0<v<d—\ etO <w <d—1 On
pose V\ = (d,v) et S=d/v\. On entend par multiplicité de u, sa multiplicité au sens de la
définition 4-2.2-(iii).
I- Cas ou d est impair :

1 Sia=v=w=0, alorsu = 2it a pour multiplicité 1

2. Sia 0Oetv=0, alorsu apour multiplicité 2.

3. Siv=0etw7"0, alors u apour multiplicité 2.

4 Si v 770, alors u a pour multiplicité 20.
I1- Cas ou d est pair :

1 Sia=v=w =0, alors == 2n apour multiplicité 1.

2. Siv=0etw Yy {0,d/2}, alors u>a pour multiplicité 2.

3 Sia”0etv=w=0, alorsu apour multiplicité 1.

4- Siv =0 etw =d/2, alors u a pour multiplicité 1.

5. Siv 0 {0,ef/2}, alors u a pour multiplicité 28.

6. Siv=d/2 etsi2w+ 1 n’est pas multiple de d/2, alors u) a pour multiplicité 26 = 4
(car dans ce cas v\ = d/2).

7. Siv=d/2 etsi2w+ 1 est multiple de d/2, alors Ia a pour multiplicité 5 = 2.
Preuve : Soit u la longueur d’une géodésique de la classe d’homotopie fibre [aGV], ou
O<a<m—l0<v<d—letO<w<d —1

- Supposons tout d’abord que v =0:

Dans ce cas, il existe a € {1, ...,d} tel que cosu; = cos6a. S’il existe une autre classe
d’homotopie libre R&/y W], ou 0 < a8 <m —1,0<Vv <d—let0O<w <d—1],
contenant une géodésique de méme longueur w, alors V' est nécessairement nul. En
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effet, si v' 7 0, on désigne pax v\ = (v',d) et 1 < v < 8 —1 un entier tel que
d—v' = v.v\. D’apres le lemme 4.6.2, cos Sui = cos SV On a donc S6a = £Sv/iWe
(mod 2w). Ceci implique que d divise 8w £ (8w' + (8 —v)). Par conséquent 8 divise
Vv, ce qui n’est pas possible puisque 1 <v < 8—1.
On se restreint donc a chercher les entiers 0 < a' <m —let 0 <w' <d —1tels que
la classe d’homotopie [0d,0tu] contienne une geodésique de longueur U= Dans ce cas,
il existe a' G{1, ...,d} tel que cosOa = coso; = cosdQ, ce qui revient a dire que md
divise

(ar«-1 + alra'~x)d + (tux w')Im,

ou encore que m divise ara_1 + aV*“ -1 et que d divise w = w'.

- d divise w —w' si et seulement si w = w', et m divise ara_1 —alra'~l si et
seulement si il existe un 0 < f < d—1 tel que a—a'rlou or4—a' est un multiple
de m.

D’aprés ce qui précéde, ceci implique que [a0,0u] = Wa',0W-
- d divise w + w" si et seulement si w* = d —w (modulo d), et m divise ara~I +
a'r“ -1 siet seulement si m divise ar*+a' ou a+a'rlpour uncertain 0 < t < d—i.
Ceci revient a dire que w' = d —w et m divise or4—m —a’) ou a'r1—(m —a).
Onadonc ®u]=["M— W
Supposons maintenant quev 0 :
Soit W = (v,d) et S= d/vi, alors cos5>= cosSvw Soit0 < a' <m—1,0 < v' <d—1
et 0 < w' < d—1des entiers tels que [<vy,u/] contienne une geodésique de longueur
uj. Alors, v' est nécessairement non nul, d’apres ce qui précéde. Soit v[ = (v',d) et
6' = d/v[, alors cos 6'SWW= cos<ByW. Sil<z/<5 —let 1<u' <5 —1 vérifient
ilvi = d—v et v'v\ = d —V', alors I’équation précédente implique que d divise
0'(Sw+ (5—t)) £ 6(8'w' + (6f —Vv")), ce qui implique que 5 divise 6'v et 8' divise 8v'.
Comme (8,v) = (8,u") = 1, on trouve que 8 = 8. On obtient cos Svw = cos SV'tW.
Cette condition est équivalente au fait que d divise

Bw+ (5—i)) + (8wf+ (5—V")).

- Supposons que d divise (8w + (8 —Vv)) —(8wW' + (8 —jyD). Dans ce cas, 8 divise
v —V', donc v' = i/, ce qui implique que d divise 8(w —w") ou v\ divise w —w".
On pose w —w' = avi, alors 21 —8 <a < . On remarque qu’il y &8 valeurs
entieres distinctes de a, donc $classes d’homotopie différentes contenant une
géodésique de longueur u.

- Supposons que d divise (8w + (8 —t/)) + (8w' + (8 —t/")). Alors, 8 divise v + v,
donc v' = 8 —v (modulo 8). Ceci implique que v\ divise w + w’ + 1. On pose
w+w'+1=/3W\donc " * < i3<”" +8 On obtient ainsi 8 classes d homotopie
différentes contenant une géodésique de longueur uij.

w' peut prendre la méme valeur dans les cas deux si et seulement si v\ divise 2w + 1.
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La preuve du théoreme est une simple conséquence du calcul précédent. 0

Remarque 4.6.8 Les multiplicités des longueurs obtenues sont infinies relativement a la
définition 4-2.2-(i).

Remarque 4.6.9 Le théoréme 3.4-1 de T. Sunada assure que les quotients ri\S'2<i-1 et
T2\S2d~1 avec Ti = it\i(Td(m,n,r)) et T2 = 7Ti,i(r,i(m, n, r)) ont le méme spectre des
longueurs au sens de la définition 4-2.2-(i). On peut retrouver ce résultat en utilisant la
proposition 3-4-7 qui montre que les Ti et T2 sont presque conjugués dans 0(2d), et le
lemme 4-6.3 qui décrit les longueurs des géodésiques fermées de T\S20~1 en fonction des
valeurs propres de T.

Théoréme 4.6.10 Soient les groupes Ti = wy(ad('m,n, 1)) et (2 = ’\]_,]_(r‘d(m, n,r)). Si
m est premier alors, au sens de la définition 4-2.2-(ni), les espaces Ti\S2d~I et T2\S2d~1
ont le méme spectre des longueurs si d est impair et des spectres des longueurs différents
si d est pair.

Preuve : Soit u; la longueur d’une géodesique fermée, de I’espace ri\S '2d-1, dans la classe
d’homotopie [K\'WAaBWwd)\, ol 0 < 0o <m- 1,0<v <d—letO<w<d —1.
D’apres la preuve de la proposition 3.4.7, il existe une géodésique fermée dans r 2\S'2d 1,
dans la classe d homotopie ili(AaBv'+wd)\ ou v' = Iv (mod d) et w' = Iw (mod d). En
fait, 'Kiii(AaBVv'+wd) et niti(AaBv+wd) sont conjugués dans 0(2d) donc ils ont les mémes
valeurs propres. En utilisant le théoréme 4.6.7, nous allons montrer que u n’a pas toujours
la méme multiplicité dans Ti\52i 1 et dans r2\52<i-1.

- On suppose tout d’abord que v = Q.

Dans ce cas, v' = 0 puisque (I,d) = 1. Siw ™ 0, il en est de méme pour Iw (modulo
d) paxce que (i,d) = 1, donc wi”™ 0. Dans le cas ou d est pair, lw = d/2 (mod d)
précisément quand w = d/2 puisque (I,d) = 1, i.e. w' = d/2 si et seulement si
w = d/2.

- On suppose ensuite que v~ 0.

Comme v A Qalors Iv ja0 (mod d), i.e. v' / 0. Dans le cas ou d est pair lv = d/2
(mod d) (ou v' = d/2) si et seulement si v = d/2. Dans le cas ou v = V' = d/2, et
2w + 1 et 2w' + 1 ne peuvent pas étre multiples de d/2 en méme temps paxce que
I—d) =1

En utilisant le théoreme 4.6.7, on trouve que a; a la méme multiplicité dans les espaces
ri\S,2d 1 et r 25 2d- 1, lorsque d est impair, ou lorsque d est pair avec v = v1” d/2. Si
v = v' = d/2, G a des multiplicités différentes dans ri\S 2d 1 et dans T2\52(i-1. 0

Conclusion : La connaissance du p-spectre du laplacien pour tout p ne détermine pas le
spectre des longueurs au sens de la troisiéme définition.
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4.7 Quotients de la grassmannienne

On rappelle ici les formes des variétés grassmanniennes qui sont p-isospectraux pour
tout p et non isométriques, construits par A. Ikeda dans [29] et décrits dans le chapitre 3.
On caractérise les nombres u>appartenant au spectre des longueurs au sens de la defini-
tion 4.2.2—).

4.7.1 Rappels

Les variétées étudiées dans ce paragraphe sont de la forme 711 (Td(m. n, r))\G 9A(R)
et ni,i{Td{m,n,N)\Crge<i(R) ou | est un entier tel que (I,d) = let (I —I,d) = 1 Ces
variétés sont isospectrales pour les formes différentielles de tout ordre (proposition 3.4.7 et
théoreme 3.6.3 du chapitre 3). Elles ont aussi le méme spectre des longueurs, au sens de la
premiere definition, d’apres le théoreme 3.4.1.

4.7.2 Longueurs des géodésiques

Dans ce paragraphe, on caractérise les longueurs des géodésiques fermées dans un quo-
tient de la variété grassmannienne.

Une géodésique de la variété grassmannienne G9d(K) s’écrit h.7 (i)ou h 6 0(2d) et
7 (i) est une géodésique de Gg2d(R) de la forme :

(costx1 \
costx2
COStXn
7(i) sintx\ (4.11)
sinix2
sin tx,,
(0) /

ou xi,£2,—xq sont des réels tels que XX=i XL = 1*

Si T est un sous-groupe de 0(2d) sans point fixe, les géodésiques du quotient r\G g2d(IR)
sont précisément les images des géodésiques de G?2d(M) par la projection canonique.
Comme on s’intéresse au calcul des longueurs des géodésiques fermées dans le quotient,
on se restreint a I’étude des géodésiques qui sont fermées dans G9YA(R) et celles qui sont
invariantes par au moins un élément non trivial de T.

Soit T le groupe Tri*r*m, n,r)) ou 7Tii(rd(m,n, r)), etaavw€ T, avec 0 < a < m—I,
0<v<d—let 0 <w < d—1, définie par I’'expression (4.8) pour a = 0 et par I’expression
(4.9) pour a™ 0. Si une geodésique h.j(t) est invariante par un élément ag\Vjwde T, alors
pour tout 1 <k < @, 2cosuxk est une valeur propre double de <avw + t&avw, de vecteurs
propres la fe-eme et q + k-éme colonnes de la matrice h. En utilisant le lemme 4.6.2, si Ui
est la longueur d’une géodésique de la classe d’homotopie [aayv,w], deux cas sont possibles :
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-v=0:
Dans ce cas u verifie cosuxk = cos¥k pour 1 < k < g, ou 1< ik < d. Donc, pour
ik 1 I
tout 1< k <q, il existe 1 < ik < d tel que uXk = iZ?r(-Qf--r-ﬁ---- h%) (mod 2ir).
-v~MrO0:

Dans ce cas u vérifie cosduxk = cosSvw pour tout 1 < k < g Ainsi, pour tout
1 <k <q 6ok = £2w”(6W + S —V) (mod 2ir), ou S = d/(d,v) et v vérifie
0—v =v/(d,v).

Avec une preuve analogue a celle du lemme 4.6.3, on montre le lemme suivant :

Lemme 4.7.1 Soient xi,x2,—xq des réels tels que [E|J xf = 1 et 4 un réel. Supposons
que pour tout 1 <k <q, 2cosu>Xk est une valeur propre de la matrice a +ta, ou o GT. Il
existe une géodésique de G9,2dW invariante par a dont la projection sur r\G 9pd(K) es®
de longueur co. La réciproque est vraie d’aprés ce qui précede.

Remarque 4.7.2 Soient les groupes Ti = ., ; d{minir)) etr2=";(r*m,n,r)). Les
espaces Ti\ et r21\Gopd(M) ont le méme spectre des longueurs par rapport a la
premiére définition, d’apres le théoréme de T. Sunada. On peut vérifier ce résultat en
utilisant la caracterisation précédente des longueurs des géodésiques fermees.

En effet, soit h.j(t) une géodeésique de GOpd(M) ou h € 0(2d) et 7(t) est de laforme
(4-H)- Supposons quil existe un a G  tel que h.'rit) est invariante par o et tel que
la projection de sur ri\G 92dW est de longueur u. Alors 2cos lox" est une valeur
propre de a+ ta pour tout 1 <k<gq. D ’apres la proposition 3-4-7, il existe un aldans r2
conjugué a a dans 0(2d), donc ayant les mémes valeurs propres que a. Ainsi, pour tout
1 <k < q, 2cosLiXk est une valeur propre de a' 4-to', i.e. h.j(t) est invariante par un
a' et sa projection sur r 2\G ?2d(K) a pour longueur u;. Ces longueurs sont de multiplicité

Yerfiye



Annexe A

Décomposition d’un produit tensoriel

Ce programme sert a décomposer le produit tensoriel de deux SO(n)-modules irré-
ductibles en modules irréductibles, en utilisant la formule de multiplicité de Steinberg
donnée pax la proposition 1.2.58 dans le chapitre 1 Les résultats obtenus sont utilisés
pour décomposer les puissances extérieurs de , o dans le paragraphe 2.3 du chapitre 2. I
est formé de deux fichiers “includes” et “puis-ext.f”. Le premier fichier sert a declarer les
variables et les tableaux nécessaires et il est appelé dans le programme principal ainsi que
dans les différentes routines. Le deuxiéme contient le programme principal ainsi que les
diverses routines. Les explications des étapes sont ajoutées comme commentaires dans les
fichiers.

Le fichier “includes” est le suivant :

C....NTAIL est la dimension maximale que peut prendre la valeur ndim
C...NWEYL est la dimension du tableau sign.w

integer NTAIL, NWEYL

parameter (NTAIL = 10, NWEYL = 2000)
..Le tableau nvij correspond aux coeficients des plus grand poids
..des composantes des Vi,j suivant les poids fondamentaux.
..Les deux premiers champs correspondent a i et j, le troisieme sert
..a indiquer le nombre de composantes de Vi,j, le quatrieéme indique
.les coeficients du plus grand poids d’une composante fixée de Vi,j

integer nvij

common /nvijij / nvij(0:NTAIL, O0:NTAIL, 2, -5:NTAIL)
C....ndim est |’ ’ordre des matrices du groupe SO(ndim), mdim est la
C....partie entiere de la moitié de ndim

o o o o o

integer ndim, mdim

common / ndimension / ndim, mdim
C....xdelta est demi-somme des racines positives

real xdelta

131
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common / xdelta_ / xdelta(0:NTAIL)
C....nbweyl est le nombre des éléments du groupe de weyl

integer nbweyl

common / nbweyll / nbweyl

integer sign_w

common /sign_weil / sign_w(NWEYL)
c....Les tableaux xtabl, xrab2, xtab3 sont des tableaux auxiliares

real xtabl, xtab2, xtabpp

common /xtabb / xtabl(0:NTAIL),xtab2(0:NTAIL),xtabpp(0:NTAIL)
c___ Le tableau nvijkl est le tableau produit de Vi,j par VKk,l

integer nvijkl

common / nvklij /

& nvijkl(0:NTAIL,0 :NTAIL,0 :NTAIL,0 :NTAIL,0:4*NTAIL,0 :NTAIL)
c-—- ngama est le tableau des plus grands poids des composantes de Vi,j
c....nlamda celui de Vk,I

integer ngama, nlamda

common / gammaa / ngama(-5:NTAIL), nlamda(-5:NTAIL)
C....gamdelta = ngama + xdelta, gamlam = ngama + nlamda

real gamdelta, gamlam

common / gainaiama / gamdelta(-5:NTAIL), garniam(-5:NTAIL)
C....vwnr est un tableau auxiliare

real vwnr

common / xvwnr / vwnr(-5:NTAIL)
C....muu et nhlindex sont des variables auxiliares

integer muu, nhlindex

common /mmuu/ muu(-5:NTAIL)

Le fichier “puis-ext.f” est le suivant :

program main
C....0n insére le fichier includes qui déclare les tableaux
include ’includes’
c....Déclaration des variables
integer ni.nj,nk,nl,nij,nkl
integer mi,mj, mk
integer nmul, nmu2, nmu3
integer nal,na2,na3
integer multip,differ,somm

Cc__ Inpression de | ’entete du programme
print *, ~’ PROGRAMME QUI FAIT LA DECOMPOSITION
print *, ’ DES PUISSANCES EXTERIEURS EN DES ’
print *, ~’ IRREDUCTIBLES ’

C-—- Initialisation du tableau nvij a 0
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do ni = 0, NTAIL
do nj =0, NTAIL

do nk =1, 2
do nl = -5, NTAIL
nvij(ni,nj,nk,nl) =0
enddo
enddo
enddo
enddo

..Lecture de la dimension ndim de | espace

print introduire la dimension de 1” espace n < ', NTAIL,” =~

read *,ndim
if (ndim.gt.NTAIL) goto 10

..pour remplir le tableau nvij

..Début du calcul du produit tensoriel de Vi,j

mdim = int(ndim/2)

if ((2*mdim).eq.ndim) then
call dim_pair

else
call dim_impair

endif

..0n appelle la routine sign_weyl qui contient
..éléments du groupe de Weyl

call sign_weyl

..pour plus de détails, voir chapitre 2.

do ni = 0, mdim
do nj = 0, mdim
do nk = 0, mdim
do nl =0, mdim
nbool =0
do 101 nij =1, 2

..Si ndim est pair, on appelle la routine dim_pair, sinon dim_impair

les déterminants des

et Vk,lI

if (nvij(ni,nj,nij,-1).eq.0) goto 101

do mi = 1, mdim

ngama(mi) = nvij(ni,nj,nij,mi)
gamdelta(mi) = ngama(mi) + xdelta(mi)

enddo
do 102 nkl = 1,2

if (nvij(nk,nl,nkl,-1).eq.0) goto 102

nbool =1
do mj = 1, mdim

nlamda(mj) = nvij(nk,nl,nkl,mj)
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gamlam(mj) = nlamda(mj) + xdelta(mj)

enddo
if (ndim.eq.3) then
c__ Local au cas ndim = 3

nhlindex = ngama(l) + nlamda(l)
do nmul = 0, nhiindex

multip = 0
muu(l) = nmu
do mi = 1, nbweyl

do mj = 1, nbweyl
do mk = 1, mdim
xtabl(mk) = gamdelta(mk)
enddo
call weyl(mi)
do mk = 1, mdim
xtabpp(mk) = xtab2(mk)
xtabl(mk) = garniam(mk)
enddo
call weyl(mj)
do mk = 1, mdim
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)+xtab2(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-muu(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-2*xdelta(mk)
enddo
if (xtabpp(1).ge.O) then
multip = multip +
& sign_w(mi)*sign_w(mj)
endif
enddo
enddo
if (multip.ne.0) then
print *, ni, nj, nk, ni, nmul, multip
endif
enddo
elseif(ndim.eq.4) then

c....Local au cas ndim = 4
nhiindex = ngama(l) + nlamda(l)
do nmul = 0, nhiindex

do nmu2 = 0, nmul
0
nmul

multip

muu(l)
muu(2) = nmu2
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do mi = 1, nbweyl
do mj = 1, nbweyl
do mk = 1, mdim
xtabl(mk) = gamdelta(mk)
enddo
call weyl(mi)
do mk = 1, mdim
xtabpp(mk) = xtab2(mk)
xtabl(mk) = gamlam(mk)
enddo
call weyl(mj)
do mk = 1, mdim
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)+xtab2(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-muu(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-2*xdelta(mk)
enddo
if (xtabpp(l).ge.(abs(xtabpp(2)))) then
differ = xtabpp(1) - xtabpp(2)
somm = xtabpp(l) + xtabpp(2)
if (((2*(int(differ/2))).eq.differ).and.
((2*(int(somm/2))).eq.somm)) then
multip = multip +
sign_w(mi)*sign_w(mj)
endif
endif
enddo
enddo
if (multip.ne.O) then
print * ni, nj, nk, nl, nmul, nmu2 multip

endif
enddo
enddo
do nmul = 0, nhlindex

do nmu2 = 1, nmul

multip = 0

muu(l) = nmul
muu(2) = -nmu2

do mi = 1, nbweyl

do mj = 1, nbweyl
do mk = 1, mdim
xtabl(mk) = gamdelta(mk)
enddo
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call weyl(mi)

do ink = 1, mdim
xtabpp(mk) = xtab2(mk)
xtabl(mk) = gamlam(mk)

enddo

call weyl(mj)

do mk = 1, mdim
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)+xtab2(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-muu(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-2*xdelta(mk)

enddo

if (xtabpp(l).ge.(abs(xtabpp(2)))) then
differ = xtabpp(l) - xtabpp(2)
somm = xtabpp(l) + xtabpp(2)
if (((2*(int(differ/2))).eq.differ).and.

& ((2*(int(somm/2))).eq.somm)) then
multip = multip +
& sign_w(mi)*sign_w(mj)
endif
endif
enddo
enddo

if (multip.ne.O) then
print *, ni, nj, nk, nl, nmul, -nmu2, multip
endif
enddo
enddo
elseif (ndim.eq.5) then
C... .Local au cas ndim =5
nhlindex = ngama(l) + nlamda(l)
do nmul = 0, nhlindex
do nmu2 = 0, nmul

multip = 0
muu(l) = nmul
muu(2) = nmu2

do mi = 1, nbwey

do mj = 1, nbweyl
do mk = 1, mdim
xtabl(mk) = gamdelta(mk)
enddo
call weyl(mi)
do mk = 1, mdim
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xtabpp(mk) = xtab2(mk)
xtabl(mk) = gamlam(mk)
enddo
call weyl(mj)
do mk = 1, mdim
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)+xtab2(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-muu(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-2*xdelta(mk)
enddo
do nal = 0, xtabpp(1)
do na2 = 0, xtabpp(l)-nal
xna3 = xtabpp(l) - nal - na2
xna4 = xtabpp(2) + nal - na2
if ((xna3.ge.O0).and.(xna4.ge.0)) then
multip = multip +
& sign_w(mi)*sign_w(mj)
endif
enddo
enddo
enddo
enddo
if (multip.ne.0) then
print *, ni, nj, nk, ni, nmul, nmu2, multip
endif
enddo
enddo
C....Local au cas ndim = 6
nhlindex = ngama(l) + nlamdaf(l)
do nmul = 0, nhlindex
do nmu2 = 0, nmul
do nmu3 = 0, nmu2

multip = 0

muu(l) = nmul
muu(2) = nmu2
muu(3) = nmu3

do mi = 1, nbweyl

do mj = 1, nbweyl
do mk = 1, mdim
xtabl(mk) = gamdelta(mk)
enddo
call weyl(mi)
do mk = 1, mdim
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xtabpp(mk) = xtab2(mk)
xtabl(mk) = garniam(mk)
enddo
call weyl(mj)
do mk = 1, mdim
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)+xtab2(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-muu(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-2*xdelta(mk)
enddo
do nal = 0, xtabpp(1)
do na2 = 0, xtabpp(l)
do na3 = 0, xtabpp(1)
xnad=xtabpp(l)-nal-na2-na3
xnab5=(xtabpp(2)+xtabpp(3)-nal+na2-na3+xna4)/2
xna6=xtabpp(2)-nal+na2-xna5
if ((xnad.ge.O).and.(xnab.ge.O)
& .and.(xna6.ge.0)) then
if (xnab5.eq.(int(xnab5))) then
multip = multip +
& sign_w(mi)*sign_w(mj)
endif
endif
enddo
enddo
enddo
enddo
enddo
if (multip.ne.0) then
print *, ni, nj, nk, ni,

& nmul, nmu2, nmu3, multip
endif
enddo
enddo
enddo
do nmul = 0, nhiindex

do nmu2 = 0, nmul
do nmu3 = 1, nmu2

multip = 0
muu(l) = nmul
muu(2) = nmu2
muu(3) = -nmu3

do mi = 1, nbweyl
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do mj = 1, nbweyl
do mk = 1, mdim
xtabl(mk) = gamdelta(mk)
enddo
call weyl(mi)
do mk = 1, mdim
xtabpp(mk) = xtab2(mk)
xtabl(mk) = gamlam(mk)
enddo
call weyl(mj)
do mk = 1, mdim
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)+xtab2(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-muu(mk)
xtabpp(mk)=xtabpp(mk)-2*xdelta(mk)
enddo
do nal = 0, xtabpp(1)
do na2 = 0, xtabpp(l)
do na3 = 0, xtabpp(1)
xnad=xtabpp(l)-nal-na2-na3
xnab5=(xtabpp(2)+xtabpp(3)-nal+na2-na3+xna4)/2
xna6=xtabpp(2)-nal+na2-xna5
if ((xnad.ge.0).and.(xna5.ge.O)
.and.(xna6.ge.0)) then
if (xnab5.eq.(int(xnab))) then
multip = multip +
sign_w(mi)*sign_w(mj)
endif
endif
enddo
enddo
enddo
enddo
enddo
if (multip.ne.O) then
print * ni, nj, nk, nl,
nmul, nmu2, -nmu3, multip
endif
enddo
enddo
enddo
endif
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102 enddo
101 enddo
if (nbool.eqg.l) then
print *,’
endif
enddo
enddo
enddo
enddo
end

subroutine dim_impair
C....0n insére le fichier includes qui déclare les tableaux
include ’includes’
integer ni,nj,nk
c....Déclaration des coeficients nvij du plus grand poids des Vi,j
do ni = 0, ndim
do 100 nj = 0, ndim
if ((ni.eq.0).and.(nj.eq.0)) goto 100
if ((ni.le.nj).and.(nj.le.(mdim-1))) then
nvij(ni,nj,1,-1) =1
nvij(ni,nj,1,0) = nj
do nk = 1, ni

nvij(ni,nj,l,nk) =2
enddo
do nk = ni+1, nj
nvij(ni,nj,I,nk) =1
enddo
endif

if ((ni.le.(mdim-1)).and.(nj.eq.mdim)) then
nvij(ni,nj,1,-1) =1
nvij(ni,nj,1,0) = nj
do nk = 1, ni
nvij(ni.nj,l,nk) =2
enddo
do nk = ni+l1, nj
nvij(ni,nj,I,nk) =1
enddo
endif
if ((ni.eqg.mdim).and.(nj.eq.mdim)) then
nvij(ni,nj,1,-1) =1
nvij(ni,nj,1,0) = nj
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do nk = 1, ni
nvij(ni,nj,l,nk) =2
enddo
endif
100 enddo
enddo
c__ Déclaration de la demi-somme des racines positives xdelta
do ni = 1, mdim
xdelta(ni) = mdim - ni + .5

enddo
c
return
end
C

subroutine dim_pair

C....0n insere le fichier includes qui déclare les tableaux
include ’includes’
integer ni,nj,nk

c....Déclaration des coeficients nvij des plus grand poids des
C.... composantes de Vi,j
do ni = 0, ndim

do 110 nj = 0, ndim
if ((ni.eq.0).and.(nj.eq.0)) goto 110
if ((ni.le.nj).and.(nj.le.(mdim-2))) then
nvij(ni,nj,1,-1) =1
nvij(ni.nj,1,0) = nj
do nk = 1, ni

nvij(ni,nj,l,nk) =2
enddo
do nk = ni+l, nj
nvij(ni,nj,I,nk) =1
enddo
endif

if ((ni.le.(mdim-2)).and.(nj.eq.(mdim-1))) then
nvij(ni,nj,1,-1) =1
nvij(ni,nj,1,0) = nj
do nk = 1, ni

nvij(ni,nj,I,nk) =2
enddo
do nk = ni+l, nj
nvij(ni,nj,I,nk) =1

enddo
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endif
if ((ni.eqg.(mdim-1)).and.(nj.eq.(mdim-1))) then
nvij(ni.nj,1,-1) =1
nvij(ni.nj,1,0) = nj
do nk = 1, ni
nvij(ni,nj,l,nk) =2
enddo
endif
if ((ni.le.(mdim-2)).and.(nj.eq.mdim)) then
nvij(ni,nj,1,-1) =1
nvij(ni,nj,1,0) = nj
do nk = 1, ni
nvij(ni,nj,l,nk) =2
enddo
do nk = ni+l1l, nj-1

nvij(ni,nj,l,nk) =1
enddo
nvij(ni,nj,l,nj) = -1
nvij(ni,nj,2,-1) =1
nvij(ni,nj,2,0) =nj

do nk = 1, ni
nvij(ni,nj,2,nk) =2

enddo

do nk = ni+l, nj

(AN

nvij(ni,nj,2,nk) =
enddo
endif
if ((ni.eq.(mdim-1)).and.(nj.eq.mdim)) then
1
nj

nvij(ni.nj,1,-1)

nvij(ni,nj,1,0)

do nk = 1, ni
nvij(ni,nj,l,nk) =2

enddo
nvij(ni,nj,1,mdim) = -1
nvij(ni,nj,2,-1) =1
nvij(ni,nj,2,0) = nj
do nk = 1, ni
nvij(ni,nj,2,nk) = 2
enddo
nvij(ni,nj,2,mdim) =1
endif
if ((ni.eq.mdim).and.(nj.eq.mdim)) then
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I
[EnN

nvij(ni,nj,1,-1)

nvij(ni,nj,1,0)
do nk = 1, mdim-1
nvij(ni,nj,I,nk) =2

nj

enddo

nvij(ni,nj,I,mdim) = -2
nvij(ni,nj,2,-1) =1
nvij(ni,nj,2,0) = nj

do nk = 1, mdim-1

nvij(ni,nj,2,nk) =2
enddo
nvij(ni,nj,2,mdim) =2
endif
110 enddo
enddo
c....Déclaration de xdelta
do ni = 1, mdim -1

xdelta(ni) = mdim - ni
enddo
xdelta(mdim) =0
return
end

subroutine sign_weyl

C....0n insére le fichier includes qui déclare les tableaux
include ’includes’

c....Remplir le tableau sign_w
if (ndim.eq.3) then

nbweyl = 2
sign_w(l) =1
sign_w(2) = -1
elseif (ndim.eq.4) then
nbweyl = 4
sign_w(l) =1
sign_w(2) = -1
sign_w(3) = -1
sign_w(4) =1
elseif (ndim.eq.5) then
nbweyl = 8
sign_w(l) =1
sign_w(2) = -1
sign_w(3) = -1
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1
AN

sign_w(4)

1}
A=Y

sign_w(5)
sign_w(6)
sign_w(7)

1 1 1
H 1 1
= e

sign_w(8)
elseif (ndim.eq.6) then
nbweyl = 24
sign_w(l) =
sign_w(2) =
sign_w(3) =
sign_w(4) =
sign_w(5) =
sign_w(6) =
sign_w(7) =
sign_w(8) =
sign_w(9) =
sign_w(10) =

=

sign_w(Il) =

(S SN

sign_w(12) =
sign_w(13) = -1
sign_w(14) = -1
sign_w(15) = -1
sign_w(16) = -1
sign_w(17) = -1
sign_w(18) = -1
sign_w(19) = -1
sign_w(20) = -1
sign_w(21) = -1
sign_w(22) = -1
sign_w(23) = -1
sign_w(24) = -1

endif

return

end

subroutine weyl(nindex)
C....0n insére le fichier includes qui déclare les tableaux
include ’includes’
integer nindex
c....Remplissage du tableau xtab2
if (ndim.eq.3) then
if (nindex.eq.l) then



xtab2(l) = xtabl(l)
elseif (nindex.eq.2) then
xtab2(l) = -xtabl(l)
endif
elseif (ndim.eq.4) then
if (nindex.eq.l) then
xtab2(l) = xtabl(l)
xtab2(2) = xtabl(2)
elseif (nindex.eq.2) then
xtab2(l) = xtabl(2)
xtab2(2) = xtabl(l)
elseif (nindex.eq.3) then
xtab2(l) = -xtabl(2)
xtab2(2) = -xtabl(l)
elseif (nindex.eq.4) then
xtab2(l) = -xtabl(l)
xtab2(2) = -xtabl(2)
endif
elseif (ndim.eq.5) then
if (nindex.eq.l) then
xtab2(l) = xtabl(l)
xtab2(2) = xtabl(2)
elseif (nindex.eq.2) then
xtab2(l) = xtabl(2)
xtab2(2) = xtabl(l)
elseif (nindex.eq.3) then
xtab2(l) xtablI(l)
xtab2(2) -xtabl(2)
elseif (nindex.eq.4) then
xtab2(l) = -xtabl(2)
xtab2(2) = xtabl(l)
elseif (nindex.eq.5) then
xtab2(l) = -xtabl(l)
xtab2(2) = -xtabl(2)
elseif (nindex.eq.6) then
xtab2(l) = -xtabl(2)
xtab2(2) = -xtabl(l)
elseif (nindex.eq.7) then
xtab2(l) = -xtabl(l)
xtab2(2) = xtabl(2)
elseif (nindex.eq.8) then
xtab2(l) = xtabl(2)
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xtab2(2) = -xtabl(l)

endif

elseif (ndim.eq.6) then

if (nindex.eq.1l) then
xtab2(l) xtablI(l)
xtab2(2) = xtabl(2)
xtab2(3) = xtabl(3)

elseif (nindex.eq.2) then
xtab2(l) = -xtabl(l)
xtab2(2) -xtabl(2)
xtab2(3) = xtabl(3)

elseif (nindex.eq.3) then
xtab2(l) = -xtabl(l)
xtab2(2) = xtabl(2)
xtab2(3) = -xtabl(3)

elseif (nindex.eq.4) then
xtab2(l) = xtabl(l)
xtab2(2) = -xtabl(2)

xtab2(3) = -xtabl(3)
elseif (nindex.eq.5) then

xtab2(l) = xtabl(3)

xtab2(2) = xtabl(l)

xtab2(3) = xtabl(2)
elseif (nindex.eq.6) then
xtab2(l) -xtabl1(3)
xtab2(2) -xtabl(l)
xtab2(3) = xtabl(2)
elseif (nindex.eq.7) then
xtab2(l) = -xtabl(3)
xtab2(2) = xtabl(l)
xtab2(3) = -xtabl(2)
elseif (nindex.eq.8) then

xtab2(l) = xtabl(3)
xtab2(2) = -xtabl(l)
xtab2(3) = -xtabl(2)
elseif (nindex.eq.9) then
xtab2(l) = xtabl(2)

xtab2(2) = xtabl(3)
xtab2(3) = xtabl(l)
elseif (nindex.eq.10) then
xtab2(l) = -xtabl(2)
xtab2(2) = -xtabl(3)



xtab2(3) = xtabl(l)
elseif (nindex.eq.il) then

xtab2(l) = -xtabl(2)
xtab2(2) = xtabl(3)
xtab2(3) = -xtabl(l)

elseif (nindex.eq.12) then
xtab2(l) = xtabl(2)
xtab2(2) -xtabl(3)
xtab2(3) = -xtabl(l)
elseif (nindex.eq.13) then
xtab2(l) = xtabl(2)
xtab2(2) xtablI(l)
xtab2(3) xtabl(3)
elseif (nindex.eq.14) then
xtab2(l) = -xtabl(2)
xtab2(2) = -xtabl(l)
xtab2(3) = xtabl(3)
elseif (nindex.eq.15) then
xtab2(l) = -xtabl(2)

xtab2(2) = xtabl(l)
xtab2(3) = -xtabl(3)
elseif (nindex.eq.16) then
xtab2(l) = xtabl(2)
xtab2(2) = -xtabl(l)

xtab2(3) = -xtabl(3)
elseif (nindex.eq.17) then

xtab2(l) = xtabl(l)
xtab2(2) = xtabl(3)
xtab2(3) = xtabl(2)

elseif (nindex.eq.18) then
xtab2(l) = -xtabl(l)

xtab2(2) = -xtabl(3)
xtab2(3) = xtabl(2)
elseif (nindex.eq.19) then
xtab2(l) = -xtabl(l)
xtab2(2) = xtabl(3)
xtab2(3) = -xtabl(2)
elseif (nindex.eq.20) then
xtab2(l) = xtabl(l)
xtab2(2) = -xtabl(3)
xtab2(3) = -xtabl(2)

elseif (nindex.eq.21) then
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xtab2(l) xtabl(3)
xtab2(2) xtabl(2)
xtab2(3) = xtabl(l)
elseif (nindex.eq.22) then
xtab2(l) -xtabl(3)
xtab2(2) = -xtabl(2)
xtab2(3) = xtabl(l)
elseif (nindex.eq.23) then
xtab2(I) -xtabl(3)
xtab2(2) xtabl(2)
xtab2(3) = -xtabl(l)
elseif (nindex.eq.24) then
xtab2(l) = xtabl(3)

xtab2(2) = -xtabl(2)
xtab2(3) = -xtabl(l)
endif
endif
return

end



Annexe B

Multiplicités des valeurs propres

Ce programme est formé d’un seul fichier. Il sert a calculer les multilplicités des valeurs
propres.

prograin multiplicité

c....Déclaration des variables nécessaires
integer nborl_hl, nbor2_hl
integer nkl, nk2, nk3, nhl, nh2, nh3
integer nkkl, nkk2, nkk3, multip, mult_aux

C....0n fixe les valeurs de kl, k2 et k3, ainsi que celle de hl
nkl =5
nk2 = 3
nk3 = 2
nborl_hl = nk3 + 2
nbor2_hl = 10
C....Début du calcul

do nhl = nborl_hl, nbor2_hl
do nh2 = 0, nhl
do nh3 = 0, nh2

multip = 0
nkkl = nkl + 1
nkk2 = nk2
nkk3 = nk3

mult_aux = 0

call mult_int(nkkl, nkk2, nkk3, nhl, nh2, nh3
& mult_aux)

multip = multip + mult_aux

nkkl = nkl - 1

nkk2 = nk2

nkk3 = nk3

mult_aux = 0
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call mult_int(nkkl, nkk2, nkk3, nhl, nli2, nh3,
mult_aux)

multip = multip + mult_aux

nkkl = nkl

nkk2 = nk2 + 1

nkk3 = nk3

mult_aux = 0

call mult_int(nkkl, nkk2, nkk3, nhl, nh2, nh3,
mult_aux)

multip = multip - mult_aux

nkkl = nkl

nkk2 nk2 - 1

nkk3 nk3

mult_aux = 0

call mult_int(nkkl, nkk2, nkk3, nhl, nh2, nh3,
mult_aux)

multip = multip - mult_aux
if (multip.ne.0) then
print * ’nhl ’, nhl, > nh2 ’, nh2,
> nh3 ’, nh3, ’ .multip
endif
enddo
enddo

subroutine mult_int(nkl, nk2, nk3, nhl, nh2, nh3, mult_aux)

.Déclaration des variables

integer nkl, nk2, nk3, nhl, nh2, nh3
integer mult_aux -

integer nl2, nl3, nhlh2pl, nhlh2p2
integer nrl

do nl2 = max(nh3, nk3), nhl
do nl3 = 0, min(nh2, nl2)
nhih2pl = max(0,

& min((nl2-abs(nl3-nk3)-nk2),2*(nl2-max(nl3,nk3)))
& - max(0, 2*int((nl2-nl3-nk3-nk2+1)/2)) + 2)/2

do nrl =0, nhl - max(nh2,nl2)
nhth2p2 = max(0,min(2*(min(nh2,nl2)-max(nh3,nl3)),

& (nhl-abs(nh2-n12)-abs(nh3-n13)-nkl-2*nrl))
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& - max(0, 2*int((nhl-abs(nh2-nl2)
& -nh3-nl3-nkl-2*nrl+1)/2)) + 2)/2
mult.aux = mult_aux + nhlh2p2*nhlh2pl
enddo
enddo
enddo
return

end
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