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T H E  C A SE  O F G R A SSM A N N  M A N IFO L D S

A b s tra c t:

In this text, we are interested in the relation between the Laplace spectrum 

on differential forms and the geometric spectrum. We denote by volume spectrum 

the collection of volumes of minimal submanifolds having a fixed dimension. For 

one-dimensional submanifolds, it is the length spectrum with several possibilities to 

define the multiplicity. We define the geometric spectrum to be the volume spectrum 

in fixed or all dimensions.

First, we explicitly compute the Laplace spectrum on the forms for Grassmann 

manifolds. This is a generalization of A. Ikeda-Y. Taniguchi and C. Tsukamoto’s 

calculations, based on the representation theory of compact Lie groups and on the 

“identification” of the Laplace operator with the Casimir operator in symmetric 

spaces.

Next, we consider examples of isospectral non isometric manifolds constructed 

by A. Ikeda, and we compute their geometric spectra. We begin with the case of the 

lens spaces which are isospectral up to a fixed order and not isospectral above that 

order. We obtain that they have the same geometric spectrum; this shows that the 

geometric spectrum does not determine the Laplace spectrum on forms. We calculate 

the length spectra for the example of spherical spaces forms which are isospectral 

on the forms but not isometric, and we find they are not always identical. Finally 

we describe the length spectrum for the space forms of the Grassmann manifolds 

which are isospectral but not isometric. The two last classes of examples satisfy the 

conditions of Sunada’s theorem.

K eyw ords: Laplace spectrum, differential forms, representation theory, Casimir 

operator, Grassmann manifold, geometric spectrum, geodesics, minimal submani

folds.
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Introduction

L’étude du lien entre le spectre du laplacien et la géométrie des variétés (spectre des 
longueurs, volume, courbure ... ) est un sujet qui préoccupe les chercheurs depuis long
temps. Il s’agit de savoir si la connaissance de certaines propriétés d’une variété permet 
de l’identifier ou d’en donner certaines informations. Par exemple, connaître le spectre du 
laplacien (sur les fonctions ou même sur les formes différentielles) permet-il d’identifier une 
variété riemannienne à une isométrie près ? Permet-il de déterminer des invariants de na
ture géométrique comme le volume de la variété, sa courbure, le spectre des longueurs, les 
volumes des sous-vaxiétés ... ? Inversement, connaissant certains invariants géométriques, 
peut-on déterminer le spectre du laplacien ?

Nous commençons par définir les objets dont on parle. Il s’agit du spectre du laplacien 
et du spectre des longueurs d’une variété riemannienne (M ,g).

Spectre du laplacien : On désigne par d l’opérateur de différentiation extérieure, agissant 
sur C°°(APM), l’espace des p-formes différentielles sur M, et on note S l’adjoint formel de 
d relativement au produit scalaire induit par la métrique g. Le laplacien noté A ou Ap est 
défini par :

A = dô +  ôd.

C’est un opérateur différentiel elliptique, auto-adjoint, agissant sur C°°(APM). Si M  est 
une variété compacte, l’ensemble des valeurs propres de Ap est discret. On notera cet 
ensemble comme une suite de réels ordonnés dans l’ordre croissant :

0 < < \p2 < ...

où chacune des valeurs propres A? sera répétée un nombre de fois égal à sa multiplicité 
qui est par définition la dimension de l’espace propre Exp correspondant. L’ensemble des 
valeurs propres de Ap est noté Specp(M,g) et appelé le p-spectre du laplacien de (M ,g ). 
Le 0-spectre du laplacien (ou spectre des fonctions) sera noté simplement Spec(M,g).

On dira que deux variétés sont p-isospectrales pour un certain p si elles ont le même p- 
spectre du laplacien. Si deux variétés ont le même spectre des fonctions, on dit simplement 
qu’elles sont isospectrales.

Spectre des longueurs : C’est l’ensemble des longueurs des géodésiques fermées de (M ,g). 
Un nombre u> est donc dans le spectre des longueurs s’il existe une géodésique 7  de (M, g)

5
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telle que pour tout nombre réel t on ait 7 {t + u) = 7 (i). La multiplicité d’une longueur u> 
peut être définie de plusieurs façons. On peut la définir comme étant le nombre de géodé- 
siques fermées de longueur u. On peut aussi la définir comme étant le nombre de classes 
d’homotopie libre dont la plus courte des géodésiques fermées est de longueur u> ; ou aussi 
comme étant le nombre de classes d’homotopie libre contenant une géodésique fermée de 
longueur u>. Nous préciserons selon le cas la définition utilisée.

Des exemples particuliers pour lesquels on utilise ces différentes définitions sont donnés 
dans [21]. On remarque que la deuxième et la troisième définitions sont plus significatives 
que la première, dans le sens que dans beaucoup d’exemples de variétés isospectrales, le 
spectre des longueurs n’est pas le même par rapport à la deuxième et troisième définitions. 
En revanche, il est toujours le même au sens de la première définition.

Comme généralisation de la définition du spectre des longueurs nous introduisons le 
spectre des volumes.
Spectre des volumes : Le p-spectre des volumes d’une variété M  est la collection des volumes 
des sous-variétés minimales de dimension p de M. La multiplicité d’un volume v est le 
nombre de fois où v apparaît dans le spectre.

Nous appelons spectre géométrique le spectre des p-volumes pour un p donné ou pour tout 

P-

A propos des relations entre le spectre du laplacien et le spectre géométrique, plusieurs 
réponses ont été apportées jusqu’à présent. Les premiers exemples ont été donnés par 
J. Milnor qui a construit en 1964 des tores plats de dimension 16 isospectraux et non iso
métriques (voir par exemple [5]) montrant ainsi que le spectre du laplacien d’une variété 
ne la détermine pas. Néanmoins, la formule de Poisson montre que le spectre du laplacien 
d’un tore plat détermine complètement son spectre des longueurs et inversement ([5], [2]). 
D’autre part, on sait que le spectre du laplacien d’une variété compacte détermine son 
volume et sa courbure totale (voir par exemple [5]). Une généralisation de ce résultat a été 
faite pour les surfaces de Riemann. On a obtenu une formule des traces montrant que le 
spectre du laplacien de ces surfaces détermine leur spectre des longueurs et inversement. A 
ce propos, il y a eu des travaux de H. Huber, A. Selberg, H. P. McKean, I. M. Singer ...  
Pour une étude détaillée de cette formule, on pourra consulter les références [8] et [9]. Une 
sorte de généralisation de ce dernier résultat a été faite en 1973 par Y. Colin de Verdière 
[12]. Il a établi une formule des traces qui permet de montrer que sur une surface compacte 
à courbure strictement négative, le spectre du laplacien détermine le spectre des longueurs. 
Plus généralement, il montre que ce résultat est valable dans un cas générique. C’est le cas 
d’une variété compacte dont les géodésiques périodiques sont isolées, non dégénérées et de 
longueurs deux à deux distinctes. Dans ce cas, le spectre du laplacien détermine en plus 
les indices modulo 4 des géodésiques périodiques. Avec les mêmes conditions, il obtient 
aussi des résultats concernant le spectre du laplacien agissant sur les formes différentielles : 
la connaissance du p-spectre pour tout p permet d’avoir les longueurs des géodésiques 
périodiques, leurs indices modulo 4 et le transport parallèle le long de chaque géodésique
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périodique. On rappelle qu’une géodésique de longueur l est non dégénérée si l’ensemble 
des points critiques de la fonction énergie ayant Z2 comme valeur critique, est une réunion 
finie de sous-variétés compactes connexes et non dégénérées. Son calcul repose sur une 
approximation du noyau de la chaleur sur ces variétés.

Des travaux similaires, sur le lien entre le spectre du laplacien et le spectre des longueurs 
ont été effectués par J. Chazarain [10], J. Duistermaat et V. Guillemin [17] en utilisant 
l’équation des ondes.

Beaucoup d’exemples de variétés isospectrales pour le laplacien et non isométriques 
ont été construits par la suite. La majorité de ces exemples est donnée par des variétés 
localement isométriques (i.e. ayant le même revêtement universel). Ce sont des quotients 
d’une variété par des groupes d’isométries discrets co-compacts agissant librement sur la 
variété. On cite les travaux de M. F. Vignéras [44] en 1980 sur des variétés hyperboliques, 
ceux de D. M. DeTurck, C. S. Gordon, E. N. Wilson, . ..  sur des variétés nilpotentes et 
ceux de A. Ikeda sur des variétés à courbure positive. A. Ikeda a commencé par quotienter 
les sphères de dimension impaire par des groupes d’isométries cycliques finis sans point fixe 
[26]. Les quotients sont des espaces lenticulaires isospectraux pour les fc-formes différen
tielles jusqu’à un certain ordre p mais non isospectraux pour les (p+l)-formes [28]. Ensuite, 
dans [27], il a donné d’autres exemples qui sont des quotients des sphères de dimension 
impaire par des groupes d’isométries finis, non cycliques, sans point fixe et de «type 1». 
Les espaces obtenus dans ce cas sont isospectraux pour les fonctions et les formes diffé
rentielles de tout ordre. Pour construire des exemples de quotients de la grassmannienne, 
il a utilisé la bijection entre les classes d’isométries des espaces sphériques et celles des 
quotients de la grassmannienne, et il a obtenu des familles de variétés isospectrales pour 
les fonctions mais non isométriques [29]. On ne sait pas si ces dernières sont isospectrales 
ou non pour les formes différentielles. La classification de ces variétés et la bijection entre 
les classes d’isométries des quotients de la sphère et ceux de la grassmannienne est décrite 
dans la référence [45]. L’utilité d’avoir ces exemples n’est plus de savoir qu’ils existent mais 
de déterminer les quantités géométriques que deux variétés isospectrales peuvent avoir en 
commun et celles qui changent avec le changement de la métrique. A titre d’exemples, 
C. S. Gordon dans [21] compare les spectres des longueurs de plusieurs familles de variétés 
isospectrales. Pour toutes ces familles, le spectre des longueurs, au sens de la première dé
finition, est le même. L’une de ces familles est formée de variétés p-isospectrales pour tout 
p et non isométriques, n’ayant pas le même spectre des longueurs au sens de la deuxième 
définition.

Des résultats relativement généraux ont été découverts par T. Sunada [40] à ce sujet.
Il donne des conditions qui assurent que deux variétés ont même spectre du laplacien et 
même spectre des longueurs. Si G est un groupe de Lie et T un sous-groupe discret et 
co-compact de G, on désigne par la représentation de G dans Lq(T\G) définie par 
Wj! (g)<f>(x) =  4>(xg). Une généralisation du résultat de T. Sunada est la suivante :

Soit G un groupe d ’isométries d’une variété riemannienne (M ,g) où g est la métrique

r  t î b t  U

7Tp la 
vtinn H
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correspondante. Soient T i et T2 deux sous-groupes discrets sans point fixe de G tels que 
T i\M  et T2\M  soient des variétés compactes. Si l ’on munit ces deux variétés de la métrique 
induite par g et si les représentations 7rp et 7ij? sont équivalentes, alors :

1. Les variétés T i\M  et T2\M  ont même spectre du laplacien.

2. L ’ensemble des longueurs des géodésiques périodiques de ces deux variétés est le 
même. Si de plus G est compact, il existe une bijection qui préserve les longueurs 
entre l ’ensemble des géodésiques périodiques de T i\M  et l ’ensemble des géodésiques 
périodiques de T2 \M .

Cette généralisation a été faite par D. M. DeTurck et C. S. Gordon [13]. Une autre 
preuve a été donnée par P. Bérard [3] (voir aussi [4]). En fait, l’énoncé initial de T. Sunada 
suppose que G, Ti et Y2 sont finis.

Dans le cas particulier où G est compact, les représentations 7Tp et 7r{? sont équivalentes 
si et seulement si pour tout g € G, l’intersection de [g]c (la classe de conjugaison de g dans 
G) avec Ti a le même nombre d’éléments que son intersection avec IV Cette condition est 
aussi équivalente au fait qu’il existe une bijection (f> : Ti —> Tï telle que pour tout a € Ti, 
4>(a) est conjugué à <7, par un élément de G qui dépend de a.

Plusieurs exemples parmi ceux déjà cités vérifient les conditions du résultat de T. Su
nada, mais pas tous : les espaces lenticulaires isospectraux et non isométriques construits 
par A. Ikeda ne satisfont pas aux conditions du résultat. Nous étudierons le spectre géo
métrique de ces exemples au début du chapitre 4.

Dans [14], [15] et [16], les auteurs étudient des exemples de variétés nilpotentes isospec
trales (pour les fonctions) et non isométriques. Dans certains de ces exemples, les volumes 
des cycles dans les classes d’homologie sont distincts. Dans d’autres où ce n’est pas le 
cas, les positions relatives des 1-cycles changent avec la métrique. Dans tous les exemples 
traités, les cycles du groupe d’homologie détectent le changement de la métrique.

Dans certains cas, la connaissance du spectre du laplacien permet d’avoir des informa
tions sur le lien entre le spectre du laplacien sur les fonctions ou sur les formes, et le spectre 
géométrique d’une variété riemannienne. En effet, on peut construire des quotients isospec
traux d’une variété dont on connaît le spectre du laplacien sur les fonctions ou les formes 
propres, selon le cas. Cette méthode a été utilisée pour construire certains exemples parmi 
ceux déjà cités. Pour cette raison, nous nous intéressons au calcul explicite du spectre du 
laplacien. Nous allons citer certains travaux dans cette direction. Sur un espace symétrique 
on sait calculer théoriquement le spectre du laplacien agissant sur les formes différentielles 
de tout ordre (en particulier les fonctions). Dans la pratique, ce calcul est parfois compliqué 
et technique. La méthode fait appel à certains outils de la théorie des représentations. Elle 
est décrite dans le premier chapitre de cette thèse et on en parlera brièvement plus loin 
dans cette introduction. Cette méthode a été utilisée par B. L. Beers et R. S. Millman [1] 
en 1977 pour déterminer le spectre du laplacien d’un groupe de Lie compact semi-simple. 
Plus tard, en 1978, A. Ikeda et Y. Taniguchi [30] s’en servent pour calculer le p-spectre 
du laplacien, pour tout p, et les fonctions propres sur la sphère et sur l’espace projectif
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complexe. On note que le 0-spectre du laplacien sur la sphère était connu (voir par exemple 
[5]) et le p-spectre a été déterminé en 1975 par S. Gallot et D. Meyer [20] par une mé
thode différente. Il y a eu aussi en 1981 l’article de L. Paquet [39] sur ce sujet. Ensuite, en 
1981, C. Tsukamoto [43] a calculé le p-spectre des espaces SO(n + 2)/(SO(n) x SO(2)) et 
Sp(n +  l)/(Sp(n) x Sp(l)) pour tout p. Peu de temps après, en 1983, E. Kaneda [33] et [34] 
a calculé le spectre des 1-formes des espaces symétriques compacts simplement connexes 
et irréductibles. En général, on n’a pas explicitement le spectre d’un espace symétrique 
donné. La même méthode sert aussi à calculer le spectre d’un espace symétrique de type 
non compact qui lui est un spectre continu. Si on s’intéresse à un quotient compact d’un 
espace symétrique de type non compact, les multiplicités des valeurs propres sont données 
en fonctions des multiplicités de la représentation régulière droite du groupe G sur l’es
pace L2(T\G) dans la représentation adjointe. On ne sait pas calculer explicitement ces 
multiplicités et on n’a que quelques formules asymptotiques (voir [37] et [36]).

L’objectif initial de cette thèse était de trouver une formule des traces du style de celle 
obtenue par Y. Colin de Verdière [12], reliant le spectre du laplacien agissant sur les formes 
différentielles et le spectre des volumes. Une telle formule n’est pas facile à obtenir, on traite 
partiellement le problème en étudiant la correspondance entre le spectre du laplacien sur 
les formes et le spectre des volumes pour des exemples particuliers de variétés isospectrales 
et non isométriques.

Cette thèse est formée de deux parties. La première partie est constituée de deux cha
pitres. Le premier chapitre consiste à rappeler les notations, définitions et résultats qui 
vont permettre de calculer le spectre du laplacien d’un espace symétrique M  = G /K , 
où G est un groupe de Lie compact semi-simple et i f  un sous-groupe fermé de G. Tout 
d’abord, nous rappelons certains résultats de la théorie des représentations des groupes 
compacts, essentiellement la formule des caractères de Weyl et la formule de la décom
position d’un produit tensoriel en sous-modules irréductibles due à Steinberg. Un autre 
résultat important est celui de «l’égalité» entre le laplacien et l’opérateur de Casimir :

A = C.

Nous présentons en détail sa démonstration. La connaissance des valeurs propres de l’opé
rateur de Casimir sur les représentations irréductibles permet alors de calculer les valeurs 
propres du laplacien. En fait, il suffit de décomposer l’espace des formes différentielles sur 
M en représentations irréductibles. Ce problème n’est pas simple, on utilise alors le théo
rème de la réciprocité de Frobenius qui permet de réduire le problème de la décomposition 
d’un G-module en sous-modules irréductibles à celui de la décomposition d’un G-module 
irréductible en sous-ii-modules irréductibles et à celui de la décomposition de l’espace des 
p-èmes puissances extérieures de m, l’espace tangent k M  en K, pour tout p, en sous-if - 
modules irréductibles. En utilisant la formule des caractères de Weyl, la décomposition d’un 
G-module irréductible en sous-if-modules irréductibles se réduit à un calcul algébrique.

Dans le deuxième chapitre, on applique la méthode proposée dans le chapitre précédent
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pour calculer le spectre du laplacien agissant sur les formes différentielles des variétés 
grassmanniennes. C’est le cas où G =  SO(n) et K  = SO(k) x SO(n — k). Ce calcul est une 
généralisation des calculs du spectre du laplacien effectués par A. Ikeda et Y. Taniguchi 
[30] sur les sphères et C. Tsukamoto [43] sur les grassmanniennes des 2-plans, aux variétés 
grassmanniennes des fc-plans de K” pour tout k. Il faut noter que le calcul est très technique 
et local. Sa difficulté dépend de l’espace en question. Pour faire ce calcul, on fixe le choix 
d’un tore maximal Tq (resp. Tk) de G = SO(n) (resp. K  =  SO(fc) x SO(n — k)) et 
on désigne par iç (resp. t#-) l’algèbre de Lie de Tq (resp. Tk). On note qu’on peut les 
choisir de sorte que tk  C Ig- On détermine un système des racines Aq  (resp. A k)  de G 
(resp. K) relativement à Tq (resp. Tk) et le groupe de Weyl Wq (resp. Wk) de ce système 
des racines. On considère un G-module irréductible quelconque V  qu’on décompose en 
une somme de sous-if-modules irréductibles. Les modules irréductibles sont complètement 
définis par leurs caractères, ou leurs poids dominants, on a donc à décomposer un caractère 
irréductible de G en une somme de caractères irréductibles de K. On définit la fonction :

£(A) : t C, avec £(A)(H) = det(it>).e(A(w(H))), Viï € t,
w£W

pour G et pour K  où W  est le groupe de Weyl de G ou de K, selon le cas, et on désigne 
par 5q (resp. 5k ) la demi-somme des racines positives de G (resp. de K). Soit A le plus 
grand poids du G-module V. D’après la formule des caractères de Weyl, le caractère de ce 
module est donné par :

.. / a\ _  £g(A + <îg)
xo(A) - i m â T -  (1)

Sa décomposition en sous-JT-modules irréductibles revient à trouver un ensemble de poids 
dominants A' de K  tel que :

£g (A + <5g)| _  CrtÎA' + SK) 

kE ‘

Le premier résultat fondamental dans ce chapitre consiste à effectuer cette décomposition 
(théorèmes 2.2.5 et 2.2.6). La technique utilisée est de nature itérative partant des travaux 
de C. Tsukamoto [43].

Pour ce qui est de la décomposition des puissances extérieures de la représentation 
adjointe, on utilise certaines propriétés connues pour écrire l’espace de la représentation 
comme la somme de produits tensoriels de représentations irréductibles. On utilise ensuite 
la formule de Steinberg et un programme informatique pour déterminer les multiplicités 
des composantes irréductibles intervenant dans la décomposition d’un produit tensoriel de 
représentations irréductibles.

La deuxième partie de la thèse est formée des chapitres 3 et 4. Dans le troisième cha
pitre, nous décrivons des résultats obtenus par A. Ikeda dans [28], [27] et [29]. Ce sont

£g (¿g ) Çk (Sk ) •
(2:
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des variétés à courbure positive, isospectrales (pour les fonctions ou pour les formes dif
férentielles) et non isométriques. Nous rappelons le résultat concernant les espaces lenti
culaires isospectraux pour les formes différentielles jusqu’à un certain ordre p > 0, mais 
non (p + l)-isospectraux et nous en donnons la preuve. D’autres variétés p-isospectrales 
pour tout p et non isométriques sont obtenues comme des quotients de la sphère par des 
groupes d’isométries finis, à deux générateurs, sans point fixe et de type 1. Les quotients de 
la grassmannienne par le même type de groupes donnent aussi des variétés p-isospectrales 
pour tout p. Dans le cas des quotients par des groupes de type 1, on n’utilise pas exac
tement la preuve de A. Ikeda de l’isospectralité pour les formes différentielles mais nous 
montrons que ces variétés vérifient les hypothèses du théorème de T. Sunada (généralisé).

Dans le quatrième chapitre, nous effectuons le calcul des spectres géométriques (spectre 
des longueurs, spectre des volumes ...  ) des espaces considérés dans le troisième chapitre. 
Nous commençons par calculer le spectre des longueurs des espaces lenticulaires isospec
traux jusqu’à un certain ordre p et non (p 4- l)-isospectraux en considérant la première 
et la troisième définitions de la multiplicité. En comparant les spectres de deux espaces 
lenticulaires isospectraux et non isométriques quelconques, on trouve qu’ils sont identiques 
indépendamment de l’ordre d’isospectralité. Cette propriété n’est pas une conséquence du 
résultat de T. Sunada décrit précédemment. Les résultats de Y. Colin de Verdière [12], qui 
exigent que les longueurs des géodésiques fermées soient simples (i.e. ayant pour multiplicité 
1) ne s’appliquent pas non plus dans ce cas. On a ainsi le résultat :

Le spectre des longueurs ne détermine pas le spectre des p-formes différentielles pourp > 1.

Nous reprenons la même démarche pour le spectre des volumes. Nous calculons les 
volumes des sous-variétés totalement géodésiques et les volumes d’une partie de sous- 
variétés minimales, non totalement géodésiques. La comparaison nous mène au résultat 
suivant :

La partie du spectre des volumes formée par les volumes de ces sous-variétés ne détermine 
pas le spectre des formes différentielles d ’ordre supérieur à un.

On rappelle qu’il existe des espaces lenticulaires isospectraux et non isométriques de la 
famille décrite, qui n’ont pas le même type d’homotopie (A. Ikeda [26]). On note aussi que 
ces espaces non isométriques ne peuvent pas avoir le même spectre marqué (R. Gornet [22]).

On considère ensuite les quotients de la sphère et de la grassmannienne par des groupes 
d’isométries finis, sans point fixe, non cycliques et de type 1 qui sont irréductibles et 
isomorphes.

Les quotients de la sphère sont isospectraux pour les formes différentielles de tout ordre 
et non isométriques. Ce sont en fait des exemples qui vérifient les hypothèses du théorème 
de T. Sunada. Ils ont donc le même spectre des longueurs au sens de la première définition. 
Pour un tel quotient, on calcule le spectre des longueurs au sens de la première et de 
la troisième définition. Le calcul des multiplicités est plus technique que dans le cas des 
espaces lenticulaires car le groupe fondamental n’est plus cyclique. On montre que deux 
variétés de cette famille, qui sont isospectrales et non isométriques, n’ont pas toujours
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le même spectre des longueurs pour la troisième définition (théorème 4.6.10), bien qu’ils 
vérifient le théorème de T. Sunada. On peut donc énoncer :
La connaissance du p-spectre du laplacien pour tout p ne détermine pas le spectre des 
longueurs au sens de la troisième définition.

Malheureusement, il n ’a pas été possible de calculer le spectre des volumes de telles 
variétés, la difficulté est d’étudier l’invariance des sous-variétés par les éléments du groupe 
fondamental, difficulté due à la forme de ces éléments.

Les variétés quotients de la grassmannienne T\Gqt2d(R) sont elles aussi isospectrales 
pour les formes différentielles de tout ordre. Deux telles variétés, isospectrales et non iso
métriques, ont le même spectre des longueurs, au sens de la première définition, d’après lé 
théorème de T. Sunada. Pour ces variétés, on caractérise les nombres réels strictement po
sitifs appartenant au spectre des longueurs (au sens de la première définition) en fonction 
du spectre des matrices du groupe T. Dans ce cas, on n’effectue pas non plus le calcul du 
spectre des volumes.

On signale que le calcul du spectre des longueurs effectué pour les formes d’espaces 
sphériques T \S n avec T C 0  (n + 1) se ramène au calcul des valeurs propres des matrices 
du groupe T, ce qui s’applique à tous les quotients de la sphère et pas seulement aux 
exemples traités dans ce chapitre.

Pour avoir un résumé des résultats obtenus dans le quatrième chapitre, on pourra voir 
le tableau 4.1 de la page 106.
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Chapitre 1

Rappels sur les représentations des 
groupes compacts et sur les espaces 
symétriques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on rappelle les notions qui permettent de calculer le spectre du 
laplacien agissant sur l’espace des formes différentielles de certains espaces symétriques de 
type compact. On utilise des outils de la théorie de la représentation.

On décrit la méthode utilisée. Soit M  — G /K  une variété riemannienne homogène, où 
G est un groupe d’isométries agissant transitivement sur M  et K  un sous-groupe fermé de 
G. On désigne par A le laplacien agissant sur les formes différentielles de M. L’opérateur 
A est un opérateur différentiel G-invariant, donc ses espaces propres sont des G-modules.

On suppose que M  est un espace symétrique et on désigne par q l’algèbre de Lie du 
groupe G et par 6 celle de K. Le laplacien «s’identifie» à «l’opérateur de Casimir» du groupe 
G [30]. D’autre part, on sait déterminer les valeurs propres de l’opérateur de Casimir sur 
les G-modules irréductibles, utilisant la formule de Freudenthal [6]. Ainsi, pour calculer 
les valeurs propres du laplacien, il suffit de décomposer l’espace des formes différentielles, 
en sous-modules irréductibles. Cette décomposition n’est pas immédiate. Néanmoins, en 
utilisant le théorème de réciprocité de Frobenius, elle se réduit à :

1. la décomposition d’un G-module irréductible (considéré comme un if-module par 
restriction) en sous-if-modules irréductibles.

2. la décomposition de la p-ème puissance extérieure de la représentation adjointe du 
groupe K,

Ad*p : K  Ap(0/ % ,  

en composantes if-irréductibles.

15
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1.2 Rappels sur les représentations des groupes

Cette partie est destinée à introduire certains notions et résultats de la théorie de la 
représentation dont on va se servir par la suite. On commence par définir les poids d’une 
représentation, en particulier, les racines d’un groupe compact relativement à un tore 
maximal. On introduit ensuite les chambres de Weyl et les formes entières. La formule des 
caractères de Weyl permet d’identifier les représentations irréductibles par leurs caractères 
ou leurs plus grands poids (qui sont des formes entières appartenant à une chambre de 
Weyl fixée). Ceci permettra de réduire le problème de décomposition d’une représentation 
donnée en une somme de représentations irréductibles, à un calcul algébrique utilisant les 
caractères. Finalement, la formule de multiplicité de Steinberg sert dans la décomposition 
de la puissance extérieure de la représentation adjointe en composantes irréductibles.

Les preuves des résultats décrits se trouvent dans la référence [7].

1.2.1 Poids et racines

On décrit dans ce paragraphe les propriétés des représentations des groupes compacts 
et des tores. Les représentations d’un groupe compact sont complètement réductibles, celles 
d’un tore se décomposent en somme des sous-espaces primaires. En particulier, on obtient 
la décomposition de l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie compact en espaces de racines.

On désigne par V  un espace vectoriel sur un corps F, par End(F) l’espace vectoriel des 
applications F-linéaires et par GL(V) le groupe des applications F-linéaires et inversibles, 
de V  dans lui-même. On munit End(V) d’une structure d’algèbre de Lie sur F, notée gi(V), 
en posant :

[/» 9] =  /  0 9 ~ 9 0 / ,  Pour / ,  g 6 End(V).

D éfinition 1 .2.1

(i) Une représentation d ’un groupe de Lie G dans l ’espace vectoriel V , est un homomor
phisme continu de groupes p : G —>■ GL(V).

(ii) Une représentation d ’une algèbre de Lie g (sur F) dans l’espace vectoriel V , est un 
homomorphisme de F-algèbres de Lie (¡> : g —> 0t(V).

On dit que (p,V) (resp. (</), V)) est une représentation de G (resp. g) et que V est l ’espace 
de la représentation. La dimension de la représentation est celle de l’espace vectoriel V.

Définition 1 .2.2

-  Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur R. Une structure complexe sur V  
est un endomorphisme R-linéaire J  de V tel que J 2 = — ly . Un espace vectoriel V  
sur R muni d’une structure complexe peut être considéré comme un espace vectoriel
V sur C par :

(a + ib)v = av + bJ(v) où a, b G R et v G V.



1.2. RAPPELS SUR LES REPRÉSENTATIONS DES GROUPES 17

-  Soit W  un espace vectoriel de dimension finie sur R. On munit W  x W delà structure 
complexe J(u,v) = (—v,u) pour u,v € W. L ’espace W  x W est noté Wc et dit le 
complexifié de W.

Propriétés 1.2.3

-  Soit E  un espace vectoriel sur C. L ’espace vectoriel réel sous-jacent a une struc
ture complexe qui consiste à multiplier par i. On a : E  =  ER.

-  Soit W  un espace vectoriel sur R. On a dime Wc = dim® W . Comme (u, v) = 
(u, 0) + (0, v) = (u , 0) + J(v, 0), pour u, v dans W, on note les éléments (u, v) de Wc 
par u + iv. La multiplication par les nombres complexes est :

(a + ib)(u + iv) = a(u, v) + bJ(u,v) = (au,av) + (—bv, bu) = au — bv + i(av -I- bu).

-  Si E  est un espace vectoriel sur C et {e*} est une base de E , telle que E = ^ C e j, 
alors E  est isomorphe à Wc, où W est l ’espace vectoriel réel donné par W = ^ R e i.

Définition 1.2.4

-  Soit t) une algèbre de Lie sur R. Une structure complexe J  sur t) est une structure 
complexe sur l ’espace vectoriel 0 telle que :

[X, J{Y )] =  J([X, y]) pour X , Y e  0.

6 est une algèbre de Lie sur C avec la structure de crochet induite par celle de 0.

-  Soit [o une algèbre de Lie sur R et l = (lo)c- On munit I de la structure de crochet 
donnée par :

[X + iY ,Z  + iT] = [X, Z} -  [y, T] + i([Y, Z] + [X, T]) pour X, Y ,Z ,T  e lo-

Cette structure est C-bilinéaire et (l, [, ]) est une algèbre de Lie sur C. Elle s ’appelle 
l ’algèbre complexifiée de lo-

Propriétés 1.2.5

-  Soit e une algèbre de Lie sur C. c® est une algèbre de Lie sur R avec structure 
complexe J  qui est la multiplication par i. En effet :

[X, J {Y )] = [X, ÏY] = i[X, Y] = J{[X, y]) pour X, Y  e eR.

-  Si io est une algèbre de Lie sur R et l =  (lo)c, l ’algèbre de Lie réelle [R est munie 
d’une structure complexe qui est la multiplication par i.

Rem arque 1.2.6

-  Soit G un groupe de Lie, g une algèbre de Lie (réelle ou complexe) et V un espace 
vectoriel.

-  Si V est un espace vectoriel réel, on désigne par Vc son complexifié. Toute repré
sentation de G (ou de g) dans V s ’étend en une représentation dans Vc.

t e m
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-  Si V  est un espace vectoriel complexe, g une algèbre de Lie réelle et gc son 
complexifié, toute représentation de g dans V s ’étend en une représentation de 
gc dans V.

-  Soit G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g. Une représentation p de G dans un espace 
vectoriel V induit une représentation de g dans V, notée p*e ou p (e est l ’élément 
neutre de G). La représentation p*e est définie par :

p*e(X)v = lim -(p(exp(iX))u — v), pour X  G g et v G V. 
t >0 ÿ

-  On note parfois V  les représentations (p, V) de G et (<f>, V) de g.

-  Si F est le corps des nombres complexes (resp. réels), on dit que V est une représen
tation complexe (resp. réelle).

-  Par abus de langage, on dit que (p, V) est un G-module et que (<j>, V) est un module.

-  On désigne parfois par gv ou lg(v) l ’élément p(g)v de V et par X v l’élément <f>(X)v 
de V.

Exemple 1.2.7 Soit G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g. Pour tout élément g de G, 
on désigne par c(g) l’automorphisme intérieur qui associe à un x de G, l ’élément gxg~1. 
Ainsi, c(g) = Lg o Rg- \ , où Lg est la translation à gauche par g et Rg la translation à 
droite par g. L ’automorphisme c(g) s ’appelle aussi la conjugaison par l’élément g de G. On 
désigne alors par Ad l ’homomorphisme :

Ad i G —y Aut(o)

9  ^  ( c ( f f ) ) * e ,

où (c(g))*e est Vapplication tangente à c(g) en Vélément neutre. Le groupe Aut(g) est le 
sous-groupe de GL(g) formé des automorphismes de Valgèbre de Lie g. On appelle Ad 
la représentation adjointe du groupe G. L ’homomorphisme Ad induit un homomorphisme 
d’algèbres de Lie :

ad =  i g ¥ 0K0),

définie par ad(X)Y = [X,Y], le crochet de Lie de X  et Y. On appelle ad la représentation 
adjointe de Valgèbre de Lie g.

Définition 1.2.8 SoitV  etW  deux espaces vectoriels sur F . Un morphisme de G-modules
V et W  est une application F-linéaire f  :V  —ï W  qui est G-équivariante, i.e. pour tout g G 
G et v E V, f(gv) — gf{v). On désigne par Homc{V,W) Vensemble de ces morphismes. 
Ceci définit une catégorie. Un isomorphisme est un morphisme inversible. Deux représen
tations isomorphes sont dites équivalentes.

Définition 1.2.9 SoitV  un G-module. Un produit scalaire ( , ) surV  est dit G-invariant 
si pour tout g G G et u,v £ V , on a (gu, gv) = (u, v) .

Lemme 1.2.10 Soit (p,V) une représentation complexe ou réelle d’un groupe de Lie com
pact G. Alors V possède un produit scalaire G-invariant

(j4d)*e : Q
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Définition 1 .2 . 1 1  Soit V un G-module. Un sous-espace U C V qui est invariant par 
Vaction de G est dit un sous-module deV. Un G-module V est dit irréductible si V n}a pas 
de sous-espaces vectoriels propres G-invariants.

Théorème 1 .2 . 1 2  Soit G un groupe compact et V un G-module complexe ou réel. Si U 
est un sous-G-module de V , alors il existe un sous-G-module supplémentaire Uf tel que
V = U@U'. Tout G-module est la somme directe de sous-G-modules irréductibles.

Lemme 1.2.13 (Lemme de Schur)
Soit G un groupe e tV  e tW  deux G-modules complexes irréductibles. On a :

(i) Un G-morphisme f  :V  - ï W  est un isomorphisme ou le morphisme trivial.

(U) Tout G-morphisme f  : V —> V s ’écrit f  = A.ly où A G <C.

(iii) dimcHomc(V, W) = 1 si V =  W et 0 sinon.

Proposition 1.2.14 Soit G un groupe abélien. Si V est un G-module complexe irréducti
ble, alors dimc V =  1.

Conséquence 1.2.15 Si p est une représentation complexe irréductible d’un groupe abé
lien, alors on peut la représenter par un homomorphisme de G à valeurs dans C*. Si G est 
de plus compact, p(G) est un sous-groupe compact de C*, donc contenu dans S 1.

Définition 1.2.16 Si G est un groupe abélien compact, les représentations irréductibles 
complexes p : G - ï  S 1 s ’appellent les caractères du groupe G.

Remarques 1.2.17

-  Un groupe G abélien compact est isomorphe à un produit fini de la forme :

G = S 1 x • • • x S 1 x Z¡m\ x • • • x Z/m^, où mi € N.

-  Un groupe abélien, compact et connexe est isomorphe à (S1)71.

Définition 1.2.18 Un groupe de Lie T  est dit un tore si T  est abélien, compact et connexe. 

D’après la remarque précédente, un tore est isomorphe à (5'1)n, i.e. à K"/Zn. 

Proposition 1.2.19 Les caractères du tore T n = Kn/Z n sont tous de la forme :

6: T  -»• S 1

[x] >-»• exp(27rio(o;)), i 6 l n ,

avec a(x) = (a,x) = ^  auxv, a =  (a i,...  ,an) 6 Zn.
V

Définitions 1 .2 . 2 0  Soit T  un tore, t l ’algèbre de Lie de T  et (p,V) une représentation 
complexe du groupe T.

(i) Un caractère 6 : T  —> S 1 = Î7(l) du tore est dit un poids global de V si le sous-espace 
primaire relatif à 6 :

V{6) = {u ^ p(x)v =  6(x).v, Vx G T},

n’est pas trivial.
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(ii) Une forme IR-linéaire 0  : t —> ¿M est dite un poids infinitésimal de V si le sous-espace 
primaire relatif à © :

v(@) = { v e V;  p*e{x)v = e(x).v, v x  e t},

n’est pas trivial

(ni) Une forme R-linéaire a : t —>* R est dite un poids réel de V si 2ma est un poids 
infinitésimal de V .

(iv) Une forme C-linéaire $  : te -> C est dite un poids infinitésimal complexe de V si le 
sous-espace primaire relatif à $  :

V(Q) = {v eV ; p*e(H)v = 9(H).v, V# G te},

n’est pas trivial. La représentation p*e a été étendue à te par C-linéarité.

Les éléments de V(6) (resp. ^ (0 ) , resp. Vr($)j s ’appellent les vecteurs de poids 9 (resp. 
0 ; resp. $).

Rem arque 1.2.21 Soit T  un tore et V un T-module réel. Le poids du T-module V est 
celui de Vc.

Proposition 1.2.22 Soit T  un tore et V un T-module complexe.

(i) L ’application 6 »->► 0*e = 0  est une bijection entre les poids globaux et les poids 
infinitésimaux du T-module V. De plus, pour tout poids 0, les espaces V(9) et V(0*e) 
sont les mêmes.

(ii) Soit © un poids infinitésimal, et :

$©  ̂ te (¿K)c — C 

X  + iY  Q(X)+ie(Y)  pour X ,Y  € t.

La correspondance 0  $© est une bijection entre les poids infinitésimaux et les 
poids infinitésimaux complexes. De plus, F (0) = F($@).

V s ’écrit comme la somme directe de ses espaces primaires.

Rem arque 1.2.23 Soit T  un tore, V un T-module réel et Vc son complexifié. Soit a : 
Vc —> Vc l ’application définie par a(u + iv) = u — iv pour tout u et v dans V. Si 0  est 
un poids infinitésimal de Vc, alors cr(Ve(0)) = et donc —0  est aussi un poids
infinitésimal de Vc- On peut voir de la même manière que si 0 est un poids global de Vc, 
alors 9 est aussi un poids global de Vc-

Définition 1.2.24 Soit G un groupe de Lie compact. Un sous-groupe T  de G est dit un 
tore de G s ’il est un sous-groupe compact, connexe et abélien de G.

Lemme 1.2.25 Un groupe de Lie G compact et connexe contient un tore maximal. Un 
tore T  de G est maximal si et seulement si, T est un sous-groupe abélien connexe maximal 
de G.
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Soit G un groupe de Lie compact connexe et T  un tore maximal de G. On désigne par g 
l’algèbre de Lie de G et par t celle de T.

Définition 1.2.26 On désigne aussi par Ad, la restriction de la représentation adjointe 
de G au tore maximal T, et par ad, la restriction de la représentation adjointe de g à 
l ’algèbre de Lie t de T. Un poids global (resp. infinitésimal, infinitésimal complexe, ou réel) 
de g (i.e. de gc> d ’après la remarque 1.2.21) non trivial s ’appelle une racine globale (resp. 
infinitésimale, infinitésimale complexe, ou réelle) du groupe G.

Dans la suite on n’utilisera que la notion des racines réelles. Pour V  = 0c, on note ga 
l’espace V{2-kia), où 2ma est soit le poids trivial, soit une racine infinitésimale. On dé
signe par A g l’ensemble des racines réelles de G. D’après la proposition 1.2.22, on a la 
décomposition :

0c =  00 © © 0a- (1-1)
q€Ag

1.2.2 A nneau des caractères

On désigne par G un groupe de Lie compact et par V  un G-module complexe. 

Définition 1.2.27 Le caractère du G-module V est la fonction :

Xv • G -*• C

g h» Tr(p(g))

Le caractère d’une représentation irréductible s ’appelle un caractère irréductible.

La fonction x  vérifie les propriétés :

Xv®w = Xv  + Xw  

Xv®w = Xv-Xw

Ainsi, on définit l’anneau R(G) = R(G,C), des fonctions définies sur G, à valeurs com
plexes, comme étant le groupe additif, engendré par les caractères des représentations 
complexes. Les caractères des représentations irréductibles sont linéairement indépendants 
et engendrent R(G). Comme xv-Xw = Xv®w, le groupe est stable par multiplication. 
En fait, R{G) est un anneau commutatif avec comme élément unité le caractère de la 
représentation triviale de G dans C. C’est un sous-anneau de l’anneau des fonctions C°°, 
définies sur G, à valeurs complexes. L’anneau R(G) est dit l’anneau des caractères des 
représentations complexes de G, ses éléments sont appelés les caractères virtuels.

1.2.3 G roupe de W eyl

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe de Lie compact connexe, T  un tore maximal 
de G, g l’algèbre de Lie de G et t celle de T.

On désigne par N  = N(T) le normalisateur de T dans G, i.e.

N  = N(T) = {g£G-, gTg-1 = T }  = { g e G ; gTg~l C T}.
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N  est un sous-groupe compact de G.

Définition 1.2.28 Le groupe de Weyl du groupe G, associé à T, est W  = N /T . 

P ropriétés 1.2.29 Le groupe de Weyl a les propriétés suivantes :

-  W  agit sur T  par conjugaison par les éléments de N. Il agit sur t par Ad et sur t*, 
le dual de t, par (w.a)(H) = a(«;_'1(fZ')) pour w G W, a  € t* et H e t .

-  W  est un groupe fini.

Théorèm e 1.2.30 Deux tores maximaux dans un groupe de Lie compact connexe G sont 
conjugués et tout élément de G appartient à un tore maximal.

Conséquence 1.2.31 Soit G un groupe de Lie compact connexe. On a :

-  Les groupes de Weyl de G sont tous isomorphes.

-  Tous les tores maximaux de G ont la même dimension. On appelle cette dimension 
le rang du groupe G.

-  L ’action du groupe de Weyl sur le tore maximal est effective, i.e. l ’homomorphisme 
W  —> GL(T) défini par l ’action de W surT est injectif. Ainsi, on peut considérer le 
groupe de Weyl comme un groupe d’automorphismes de T.

-  La restriction au tore maximal des fonctions de l’anneau des caractères R(G) induit 
un homomorphisme injectif :

R(G) R{T)W 

X ^  X\T,

où R(T)W est le sous-ensemble de R(T) invariant par W, et l’action de W sur R{T) 
est donnée par :

w .f = f  o w~l , pour w G W  et f  € R(T).

D éfinition 1.2.32 Soit G un groupe de Lie compact connexe. Un élément de G est dit 
singulier s ’il est dans l’intersection de deux tores maximaux distincts. Un élément qui n’est 
pas singulier est dit régulier.

1.2.4 Systèm es de racines et chambres de W eyl d ’un espace vectoriel

Dans ce paragraphe, E  désigne un espace vectoriel réel de dimension finie. On introduit 
les systèmes de racines, les bases (ou systèmes de racines simples) et les chambres de Weyl 
de E, et on explicite la correspondance entre les chambres de Weyl et les bases.

Définition 1.2.33 Soit a un vecteur non nul de E. Une symétrie associée à a est un 
automorphisme s de E, qui laisse fixes les points d’un certain hyperplan H C E, et envoie 
a sur —a.

D éfinition 1.2.34 Un sous-ensemble fini R de E  est dit un système de racines (réduit) 
dans E  s ’il vérifie les conditions suivantes :
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(i) R  engendre E  et ne contient pas 0.

(H) Si a ,/3 (zR  sont proportionnels, alors a = 0 ou a = —¡3.

(iii) A chaque vecteur a E R correspond une symétrie sa qui envoie R dans lui même.

(iv) sa(P) — P est un multiple entier de a, pour tout a,/3 G R.

La dimension de E  s’appelle le rang du système des racines, et les éléments de R  s’appellent 
les racines.

Soit a  une racine, sa l’unique symétrie associée à a  et Ha Phyperplan de E  dont les 
points sont fixés pax sa .

Définition 1.2.35 Le groupe de Weyl d’un système des racines R  dans E  est le sous- 
groupe W de GL(E), engendré par les symétries sa, a E R.

On considère les hyperplans Ha, a G R. Ils divisent E  en un nombre fini de régions 
convexes. On appelle ces régions les chambres de Weyl du système des racines R. Ce sont 
donc les composantes connexes de E \  UaçRHa. Les murs d’une chambre de Weyl C sont 
les sous-ensembles de C fl Ha non réduits à {0}.

Définition 1.2.36 Soit R  un système de racines. Un sous-ensemble S C R est dit une 
base ou un système de racines simples si les éléments de S sont linéairement indépendants 
dans E  et toute racine P G R s ’écrit (3 = YlatS ma-a °ù les m a sont des entiers de même 
signe. Les éléments de S  s ’appellent les racines simples.

Définition 1.2.37 Soit R  un système de racines et R ' C R. Un élément de R' est dit 
décomposable dans R ', s ’il s ’écrit comme la somme de deux ou plusieurs éléments de R’. 
Dans le cas contraire, il est dit indécomposable.

La proposition donnée ci-dessous implique l’existence d’une base d’un système de racines.

Soit S  une base fixée, alors R  est la réunion disjointe de R+ et R -,  où R+ est l’ensemble 
des racines ¡3 avec coefficients ma > 0 et R -  celui des racines P avec coefficients m a < 0. 
Les éléments de R+ (resp. R - ) sont dits les racines positives (resp. négatives). La base S  
est l’ensemble des racines positives indécomposables.

Réciproquement, si on écrit R  comme la réunion de R+ et de R -  où pour toute racine 
a, R+ contient un seul élément de {a, —a} et R -  contient l’autre. Si on désigne par S  
l’ensemble d’éléments indécomposables de R+, alors S  est une base de R.

P roposition 1.2.38 L ’ensemble des chambres de Weyl du système des racines R est en 
bijection avec l’ensemble des bases de R.

-  Si C est une chambre de Weyl, on lui associe l ’ensemble des racines positives :

R+(C) = {a eR ; (a ,u } > 0, Vu G C}, 

et la base S(C ) formée des éléments indécomposables de R+(C).
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-  Réciproquement, si S  est une base de R, on lui associe la chambre de Weyl :

C(S) = {u e E ]  (a,u) > 0 , Va e S},

dont les murs sont les C(S) fl ker(a), a G S. C(S) s ’appelle la chambre de Weyl 
fondamentale associée à S.

Conséquence 1.2.39 Le choix d’un système de racines positives équivaut au choix d’une 
base ou d’une chambre de Weyl fondamentale.

Corollaire 1.2.40

(i) Le groupe de Weyl est engendré par les réflexions simples, i.e. les réflexions sa, a Ç S.

(ii) Le groupe de Weyl agit simplement transitivement sur l’ensemble des chambres de 
Weyl et toute racine est un élément d’une certaine base.

1.2.5 Chambres de W eyl de t

On reprend les résultats du paragraphe précédent dans le cas particulier où E  = t.

Soit A g l’ensemble des racines réelles de G relativement au tore maximal T  défini dans 
le paragraphe précédent. On reprend la décomposition donnée par (1.1) :

0C =  00 © © 0a-
û€Ag

On peut montrer que 0o = te, l’algèbre complexifiée de l’algèbre de Lie t.
Soit Ag un sous-ensemble de A q tel que pour toute racine a  de A g, l’ensemble A j 

contienne un seul élément de {a ,—a} (remarque 1.2.23). Pour tout a  G Ajt, on pose 
ua = 0 fl (0a © 0_a) (donc (uQ)c = 0a © 0—a)- On a alors la décomposition suivante de 0 :

0 = t©  0  uQ.
a€A+

Les espaces t et ua pour a G A j, s’appellent les composants isotypiques de la représenta
tion adjointe de t dans 0 .

Définitions 1.2.41 Pour tout a G A j, soit = kera.

(i) Les hyperplans 'Ha découpent t en un nombre fini de régions convexes. Ce sont les 
ensembles non vides de la forme :

{H  G t; ea.a(H) > 0, Va G A£}

où ea — ±1. Ces régions sont dites les chambres de Weyl de t.

(ii) Les murs d’une chambre de Weyl C sont les sous-ensembles C fl Ha, qui ne sont pas 
réduits à {0}.
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On choisit un produit scalaire euclidien ( , ) sur g, invariant pax l’action adjointe de G sur 
g (lemme 1.2.10). Le groupe de Weyl W  est ainsi vu comme un groupe de transformations 
orthogonales de t relativement à ce produit scalaire. Chaque hyperplan Ha détermine une 
réflexion aa de t. C’est la transformation orthogonale non triviale de t qui laisse les points 
de Ha fixes. L’application

k : t  -»• t*

H  h . (H,.)

est un isomorphisme PF-équivariant.
On peut donc identifier t et t* par k en tant que VF-modules.
Les chambres de Weyl de t vont être identifiées à des parties de t* par cet isomorphisme.

Propriétés 1.2.42 Soit W  le groupe de Weyl de G.

(i) Les réflexions aa par rapport aux hyperplans Ha sont des éléments de W.

(ii) Les réflexions par rapport aux murs d’une chambre de Weyl donnée C de t engendrent 
W.

(iii) Le groupe de Weyl agit simplement transitivement sur l ’ensemble des chambres de 
Weyl, i.e. pour tout couple (Ci, C2) de chambres de Weyl de t, il existe un unique 
w E W  tel que w(Ci) = Ci-

Théorème 1.2.43 Soit G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G 
et A g l’ensemble des racines réelles de G relativement à T. Soit E  C t* le sous-espace 
engendré par A<3 . L ’ensemble A<? est alors un système de racines dans E au sens de la 
définition 1.2.34■ Le groupe de Weyl W de G relativement à T, vu comme un sous-groupe 
de GL(E), est le même que le groupe de Weyl de ce système de racines, défini dans 1.2.35.

Soit Z  le centre de G et Zq la composante neutre de Z  et 3 son algèbre de Lie. On pose
S  = T/Zq et on désigne par s  son algèbre de Lie. L’algèbre de Lie t s’écrit alors t =  3 ® s. 
D’autre part, on peut montrer que 3 = n aeAG%a> ainsi t* =  3* ®E, où E  est le sous-espace 
de t* engendré par A<3 .

Définition 1.2.44 Un groupe de Lie est dit semi-simple s ’il n’a aucun sous-groupe abélien 
normal connexe non trivial.

Remarque 1.2.45 Un groupe de Lie compact connexe est semi-simple si et seulement si 
son centre est fini.

Conséquence 1.2.46 Si G est un groupe de Lie compact, connexe et semi-simple et T  un 
tore maximal de G, alors le système de racines A c  de G relativement à T, est un système 
de racines de t* au sens de la définition 1.2.34-

On considère l’application exponentielle exp : t -»• T. Soit I  son noyau ; I  s’appelle le réseau 
entier. Le groupe

I* =  {a e  t*; a l  C Z}, (1.2)
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est dit le réseau des formes entières.
Une forme entière dominante est par définition un élément de I* qui est à l’intérieur 

ou dans la frontière de la chambre de Weyl fondamentale (pour un choix d’un système des 
racines simples).

1.2.6 Caractères et poids irréductibles

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe de Lie compact et connexe, T un tore maximal 
de G, W  le groupe de Weyl de G relativement à T et t l’algèbre de Lie de T. On fixe un 
produit scalaire W-invariant ( ,  ) sur t et t*. A <3 désigne l’ensemble des racines réelles de 
T et C une chambre de Weyl fondamentale de t, qu’on considère comme une partie de t*. 
Cette chambre de Weyl détermine une base S  et un ensemble des racines positives noté Aq. 
Le réseau I* des formes entières est une partie de t* et les racines sont dans I*. On décrit 
la bijection entre les caractères irréductibles et les poids dominants de G, donnée par la 
formule des caractères de Weyl. Ensuite, on énonce la formule due à Steinberg qui permet 
de décomposer un produit tensoriel de deux G-modules irréductibles en sous-G-modules 
irréductibles.

Pour tout x  G R, on pose e(x) = e2mx G S 1. Soit a  un poids réel et 9a le poids global 
correspondant. On considère

t S 1

H ^ 6 a o exp (H) = e2™a(H) = e(a(H))

i.e. 0 a o exp = e o a = e(a). Autrement dit, si rj = 2iria est le poids infinitésimal corres
pondant à a, alors e(a) = en.

On va définir l’ensemble des éléments réguliers de t. Pour tout a G A j et n G Z, on 
pose — o:- 1(n) et :

ts = ^a,nian

ts est dit le diagramme de Stiefel. C’est l’image réciproque par l’application exponentielle 
de l’ensemble des éléments singuliers de T (définition 1.2.32). Le complémentaire tr de ts 
dans t est dit l’ensemble des éléments réguliers de t.

Définition 1.2.47 Une fonction (f> : t -» C ou (j> : T  - ï  C est dite symétrique si <j> o w = <f> 
pour tout w G W . Elle est dite alternée si (¡> o w =  det w.<f> pour tout w G W.

Définition 1.2.48 Soit A G t* une forme linéaire. On définit la somme alternée de A 
comme étant la fonction

£(A) : t C, avec £{\)(H) = ^ 2  det(w).e(\(w(H))), Vif G t.
wEW

Lemme 1.2.49 Le groupe abélien des fonctions alternées sur t à valeurs complexes, de la 
forme 53 • nj.e(Xj), Aj G t*, nj G Z, est libre engendré par les £(7 ), 7  G C.

L a n
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O n  p o s e  :

S  =  E  û /2

G

p =  n  ( e ( a / 2) -  e ( —a / 2)) 

a€A+

c(A) =  p o u r  A G t*
P

p : t  —>■ C  es t  u n e  fo n c tio n  a ltern ée e t  p ( i f )  e s t  n o n  n u l si H  e s t  régu lier d an s t. A in si, la  

fo n c tio n  c(A ) e s t  co n tin u e  sur t,-.

P r o p o s i t i o n  1 .2 .5 0  Soit 7  G I* une forme entière sur t. La fonction c(7  +  ¿) s ’étend en 

une fonction continue sur t qui se factorise par l ’application exponentielle e x p  : t  —>■ T. 

Ceci définit une fonction symétrique dans l ’anneau des caractères R{T) du tore, qu’on note 

aussi c (7  +  ô).

P r o p o s i t i o n  1 .2 .5 1  (Formule des caractères de Weyl)

Soit I r r (G ,T )  C  R (T ), l ’ensemble des caractères irréductibles de G restreints au tore 

maximal T .

(i) Si 7  est une forme entière telle que (7 , 0;) >  0 pour toute racine positive a, i.e. 

7  G I* D C, alors c (7  +  ô) G Ir r (G ,T ).

(ii) L ’application 7  h* c (7  +  S) est une bijection de I* C\C sur Ir r (G ,T ) .

(iii)

p = m -

Ainsi, d ’après (ii), la forme entière dominante 0 correspond au caractère 1 de la 

représentation triviale de G.

(iv) Si 7  € I* (~)C, la dimension de la représentation irréductible correspondante est :

( a ,  7  +  5)n
a +a€A J

O n  ra p p elle  q u e  la  re str ic tio n  R{G) - *  R (T )W, x  ^  x \t , e s t  in je c tiv e  (co n séq u en ce  1 .2 .3 1 ). 

D o n c , p o u r  7  G I* fl C, c (7  +  S) e s t  la  restr ic tio n  d ’u n  seu l caractère irréd u ctib le  d e  G.

L a form u le  d e  ca ra ctère  d e  W eyl d on n e a in si u n e b ijec tio n  en tre les  form es en tières  

d o m in a n te s  e t  le s  rep résen ta tio n s  irréd u ctib les d e  G. M ais  s i % est u n  ca ra ctère  irréd u ctib le  

d e  G , on  n e  sa it  p a s en core caractériser la  form e en tière 7  d an s I* f l C en  fo n c tio n  d e  %- 

P o u r  le  fa ire , o n  d éfin it  u n  certa in  ordre p artie l su r t*, e t on  m on tre q u e  7  e s t  le  p o id s  réel 

d e la  r e p r ésen ta tio n  d o n n ée , qui es t m a x im a l p o u r  ce t  ordre.

D é f i n i t i o n  1 .2 .5 2  Pour 7 , A G t*, on dit que 7  <  A si et seulement si

(7,t) < ( \ t), VrGC.

= Sa

(.a, S)
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< est réflexive et elle est compatible avec les opérations algébriques :

7  < A et fj,< i/ =^y + n < X  + u 

7 < A et r G K =r- r .j  < r.A

7 < A => —A < —7 .

On écrit 7 < A lorsque 7  < A et 7 7̂  A.

Proposition 1.2.53 Si 7  G C et w G W, alors w(j) < 7 , avec égalité si et seulement si, 
w = 1.

Remarque 1.2.54 Les racines positives sont des formes positives par rapport à l ’ordre 
partiel < défini sur t*.

Définition 1.2.55 Soit 7  G t*. On définit sur t la fonction complexe S(7 ) = E  e(A).
\eWy

Cette fonction S(7 ) est dite la somme symétrique de 7 . Ici W 7  désigne l’orbite de 7 pour 
l ’action de W  sur t*.

Proposition 1.2.56

(i) Soit 7  G C fl /*, alors :

c(7 + i) = S(7) + E  njS{^j), nj G Z, 7j G 7* Pi C ei 7  ̂ < 7 . 
j

(ii) Une représentation irréductible a un plus grand poids réel A dons C relativement à <. 
L ’espace formé des éléments de poids A est de dimension 1.

Conclusion : Soit V  un G-module irréductible ayant pour caractère %(7 ), caractérisé par, 
x(7 ) |r  =  c(7 + J). D’après les propositions 1.2.53 et 1.2.56, ce G-module a pour plus grand 
poids 7 . Ainsi, le plus grand poids d’un G-module irréductible relativement à l’ordre < 
(qui est aussi une forme entière dominante d’après la proposition 1.2.56) le détermine 
complètement. Ce plus grand poids s’appelle aussi le poids dominant du G-module V.

On introduit l’anneau Z[/*], engendré par le groupe abélien I* sur Z. On note e(A), 
l’élément de la base de Z[/*] qui correspond à l’élément A G /*, avec multiplication donnée 
par e(A + ¡j l ) = e(X).e(fi).

Remarque 1.2.57 S ix  = e(A) G Z [I*\, alors x est inversible dans Z[J*] et x~x = e(—A).

Soit V  un G-module. Il peut être considéré comme un T-module par restriction. Si X  
est un élément de t, la trace de exp(X) sur le T-module V  est ma0 a o exp(X) = 
X̂ a m“e(a P 0 ). Donc par restriction à T, les caractères de G définissent des éléments de 
Z [/*].

On définit une fonction p sur I* de la façon suivante : si r  est dans I*, p(r) est le 
nombre de façons d’écrire r  sous la forme na.a, où les na sont des entiers positifs, et la 
somme porte sur toutes les racines positives du groupe G.
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Proposition 1.2.58 (Formule de multiplicité de Steinberg)
Soit V (7 ) et V (A) deux G-modules irréductibles des plus grands poids 7 et A et de caractères 
x ( j)  et x W  respectivement. Le produit tensoriel V(-y) 0  Vr(A) se décompose en une somme 
de sous-modules irréductibles de la façon suivante :

necm*

avec

£  det(v.w).p(v( 7 + ô) + w(X + ô) — (fj. + 2<î)).
v,wEW

On appelle m(7 , A,/i) la multiplicité du G-module irréductible V(pt) dans V(y) <g> F(A).

1.3 Algèbres de Lie

On va définir et décrire certaines propriétés des algèbres de Lie semi-simples, des al
gèbres de Lie compactes et des sous-algèbres de Cartan. Pour plus de détails sur les résultats 
décrits dans ce paragraphe, on pourra consulter les références [6], [18], [23] et [24].

1.3.1 Algèbres de Lie semi-simples

Dans cette partie, F  désigne un corps de caractéristique 0, V  désigne un espace vectoriel 
de dimension finie sur F  et g une algèbre de Lie de dimension finie sur F  avec crochet de 
Lie [, ].

On pose :

8(0) =8,8™ = I», d(') = [0(i_1,,9(i~1,]>

et

00 =0,01 = [0,0], • • •, 0* = [0,0i_1]-

Définitions 1.3.1

(i) On dit que g est résoluble s ’il existe un entier n tel que = (0).

(ii) On dit que g est nilpotente s ’il existe un entier n tel que gn = (0).

(iii) L ’idéal résoluble maximal de g (existe) s ’appelle le radical de g. Une algèbre de Lie 
non triviale est dite semi-simple si elle est sans radical.

R em arque 1.3.2 g est semi-simple si, et seulement si tout idéal abélien de g est nul. En 
particulier, le centre d’une algèbre de Lie semi-simple est trivial.

Soit g une algèbre de Lie. Soit p : g —»• gi(F) une représentation de g. On définit sur g une 
forme bilinéaire symétrique Bp par :

Bp(X ,Y ) = Tr(p(X) o p{Y)) pour tout X ,Y  € g.

m ( 7,  A , /ix (7)-X(A)

m( 7,A,/i) =

5 0 (n)

x ( p ) .
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Elle vérifie :

BP(X, [Y, Z}) =  Bp(Z, [X, Y]) = BP(Y, [Z, X]) pour tout X ,Y ,Z  e  g.

Lemme 1.3.3 Soit g une algèbre de Lie et p: g -¥ gi(y) une représentation de g. Si g est 
semi-simple et p est fidèle, alors la forme Bp est non dégénérée.

Définition 1.3.4 On appelle forme de Killing B de g la forme bilinéaire Bp dans le cas 
particulier où p est la représentation adjointe de g.

Elle a la propriété suivante :

B{a{X),<j{Y)) = B {X ,Y) pour tout <r € Aut(g) et 1 , 7  6  g.

Théorèm e 1.3.5

(i) Une algèbre de Lie g est semi-simple si et seulement si sa forme de Killing B est non 
dégénérée.

(ii) Soit G un groupe de Lie de dimension finie. Le groupe G est semi-simple si et seule
ment si son algèbre de Lie est semi-simple.

1.3.2 A lgèbres de Lie com pactes

Soit g une algèbre de Lie sur R  On rappelle que GL(g) est le groupe des endomor- 
phismes non singuliers de l’espace vectoriel g et que g[(g) est l’algèbre de Lie de GL(g). 
Soit ad(g) l’image de l’endomorphisme ad : g -> gl(g).

Définition 1.3.6 Soit g une algèbre de Lie swrR

(i) On appelle groupe adjoint de g le sous-groupe analytique Int(g) de GL(g) ayant ad(g) 
comme algèbre de Lie.

(ii) L ’algèbre de Lie g est dite compacte si le groupe adjoint Int(g) est compact.

On rappelle que Aut(g) est le groupe des automorphismes de l’algèbre de Lie g. C’est un 
sous-groupe fermé de GL(g), il a donc une unique structure analytique pour laquelle il est 
un sous-groupe de Lie topologique.de GL(g).

Si g est une algèbre de Lie semi-simple sur R, le groupe adjoint Int(g) est la composante 
neutre de Aut(g). En particulier, Int(g) est un sous-groupe topologique fermé de Aut(g).

Proposition 1.3.7 [23] Soit g une algèbre de Lie réelle.

(i) Supposons que g est semi-simple. Alors g est compacte si et seulement si sa forme 
de Killing est définie strictement négative.

(ii) Si g est compacte, alors elle s ’écrit g =  3 © [g,g], où 3 est le centre de g et [g,g] est 
semi-simple et compacte.
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(iii) g est compacte si et seulement si, il existe un groupe de Lie compact dont l ’algèbre 
de Lie est isomorphe à g.

(iv) g est compacte si et seulement si, elle admet une forme bilinéaire symétrique inva
riante, négative et non dégénérée.

1.3.3 Sous-algèbres de Cartan

Définition 1.3.8 Soit g une algèbre de Lie. On appelle sous-algèbre de Cartan de g une 
sous-algèbre nilpotente de g égale à son normalisateur.

Théorèm e 1.3.9 Soit g une algèbre de Lie compacte. Les sous-algèbres de Cartan de g 
sont ses sous-algèbres abéliennes maximales. En particulier, g est la réunion de ses sous- 
algèbres de Cartan. Le groupe Int(g) opère transitivement sur l ’ensemble des sous-algèbres 
de Cartan de g.

Conséquence 1 .3.10 Soit G un groupe de Lie compact connexe d’algèbre de Lie (com
pacte réelle) g. Les algèbres de Lie des tores maximaux de G sont les sous-algèbres de 
Cartan de g.

1.4 Espaces symétriques

On définit tout d’abord un espace symétrique et une paire symétrique puis on décrit 
la correspondance entre les deux notions. On définit ensuite un espace symétrique de type 
compact. Les résultats énoncés dans ce paragraphe se trouvent dans les références [23], [41] 
et [42].

1.4.1 Espaces sym étriques

(M, g) désigne une variété riemannienne avec une métrique riemannienne g.

Soit p G M  et Np un voisinage normal de p. On désigne par Expp l'application expo
nentielle de M  au point p. Le difféomorphisme de Np donné par :

crp = Expp o ( - / p) o Exp”1,

est dit la symétrie géodésique au point p. C’est l’isométrie de M  qui fixe p et dont l’ap
plication tangente en p est —Ip. Ici Ip désigne l’identité de l’espace TPM. L’application ap 
est une involution. On rappelle qu’une application non triviale est dite une involution si 
son carré est égal à l’identité.

Définition 1.4.1 Soit (M, g) une variété riemannienne.

(i) La variété (M ,g) est dite un espace localement symétrique si pour toutp G M  il existe 
un voisinage normal de p sur lequel la symétrie géodésique en p est une isométrie.

(ii) La variété (M ,g) est dite un espace symétrique si tout point p G M  est un point fixe 
isolé d’une isométrie involutive sp de M.
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On peut montrer que sp n’est autre que la symétrie géodésique op en p. Ainsi, un espace 
symétrique est localement symétrique. Réciproquement, on peut montrer qu’un espace 
localement symétrique, simplement connexe et complet est symétrique.

Proposition 1.4.2 Soit (M ,g ) un espace symétrique, alors on a :

(i) La variété (M ,g ) est complète.

(ii) (M ,g ) est un espace homogène.

(iii) Le revêtement universel de (M ,g) est un espace symétrique.

1.4.2 Paires sym étriques

Soit G un groupe de Lie connexe d’algèbre de Lie g. Supposons que a est une involution 
non triviale de G. On définit un sous-groupe fermé Ga de G par :

G<? = {g € G; a(g) = g}.

On désigne par (Gcr)o la composante neutre de Ga. On choisit un sous-groupe fermé K  de 
G qui vérifie :

(1) (G»)o C K  c  Gc.

(2) Adg(K) est un sous-groupe compact de GL(g).

Soit <7*e la différentielle de a en e. C’est un automorphisme non trivial de g. D’après la 
propriété (1), l’algèbre de Lie 6 de K  est donnée par :

t = {X  € g; a ,e(X) = X}.

On pose :
m = {X  <E g; cr*e(X) = -X } .

On obtient la décomposition suivante de g :

g =  £ © m, avec les propriétés [£, m] C tri et [m, m] C t

Puisque K  C Ga, Ad(if)m = m. On peut donc choisir un produit scalaire g sur m invariant 
par l’action adjointe de K.

Une paire (G, K) où K  vérifie les propriétés (1) et (2) pour un certain choix de cr, avec 
un choix d’un produit scalaire g sur m invariant par K, s’appelle une paire symétrique.

Si de plus tout sous-groupe normal de G, contenu dans K , est trivial, la paire (G, K ) 
est dite effective.

1.4.3 Espace sym étrique associé à une paire sym étrique

Soit (G, K) une paire symétrique avec une involution cr de G et un produit scalaire g 
sur m. On pose M =  G/K. On va construire une métrique riemannienne sur M  qui en fait 
un espace symétrique. On identifie i f  à un point o de M. Soit 7r la projection canonique 
de G sur M. L’action de G sur M est donnée par Ta(n(b)) = tt o La(b), pour a, 6 G G.
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L’application ra (a G G) est un difféomorphisme de M. L’application a ra est injective 
si et seulement si, la paire (G, K) est effective.

L’application tangente 7r»e est surjective et a pour noyau 6, on identifie donc les espaces 
m et T0M  au moyen de 7r*e. Ainsi, pour tout k E K, on a :

(Tk)*o = Ad(A:)|m (noté aussi AdmA:).

Puisque g est if-invariante, on peut l’étendre en une métrique riemannienne sur M  d’une 
manière unique :

9 *{a)(X, Y) = g((Ta)~g(X), (Ta)^1(Y')), pour a e G  et X ,Y  € T n{a)M.

La variété riemannienne ainsi construite est un espace symétrique.

1.4.4 Paire sym étrique associée à un espace sym étrique

D’après la proposition 1.4.2, un espace symétrique est homogène, il est donc difféo- 
morphe à l’espace quotient G /K  d’un groupe de Lie connexe G par un sous-groupe fermé 
K. On va donner un exemple de couple (G, K) qui soit une paire symétrique.

Soit (M ,g ) un espace symétrique. Soit I(M ) le groupe des isométries de M  et G = 
Io(M) la composante neutre de I(M). Le groupe G agit transitivement sur M, d’après la 
proposition 1.4.2. On fixe un point o de M  et on pose :

K  = {o G G] o(o) = o}.

K  est un sous-groupe compact de G. L’espace quotient G /K  s’identifie à M  par aK  i-> a(o) 
pour tout a dans G. Si a0 est la symétrie au point o G M, on pose :

cr(a) = o0ao~l , pour a G G.

o est un automorphisme involutif de G. On pose :

Ga = {a 6 G; a(a) = o} =  {o G G; cr0a = acr0}.

Si g est l’algèbre de Lie de G et ï celle de K , on montre que :

(1) (Ga)o C K  C Ga, où (Go-)o est la composante neutre de Ga.

(2) Adgif est un sous-groupe compact de GL(g).

Soit <7*e la différentielle de a en e et m =  {X G g; cr*e(X) = —X }. On peut identifier m et 
T0M  d’après (1), donc m ^  {0} et o n’est pas triviale.

On pose g(X ,Y )  = g0{X,Y), pour X ,Y  G m = T0M. Par la G-invariance de la 
métrique riemannienne g, on a :

g(Ad{k)X, Ad(le)Y) = g{X, Y), pour k e K  et X, Y  G m.

On obtient une paire symétrique (G ,K ) associée à (M ,g ). Elle est effective parce que 
l’action de G sur M  est effective (i.e. fidèle). L’espace symétrique associé à la paire (G, K), 
par le procédé du paragraphe précédent, n’est autre que (M,g).
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1.4.5 Espaces sym étriques de type com pact

Définition 1.4.3 On appelle algèbre de Lie symétrique orthogonale toute paire (g, 0) ayant 
les propriétés suivantes :

(i) g est une algèbre de Lie sur R.

(ii) 6 est un automorphisme involutif de g.

(iii) L ’ensemble des points fixes î de 0 est une sous-algèbre de g telle que le sous-groupe 
de Int(g) d ’algèbre de Lie adg(t) soit compact.

Soit 3 le centre de g. Si de plus î D 3 = (0), on dit que (g, 8) est effective.

Définition 1.4.4 Soit (g, 0) une algèbre de Lie symétrique, orthogonale et effective. Soit 
g = t © m la décomposition de g en espaces propres de 6 associés aux valeurs propres 1 et 
-1. Si g est compacte et semi-simple, on dit que (g,0) est de type compact.

Le paragraphe précédent implique qu’un espace symétrique induit une algèbre de Lie sy
métrique orthogonale effective. Par définition, un espace symétrique est de type compact 
si l’algèbre symétrique orthogonale effective qu’il induit est de type compact.

1.5 Opérateur de Casimir

Dans cette partie, on donne la définition d’une algèbre enveloppante qui sert à définir 
l’opérateur de Casimir. On décrit ensuite les valeurs propres de l’opérateur de Casimir 
données par la Formule de Freudenthal et la réciprocité de Frobenius. Les résultats sont 
tirés des références [6], [18], [23] et [24].

1.5.1 Algèbre enveloppante universelle

Soit g une algèbre de Lie arbitraire sur un corps F. Une algèbre enveloppante universelle 
de g est une paire (il, i) tel que :

1. H est une algèbre associative unitaire et i : g —> il est une application linéaire telle 
que :

*([X,y]) = *(X)i(Y) -  i(Y)i(X) MX, Y  G g.

2. Pour tout couple (2J. j) tel que 2J est une algèbre associative unitaire et j  est une 
application linéaire j  : g -*• 23 vérifiant :

j ( [ X ,Y ] )= j(X ) j (Y ) - j (Y ) j (X )  V X ,Y  G g,

il existe un unique homomorphisme d’algèbres unitaires :

<f> : il —> 2J tel que <f> o i = j.
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Soit g une algèbre de Lie, T(g) l’algèbre tensorielle de l’espace vectoriel g. Par définition, 
T(g) =  II£ 0 (8)1 g. C’est une algèbre graduée associative unitaire. Soit 3 l’idéal bilatère de 
T(g) engendré par les éléments de la forme :

X  ® Y - Y  ® X  ~[X ,Y], pour X ,Y  G g.

On pose :

■U(g)=£(g)/3.

On peut montrer que ll(g) est l’unique algèbre enveloppante universelle de g.
On désigne par i la projection canonique de T(g) sur ü(g).

Proposition 1.5.1 [23] Soit V un espace vectoriel sur F. Il existe une correspondance 
biunivoque entre l ’ensemble des représentations de g dans V et celui des représentations de 
il(g) dans V . Si p est une représentation de g dans V et p* la représentation correspondante 
de il(g) dans V , alors :

p{X) = p*(i{X)), pour X  € g.

1.5.2 Opérateur de Casimir

Soit g une algèbre de Lie sur un corps F  et lt(g) son algèbre enveloppante universelle. 
Soit f) un idéal de dimension finie n de g et b une forme bilinéaire invariante sur g, dont la 
restriction à f) est non dégénérée. Soit { X i , ,X n} une base de f) et {Yi,. . . ,  Yn} la base 
duale relativement à b, i.e. b(Xi,Yj) = ôÿ, pour tout 1 < i , j  < n. On rappelle que la base 
duale existe parce que b est non dégénérée sur ï). L’élément C = ^ " =1 X{Yi appartient au 
centre de g et ne dépend pas du choix de la base { X i , ... ,X n}.

Considérons le cas particulier où g est une algèbre de Lie semi-simple de dimension 
finie n et p : g —» gi(F) une représentation fidèle de g. La forme bilinéaire Bp associée à 
p est invariante et non dégénérée d’après le lemme 1.3.3. On peut alors définir l’opérateur 
Cp d’une manière analogue à ce qui précède. L’élément Cp s’appelle l’élément de Casimir 
associé à la représentation p.

Plus particulièrement, si p est la représentation adjointe de l’algèbre de Lie semi-simple 
et de dimension finie g, on définit l’élément de Casimir Ca(j. Dans ce cas, la forme bilinéaire 
Bp est simplement la forme de Killing de g. L’opérateur Ca(j est aussi noté Cs ou C. On 
l’appelle l’élément de Casimir de g.

Si p : g —> gl(V) est une représentation de g, alors en étendant p en une représen
tation de il(g), l’endomorphisme p(C) de V commute à tout élément de p(g). Donc, si p 
est irréductible, p(C) est un scalaire. On peut montrer que p(C) n’est pas nul lorsque la 
représentation p n’est pas triviale.

1.6 Laplacien et opérateur de Casimir

On commence ce paragraphe par définir les espaces qu’on va utiliser par la suite. Soit 
G un groupe de Lie compact connexe d’algèbre de Lie g et if  un sous-groupe fermé de G 
d’algèbre de Lie i. On pose M  = G /K  l’espace quotient.
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1.6.1 Isom orphism e entre C°°(APM ) et C°°(G, K, Ap(g/6)c)

On commence par décrire les G-modules C°°(G, K, Ap(g/t)ç) et C°°(APM) puis on 
donne l’isomorphisme entre les deux.

-  Soit U un espace vectoriel de dimension finie et C°°(G,U) l’espace des fonctions 
C°° sur G à valeurs dans U. L’espace C°°(G,U) peut être muni d’une structure de 
G-module de la façon suivante :

(<?•/)(*) = f(9~ lx) pour g £ G, f £  C°°(G,U) et s  e G.

Supposons maintenant que U est un if-module de dimension finie. On désigne par 
C°°(G, i f , U) le sous-ensemble de C°°(G, U) formé des fonctions /  qui vérifient :

f(gk) = k~1f(g) pour k £ K  et g £ G.

On vérifie facilement que C°°(G,K,U) est un sous-G-module de C°°(G,U).

Si on suppose que (G, i f ) est une paire symétrique et que g = È©m, on identifie g/t et 
m en tant que if-modules par la représentation adjointe Ad. On désigne par Ad* l’ac
tion induite sur (g/t)* et sur (fl/É)£ et par Ad*p celle induite sur Ap($/t)*c . Si on pose 
U =  Ap(0/t)ç , on obtient que une structure de G-module sur C°°(G,K, Ap(g/t)^).

-  Si g/t est un if-module (par exemple si (G, if) est une paire symétrique), on choi
sit un produit scalaire if-invariant sur g/t; il induit une métrique riemannienne 
G-invariante sur M. Soit APM  la p-ème puissance extérieure du fibré cotangent com
plexifié de M  ; on étend la métrique riemannienne de M  en une métrique hermitienne 
notée ( , ) de APM. Soit C°°(APM) l’espace vectoriel des sections C°° du fibré APM  ; 
il est muni d’une structure de G-module d’une façon naturelle :

(g.ui)(x) = g.uj(g~1x) pour g £ G, u £ C°°(APM) et x £ M.

La proposition suivante décrit l’isomorphisme entre les deux G-modules obtenus. On dé
signe par 7T la projection canonique de G sur M  = G /if. L’application linéaire (7r o L5)*e : 
TeG = 0 -> T^g'jM est surjective de noyau 6, elle induit donc un isomorphisme entre g /t 
et Tw(g)M. On note X  —> X  son inverse.
On identifie l’espace (g /t)* à l’espace des formes linéaires sur g qui s’annulent sur t.

Proposition 1.6.1 On suppose que (G ,K ) est une paire symétrique. L ’isomorphisme $  
de C°°(ApM) sur C°°(G,K, Ap(g/t)*c ) est donné par :

a  i-» <&(a) =  â ,

où pour tout g G G, Y\, I 2, . . . ,  Yp £ g /t :

â(g)(Yu Y2, . . . ,Y p) = (n o L g)*(a)(g)(Yu Y2, . . . ,Y p)

= «MiOXC*' 0 Lg)*eYi, (7r o Lg)*eY2, . . . ,  (tt o Lg)*eYp).

Preuve :
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-  Tout d’abord, on vérifie que â  est bien invariant par K,  i.e. ct(gk) =  Ad*p(A; 1)à(g). 
En effet :

A d ^ ik - 'W g K Y u  Y2, . . . ,Y p) = â(g)(Ad(k)Yu Ad (k)Y2, . . . ,  Ad (k)Yp),

et

(7r o Lgk)te = (tto oLgO Lk)*e = (-iroLg o Rk- 1 o Lk)*e = (tt o Lg)w o Ad (k). 

Ainsi,

ôc(gk){Yi,...,Yp) = a(n(gk))((TtoLgk)*e(Yi),...,(iToLgk)*e(Yp))

= a(7r(g))((7r o Lg)*e o Ad(A;)(Yi),. . . ,  (n o Lg\ e o Ad(fe)(l^)) 

= â(g)(Ad(k)Yu ...,Ad(k)Yp).

-  $  est un isomorphisme. En effet, l’application inverse de $  associe à un f3 dans 
C°°(G, K, Ap(fl/6)^) la forme ¡3 définie par :

p('K(g))(Y1, . . . ,Y p)=(3(g)(Ÿu... ,Ÿp), pour S e G  et Yu . .. ,YP e T <g)M.

Ceci est bien défini puisque f3(g) est if-équivariant.

□

1.6.2 Laplacien et opérateur de Casimir

On suppose maintenant que (G ,K ) est une paire symétrique compacte où G est un 
groupe de Lie compact, connexe et semi-simple d’algèbre de Lie g. On rappelle que M  =  
G /K  est l’espace symétrique associé.

L’objet de ce paragraphe est de montrer qu’après l’identification de l’espace C°°(APM) 
des p-formes différentielles sur M  à l’espace C°°(G, K , Ap(g/f)^) donnée par la proposition 
1.6.1, le laplacien n’est autre que l’opérateur de Casimir. Les preuves sont inspirées des 
références [30] et [37].

On définit un produit scalaire ( ,  )m sur C°°(APM) par :

(0 ,¥>)m=/  (4>(m),<p{m))dm.
Jm

où dm est la mesure sur M  définie par la métrique riemannienne. On rappelle que ( ,  ) est 
la métrique hermitienne sur APM  induite par la métrique riemannienne de M. Il est clair 
que ( ,  ) m  est invariant par l’action de G sur C°°(APM).

Soit d l’opérateur de différentiation extérieure, agissant sur CCC(APM), et soit Ô son 
adjoint formel relativement à ( , )m ■ On définit ensuite le laplacien A pax :

A — A P — dô + 5 d.

Rk- 1 0
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C’est un opérateur différentiel elliptique, auto-adjoint, agissant sur C°°(APM) et commu
tant à l’action de G sur cet espace.

L’ensemble des valeurs propres de Ap est discret, formé d’une suite :

0 < < \ p2 < • • •

où chacune des valeurs propres A? sera répétée un nombre de fois égal à sa multiplicité 
qui est par définition la dimension de l’espace propre Exp correspondant. Chacun de ces 
espaces propres est un sous-G-module de C°°(APM), et leur somme est dense dans ce 
dernier, muni de la topologie définie par ( , )m - La collection des valeurs propres de Ap 
comptées avec multiplicité s’appelle le p-spectre du laplacien.

On rappelle que si a est Pinvolution de G et cr*e sa différentielle en e, alors i est l’es
pace propre de <r*e associé à la valeur propre 1 et m celui associé à la valeur propre -1, 
et que g = É ® m. Soit B  la forme de Killing de g. Puisque B  est invariante par les auto- 
morphismes de g, en particulier par <r*e, les espaces É et m sont orthogonaux relativement 
à B. De plus, puisque g est compacte et semi-simple, alors d’après la proposition 1.3.7, 
B  est définie strictement négative, donc — B  définit un produit scalaire sur g. Ainsi, on 
peut choisir une base orthonormée {Xi, X 2 , . . . ,  X n, X n+i, . . . ,  X ^ }  de g, par rapport au 
produit scalaire induit par B , de telle manière que {X \,X 2 , . . .  ,X n} soit une base de m 
et {Xn+i , . ..  ,X/v} soit une base de I. Les bases {Xi, ... ,Xj\r} et {—X \ , . . . ,  —X#} de g 
sont duales relativement à la forme de Killing B de g. Donc :

N
c = -'£x!.

i= 1

En considérant les Xi comme opérateurs différentiels sur G, invariants à gauche, C est un 
opérateur différentiel bi-invariant sur G.

Nous allons prouver une série de propositions qui permettront de montrer «l’égalité» 
entre le laplacien et l’opérateur de Casimir.

Soit 77 un élément de C°°(G,K, Ap(g/6)^). Pour tout g G G et 1 < »1, . . .  ,ip < n, on 
pose :

Vh...iP(9) =Ti{g)(Xi1, . . . , X ip). (1.3)

rj est parfaitement déterminée par le système de fonctions C°°, définies sur G à
valeurs complexes par la formule (1.3), avec 1 < ¿1 < ¿2 < • • • < ip < n de sorte que si £ 
est un autre élément de C00̂ ,  K, Ap(g/t)ç) et g G G, alors :

(C(ff)>*7(</)) =  5 Z  &i...iP(iO-%...iP(0)>
1 < n < --< ip<n
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où ( ,  ) est le produit scalaire if-invariant induit sur Ap(g/I)ç par celui sur g/t.

On définit alors une application linéaire :

D : C°°(G, K, Ap(fl/t)c) -+ C°°(G,K, Ap+1(g/Ç)£), (1.4)

par :

P+1

(-O ^iL .-ip+x =  5 ] ( - l ) u _ 1 X iu 1 <  *1 <  *2 <  • • • <  ip+1 <  n .
U= 1

Le symbole signifie que l’indice iu est exclu.

P roposition  1.6.2 On a da =  Dà pour tout a  G C°°(APM).

Preuve :

da{g) (Xh , . . . ,  X ip+1 ) = (tt o Lg)*{da) (g) {Xh , . . . ,  X ip+l )
= d((TroLg)*a)(g)(Xil , . . . , X ip+1) 

=  ° L9n<x))(g)(xh , . . . , X i u,..  . , x ip+1) 

+ f ^ ( - i r + ^ ( i r o L gr(a))(g)([Xiu,X iv],Xil , . . . , X iui. . . , X iv, . . . , X ip+1).
u<v

En utilisant la définition de à, celle de l’opérateur D et le fait que [ X i -Xi„] G l, on obtient 
le résultat. □

Soit dg un élément de volume sur G induit par la forme de Killing de g et dk un élément 
de volume sur K  induit par la restriction de B  à ï. On rappelle que dm est l’élément de 
volume de M.

Lemme 1.6.3 Soit f  une fonction continue sur G. Soit f  la fonction définie sur G par :

1(9) = [  f{Rk(g)) dk pour g G G.
Jk

f  est invariante par le groupe K, elle induit donc une fonction sur M  (notée aussi f ) ,  et 
on a :

f  f (9 )dg=  / /(m) dm.
Jg Jm

Preuve : On suppose que supp/  C tt-1 ({7) où U est un ouvert de M  sur lequel il existe 
une section s du fibré G. Soit <f> le difféomorphisme de U x K  sur tt-1(î7) donné par 
(¡>(u, k) = Rk(s(u)) pour tout (u, k) E U  x K. On peut alors montrer que dgo<f> = dm A dk, 
et :

f  f(g)dg = [  f(g )dg=  [  f(<p(u,k))dmAdk
J G  J k - 1{U) J U x K

= dm f  f(Rk(s(u)))dk= [  f(m)dm.
Ju Jk  Jm

P +1 

£ < -
- »¿=1

XiA
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□

On pose c =  — 7 7 7 7 7 - Comme conséquence du lemme 1.6.3, on a le corollaire : 
vol(K)

C orollaire 1.6.4 Si h est une fonction continue sur M , alors :

/ h(m) dm =  c. / h(n(g)) dg.
Jm  J g

On utilise le produit scalaire if-invariant sur Ap(g/6 )ç pour définir un produit scalaire sur 

C°°(G ,if, Ap(g /% ) par :

( M *  =  f ( Z { 9 ) M 9 ) ) d g  =  f  ip(g).Vh...ip(g)- (1-5)
JG l < h < - < i p < n j G

La proposition suivante donne la relation entre ce produit scalaire et celui de M. 

P ro p o sitio n  1.6.5 (a, (3)m  =  c.(â,j3)*, pour a, f3 G C°°(APM).

P reuve  : D’après le corollaire 1.6.4, on a :

(oc,P)m = /  (a(m),(3(m))dm = c. (a(n(g)),p(Tr(g))) dg,
Jm  Jg

où ( , ) est la métrique de APM.
Pour g € G, on pose Y{ =  (ît o Lg)ire{Xi), pour 1 < i <  n. Les Yj forment une base 

orthonormée de Tn^ M ,  et au voisinage du point ir(g), il existe des 1-formes 91, . .. ,9n 
orthonormées telles que 6l(ir(g))(Yj) = 5lj pour tout 1 < i , j  < n  et

<*= uii...ip9n A ••• A 0 *p,
l < î i < - - - < i p < n

P =  2  Vii-JpG*1 A • • • A 6ip,
l ^ î l  ̂  * * ' ^ Î p  ̂ 71

OU

=  a ( 7r(if))(i ii> • • • >*iP) =  â(f f)(Xi l t - • • ,-X<p) =

et

%...*P W<?)) =  ^ ( g W n  , . . . , Y ip) = P(g)(Xh , . . . ,  X ip) = Ph ..,p(g).

Ainsi, 

(a(7r(g)),/3(7r(5))) =  ^  “¿i...iP(7r(5))-«ii...iP(7r(i?))
l < i i  <•••-<ip<n

àh...ipig)Âi...ip(g) =  (â{g)J{g)).
l < i i < —<ip<n

Ainsi, (ci,/3)m  = c. (à(g),j3{g))dg =  c.{â,j3)*.
Jg

Le lemme suivant est utile pour démontrer la proposition 1.6.7.

ipioìì«il. •iP(7r(5¡

p fcl.Q

)) = ) = cu..
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Lemme 1 .6.6  Soit f  une fonction C°° sur G alors :

f  X \ . f  dg = 0.
Jg

En particulier, si f  et h sont deux fonctions C°° sur G, alors :

[  (X \.f)hdg = — [  f(X \.h ) dg.
Jg Jg

Proposition  1.6.7 L ’opérateur D* adjoint de D relativement au produit scalaire ( , )* 
est donné par :

n

(d  O û . . . * p - i = ~  Xk'£k,ii...iv-i ? 
k = 1

où Ç e C°°(G, K , Ap(g/t)£) et 1 < i\ < • • • < ip-1 < n.

Preuve : Soit 77 E C°°(G, K, Ap-1(0/ 6)£). En utilisant la définition de D donnée par (1.4) 
et celle de ( , )* donnée par (1.5), on obtient :

(D*£,Tir = & D T ,y=  [  (Ç(g),Dri(g)) dg
Jg

^  l<ii<***<ip<n u=  1

l< ii< -- -< ip<nu=l G

= ~ h  è  E i - 1)“-1 L x ^ n --- iP(9)-Vil. j u...ip(g)dg
y ' ii,...,ip=lu=l 1/0

1  n p .

~  ~ n \  I  i l ' " l u
iu . . . , i p = lu = lJG

 ̂ TL Tt ç

= — (n — 1V 5 3  5 3  I  X k-Çk>,ji,...jp-i(9)-r1ji—jp-i(9) dg 
^  jl,—,jp-l=l k=l G

r
= —5 3 /  Xk.Çk,ji...jp-i(g)-r)ji...jp-i{g) dg,

k=lJG l<ji<—<jp-i<n

ce qui achève la démonstration. □

R em arque 1.6.8 D*â = d*a, pour tout a G Cco(ApM).
En effet, pour tout ¡3 G C00(G,K,Ap~1(g/t)^:), on a :

(D *â J r  = (à,DP)* = (à,dp)* = -(M /3) = V m )  = (? M )* ,c c

où on a utilisé la proposition 1.6.5 pour assurer le passage de ( , )* à ( , ) et inversement.

Ì9)dgX • • « i n  • • t i p
I)“-16:

p

Xi*
1

:p(s)d0■ip(9

C9 ) d g-%..,<»>■Í.-ÍÍ,

ip\9)- lx tu

li-sil

pn

tiih

-i)i“- 1
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Proposition  1.6.9 Avec l ’identification des G-modules C°°(APM) et C°°(G, K, Ap(g/E)£) 
par la proposition 1.6.1, on a A = C, i.e pour tout a  G C°°(APM) :

A a = Câ.

Preuve : On pose A° =  DD* + D*D. D’après la proposition 1.6.2 et la remarque 1.6.8, 
on a :

Acc = A°â.

Ainsi, pour montrer la proposition, il suffit de montrer que A0 =  C ou :

N

A°â = Y s  x l  à pour a  G Cœ (ApM). 
k = 1

Or d’après la définition de D donnée par (1.4) et la proposition 1.6.7, on a pour 1 < i\ <
• • • < ip < n  :

u = l  k = l

et

n

(D = — 'y  ̂Xjç
k = l

= - Ê * *  { ^ « ¡ . . . . ^ + ¿ ( - 1 ) “^ « » *  j
k= 1 l u= 1 )

k= 1 Jk=lu=l

On a donc :

k= 1 fc=l u=l

Pour finir la preuve, on va montrer que :

E (1.6)
k—1 U= 1 fc=7l+l

Pour Xi, X j G 0, on pose [Xi, Xj] = b^Xk, où les bÿ sont les constantes de structure. 
Elles sont antisymétriques en i, j  et k car G est compact. Ceci est dû au fait que la base 
{Xi, 1 < i < N }  est orthonormée relativement au produit scalaire induit par la forme de 
Killing B  et à la propriété :

B{X, [Y, Z]) =  B(Y, [Z, X]) = B(Z, [X, Y]), pour tout X, Y, Z G 0.

n p

( - l w ,Xi àk ...iu • •• X l ¿¡il. .ip'

. ip ’iu>”I & k,X i u]X k- 1)(A ° ¿0*1 ...ip X îc 'i\. ..ip

...ip'¿1...iti\X i,- i  r-̂ fc ¿11.

,¿1 .. . ip(Da)kDà]

(D D*à)/ i l  ...%p

P n

Xi*X L...iu••.ip’' Â;,ii

..iu ...ip

( - 1)

h - i p

n p
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Comme X k,X iu G tri, le crochet [X ^X ^]  G 6, donc

[* * ,* „] = £  V ^ x ,  = -  • £  ^ kX).
j= n + l  j= n + 1

Ainsi, on a :

£  ¿ ¿ ( - i ) - l!lA '-â* ,.......... . (1-7)
&=1 u—1 j —n-\-l k = l  u—1

D’autre part,

Xj'âLi\...,ip{g) =  •<*(#) (-^¿i ? • • • > ^ ip)

~dt .expi-Xj) (Jfi1, . . . ,  -X̂p)

=  ^ |i= oâ(9)((expiXJ).Xil, . . . ,  (exptX j).X ip)

P

= ^ ( - î r - 'à m x j^ a x h , - . . , x iu,...,xip)
u= 1 

p n

= È t-l)“"1 E • ■ ; X i . , - , X i p)
u=1 &=1

u = l fc=l

p n

En remplaçant donc ^ ( —l)u-1 ^  4 j  j par X j.â^...^  dans (1.7), on obtient 
u=l k=l

(1.6), ce qui termine la preuve. □

1.7 Valeurs propres du laplacien

Soit G un groupe de Lie compact connexe d’algèbre de Lie g et üf un sous-groupe fermé 
de G d’algèbre de Lie É.

Dans cette partie, on énonce la formule de Freudenthal qui sert à déterminer les valeurs 
propres de l’opérateur de Casimir sur les G-modules irréductibles. Ensuite, si U est un if- 
module de dimension fini, le théorème de réciprocité de Frobenius (théorème 1.7.4) réduit le 
problème de la décomposition du G-module G00(G, if, U) en sous-G-modules irréductibles 
à celui de la décomposition de U en sous-if-modules irréductibles et retrouver dans ces 
composantes irréductibles des restrictions de G-modules irréductibles à if.

Ainsi, lorsque (G, if) est une paire symétrique, pour déterminer les valeur propre du la
placien agissant sur C°°(AP(M)), il suffit de décomposer le G-module C°°(G, if, Ap(g/ê£)) 
en sous-G-modules irréductibles, ou aussi d’après la réciprocité de Frobenius il suffit de 
décomposer Ap(g/É)<£ en sous-if-modules irréductibles et retrouver les restrictions des G- 
modules irréductibles à if.

,XÌU ák, ..ip

( - 1) K .í‘ u...ip (&

k®k,i;

5 ^ i l  J • • •(9)(Xt2 * 0 .*

n p N n p

i=i
n
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Proposition 1.7.1 Soit U un espace vectoriel de dimension finie sur C. Si (p, V) est un 
sous-G-module de dimension finie de C°°(G,U), on étend p à une représentation de il(g). 
On obtient :

Cf =  p(C)f, pour tout f  E V.

Preuve : Par hypothèse, l’action de G à gauche sur C°°(G, U) est équivalente à p sur V. 
En passant aux représentations de l’algèbre de Lie g, l’action à gauche devient :

L x f  = —X .f  pour tout X  E g et f  E C°°(G,U).

Ainsi, si /  E V, on a :

p(c)f =  o p(Xi)f =  5 > Xi(LXi/)  =  Y , x u x i . f ) = c f.

□

Corollaire 1.7.2 Tout sous-G-module de dimension finie de C°°(G,U) est stable par 
l ’opérateur de Casimir.

Proposition 1.7.3 (Formule de Freudenthal) [6], [18].
Soit T  un tore maximal de G d’algèbre de Lie t. On choisit un système de racines 

positives de G relativement à T  et on désigne par Ôg la demi-somme des racines positives. 
Soit k une forme bilinéaire symétrique négative invariante et non dégénérée et ( , ) le 
produit scalaire sur g (et sur t*) induit par k. Soit (p,V) une représentation complexe irré
ductible de G de plus grand poids A. Si C est l ’opérateur de Casimir associé à k, l ’opérateur 
p(C) de gl(V) est un scalaire donné par :

p(0) = (A + 2 Sa, A ).ly.

En particulier, si G est semi-simple, le résultat est valable pour l ’opérateur de Casimir C 
de g. La forme bilinéaire considérée dans ce cas est la forme de Killing.

Ainsi, pour déterminer les valeurs propres de l’opérateur de Casimir, il suffit de décomposer 
l’espace C°°(G, K, Ap(g/É)£) en sous-G-modules irréductibles et de calculer sur chacune de 
ses composantes irréductibles, la valeur propre de C.

Théorèm e 1.7.4 (Réciprocité de Frobenius)
Soit F  le corps R ou C. Soit (a,U) un K-module de dimension finie et (p,V) un G- 

module de dimension finie, sur le corps F. On considère (p ,V ) comme un K-module par 
restriction. On a alors un isomorphisme canonique d’espaces vectoriels :

HomciV, C°°(G, X, U)) “  HomK(V, U).

On rappelle que C°°(G, K, U) est un G-module par l ’action de G à gauche.

Preuve : On construit l’isomorphisme explicitement.

Soit (f) € Hom<3(F, C°°(G, K, U)). On définit ^  :V  -¥ U par Vv(u) =  0(w)(e)> Pour v E V .

p ( X i ) o
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-  W  a in si d éfin ie  es t linéaire.

-  'iptp e s t  if -é q u iv a r ia n te , i.e . d an s H o m ^ V ,  U). E n  effet, p ou r  to u t  fc G i f , on  a  :

i><t>{p{k)v) =  <j>(p(k)v)(e) = (Lk<f)(v))(e) =  (¿(t>))(fc- 1 ) =  <r(k)<f>(v)(e) = a { k ) ^ ( v ) .

-  4> 1-4 ij) e s t  u n e  a p p lica tio n  linéaire.

R éc ip r o q u em e n t, so it  i/> G H o m # (F ,  U). O n  d éfin it (f>̂ : V  —y C °°(G ,K ,U )  par :

< M U)(9 )  -  ÿ i p i g ^ v ) ,  p ou r  g G G e t v e V .

-  4>^{v) G C °°(G ,K , U). E n  effet, p ou r to u t  v G V, g G G e t  k  G i f ,  o n  a  :

<t>il>(v)(gk) = ^{p{k~l )p(g~l )v) =  a ik - ^ tp ip ig - ^ v )  = a{k~x)(t>^{v){g).

-  <j>̂ G Hom<3(V, C°°(G, i f , U)) . E n  effet, p o u r  v G V, g, h G G, on  a  :

<fa(p(h)v)(g) = ÿ{p{g~l )p{h)v) = %/>(p(/i- 10 ) - 1u) =  ^ ( u ) ( / i _ 1p) =  (Lh<j}^(v))(g).

Il re s te  à  vérifier q u e  <j> >->• ^  e t  ij) i-4 ^  son t récip roq u es l ’u n e  d e l ’au tre .

- S o it  4> G H o m ^ F ,  C ° ° ( G , i f ,  U) ) ,  v G F  e t  5 G G , alors on  a  :

(¿**  ( * ) ) ($ )  =  ÿ<i>(p(9~l )v) = (<^(p(p_ 1) v ) ) ( e )  =  (L ?-i< ^ (u ))(e) =  <f>(v)(g).

- S o it  V’ €  H o m /f(V , U) et v € V, a lors on  a  :

^* (* 0  = (<Mu))(e) = ^(P(e_1)v) =  V’(u)-

□

S o it Xq l ’en sem b le  d es c la sses  d ’éq u iva len ces d es  rep résen ta tio n s  irréd u ctib les  d e  G. 

P o u r (p , V) G 1g , on  d éfin it u n  G -h o m o m o rp h ism e :

ip : KomG(V,C°°(ApM ) ) ® c V  ->  C°°{APM )

h-> <t>{u).

ip e s t  in je c t iv e  car p e s t  irrédu ctib le. O n  n o te  n P la  d im en sio n  d e H om G (V , C°°(APM ))  

sur C  e t  p ar Tpp l ’im a g e  d e P h om om orp h ism e ip. ¡ip e t  Ypp n e  d ép en d en t q u e  d e  la  c la sse  

d ’éq u iv a len ces  d e  p ,  e t  Tp e s t  isom orp h e à  la  so m m e d irecte  d e  ¡jlp  co p ies  d e V  (car V  es t  

ir r é d u c tib le ) .

D a n s  le  ca s  p a rticu lier  où  F  =  C, U =  Ap( g / t ) ç  e t (p, V )  rep résen te  u n e  c la sse  d e  

r e p r ésen ta tio n s  irréd u ctib les  d e G , le  th éo rèm e d e  la  réc ip ro c ité  d e F rob en iu s im p liq u e  

q u e :

HP =  d im c  H o m tf(F , Ap ( g /ê ) ç ) .

D o n c  [ip e s t  fin ie.

A in s i, p o u r  d éco m p o ser  G °°(G , i f ,  Ap ( g /ê ) ç )  en  so u s-G -m o d u le s  irréd u ctib les , il su ffit  

d e d éco m p o ser  u n  G -m o d u le  irrédu ctib le, restre in t à  i f ,  en  s o u s - i f -m o d u le s  irréd u ctib les , 

et  le  i f - m o d u le  Ap(g/Î)^  en  s o u s - if -m o d u le s  irréd u ctib les .





Chapitre 2

Spectre du laplacien de la 
grassmannienne

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode décrite dans le précédent pour cal
culer le spectre du laplacien des variétés grassmenniennes. Ainsi, pour G = SO (n) et 
i f  =  SO(k) x SO(n — k), on considère un G-module irréductible quelconque V  et on re
garde sa restriction à if. Cette restriction n’est pas irréductible en général. On effectue 
alors sa décomposition en sous-if-modules irréductibles. On réduit ce calcul à un calcul 
algébrique en utilisant la formule des caractères de Weyl (proposition 1.2.51) selon laquelle 
une représentation irréductible est parfaitement définie par son caractère et qui donne 
une formule algébrique pour ce caractère (égalité (2.2)). Ensuite, pour ce qui concerne la 
décomposition des puissances extérieurs de la représentation adjointe, on se sert de cer
taines propriétés connues qui permettront d’écrire l’espace de la représentation comme 
une somme de produits tensoriels de représentations irréductibles. On utilise ensuite la 
formule de Steinberg (proposition 1.2.58) qui permet de décomposer un produit tensoriel 
de deux représentations irréductibles en représentations irréductibles connaissant les poids 
dominants du groupe considéré. Pour faire cette décomposition, on utilise un programme 
informatique. Finalement, pour décomposer l’espace des formes différentielles en sous-G- 
modules irréductibles, il faut retrouver les G-modules irréductibles dont la restriction à i f  
intervient dans la décomposition du if-module Ap(g/É)^ en sous-if-modules irréductibles.

2.2 Décomposition d’un G-module irréductible en sous-if - 
modules irréductibles

Ce paragraphe est consacré à la décomposition d’un G-module irréductible en sous- 
if-modules irréductibles, lorsque G est le groupe SO(n) et i f  est le sous-groupe SO (k) x 
SO(n — k) de G. On désigne par T  un tore maximal de G d’algèbre de Lie t et par Tk  un 
tore maximal de i f  d’algèbre de Lie t*, par Wq le groupe de Weyl de G et par Wk  celui
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de if , enfin par Ag le système des racines de G relativement à T et par Ak  celui de i f  
relativement à Tk -

Une représentation irréductible est parfaitement déterminée par son caractère ou son 
plus grand poids. Ainsi, on désigne par F(A) (resp. F'(A')) un G-module (resp. if-module) 
irréductible de plus grand poids A (resp. A') et de caractère x g ( A )  (resp. x k { A ' ) ) -  Décom
poser le G-module F(A), restreint à if, en une somme de if-modules irréductibles, revient 
alors à déterminer l’ensemble E  des plus grands poids du groupe i f  tels qu’on ait l’égalité :

(xc(A))|t, =  £  XJf(A'). (2.1)
A'eE

En utilisant la formule des caractères de Weyl, l’égalité (2.1) devient :

£g(A + ¿g) i €/c(A/ +  Jjsr)■ _  y -  s j t y i .  - t -  o k )  (0

Ï g (Sg ) l t l  Î k (Sk ) ‘ (  }

On rappelle que si A € t*, alors £(A) est donné par :

£(A )(H) = det(tü).e(A(«;(fr))), pour H e t .
wÇzW

Ainsi, nous avons besoin de déterminer les quantités suivantes :

- L’algèbre de Lie g de G (resp. É de if).

- Un tore maximal de T de G (resp. T k  de if).

- Le système des racines de G relativement à T (resp. de i f  relativement à T k ) -

- Un système des racines positives de G (resp. de if), ce qui permet de choisir un 
système de racines simples de G (resp. de if), et une chambre de Weyl fondamentale 
de t (resp. de t*).

- Le réseau des formes entières I* de t* (resp. I*K de tj). Sa définition est donnée par 
(1.2) de la page 25.

- Les formes entières dominantes de t* (resp. de t£), qui correspondent aux représen
tations irréductibles de G (resp. de if).

- Le groupe de Weyl associé au choix du tore maximal T de G (resp. T k  de if).

L’algèbre de Lie g de G est so(n) et celle de i f  est É =  so(k) © so(n — k). On a la décom
position de g en g = l © m avec :

m = i í ̂  j € so(n)-, X  e M(n — k
}

Les autres quantités à déterminer dépendent de la parité de n et de k. On commence par 
traiter le cas où k est pair, k = 2q. Dans ce cas, on peut prendre T — Tk - On étudie les 
deux cas n =  2m et n =  2m + 1 :

' O

7 )
R),k,

A'eE
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1. Cas où n est pair, n =  2m :

Dans ce cas, On choisit T = Tk  = SO(2) x • • • x SO(2). Son algèbre de Lie t = te est 
donnée par :

t =  <

f
(R{ Al) \ \

Æ(A2) (0) 111

<
(0)

€ g; Xj € M et R( A) = 2-k ^  Q J >

< R { ^ m )  J
où on regarde Aj comme une forme linéaire sur t qui associe la valeur Aj, i.e. un 
élément de t*.

On choisit les coordonnées du tore de telle façon que le réseau entier I  soit Zn. Donc : 

I* — {/iiAi + /12A2 + ••• + hmXm; hi 6 Z}.

Les autres quantités à déterminer sont données par :

- Le système des racines de G relativement à T est :

{±Aj ± A f, 1 < i < j  < m}.

- Le système des racines positives :

{A» ± Aj; 1 < i < j  < m}.

- Les racines simples :

OCi — X \  A2, CÜ2 =  A2 A3, ..., Oirn—1 =  1 Am , Oim  =  Am _ i  +  Xm .

- La chambre de Weyl fondamentale, correspondante au choix du système de 
racines simples, est donnée par :

C  =  { / i iA i  +  /12A2 +  ••• +  h m Xm ', h \  >  /12 >  ••• >  h j n - l  >

- Une forme entière dominante A de (g, t), i.e. un élément de C(ll*, qui correspond 
à une représentation irréductible de G, s’écrit sous la forme A = h\Xi +  /12A2 + 
... +  hmAm, où les hi sont des entiers tels que hi > /12 > ... > |/im|- On l’écrit :

A = h\ Ai + /12A2 + ••• + shmXm 
hi € Z pour tout 1 < i < m  
h-i > h2> ... > hm > 0 
e =  ±1.

(2.3)

- Le groupe de Weyl Wg de G est l’ensemble des éléments <f> = ((e i,..., em), ct) 
où Si = ±1, a € Sm et le nombre de e* égaux à —1 est pair, avec 4>(aiX\ + ... +

m

ûm^m) = aia(Xi) et la signature de 0 est égale à celle de a. Ici Sm désigne
i= 1

le groupe des permutations de {1,

'o

I}-hm

m}.
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On détermine les mêmes quantités pour K, on obtient :

- Le système des racines de K  relativement à Tk  est :

{±Àj ± Xj; l < i < j < q o u q  + l < i < j <  m}.

- Le système des racines positives :

{Aj ±  Xj] l < i < j < q o u q  + l < i < j <  m}.

- Les racines simples :

Ai — A2, A2 — A3,..., Ag_i — A q, Xq-i + A q, 

Ag.fi Ag-f2, Aç.f 2 Ag+3, ..., Am_i Am, Am_i +  Am.

- Une forme entière dominante, A' de (6, t), qui correspond à une représentation 
irréductible de K, s’écrit :

A' =  fciAi + ... + e'kqXq + kq+iXq+i + ... + e" km Xm 
ki € Z pour tout 1 < i < m 

i h > k 2 > . . . > k q > 0  (2.4)
kq+1 ^  kq+2 ^  ... ^  km ^  0

k e' = ± 1 ,  e" =  ± 1 .

- Le groupe de Weyl de K  est WS0{2q) x Ws0(n_29).

2. Cas où n est impair, n = 2m  + 1 : T  = Tk  =  SO(2) x • • • x SO(2) x {1} et

f
/R{  Ai) \

\

R{ A2) (0)

t =  te =  < G flî Xj G M ►

(0) R(Xm)

< V è

- Les racines de G relativement à T sont :

{ ± A j ± Xj pour 1 < i < j  < m
±Aj pour 1 < i < m.

- Les racines positives :

( A i ± Xj pour 1 < i < j  < m
Xi pour 1 < i < m.

- Les racines simples :

oc 1 = Ai — A2, ex 2 — A2 A3,..., a m- i  = Am_i Am, otm = Xm.
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- Une forme entière dominante À de (g, t) est donnée par :

A = h\ Ai + /&2A2 + ••• + hmXm 
hi € Z pour tout 1 < i < m 
hi>h,2>  ... > hm > 0.

(2.5)

- Le groupe de Weyl Wq est le produit semi-direct de (Z/2)m et Sm où Sm agit 
sur (Z/2)m en permutant les facteurs, i.e. un élément de Wq est de la forme 4> =

m

((ei,...,£m),cr) où £i = ±1, a e Sm , avec <f)(ai\i +... + am\ m) = y^£jai<r{\i)
i= i

sign(</>) = £i-.£m. sign(cr).

On détermine les mêmes quantités pour K, on obtient :

- Les racines de K  relativement à Tr- = T sont :

{
±Aj ± Aj pour 1 < i < j < q  ou q + 1 <i  < j  < m  
±Xi pour q + 1 < i < m.

- Les racines positives :

{
A i ± Xj pour 1 <i  < j  <q  ou q + l < i < j < m  
Xi pour q + 1 < i < m.

- Les racines simples :

Al — A2, A2 — A3,. . . ,  X q - I  — X q,  A9_ i  +  A q,

Ag+1 Aq-i-2, Ag_|_2 Aqr-|_3,..., Xffi—1 A|tj, Xjyi.

- Une forme entière dominante, A' de (ï, t) s’écrit :

h! = fciAi + ... + £kqXq + fcç-j-i Aç_|_i + ... + 
fei € Z pour tout 1 < i < m 
k i >k 2 >  ... > kq > 0 
kq+\ ^  kq+2 ^  ... kfji ^  0 

£ = ±1.

- Le groupe de Weyl du groupe K  est toujours W gQ ^ x WsO(n-2?)- 

Notations 2.2.1

(2

(i) On

*(\ \  = P2*iA

iose :

s{ A) =  e(A) — e(—A)

c(A)

Q¿ij

ß i j
A<¿ A j  

2 '

2

e(A) +  e(—A) =  e2*iA 2  cos27tA ,

2i sin27rA,g—27TÍA

g—2niA

__ g27TzA _

.6)

Xi
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(ii) Si r et s sont des entiers tels que 1 < r  < s, on désigne par [aij]r:s une matrice carrée 
avec indices i, j ,  variant entre r et s.

Rem arque 2.2.2 S ir  est un entier, alors on a :

7$ = = £ c<fcr>e«r - 1 -  *>(-*» = X>«2* - r
v ’ v ’ v ' k=0 k=0

Les lemmes suivants seront utilisés pour montrer les théorèmes 2.2.5 et 2.2.6. Leur preuve 
est donnée dans le paragraphe 2.2.1.

Lemme 2.2.3 Soit H \,..., Hm des entiers positifs ou nuls ou des demi-entiers strictement 
positifs qui vérifient :

H ! > ... > Hm.

On a :

1.

2.

avec :

{?j j _) 1/2 si Km — 0
si Km > 0.

-  Les li sont donnés par :

h =  H \ — max(iÏ2,if2)
li = min(Hi, Ki) — max(iïi+i, üQ+i) pour 2 < i < m  — 1 
lm =  niin(fim, Km).

-  La somme porte sur K 2 , ---¡Km vérifiant :

(Cl) -

Hi+i < Ki < Hi-i pour 2 < i < m — 1
Km < Hm- 1 
Km < Km—1 < ••• <

¿es ÆT* sont des entiers > 0 si les Hi le sont, et des demi-entiers > 0 si les Hi le 
sont.

Lemme 2.2.4 Soit J3i,...,Hm des entiers positifs ou nuls ou des demi-entiers strictement 
positifs qui vérifient :

H\ > ... > Hm•

On a pour tout entier 1 < q < m :

r—1

» •+ i
e(rx) - e ( -rx)

i )]3:ni[c(Ki\det:(̂ mA 1)He)■
sil,

«(Ai)

fm —1

i=1*
E
Ki

detl

U'jU s (a ij)s (ßü)
c(Hi \i )ll:m

det

n  7=2 >(au ) »(
[«[HiAi

Ki }■
fe:»(KiXjld e t [s |s(lm A i) .

{ ¿=1

5(LA i )

«(Al) )

K

mMl:

li)ß
y

2-
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1.

q m

d e t[c (iïiÀ j)]i:m/(JÔ[ J J  s ia i j)s {Pij)) =  
i=1 j=i-\-1

E - E jn ( IÎ £| â )  ̂ rc(̂ ,mAr)|

2.

q m

d e t ^ i ï i A j ) ] ! : ™ / ^  J J  s(aij)s(f3ij)) =
¿=1 jz= i-f 1

q /  m—1
s(lrj \ r )

K^i ^  lr=i V ,
e  e  n n s{>

où pour tout 1 < r  < q et pour tout r + 1 < i < m, les Kr i vérifient les conditions

(Cr)

K r~ij+i < K rii < Kr- i ti-1 pour r + l < i < m  — l 

Kr,m < Kr— l,m— 1
K Tym  <  K r ,m —l  <  ••• <  -^ r ,r+ l•

Les K r<i sont des entiers > 0 dans le cas où les Hi le sont, et des demi-entiers (> 0) dans 
le cas contraire.

Pour tout 1 < r < q et tout r < i < m , les lr,i sont donnés par :

lr,r — K r —l,r EMx(.Kr—l,r+l> ÜCrjr+l)

< lTji =  mm(Kr- i ti, Krj) -  m a x ^ - i^ + i, if r,i+i) pour r + 1 < i < m  -  1 

lr,m =  mill(ÜLr—l,mj Kr,rn)i

et pour tout 1 < r  < q :

g r  _  \ l / 2 Pour K r,m =  0 
|  1 pour K r>m > 0.

Avant d’énoncer les théorèmes 2.2.5 et 2.2.6 on va définir des entiers kr^ pour 1 < r  < 
q — 1 et r + l < i < m  par :

:m]<?+!i \ j)K,[<detHrc(lT K),m

r,m \f i det K K*¿Aj )]«+l:mj
A y»«(
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-  Si 2r < Zq — m  +  1 :

m a x (Â V —l ;j-f 1, k q , i+ q —r )  ^  &r,i ^  k r —l , i —l

pour r + 1 < i  < m  — q + r

kr.
pour m — q + r + l < i < 2 q  — r

(2.7)

(2.8)

k r —l , i + l  ^  k r>i <  min (A,',— 1,2—1, k q j —q + r )

pour 2q — r + 1 < i  < m  — 1

k r , m  — xnin(fc,—l,m—1 > g+r) 

k 0 < fcr,m < ... <  fcr>r+i.

Si 2r > 3g — m + 1 :

max(fcr_ i)j-|.i, kq^+q—r )  < &r,i ^ &r—l,i—1
pour r  + l < ï < 2 g  — r

max(ÀV—l,i+l, kq^i+q—r )  < r̂,t — min(fcr_i^—i, kq ti —q + r)

pour 2q — r + 1 < i  < m  — q + r

k r —l , i + l  — k r>i < min(fcr_ i)t—l, k q j —q+ r )

pour m — q + r + 1 <i  < m  — 1

kr,m  — *Din(^r-l,m-li 

k 0 <  fcr,m  ^  ••• ^  ^ r , r + l*

Théorème 2.2.5 Soit G le groupe SO(2m) et K  le groupe SO(2q) x SO(2m — 2q). Soit
V un G-module irréductible de plus grand poids A =  hiXi + ... + ehmXm. Le G-module
V est un K-module par restriction. La décomposition du K-module V en sous-K-modules 
irréductibles, contient un K-module irréductible V ', de plus grand poids A1 = k\Xi + ... + 
e'kqXq + kq+xXq+i +  ... +  e"kmXm, si et seulement si :

1. Les entiers ki, (q + 1 < i < m), sont liés aux entiers h{, (1 < i < m), par les 
conditions :

(
hi+q < k i <  hi-q pour q + l < i < m  — q
ki < hi-q pour m — q + 1 < i < m.

2. La multiplicité deV'  = V (A;) dans V  =  V (A) est la suivante :

(i) Si km = 0 :

< kr,i < kr_ l j i - l

■<7+r,q.mA

+ 1
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C’est la multiplicité m̂ > de e((k\ + q — l)Ai + ... + £rkqXq) dans :

J J  I I  s(aij)s{f3ij) x ^  i  i  J J  ^ ^  j H rc(lr,mAr) | .
t=l j=i+l fci,i kq-i,i l r = l  V i—r r ' )  J

U71 dcS kr,m—0

(H) Si km > 0 et e" = e :

C’est la multiplicité de e((ki + q — l)Ài + ... + s'kqXq) dans :

n n ‘(«m m * e  - e  ( n ( n ^ ) }
i= lj= i+ l klti l r = l  V i=r S^At} ) )

f c i  , m  > 0  k n - l  ,771 > 0

^ 2  e (£xlx ,771̂1 +  ... +  S q l

S \ , . . . , £ q  

e\ . . .Sq  =  \

où la somme porte sur £i,...,eg € {—1,1}.

(iii) Si km > 0 et e" = —e :

C’est la multiplicité ma' de e((k\ + q — l)Ai + ... + e'kqXq) dans :

Les krji vérifient les conditions (2.7) et (2.8).
Les lTti sont donnés par :

{
lr,r =  &r—l,r m ax(/c,—i )r+ i ,  fcr,r-|-1) +  1

lTii =  min(A:r_iii, Av,*) — max(A;r_iij+i, A:r)j+i) + 1 pour r + 1 < i < m  — 1 (2.9)

lr,m =  min(A;r _ i )m, kTtTn).

Théorème 2.2.6 Soit G = SO(2m + 1), K  = SO(2q) x SO(2m — 2q + 1). Soit V un 
G-module irréductible de plus grand poids A = hiXi + ... + hmXm. V est un K-module par 
restriction. Un K-module irréductible V ', de plus grand poids A' = k\X\ + ... + ekqXq + 
kq+iXq+i + ... +  kmXm, est un sous-K-module de V, si et seulement si :

n n e  - e  i n f n ^ ) }
i=l j=i+l kiti kq- i ti vr=l \  i—r v /  )

^ 1 , 7 7 1 ^ 0  k q —  l , 77l ]> 0

X , e fa h  ,m  Ai + ... + £ q t q , m X q ) ,

6 l , . . . , £ q

où la somme porte sure i,...,eq G {—1,1}.

V' est un sous-K-module de V si la multiplicité m.y est non nulle.

1.
hi+q < k i <  hi-q pour q + \  < i < m  — q 
ki < hi-q pour m — q + 1 < i <m .

A' , r a

s(aa) s(Pij ) X

ei -1£q =

m in (k rIr.m — -1, »).

Théorème 2.2.6 G = S0(2m + 1), K  = S0(2q) x S0(2m —29 + 1). Soit un

fm—X

o - l  a

a—\ a a /  m .—1

m? kr,

V
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2. La multiplicité m,y de V' = V (A;) dans V = V (A) est la multiplicité de e((fci + q — 
l)Ai + ... +  ekgXg) dans le terme :

n n •«*>«*>xE e { n ( n }.
t=lj=*+l k i ti kq - i , i  lr=l \ i = r  ' ' /  ' ' ' )

et V' est un sous-K-module de V  si la multiplicité m /j est non nulle.

Les entiers krj ,  pour 1 < r < q et r + \ < i < m, vérifient les conditions (2.7) et (2.8). 
Les lr<i, pour 1 < r < q  et r < i < m ,  sont donnés par :

lr,r =  k r —i,r  max(ÂV—l , r + l ,  ^<r,r+l) "I" 1

lTii =  min(A:r_i)t ,kr,i) — max(kr-ij+ i,k rj+i) + 1 pour r + 1 < i < m  — 1

r̂,m ~ min(fcr-l)m) &r,m) H"

Preuve du théorèm e 2.2.5 : Pour décomposer un G-module irréductible, de plus grand 
poids A, en if-modules irréductibles, on utilise l’égalité (2.1) ou (2.2), et on détermine 
l’ensemble E  tel que :

£<?(A + 5g)Ak{5k) = Çg(Ôg)- E  + ̂ k)-
A 'ç e

Tout revient donc à diviser £g(A + 5g) par £g(<̂g)/£k'(^A')> et identifier le résultat obtenu 
avec Çk W + S k ) pour déterminer l’ensemble E. Ceci est possible car les ^(A'+Æjr),
où A' est une forme entière dominante, sont linéairement indépendant (lemme 1.2.49).
On a aussi par la formule des caractères de Weyl :

£g(5g) =  I I  (e(a/2) -  e (-a /2 )) et & (£*) = J J  (e(o/2) -  e(-a /2 )).
a€Ajt “ €A£

Donc

« eA + -A +

On écrit A sous la forme (2.3), ce qui revient à écrire :

A +  Ôq — H\ \x  + H2 X2 ■+■ ••• + £HmXm,

où e =  ±1 et pour tout 1 < i < m, Hi = hi 4- m — i. Les Hi sont donc des entiers qui 
vérifient

H i >  H2 > ... > Hm > 0.

De la même façon, on écrit A' sous la forme (2.4), ce qui implique que :

A1 +  Ôk  = ifiAi + ... + £/KqXq + ifg+iAg+i +  ... +  £n K mXm,

7̂71—1

1
2'

ÎK(A'-

ï'eE
f n-r

E a

î g (5g )

Î k ( ô k )
(e(a/2) - e ( -a/2)),
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où K{ =  ki + q — i pour tout 1 < i < q et Ki = ki + m  — i pour tout q + 1 < i < m. Les 
Ki sont donc des entiers qui vérifient :

K x > K 2 > ... > K q > 0

Kq+1 > Kq+2 ^  ••• > Km ^  0-

On obtient alors :
>. / c \ Q m  Q

cG7 r -<= n  n  _ e(_aÿ))(e(Ai) -  e(-Æÿ))= n  n
ÇK{ K )  i = l j = q + l  i = l j = q + l

D’autre part,

Cg(A + ÔG) = J 2  + H2A2 + ... +  eHm\ m)).
<t€ W g

En faisant opérer tout d’abord les éléments de Wq qui consistent à multiplier par les £j (et 
dont la signature est 1) on obtient ^  e(exHi\i +£2# 2^2 +  ■•■ + s£mHmXm) où £{ = ±1

pour tout 1 < i < m  et £\...em — 1» ce qui donne :

^ [c(Hi\i)...c{eHm\ m) + s{H1\ l )...s(eHm\ rn)]

= 2 5(-HriAi)...£s(iïmAm)].

On applique ensuite les éléments du groupe symétrique Sm, on trouve, en utilisant la 
définition du déterminant, que :

fo(A +  Sa) =  i  {det +  £ det [ « ( f l iA j iU  .

De la même façon on trouve, en utilisant le fait que le groupe de Weyl de K  est le produit 

WSO(2q) X WSO(.n-2q)’ <lUe :

fr(A ' + 5tf) =

^ {det[c(üfjAj)]i:9 + £'det[s(üQA.,)]i:g} x {det[c(üriAj]g+i:m + £"det[5(üfîAj)]g+i:m} . 

Déterminer l’ensemble E  tel que

£ c ( A  +  <fc) t  r \ i  i s  \

revient à déterminer les entiers K i , ..., K m tels que 

1 dettci-ffjAj)]!:,« + £ det[s(ifiAj)]i:m

a*

=  ^2 \  {det[c(üfiAj)]i:g +  e'det[j?(.KiAj)]i:9} x { d e t^ - iQ A j)]^ ^  -f ¿"det^ i^A j)]^!;™ } , 
Ki

(a ìj) '(e (/%)•s(c

(-1 )'<*(*(Hi

n L n* =9+1 • (ocij)s ißij)

Çg \ôh ) / £k (Ö■<) E
A’eE

[ctf Wj)] L:m

0¿ij)s

[c(H: Ai) c(e ;A m)

Ai
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où la somme porte sur les entiers K i , ..., K m qui vérifient :

{
K x > ... > Kg > 0 
Kq+1 > ... > K m > 0.

Ceci veut dire que :

n n •(<*«)* w * e - e {n (n1 ̂  j }
*=lj=i+l Ki,i  K q,i U=1 \ i = r   ̂ r ' )  J

{H^■••H^c(lltm\l)...c{lqtfnXq) det[c(ÜLç)jA j]^ i:m +  £s(litmXl)...s(lqimXq) det[5(ÜLç)jAj)]g-)-i;m}

=  ^   ̂— {det[c(ifjAj)]i:9 +  e det[5(ifjAj)]i:g} x {det[c(üCjAj)]ç-)-i:rn +  £ det[s(iCtAj)]g-(.i:m} . 
Ki

On va ensuite permuter les sommes de telle manière d’avoir celle sur les K q>i à l’extérieur.
On commence par permuter les sommes sur les K qj  et les i f g-i,i et ainsi de suite. Après 
r étapes, on obtient des nouvelles conditions :

K q -r -1'i+r+i +  r < K qj  < K q- r- \ , i - r- i  -  r  pour q + l < i < m - r - l  
K gj  < K q -r - i^ -r - i  — r pour m  — r < i < m
0 < KgtTn < ... < Kqtq+x,

et les conditions (C'r) sur les entiers K r>i, données ci-dessous. Pour simplifier les expressions, 
on pose :

a q,r,i =  m a x ( K q —r —2,i+l) -Kg,i+r+l "I* r ) 

bq,r,i = min(ÎCç_ r—2,i—1» r—1 r)•

-  Si 2r >  m — q — 3 :

Dans ce cas, (C'q_r_l ) sont les conditions :

0>q,r,i < -Kg-r-i,* < -K^g-r-2,t-i pour q —r < i < m —r — 1
Kq-r-2,i+i < Kq—r—i,i < -Kç-r-2,i-i pour m - r < i < q + r +  1 
K q-r-2,i+l <  -K’ç - r - l . i  <  &ç,r,i POUT q +  r +  2 <  i < TTl -  1

Kq—r—l,m < 
k 0 ^  Kg—r—l,m < ••• < Kq-r—l,q—r-

-  Si 2r < m — q — 3 :

Dans ce cas, (C'q_r_l ) sont les conditions :

aq,rj < K g -r - i j  < K q_r_2),i-1 pour q - r  < i  < q  + r + 1
o>q,r,i < Kq—r—i ti < bq^j pour q + r + 2 < i < m - r - l

Kq—j—2,1+1 <  Kq-r-\,i < bqiT,i pour m - r  < i  < m  — 1 

Kq—r—\,m <'  ^q,r,m
k 0 <  Kg—f—Xjn <  ... <  Kq—r—\̂ q—T.

AriIr.i

,r,m
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Après q — 1 étapes, la somme sur les Kqj  est à l’extérieur et on a :

(
H i + q  + q< K q j  < H i - q  -  q pour q + 1 < i  < m -  q 
K q , i  < H i - q  -  q pour m -  q + 1 < i  < m

0 < Kqtm < ... < Kqtq+\.

On pose Koti = Hi. On a les deux possibilités suivantes :

1. Il existe 0 < r < q tel que K r>m — 0 et dans ce cas, det[s(frr),Aj)]r+i:m =  0. Ainsi, 
det[s(üiS)iAj)]s+i:m = 0 pour tout r < $ < q. Par conséquent, det[s(JCg)iA:?)]9+i:m =

où la somme porte sur e\, ...,sq G {—1,1}.

En utilisant ces expressions, on obtient :

<'( / l ,m A l) .- .c ( ig )i7iAç) d e t [ c ( i i ç jjAj)]ç-)-i;j7i +  £ s( il,m A i).. .s (/< ;)roAqr) det[s(ÜLg)iAj)]g-f-i:rji

=  2̂, e (£ i^i,mAi +  ... +  £ç^,mAg){det[c(.ÎL9)jAj)]g+ i ;rn +  £ i . . .e g.ed et[s(-ffg)iAj)]9+ i :Tn}.

Ainsi,

n n w , » x  e  e  -  e  i n ( n ^ ) }
i = l  j = i + l  Kqti Kiti Kq-i,i v r = l  \  i—r T) /  )

Kn.ms*0 0 Kn— l.m^O

e(£i/i)77lÀi + ... +  ^ig,mAg){det[c(ÎÎ^Àj)]g4.i:m + £ \ . . . £ q . £  det[s(Kg}iAj)]9+i:m}

e i^ .^S q

=  ^ 2  2 {d e t [c (ü f iA j) ] i :9 +  e ' d e t ^ i ü i i A j ) ] ! ^ }  x  { d e t [ c ( i f iA j ) ] g+ i :m +  e" d et[s( .iQ A .,)]g+ i:m }  •

Ki

0.
2. Pour tout 0 < r < ç, K r<ra > 0. Dans ce cas, H r =  1 pour tout 1 < r < q. D’autre 

part,

= ^   ̂ e(^l^l,m^l + ••• + £qlq,m^q)i
ei)...)£q

et

5 (^l,mAl)**‘5 ( ^ ,m ^ g )  =  ^  ] ^ l***^e ( ^ l^ l ,m ^ l  “I" ••• “1“
£ \  , . . . , £ g

Après identification on trouve les possibilités :

(i) Ki = Kqti pour tout q + 1 < i < m  (Km = 0), et

£  \  {detlciKiX^q + e' det^A,)]^} 
Kl>...Kq>0

- f i n  s { a i j ) s { p i j )  x e - e  { n P r ï ^ W . ”-A4 -
i=lj=t+l Kiti K q - i , i  vr=l \i=r /  )

un des Kr,m= o

(C'q)

0 < Kq,q+1*

suivantes :On pose .Ko,*

Ag) =

Ainsi,l:m — 0.¿Àj)]r4det[s(iir!

i\)->£qlq,r

<7 - 1  Q
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(ii) Ki = Kgj pour tout q 4- 1 < i < m (K m > 0), e" = e et

Y |  {det[c(ÜLiAj)]i:g +  e'detts^A j)]!:,}
K i > . . . K q>  0

=n n s(ai j ) s(@ij)x xi ■■■  ̂n ( n
K i , i  K q

Kl  , m > 0  Kq — l , m > 0

)}
e(ei/i)mAi + ... + £qlq,m\ ) i

e i , . . . , £ g

ei. . .£q =  l

(iii) K{ = Kqj pour tout q 4- 1 < i < m  (Km > 0), e" = — e et 

Y ,  \  {det[c(üQAj)]i:g + e'det[s(üCiAj)]i:g}
K i > . . . K q>  0

9-1 q q / m —l=n n *(<xij)s(Aj)time8 y  - s {n ( n
i = l j = i + l  K i , i  K q- i,j U=1 \ i = r  K T} ,

K q —l.m̂ O

Àl + ... +  £qlq,m^q)i
S l , —,£q

£l...£,=-l

où les conditions sur les K Tti, 1 < r < q — 1, sont les (C'r) et sur les K qj  sont les (C'q). 

On trouve donc :

hi+q < k i <  hi-q pour q + 1 < i < m  — q 
ki < hi-q pour m — q + 1 < i < m
0 < km < ... < kq.

Si on pose :

kTti = K rj  — m + i, pour tout 0 < r  < g — 1 et r  4-1 < i < m,

on peut vérifier que les conditions sur les kr>i sont celles données par (2.7) et (2.8) et que 
les entiers Zrjj, (1 < r  < q et r < i <m )  sont ceux donnés dans l’énoncé du théorème. Ceci 
prouve le théorème 2.2.5. □

P reuve du théorèm e 2.2.6 : On écrit A sous la forme (2.5), ce qui revient à écrire :

A 4- Ôq — H\X i  4  ... 4- H mAm,

s(l,•,*Ar)}
Ar) }S(

Ar)/r,i

m>0

e(ei l̂,m
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où Hi = hi + m — î +1/2 , sont des demi-entiers qui vérifient :

H i>  H2 > ... > Hm > 0.

On écrit A' sous la forme (2.6), i.e. :

A! +  5 k  =  K \ X  i +  ... +  e K q X q  +  .Kg-|-iAg-|.i +  ... +  K m  Am,

où Ki =  ki + q — i, pour 1 < i < q, sont des entiers, et Ki = ki + m — i + 1/2, pour 
q + 1 < i < m, sont des demi-entiers, tels que :

K 1 > K 2 >  . . .  > K q >  0 

Kq+l > Kq+2 > ••• > Km > 0

En faisant le calcul comme dans le théorème 2.2.5, on obtient :

Çg( A + 5q) =

ÇK(A' +  5k ) = ^ {det[c(JffjAj)]i:g + edet[s(-K'iAj)]i:g} x det[s(isCiA:î)]9+i:m,

et

______det[s(gjAj)]i:w______
Q \ Q m

p*<7>n.n
i = l  i =  1 j = q -\-1

-  n  n  s (atj)s (Pij) x 5 3  ••• 5 3  { n  (  n  L e  \ ^ } det[s(ir9iiAj)]9+i:OT.
i = l j = i + l  K U  K q,i l r = l  V i= r  S [ A r ) J  S { A r / Z )  j

Donc la détermination de l’ensemble E  qui vérifie :

£g(A +  5q)4k (5k ) =£g(5g)- 5 3  & (A ' + âx)>
A ' e E

est équivalente à trouver les entiers K\,.. . ,Kq et les demi-entiers Kq+\ , ..., Km tels que : 

Ki > ... > K q > 0 et K q+i > ... > Km > 0,

et

^ 5 3  {det[c(Ki\j)}uq + £det[s(KtAj)]1;g} x det[s(.PQAj)]g+i:m 
Ki

=n n s(ai j)s(Pij) x E -E În f f f  " s tT rn  }  det
i=lj=*+l Khi Kq,i lr= l  \i=r \ r> J \ r/ ) )

s (aij)s(ßi i)

£
:sG)
îjc)

Ai
s(ßij)s {a i j ,- S ^ )

m

ï ï

Q

n
.7=9+1

: det[s( 
i

HiXj) J i  : 7 7

X Ÿ \ s(lrim^r) s(f¡ '+ 1  :ra*

2Hfl

/)].9.
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Après permutation des sommes et identification des termes, on trouve que Ki = Kqj,  pour 
tout q + 1 < i < m, avec les conditions :

H i + q  + q< K q ti < H i - q  -  q pour q + 1 < i  < m - q  
K q,i < Hi-q — q pour m — q + 1 < i < m
0 < Kqjn < ... < Kqtq+i,

et
|  (det[c(ÜLjAj)]i:g + e det[s(iQAj)]i:g)

Kl >...>Kq>0

q- 1 q

2 .2 . 1  P reuve des lem m es 2.2.3 et 2.2.4

On commence par le lemme 2.2.3. Sa preuve est inspirée de la référence [43]. Le lemme 
2.2.4 en est une généralisation ; il est utilisé dans la preuve des théorèmes 2.2.5 et 2.2.6. 
P reuve du lemme 2.2.3 : On montre le lemme dans le cas où les Hi sont des entiers. 
Dans l’autre cas le calcul se fait de la même manière.

On pose :

u%j =  s((îZî—i "t- Hi)aij).s((Hi-i Hi)0ij), 

Vij = s((Hi-1 -  Hi)aij).s{{Hi-i + Hjfiij).

Prem ière étape : On montre que :

771— 1

dettc^Aj)]!;,« = (c(HiXi)) 1 x det[«ÿ + % ]2:m- 
i=2

(2.10)

En effet, on transforme la matrice [c(ffjAj)]i:m de la façon suivante :
On multiple la (m — l)-ème ligne par le terme H,c(HmXi)/ c(Hm-iX i) , puis on la 

retranche de la m-ème. Ensuite, pour toute ligne i (partant de m —1 jusqu’à 2), on multiplie 
la (i — l)-ème ligne par le terme c(HiX{)/c(Hi-iXi), puis on la retranche de la i-ème. Cette 
transformation préserve le déterminant.
La matrice obtenue est :

c(#iAm) \

°{HiXj) -  c(Hi-iXi).
c(HiXi) 1

ctiïi-! Ai) J2:m

Les Kr>i vérifient les conditions (C'r) (mais KTiTn >0).  En posant krj  =  K rti — m + i — - ,  

pour tout 0 < r < q — l e t r  + l < i < m ,  on obtient le théorème. □

s(Àr /2 )  J

s(lr)iXr ) |
s(Àr) JÎ

q ( m - 1

n n
r= 1 \  i=r

EE-
ÜCi.i¿=1 j= i+ l

«(- K= 1 1 1 1

0

n

C c{Hx A2)

Hj) îij ) X
.m ' V)

Al)
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Donc,

c(fTiAi)
dei c(HiXj) c(Hi—\Xj).~

c (H i- iAi)J2:m

= c ( i i iA i) .n ^ 2(c (^ - iA i))-1.det[c(FiAJ)c(iîi_1A i) -c ( i î i_iAi )c(fiiA1)]2:m

= n2:21W ^ A 1))-1.det[c(iîiAj )c(iri_1A1) - c (H i_1Aj )c(iîiAi)]2:m.

D’autre part, un calcul simple permet de vérifier que : 

ciHiXjMHi-iXi) -  c(Hi-iXj)c(HiXi)
= + fri)ay ).a((fli-1 -  Hùfaj) +  * ((#_! -  Hi)a l j ).s((Hi- i  +  f f M j )
— Uij “1" Vij, 

ce qui prouve l’égalité (2.10).
Deuxième étape : Pour tout entier 0 < k < iîj_i — 1, on pose :

p.(k\ _  /  s ((Hi- 1  “  Hù xi) P ° ur k =  0
* y s((Hi-i — max(Hi, k))Xi)c(mm(Hi, k)Xi) pour 1 < k < Hi-i — 1,

et on montre que pour tout 1 < i < n et 2 < j  < n :

Ht-i - l
\ = (»(Ai))'1 E  PiikHkXj). (2.11)

.«(ai j)s{Pij)

Tout d’abord, en utilisant la remarque 2.2.2, on trouve :

s m - l + H i ) a i j ) * u  tr i 1\ \
------- 7-----Â-------  =  e ( (2fc “  ^ - 1  “  Hi +  1)a li)>s(aij)

s{{Hi- \ ~ Hi)l3lj) = E  eW-Hi-x+Hi + Vhj),
s f o r t  ÊS

3 ( ^ - 1 =  £  e ( ( 2 A : - i î i_ 1 +Æri +  l ) a l i ),

a ( ( g » - 1J '  =  £  e ( ( 2 f c - . f f i_ 1 - . H i  +  l ) 0 y ) .

fc=0 
/fi-i-Hi-l

fc=0

Ceci implique que :

Hi-i+Hi- 1 H i - i - H i - l

«KiMAj) -  S g e((r+ + 1)>1 + (r- s- ffiW ,

-  E E e((r +  3 - J ï i- i  +  l)A1 - ( r - a - . f f i)Ai ),
«(ay)a(Æy)

r= 0  5=0

[c(B¿A,) = C Hii^i) det

Hi-

Zìi,'»H i )

=U
■Hr

•Hi_h 5

] l  :m

Uij Vii
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ou aussi :

H i - i - H i - l

y  s j o  X =  E  E  e{(r + s - H i - i  + l ) \ i ) c ( ( r - s - H i ) \ j ) .

Si on pose r — s — Hi = k et on exprime r  en fonction de s et k, alors les conditions sur s 
et k seront :

i 1 -  H ^  < k < Hi-i -  1,
1 max(0, — Hi — k) < s < min(.fli_i — Hi — 1, i î t - i  — k — 1).

L’expression de %  devient

On traite le deuxième et le troisième termes de
“I" Vij

s(a!j)s(p!j) '

-  Le deuxième terme devient :

Hi
£  Y ,  e((2s + k - ( H i - ! - H i - ï ) ) \ ! ) c ( k \ j )
k = 1 5=0

+ E  E  e ^ s - k - ^ - H i - m M k X j )
k = H i + 1 s= 0  

Hi H i - i - H i - l

= E  E  e«2s+ - H*-
k = l  S= 0

Hi—i — X Hi—i —k —1

+ E  E  e((2s + ̂ -(^i-i-A:-l))A1)c(fcAj).
k = H { + 1 5=0

'U 'ij +  V i j

s(a i j )s (ßi j]

H i - i - l  f f i - i —l —max(Hi,k)

E E
h = —H i - i + l  s=max(0,-#¿-A;)

;((2s +  k -  (Hi - 1 - H i - m M k X j )

E
s= 0

e((2a -  (Hi .! - H i -  l ))Xi)c(0)

H¿-1—1 — 1—max(Hi.k)

+ E  E
fc=l 5=0

e((2s +  fc -  (F¿_i -  f li  -  l))A1)c(fcAj )

_1  H i - i - H i - l

h E  E  c((2a + A -  (ffi-1 -  F i -
fc=—if » _ i+ l  s=max(Qì—Hi—k)

- i))AM k X j )

Hi Hi-i—Hi—l

H i - i - l  H i - i - k - l

Ai).Ai)c(k-1 ))



-  Le troisième terme devient :
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^  Y ,  e((2s - k -  (H i-1 - H i -  l))Xi)c(k\j)
k= 1 s=max(0,—Hi+k)

Hi H i - i - H i - 1

= E  E  e((25 -  fc -  -  Æi -  l))Ai)c(*Aj)
k- 1 s=0

i î i - i - l  H i - i —k —1 

+  Ê  Ê  e ( ( 2 s - i ï * - ( # * _ ! - À ; - l ) ) ^ ) ^ ) .  
¿=#¿+1 s=0

U i j  “ I" Vi j  .
Finalement, en remplaçant dans l’expression de —;---- . on obtient :

«(ay)a(^y)

H i - i —H i—l

=  £  e ( ( 2 s - ( i ï i_1 - i ï i - l ) ) A 1)c(0) 
a (ay)«(/3 ij )  ^

Hi H i - i - H i - l

+  E  E  e ( (2 a - ( f r i_1 -£T i - l ) ) A 1)c(fcAi)c(A;Aj )
fc=l s=0 
H i - i - l  H j - j - f c - l

+ E  E  e((2* -  (fli-i -  k -  l))Ai)c(JffiAi)c(fcAj )
fc=üTi-f-l 5=0

.  8((gi-;( ~)gi)Ai)c(Q)+ e
fc=1

+ "E"'' ,((ffi- 1~ *,)Al)c(giA1)c(tAj)
fc=Hi + l S (A lj

Quand on exprime les quantités obtenues en termes de Pi, on obtient l’égalité (2.11). 

Troisième é tape  : Simplification de Vexpression :

det [ciHiXj)]^

ïlj=2 s (a lj)s (Plj)

Hi- 1Hi- 1 -1

Hi-

U i i  +  V i4

Hi) Xi
s( Ai)

c(kX‘l ) 4 kXj)

Hi-i - l
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det [c ( Hj X j) ]h m  

ïl?= 2 s(ai j)s(Pij)
771—1

= I l  ( c iH i^ ) ) -1. det
i=2

Y  PiiKMKiXj)
Ki= 0 2 :m

m — 1 H \ —\  H m —i  — 1 f  rn \

(ciHiXi))-1 Y ,  -  E  
¿=2 K2=0 Km=0  U = 2  J

771— 1 (  m  ^

=  ^ ( A i ) ) - ^ - 1) J ]  (c(^A x))-1 Y  \ I I (* < * » -d e t[c (K iAJ)]2:m [
i=2 K 2,...,KmeN U = 2  J

771— 1

=  («(AOJ-i™-1) n  (ciHiX-L))-1 Y  (det[Pi (ifi )]2:m. det[c(Jft:iAi )]2:m} ,
¿=2 Ar2>...>i!:m>o

où on a posé Pi(k) = 0 si k > Hi-\.
On va ensuite restreindre les domaines des Ki en remarquant que s’il existe un 2 < i < 

m tel que f i j - i  <  Ki ou Ki < -ffi+i, alors det[Pj(.Kj)]2:Tn =  0. En effet :

-  Si H i-\ < Ki pour un certain 2 < i < m, on obtient :

K 2 > ... > Ki > H i-i > H i >  ... > Hm > 0.

Donc, Pi(Kj) =  0, pour tout i < l < m e t 2 < j < i .  Ceci implique :

d et  [P[ ( i f j  )]2:m =  0.

-  Si Ki < Hi+ 1 pour un certain 2 < i < m, alors :

0 < K m <  K m-1 < ... < K i  <  H i+1 < H i  <  ... < H i .

Ainsi, Pi(Kj) = s((Hi-i — Hi)X\)c(KjX\), pour tout 2 < l < i  + l e t i < j  < m  — 1, 
et Pi(Km) =  H.s((Hi- 1  — Hi)Xi)c(KmXi), et on trouve aussi dans ce cas

det[Pj(iïj)]2:m =  0.

On peut donc supposer que les Ki vérifient les conditions :

f Hi+i < Ki < Hi—i 

0 < K m < Hm—i-

Ainsi, l’expression de [c ( -^  A j ) h-m ¿g ^ g ^  .
n7=25(«ii)5(Ai) 

det[c(ffjAj)]i;m _

n?=2 s (a ij)s (Pij)
TTl— l

(s(A i) ) - ^ " 1) H i c i H i X j y 1 Y  {det[Pi (Kj )]2..m.det[c(KiXj )]2:m}. (2.12)
t=2 K 2>...>Km> 0

H i- i> K i> H {+ \

(.(A l ) )H
m—1

m — 1)
^i))-=  (s( X i)). det [c(Ki. \l:m
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Quatrième étape : Calcul de àet[Pi(Kj)\2-m et fin de la preuve.
On commence par calculer le déterminant de la matrice [Pi(Kj)]2-.m. Les conditions 

sur les K{ impliquent que si i > j  + 2, alors Kj > Hj+i > ce qui donne que
Pi(Kj) =  0. D’autre part, si on multiplie la (j  — l)-ème colonne de la matrice [Pi(Kj)]2-.m 
par c (K j\ i) /c (K j- i \ i )  (ou H xce terme si j  = m), et on la retranche de la j-ème colonne, 
pour j  allant de de m à 3, on obtient la matrice :

( P 2 ( K 2) \

3 <7  <771

\Pm(K2) " /

dont les éléments sont nuls si i > j  + 2.
Si m > j  > i +  2 > 4, alors Kj < K j - 1  < Hj- 2 — 1 < H{ — 1 < Hi. Ainsi, pour tout

i, j  tels que 4 < *  +  2 < j < m  — 1, on a :

Pi(Kj ) = s((Hi- 1 - H i)X1)c(KjXi) et = * ((# _ ! -

et pour tout i tel que 4 < î  + 2 < m , o n a :

Pi(Km) = H.s{{Hi-X -  H JX M K m X J.

Ceci implique que pour j  > i + 2 :

Pi{Kj) -  P i(K j, i) - -7 p 2̂ r  = 0, pour j  < m -  1, 
c(Kj- 1 A1 )

et

Pi(Km) -  Pi{Km-i).H. ^ mA! \  =  0.
c(iim-lAi)

Si on désigne par [Pij]2:m la matrice obtenue après transformation alors [Pij]2-.m est une 
matrice tridiagonale. De plus, son déterminant est égal à celui de [Pi{Kj)]2m- On a aussi 
P i,i+ i-P i+ i,i  =  0, pour tout 2 <  i <  m  — 1. En fait :

Pi,i+ 1 = 0 Pour Kj < Hi et Pi+i,i =  0 sinon.

Donc,
m

det [jPj: ( K = det[/tj]2:m = 11 Pii •
i—2

On pose :
i Pi = H\
1 Pi =  min(Hi,Ki) pour 2 < i < m ,

et on montre que :

P u  = c(Hi-iXi)s(li-iXi) , pour tout 2 < i < m -  1,
c(Pi-iXi)

Al)c(K

ì k 3_i Ài
Kj) - Pii « j- l

Ai),K j - iW)c(- H iPii Kj-,

cip, Ai)
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et

Pmm = c(PmAl)
c (Pm—1 A i) "

En effet, on a les possibilités suivantes :

-  Cas où pi-1  = Hi-i, i.e. if*-i > # j- i, pour un certain 3 < i < m  : 
Dans ce cas, Pi(Ki-i) = 0 et pour 3 < i < m — 1 on obtient :

Pu = Pi(Ki) — Pi(Ki-i). ,Ĉ Â  =Pt(Ki)
C^Ki-iAi)

= s((Hi-1 -  max(iït, Ki))Xi)c(min(Hi, Kî)Ai) 

c(pi Ai)

et

= s(/i-iAi)c(pjAi) = c(iîj_iAi)s(ij_iAi) 

Pmm = Pmi^m) — c(Hm—lXi)s(lm—lXi) .H.

c ( p i - î A i ) ’ 

c(pm Al)

'c(pm-  lAi)'

-  Cas où pi-1  = K i-1 , pour un certain 3 < i < m :
Dans ce cas, on a pour tout 3 < i < m — 1 :

Pu = P i(K i)-P i(K i-1). ^ A*}
c(ilî_iAiJ

= «((fii-i — max(iït, ^¿))Ai)c(min(iï'i, ifi)Ai)

-  s((Hi-1 -  JCt-i)Ai)c(gtAi).
c(Ki-iAi)

= {«((fT<_i -  max(fli, ÜTi))Ai)c(ifi_iAi)
c(pi\i)

-  s ( (H i -1 -  ÜTi-OAiMmaxifli ,  tf<)Ai)} 

= c(fii_iAi)a(Zi_iAi)

c(pi-iAi) 

cipiXi)
c ( p i - î A i ) ’

et

Pmm = Pm(Km) -  Pm{Km- i ) H = <:(#„>_! AiMJro_iAi)fT- c(PmAl)
c(ÜTm_iA l)  ^  c (pm_iA i)  *

En utilisant les valeurs obtenues pour on obtient :

771— 1 771— 1 /  ■» \

det [PiiKj^m = T [ e {HiXl . U s ( k X i).HC- ^ - l l  
T=1 Z=1 c^ i Ai)
771— 1 771— 1

=  J I  c ( ^ A i ) .  n  s( l iX i) .H c( lm X{). 
i—2 i= 1

Finalement, en remplaçant dans la formule (2.12), on obtient :

= (5(Al))" (m_1) E  {  ( n  Hc(lmXi) d e tM ^ k m  j  ,

c{Hm- lAi ) s(̂ m--i;

ns=2*»(«li)« (A i) '

dett[c( HiA, ]l:m
Ai)s(ij.

/m —1

H



2.2. DÉCOMPOSITION D’UN G-MODULE 69

où la somme porte sur les entiers Ki qui vérifient les conditions (Ci). Ceci montre la 
première partie du lemme.

On procède de la même façon avec [s(iïjAj)]i:m) pour prouver la seconde partie du 
lemme. On décrit uniquement les grandes étapes de la preuve.
P rem ière étape : On montre que :

771—1

det[s(-ffjAj)]i:m = | |  (s(HiXi)) x det[iijj Vij]2 :m■ (2-13)
i=2

Deuxième étape : Pour tout entier 0 < k < Hi- 1 — 1, on pose :

Q.(k \ _  /  1 ~ #*)Ai) Pour k = 0
* |  s((Hi-i — max(Hi, k))Xi)s(min(Hi, k)Xi) pour 1 < k < Hi- 1 — 1,

et on montre que pour tout 1 < i < n et 2 < j  < n :

Hi-i - l

Troisième étape : On montre que :

où les Ki vérifient les conditions (Ci).
Q uatrièm e étape : On montre que :

(
m—l \  /  m  \Jl siHiXOj ( JJsiïiX!)} .

Ainsi, en remplaçant dans l’expression de obtenue à la troisième étape,
I I j= 2  5 (a l j  ) s \Plj  )

on prouve la deuxième assertion du lemme. □

P reuve du lemme 2.2.4 : On va faire la preuve dans le cas où les H% sont des entiers. 
En appliquant le lemme 2.2.3 deux fois tout en utilisant les notations du lemme 2.2.4, on 
obtient :

àet[c(HjXj)]x,m

rii=i n̂Li+i s{atj)s{pij)

= g  { (  n  •<*.*>)

£
KlA

( m — 1 \  /m —l

J I  s(iw AX) H Xc{h,mX i ) J 2 n a(Z2.<A2) H 2c{h,mX2) det[c(JFr2,xAj )]3:r 
,¿=1 /  K2,i \ i =2 /

Í (Hi -1

det [s [HiXj )]l:m
»(ay) s(ßij)

= («(A: ))—(m-i)

771—1

1=2

(s(H,M )-l [ {det[Ç
Ki

U{Kj)hm- dett [s(Ki¿Aj)]2 :mf ■.

14)(2.(kXj)Qi(k)i
k=0

M ) ) ~ l= («(s
Uij ~ vij

det|Qi(K. )]2:m —

detfsl |l:m

= («(Ai -(rr
- % (A2» -era—2)

!(Ai ))-(m - 1) V 2 :m Idetfc{Ku

P2j) JITSL3s(°*2jK
H 1 ( h , n »Ai;

(ai f)í

i))'
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Donc

____det [c( Hi X j ) ] i :m____

nf=i UT=i+i s (aij)s (0 ij)

' ¿ ( M i A  ( t j s ( 12 4 x2) 
) 1 1 1

Khi K2,i
= EE |(II “̂ tfj [ H  J Ærl-ff2<=(ii.mAi)‘=Ci2,mA2).detEc(ir2,jAj)]3;„

La première assertion du lemme se fait ainsi par induction.
On peut montrer la deuxième assertion du lemme de la même façon. □

2.3 Décomposition de A p ( q / Î ) q

On identifie l’espace cotangent de M = G/ i f  en o = [.K] à (g/6)*, l’espace dual de g /6. 
On écrit :

gc = te © © Sa, 6c = k: © © 9a et me =  © gQ-
OfG A<3 û€A k a€Acf\A/f

Pour comprendre la structure du if-module me, on a besoin de la définition suivante :

Définition 2.3.1 Soit G un sous-groupe du groupe linéaire des matrices carrées inversibles 
d’ordre n (à coefficients complexes ou réelles). La représentation standard de G sur C71 est 
l ’action qui consiste à multiplier une matrice par un vecteur de C71.

Les poids du if-module me sont les racines a € A g \  A k , donc les plus grands poids 
des sous-if-modules irréductibles de me sont parmi les racines a  E A g \  A k - D’autre 
part, on écrit une forme entière dominante A' qui correspond à un if-module irréductible, 
comme dans (2.4) si n =  2m, et comme dans (2.6) si n = 2m + 1, on obtient pour A' les 
possibilités :

et

A' = Ai -I- Ag+i, si n = 2m,

A; =  Ai +  Ag+i ou A' = Ai, si n = 2m + 1.

D’autre part, dimetne =  k(n — k), (elle est égale à la dimension de M), et on a :

-  La restriction de me à SO (k) x {/„_*.}, est isomorphe à n — k copies de la repré
sentation standard Ck de SO(fc). Il en est de même pour la restriction du if-module 
^  (Ai +  A9+i), au groupe SO (k) x {/„_*}.

-  La restriction de me à {Ik} x SO(n — k) est isomorphe à k copies de la représentation 
standard U l~k de SO(n — k). Il en est de même pour la restriction du if-module 
F(Ai + Xq+i), au groupe {/*} x SO(n -  k).

On peut déduire de ce qui précède que le if-module tnc est isomorphe à = V(Ai + Ag+i).
Donc me est un if-module irréductible ; il en est de même pour m^.
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N otations 2.3.2 Soit H  et L deux groupes et V  un H-module et W  un L-module. On 
munit l ’espace V  ® W d’une structure de H  x L-module de sorte que H  agit sur le premier 
facteur et L sur le deuxième. On note V fà W  le H  x L-module ainsi obtenu.

Ainsi, le SO(k) x SO(n — fc)-module me est isomorphe à F(Ai) G3 F(A9+i).

Notre but est de décomposer le if-module Apmjç en sous-if-modules irréductibles. On 
commence par le cas particulier où k = 4. Le cas k = 2q > 4 se fait ensuite par induction.

2.3.1 Cas particulier où K  =  SO(4) x SO(n — 4)

Soit H  le sous-groupe SO(2) x SO(2) de SO(4). On commence par restreindre Apm£ à 
H  x SO(n —4) et voir comment il se décompose en tant que H  x SO(n — 4)-module, ensuite 
retrouver la if-décomposition irréductible. Pour cela on commence par la restriction de m£ 
ou me, i.e. V^Ài) [3 V(A3) à H  x SO(n — 4). Or ceci revient à restreindre le SO(4)-module 
V(Ai) à H. En utilisant un cas particulier du théorème 2.2.5, on trouve que la restriction 
du SO(4)-module V(Ai) à H, se décompose en sous-iï-modules irréductibles de la façon 
suivante :

V(Ai)|jj Si V’(Ax) © V(-Ai) © V(A2) © V (-X 2).

Donc la décomposition de en H  x SO(n — 4)-modules irréductibles est :

m*c “  (F(Ai) El V(As)) © (T^(-Ai) El V(A3)) © (V’(A2) El V{ \ 3)) © (F(-A 2) El F(A3)).

On désigne par Vx, V2, Vz et V4 les H  x SO(n—4)-modules V(Ai)EIV’(A3), V(—Ai)SF(A3), 
F(A2)^y(A 3) et V(—A2)Sy(A 3) respectivement. On note Aa,b,c’d, le H xSO(n—4)-module, 
AaVi ® AbV2  ® AcVs ® AdVA.

Le H  x SO(n — 4)-module Apm^ se décompose de la façon suivante :

Apmc = 5 3  Aa'b,c,d a + b + c + d = p. (2.15)

D’autre part, la restriction à SO(n — 4) de n’importe lequel des H  x SO(n — 4)-modules, 
Vu V2 , H) V4 , est isomorphe à V  =  F(A3). De plus, le SO(2) x SO(2) x SO(n — 4)-module, 
Aa,&,c,<i, est isomorphe à :

V((a -  6)Ai) El V((c -  d)A2) El (A°V ® AbV  ® ACV  ® AdV). (2.16)

Ceci veut dire qu’il suffit de décomposer le SO(n — 4)-module A“V ® AbV  ® ACV  ® AdV, 
en une somme de sous-SO(n — 4)-modules irréductibles pour obtenir la décomposition du 
H  x SO(n — 4)-module, Aa,b,c,d. Supposons que :

AaV  ® AbV  ® ACV ® AdV  Si 5 3  V(m), (SO(n — 4)-modules). (2.17)

On aura :

Aa,b,c,d ^ 2  V((a -  6)Ai) S  V((c -  d)X2) El V{n), (SO(2) x SO(2) x SO(n -  4)-modules).

(2.18)
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N otations 2.3.3 On pose j j - 2  = Aj pour 3 < j  < m.

1. Dans le cas où n = 2m, on pose :

r0 = 0

Tj = 7 i + ••• + 7 j pour 1 < j  < m — 4
1/

¿771-3 — n (7l +  ••• +  7m-3 — 7m—2) 

t
i m - 2 — jV ft "*■ 7m—3 +  l m - 2 )

et

Vij — V(Ti +  r  j) pour 0 < i < j < m  — 4

Vi,m—3 = +  rm _3 + rm_2) pour O < i <  m  — 4

^771—3,771—3 =  F  ( 2 r  772—3 +  2 F  771—2 )

2 = 7(r< +  2rm_3) © F(r¿ +  2rm_2) pour —4 

^m—3,77i—2 == F(3rm_3 + rm_2) © F(rm_3 + 3rm_2)

Fm-2,m-2 = y(4Tm- 3) © ^(4Tm_2)

VÎJ =  V i,n -4-j powr r a - l < j < n - 4

2. Dans le cas où n = 2m +  1, on pose :

T0 = 0 
r_j = 71 + ... +  7 j pour 1 < j  < m — 4

r m- 3 =  7 i +  ••• +  7m—3

r m-2  — 2 "■ 7m—3 +  7m—2))

et
Vij =  F (rt + r j)  pour 0 < i < j < m  — 3

^i,m—2 = F (ri + 2r m_2) pour 0 < i < m  — 3

^m—2,m—2 = F(4rm_2)

Vjj = Vî n—4—j pour m — l < j < n  — 4 — i.

Les Tj, pour 1 < j  < m — 2 sont les poids fondamentaux du groupe SO(n — 4). Avec ces 
notations, la restriction de Aa,b’c’d à SO (n — 4) est isomorphe à :

AaF (r!) ® A V (ro  <g> AcT (ri)  ® AdF (ri) .

Proposition 2.3.4 [43] Le SO(n — 4) -module ArV(rx) ® AsV (ri), o ù 0 < r < s < m  — 2, 
se décompose en sous-SO(n — 4)-modules de la façon suivante :

Ar,s = ArV{Tl) 0  A«^(r i )  S £  Vij,

— i.

O < i ; m  -
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où la somme porte sur les paires d’entiers (i , j ) positifs ou nuls qui vérifient :

(
j  — i > s — r
i + j  < r + s 
i + j  = r  + s (mod 2).

On utilise cette proposition pour décomposer A a,b'c,d en sous-modules irréductibles. 

Proposition 2.3.5

(i) La restriction de Aa,b,c'd à SO(n — 4) se décompose :

A-'^lSOo-4)^ £

(k,i)es2

où S\ est l ’ensemble des paires d’entiers positifs (i , j ) telles que :

j  — i > b — a 

{ i + j  < a+ b
i + j  = a + b (mod 2),

et ¿>2 est l ’ensemble des paires d’entiers positifs (k ,l) telles que :

l — k > d — c
* k + 1 ^  c + d

k + l = c + d (mod 2).

(ii) La formule de multiplicité de Steinberg permet de décomposer Vij <8> Vk,i en sous- 
SO(n — 4)-modules irréductibles pour un n donné en utilisant le programme informa
tique de l’annexe A.

(iii) Pour retrouver la décomposition de A a,b,c'd en tant que 50(4) x SO(n — 4)-module, 
on regroupe les 50(2) x SO(2)-modules irréductibles V((a — 6)Ai + (c — d )\2 ) en 
SO(4)-modules irréductibles (voir (2.16)).

Pour mieux comprendre la méthode, on pourra voir l’exemple traité au paragraphe 2.4 de 
la page 74.

2.3.2 Cas général

On considère maintenant un k =  2q quelconque. On fait le calcul par induction sur 
q. Pour décomposer le if-module Apm£ en sous-if-modules irréductibles, on commence, 
comme pour q = 2, par décomposer la restriction de m£ à S0(2) x S0(2q — 2) x SO(n — 2q) 
puis celle de Apm£ restreint à S0(2) x S0(2q — 2) x SO(n — 2q) et on remonte ensuite à 
K  comme dans le cas q = 2.

Comme = V(Ai + A9+i ), il suffit d’étudier la restriction du SO(2q)-module V(Ai) 
à S0(2) x S0(2q — 2). En utilisant un cas particulier du théorème 2.2.5, on trouve que :

n Ai)IS0(2)xS0(2g-2) = V̂ (Ai) © V(-Ai) © V ( \2),

Vi,J ® Vk,i,
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où V(±Ài) est trivial et V(A2) est la représentation standard de SO(2q — 2). Donc :

V(Ai + Vn)|gO(2)xSO(2ç—2)xSO(n—2<?) - V ( h +  \+i) © V(-Ai + A9+i) ® V( X2 + A9+i),

en tant que SO(2) x SO(2g — 2) x SO(n — 2g)-modules.
On note Ui =  F(Ax + Aç+i), U2 = V (—Ai + A^+i) et U3 = V{X.2 +  A^+i).

Proposition 2.3.6 La décomposition Apmç en sous-K-modules irréductibles s ’effectue par 
récurrence. Les étapes sont les suivantes :

(i) La première étape de la récurrence est assurée par la proposition 2.3.5.

(ii) La restriction de Apm£ à 50(2) x S0(2q — 2) x SO(n — 2q) se décompose de la manière 
suivante :

Apm£ — X  A<£/i ® APU2 <S> AkU3. 
i+j+k=p

-  Comme U\ et U2 sont isomorphes à la représentation standard de S0(n — 2 q), la 
décomposition de A'Ui <S> AW 2 est déterminée en utilisant la proposition 2.3-4-

-  La décomposition de AkU% s ’effectue en utilisant l ’hypothèse de récurrence.

(iii) Pour retrouver la décomposition de Apm^ en tant que S0(2q) x SO(n — 2q)-module, 
on regroupe les S 0 (2 ) x S0(2q — 2 )-modules irréductibles intervenant dans la décom
position en S 0 (2 q)-modules irréductibles.

2.4 Exemple

Nous allons traiter l’exemple particulier G = S0(7) et K  = S0(4) x S0(3).
On commence par la décomposition de Apm£ en sous-if-modules irréductibles. Pour 

cela on utilisera les résultats obtenus dans le paragraphe précédent.
Tout d’abord, on a :

Vo,i®Vo,i =  C © V (7i) © V (27i)
V0 ,i® Vi,i *  V(7i) © F(27i) © V(37i) (2.19)
Vi,i®7i,i = C © V(71) © F(27 i) © F(37i) © F(47 i).

En utilisant les égalités (2.15), (2.17), (2.18), (2.19) et la proposition 2.3.5, on obtient 
la décomposition de Apm^ en sous-iï x SO(3)-modules irréductibles. Le tableau suivant 
contient les plus grands poids des sous-if x SO(3)-modules irréductibles, de Apm£, pour 
tout 1 < p < 6. On lit les colonnes de la façon suivante :

-  En tête d’une colonne on a l’espace Apm^ qu’on décompose, pour un p fixé.

-  Le symbole p.g.p. désigne le plus grand poids d’un sous-module irréductible appa
raissant dans la décomposition.
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-  Le symbole m. désigne la multiplicité avec laquelle intervient l’espace de plus grand 
poids p.g.p. dans la décomposition.
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Le tableau suivant contient la décomposition explicite des SO(4)-modules irréductibles, 
dont les plus grand poids sont désignés dans la colonne gauche, en sous-if-modules irré
ductibles. Les plus grands poids donnés par la colonne droite sont ceux des if-modules irré
ductibles intervenant dans la décomposition du SO(4)-module en question. La multiplicité 
des if-modules obtenus dans la décomposition est 1. Par exemple, la première ligne du 
tableau signifie que la restriction du SO(4)-module V(Ai) à i f  = SO(2) x SO(2) se décom
pose en F(AX) © F (-A x) © V(X2) © F (-A 2).

Ces valeurs vont être utilisées pour retrouver la if-décomposition irréductible des if- 
modules Apm¡c, à partir de la i f  x SO(3)-décomposition déjà décrite. Le calcul se fait en 
utilisant un cas particulier du théorème 2.2.5.

p.g.p. dans S0(4) p.g.p. dans S0(2) x S0(2)
Ai_______________±Ai, ±A2________________________________________________
Ai +  A2 0, ±(Ai +  A2)
Ai -  A2 0, ±(Ai -  A2)
2AX______________0, dbAx±A2, ±2Ax, ±2A2___________________________________
2Ai +  A2 ±Ai , ±A2, ±(2Ai + A2), ±(Ai + 2A2)
2Ai — A2 ±Ai , ±A2, ±(2Ai — A2), ±(Ai — 2A2)__________________________
2Ai +  2A2 0, ±(Ai + A2), ±(2Ai + 2A2)
2Aj -  2A2________ 0 , ±(Ai - A 2), ±(2Ai -2A 2)_________________________________
3Ai ±Ai, ±A2, ±3Ai, ±3A2, ±2Ai ± A2, iAi ± 2A2
3Ai + A2 0, ±2Ai, ±2A2, ±Ai ± A2, ±(2Ai + 2A2), ±(3Ai + A2), ±(Ai + 3A2)
3Ai — A2 0, ±2Ai, ±2A2, ±Ai ± A2, ±(2Ai — 2A2), ±(3Ai — A2), ±(Ai — 3A2)
3Ai + 2A2 ±Ai, ±A2, ±(2Ai + A2), ±(Ai + 2A2), ±(2Ai + 3A2), ±(3Ai + 2A2)
3Ai -  2A2 ±Ai, ¿A;;, ±(2Ai -  A2), ±(Ai + 2A2), ±(2AX - 3A2), ±(3Ai -  2A2)
3Ai + 3A2 0, ±(Ai + A2), ±(2Ai + 2A2), ±(3Ai + 3A2)
3Ai -  3A2 1 0, ±(Ai -  A2), ±(2Ai -  2Aa), ±(3AX -  3A2)

Ensuite, pour obtenir la if-décomposition irréductible de Apm^, on remonte du sous- 
groupe i f  à SO(4), en utilisant la formule de décomposition d’un SO(4)-module irréductible 
en sous-if-modules irréductibles, mais en "sens inverse", i.e. regrouper les données du 
premier tableau en se servant du deuxième. Les décompositions obtenues sont données par 
le tableau ci-dessous.

On remarque que pour 7 < p < 12, Apm£ =  A12 pm£ car dimm£ = 12.
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Nous allons maintenant utiliser le théorème 2.2.6 pour calculer, lorsqu’elle n’est pas 
nulle, la multiplicité d’un if-module V ' , apparaissant dans la décomposition de Apm£, 
comme sous-if-module d’un certain G-module V.

Supposons que V' a pour plus grand poids A; =  k\Xi +  £'k2X2 + ^3X3, avec k i > k 2 >0  
et £3 > 0. Si V' est un sous-if-module d’un certain G-module irréductible V  de plus haut 

poids A =  h\X\ +  /12A2 +  /13À3 où /ii > /i2 > /13 > 0, apparaissant avec une multiplicité 

m kiMi aJ°rs &3 < ^1 m kiM est ^  coefficient de e((ki -f-l)Ài +  &2A2), (&i > ^2 > 0), dans :

s{h,iX\) s(l\j2Xi) ^(¿1,3^1) s(l2,2A2) s(l2,3X2)

ki,2 kitz

où la somme porte sur les entiers fci,2 et k i j  qui vérifient :

(  \  ( Q \ 5 (̂l,2 l̂) (̂Zî Ài) 3(̂ 2,2̂ 2) 5(̂ 2,3̂ 2)

max(/i3, ¿3) < ¿1,2 < h\

ki ,3 < h,2
0 < ¿1,3 <  fcl,2)

(2.20)

et les lr,i sont donnés par :

/i,i =  h\ — max(/i2, ¿1,2) +  1
¿1,2 =  min(/i2, ¿1,2) -  max(h3, kh3) +  1
¿1,3 =  min(/i3, ¿ i)3) +  1/2

¿2,2 =  ¿1,2 -  max(fci,3, fc3) +  1
k ¿2,3 =  min(fci,3,fc3) +  1/ 2.

On traite tout d’abord le terme :

s{h,iX\) s (h t2A1) gQi,3Ai) s(l2,2X2) ¿>(12,3X2) 
s(Ai) ' s(Ax) ’ s(A i/2) s(A2) s(A2/ 2)

il est égal à :

(2.21)

(2.22)

y~l e((h,i +  ¿1,2 +  ¿1,3 — 5/2  — 2ri — 2 r2 — r-3)Ai +  (¿2,2 +  ¿2,3 — 3/2  — 2s2 — S3)X2),
n,r2,r3,S2,S3

où r i , r 2, r3, s2, S3 vérifient :

0 <  n  < hi -  max(/i2, &i)2) =  ¿1,1 -  1 

0 < r 2 < min(/i2, ¿1,2) -  max(/i3, &i)3) =  ¿1,2 -  1 

0 < r 3 <  2 min(/i3, fcii3) =  2Zi)3 -  1 (2 .23)

0 < S2 < fci,2 -  max(kit3, k3) = h,2 ~  1 
k 0 < S3 <  2min(fci)3, fc3) =  2/2,3 -  1-

Ainsi, l’expression donnée par (2 .22) devient :

y~] e((hi -  |/î2 -  fcX)2| - 1*3 -  &l,3| -  2ri -  2r2 - r 3)Ai +  (£1,2 - 1&i,3 — *31 — 2s2 — S3)A2),
^1,Î*2,^3 j3 2 ,3 3

a(aio)¿
«(Ai (Ai ) / 2 ) ‘s(Ai /2)S(A;
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et la somme porte sur les r* et Sj donnés par (2.23).
Soit rrik le nombre de fois qu’un e(k\\)  apparaît dans

53 e((fci -  |/i2 -  k\,2 \ ~ \h3 -  fci)3| -  2rx -  2r2 -  r3)Ai),
Tl,T2,rz

où la somme porte sur r i , r 2,r3 vérifiant les conditions données par (2.23).
De même, on note n* le nombre de fois qu’un e(kX2) apparaît dans

fci,2-max(fci,3,A;3) 2min(A;i)3,fc3)

53 E e ((^l>2 -  1^1,3 -  ^ 1  -  2*2 -  «3)A2).
S2—0 53=0

On a :

/ij min(/i2,fci,2) 

m ki,k2 ~  E  E  ( ^ ¿ 1 + 2 ^ 2  "l" 7̂ fc i+ li^fc2+l T^ki— l^fc2+l)- 
*i,2=niax(/i3,fc3) fci,3=0

On pose :

ki ,2 — 1̂ 1,3 — k3\ -  2s2 — s3 = k2-

On obtient :

0 < s3 =  k l t 2 -  |/si,3 -  &3| -  2s2 - k 2 < 2min(fci)3, fc3),

i.e.

k \ , 2 -  h ,3 -  h - k 2 < 2 s2 < ki,2 -  |fci>3 — A:3| — k2.

Pour simplifier les expressions, on pose :

f a = ki ,2 -  klt3 -  k3 -  k2 
\  b = kit2 -  \ki,3 -  k3\ -  k2.

N otations 2.4.1 Si x est un réel, on désigne par [a:] la partie entière de x et par [x]+ le 
nombre x lui même, lorsqu ’il est entier, et sa partie entière plus un, sinon.

On a alors :

min(fci,2— max(A:i,3 ,A:3),[|])12

% = E 1
S 2 = m a x ( 0 , [ | ] + )

= max ^0; min ^fei)2 -  max(fci)3, fc3), ^ ^ -  max ^0, |  + 1^ 

On procède de la même façon avec le premier facteur. On pose :

hi — \h2 — ki,2\ — \h3 — &i)3| — 2r*i — 2r2 — r3 = ki.

t-mklnk2



2.4. EXEMPLE 81

On a alors :

0 < r3 =  hi -  \h2 -  fei>2| -  |*3 -  fci,3| ~ 2t*i -  2r2 -  fei < 2 min(/i3, fcX)3), 

ce qui entraîne que :

hi -  \h2 -  ki<2\ - h 3 -  fci,3 - k i -  2 ri < 2r2 < /ii -  |/i2 -  &i,2| -  |/i3 -  h <3\ ~ h ~  2ri. 

Pour simplifier les expressions, on procède comme dans le cas précédent et on pose :

( c = hi -  \h2 -  kit2\ - h 3 -  k i<3 - k i  -  2 ri 
d = h i - \ h 2 -  kït2\ -  |h3 -  fei)3| - k i -  2 rx.

On a alors :

max (o, ! )  < r2 < min (min(/i2, k\t2) -  max(/i3, &i,3); 0  

ce qui implique :

=
/il— max(/i2>fci,2) s * |"d"| \  (  r c i + N  \

^ 2  max ^0; min |min(/i2, fei>2) -  max(/i3, fci,3); -  j  -  max ^0, [-] J  + 1J  •

En remplacçant les expressions de m/t et nk dans mkuk2, on obtient la multiplicité deman
dée.
Le programme de l’annexe B permet de calculer explicitement les multiplicités





Deuxième partie

Variétés isospectrales - 
géométrique

Spectre

83





Chapitre 3

Exemples de variétés isospectrales 
non isométriques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on rappelle les constructions de variétés isospectrales et non isomé
triques obtenues par A. Ikeda dans les articles [26], [28], [27] et [29]. Il s’agit précisément 
d’espaces lenticulaires et de quotients de la sphère et de la grassmannienne par des groupes 
d’isométries finis, non cycliques et sans point fixe. On ne donnera pas toujours les preuves 
de A. Ikeda, mais dans certains cas, on montre que les variétés en question vérifie les hy
pothèses du théorème 3.4.1 de T. Sunada, pour prouver qu’elles sont p-isospectrales pour 
tout p. En fait le théorème cité est une généralisation du théorème de T. Sunada [40], qu’on 
trouve dans les références [13], [3] et [4].

On commence par donner certaines propriétés des variétés étudiées et quelques défini
tions utiles dans la suite. On décrit ensuite les résultats obtenus par A. Ikeda dans [26] 
et [28] qui consistent à montrer que pour tout entier p, il existe des espaces lenticulaires 
&-isospectraux pour tout k < p mais non (p + l)-isospectraux. Il est facile à voir que ces 
variétés ne vérifient pas les hypothèses du théorème de T. Sunada puisqu’elles ne sont pas 
isospectrales pour les formes différentielles. Finalement, on décrit les quotients de la sphère 
et de la grassmannienne par des groupes d’isométries finis, non cycliques, sans point fixe 
et de type 1, qui sont irréductibles et isomorphes. Pour ces cas, on ne donne pas exacte
ment les preuves de A. Ikeda mais on montre que ces espaces satisfont aux hypothèses du 
théorème de T. Sunada. On montre ainsi que les quotients de la sphère sont p-isospectraux 
pour tout p. Il en est de même pour les quotients de la grassmannienne.

A. Ikeda utilise la classification de ces variétés, décrite dans le livre de J. A. Wolf (voir 
[45]), pour montrer qu’ils ne sont pas isométriques.
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3.2 Quotients de la sphère et de la grassmannienne

Soit S2n~l =  SO(2n)/SO(2n — 1) la sphère de dimension 2n — 1, G9)2n(K) la grass
mannienne de dimension q(2n — q), et T un groupe fini sans point fixe (définition 3.2.1) de 
0(2n). Le groupe T agit sans point fixe sur S2"-1 et sur Gg,2n(®) et on a donc des variétés 
riemanniennes T \5 2n_1 et r \G Ç)2n(R)-

Définition 3.2.1 Un sous-groupe fini F du groupe orthogonal 0(n) est dit sans point fixe 
si tout élément non trivial de F ne peut pas avoir 1 comme valeur propre. Une représenta
tion orthogonale d ’un groupe fini est dite sans point fixe si elle est fidèle et son image est 
un sous-groupe sans point fixe du groupe orthogonal. Un groupe T est dit sans point fixe 
s ’il a une représentation finie sans point fixe dans le groupe orthogonal.

On a la propriété suivante :

Lemme 3.2.2 [25] Un sous-groupe sans point fixe de 0(2n) est contenu dans S0(2n).

Les espaces quotients de la sphère et de la grassmannienne de dimension impaire seront 
les seuls à être considérés dans ce chapitre. En fait, il n’y en a pas beaucoup en dimension 
paire. La définition suivante sera utilisée dans la suite.

Définition 3.2.3 Soit G un groupe de Lie et Ti et r 2 deux sous-groupes de G. On dit que 
Ti et r 2 sont presque conjugués dans G s ’il existe une bijection f  de Ti sur r 2 telle que 
pour tout a G Ti, f(cr) et a sont conjugués dans G par un élément qui dépend de a.

Dans la suite, on va étudier deux types de formes d’espaces sphériques (quotients de la 
sphère). Le premier est le quotient de la sphère par un groupe d’isométries cyclique, fini et 
sans point fixe. Nous allons décrire de tels espaces fc-isospectraux jusqu’à un certain ordre 
p et non (p +  l)-isospectraux. Le deuxième type est le quotient de la sphère par un groupe 
d’isométries fini, sans point fixe et de type 1 ; on en décrit qui sont p-isospectraux pour tout 
p. On décrit aussi des quotients de la grassmannienne par des groupes d’isométries finis, 
sans point fixe et de type 1 qui sont j>isospectraux pour tout p. On rappelle la définition de 
variétés p-isospectrales. Pour cela, on rappelle la définition du spectre du laplacien agissant 
sur l’espace des formes différentielles.

Si (M ,g ) est une variété riemannienne avec une métrique riemannienne g, on désigne 
par d l’opérateur de différentiation extérieure, agissant sur C°°(APM), l'espace des p-formes 
différentielles sur M, et on note 8 l’adjoint formel de d relativement au produit scalaire 
induit par la métrique g. Le laplacien noté A (ou A p) est défini par :

A = dô +  5d.

C’est un opérateur différentiel elliptique, auto-adjoint, agissant sur C°°(APM). Si M  est 
une variété compacte, l’ensemble des valeurs propres de Ap est discret. On notera cet 
ensemble comme une suite de réels ordonnés dans l’ordre croissant :

o <  < . . .
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où chacune des valeurs propres A? sera répétée un nombre de fois égal à sa multiplicité qui 
est par définition la dimension de l’espace propre E^p correspondant.

Définition 3.2.4 L ’ensemble des valeurs propres de Ap est noté Spe<?(M,g) et appelé le 
p-spectre du laplacien de (M ,g). Le 0-spectre du laplacien (ou spectre des fonctions) sera 
noté simplement Spec(M,g).

Définition 3.2.5 Deux variétés sont dites p-isospectrales pour un certain p si elles ont le 
même p-spectre du laplacien. Si deux variétés ont le même spectre des fonctions, on dit 
simplement qu’elles sont isospectrales.

3.3 Quotient de la sphère par un groupe cyclique

3.3.1 D escription et propriétés

Un quotient de la sphère par un groupe d’isométries cyclique sans point fixe s’appelle 
un espace lenticulaire. C’est une variété riemannienne compacte, connexe, de groupe fon
damental cyclique et de courbure sectionnelle constante égale à 1.

On va décrire explicitement un espace lenticulaire L de dimension 2n — 1 et dont le 
groupe fondamental T est d’ordre q.

Soit A le générateur de T. Supposons que les valeurs propres de A sont e±2îirp’/?, 
(1 < i < n) avec Pi,i>2> ■■■,Pn des entiers premiers avec q (puisque T est sans point fixe). 
La matrice A  est alors conjuguée dans 0(2n) à la matrice :

o =

(r (9 i)

R{0i)

\ ( o )
où 9i =  2Trpi/q pour tout 1 < i < n et

m  =

(0) \

R{@n) )

(3.1)

cos 9 sin# 
— sin Q cos 9,

Le groupe T est donc conjugué dans 0(2n) au groupe (a) engendré par cette matrice. 
Ainsi, les quotients r \5 2n-1 et (a)\S2n~l sont isométriques.

On suppose alors que T = (a). C’est un sous-groupe cyclique, fini, sans point fixe, 
d’ordre q du groupe orthogonal SO(2n). L’espace

L(q:p 1 ,...,pn) = T \S 2n- 1.

est un espace lenticulaire de dimension 2n — 1, dont le groupe fondamental est d’ordre q.
On décrit maintenant les espaces considérés dans ce paragraphe. Soit C(q, n) la famille 

des espaces lenticulaires de dimension 2n — 1 et dont le groupe fondamental est d’ordre q. 
On définit :

¿o{q, n) = {L(q : pi, ...,pn) € C(q, n); pi jÉ ±pj (mod q), 1 < i < j <  n}.
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L’ensemble des classes d’isométries de ¿ 0 (q,n) (resp. C(q,n)) est noté Co(q,n) (resp. 
C(q,n)).

On a la caractérisation suivante :

Théorèm e 3.3.1 [31] Soit L\ = L(q : pi,...,pn) et L2 =  L(q : s i,...,sn). Les assertions 
suivantes sont équivalentes :

(i) L\ est isométrique à L2.

(ii) Li est difféomorphe à L2.

(iii) L\ est homéomorphe à L2.

(iv) Il existe un entier l et des nombres £1 , ...,en de {—1,1} tels que (pi,—,pn) soit une 
permutation de (silsi,...,£nlsn) modulo q.

Rem arque 3 .3.2  Pour un entier m, soit Km le groupe multiplicatif formé des classes 
d’équivalence modulo m des entiers premiers avec m. On désigne par <j>(m) l ’ordre du 
groupe K m. Par définition <f> est la fonction d’Euler. Si m est un nombre premier, on sait 
que K m est cyclique d’ordre m — 1.

On suppose maintenant que q est un nombre premier et que n > 3. On pose qo — <f>(q)/2 ,
i.e. qo = {Q — l)/2  et on suppose que qo > n + 2. Ainsi, q doit être supérieur à 11. On 
pose k = qo — n et L = L(q : pi,...,pn) S Co(q,n). Soit qi,...,qk des entiers tels que 
l’ensemble {pi, —p2, ...,pn, ~Pn,Qi, <7fc, ~Çk} (mod q) soit le groupe Kq. On définit
alors la matrice a du groupe SO(2 k) par :

a =

(R(<* 1) (0 ) ^
R(a2)

V (°) R(ok)j

(3.2)

où pour tout 1 <  i < k, ai =  2xqi/q. Soit T le groupe cyclique engendré par <7. C’est 
un sous-groupe fini d’ordre q de SO (2A;) sans point fixe. Ceci permet de définir l’espace 
lenticulaire de dimension 2 k — 1 :

L = L (q:qu ...,qk) = T \S 2k- \

Proposition 3.3.3 [28] Soit L\ = r i \ 5 2n_1 et L2 = r 2\S '2n_1 deux espaces de Cq(q,n). 
Pour que L\ et L 2 soient isométriques il faut et il suffit que L\ et L 2 le soient.

Preuve : Si l’ensemble {±pi,..., ±pn, ±qi, ..., ±qk} est un ensemble complet d’entiers pre
miers avec q (i.e. l’ensemble des classes d’équivalence de ces entiers est Kq ), alors, pour
l premier avec q, {±lpi, ...,±lpn,±lqi, ...,±lqk} est aussi un ensemble complet d’entiers 
premiers avec q. La proposition est alors une conséquence du théorème 3.3.1. □

Cette proposition permet de définir une bijection u  de Co(q,n) sur Co{q,k) en posant 
u>(L) =  L pour tout L € Co{q,n).
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On suppose maintenant que k = 2 et on définit pour tout entier r > 0 une famille 
d’espaces lenticulaires Cr(q,n), contenue dans Co(q,n), en posant :

£ r(q, 2) = {L{q : qu q2) G C0{q, 2); aqi + bq2 ^  0 (mod q), 1 < |a| + |6| < r + 2},

Le théorème suivant constitue le résultat principal de l'article [28] de A. Ikeda. 

Théorèm e 3.3.4 [28] Soit q un nombre premier supérieur à 11 tel que qo = n + 2. Soit

1. L\ et L2 sont k-isospectraux pour tout k = 0,1, ...,p.

2. SideplusL\ G Cp+i(q,n) mais pas L2, alors L\ e tL 2 ne sont pas (p+1) -isospectraux.

3.3.2 Preuve du théorèm e 3.3.4

Dans ce paragraphe, on présente la preuve du théorème 3.3.4 donnée dans l’article [28]. 
Dans [28], A. Ikeda a caractérisé les espaces sphériques isospectraux à l’aide des fonc

tions :

définies sur les nombres complexes, pour tout entier p. En effet il a démontré la proposition 
suivante :

P roposition  3.3.5 [28] Soit M  = r i \ 5 2n_1 et N  = T2\52n_1 deux espaces sphériques et 
p un entier. M  est k-isospectral à N  pour tout k < p si et seulement si :

Théorèm e 3.3.6 Soit M  = r i\S '2n 1 et N  =  r2 \5 2n 1 deux espaces sphériques. M  et 
N  sont p-isospectraux pour tout p si et seulement si pour tout w et z complexes, on a :

et

Cr(q,n)=U) l (CT(q,2)).

L\ et L2 deux espaces de Cv(q,n), oùp est un entier positif. On a :

Fp(r :z) = Y '  XJ>a’ 
¿ r det(z - a )

F k{Ti : z ) = F fc( r2 : z) pour tout z G C et k <p.

E det(i<; — a) _  ^  det(w — r)
det(2 — a) "  det(z — r) * 

creri v ' rer2 v '

Preuve : On a :
2 n

det(t«-a) = 5 ] ( - l ) V ( ^ fc,

donc,

E
a€T

□

det
det [z °)

w — a)
2 n

k=0
( - 1 )fe p k (r : z. wk.
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Corollaire 3.3.7 Soit M  =  r i\S '2n_1 et N  — r 2\5 2n_1 deux espaces sphériques. S ’il 
existe une bijection <f> : Ti ->• r 2 telle que tout élément a de Ti soit conjugué à <f>(cr) dans 
0(2n) (i.e.T\ eiT2 sont presque conjugués dans 0(2n)), alors M  et N  sont p-isospectraux 
pour tout p.

Si on pose £ =  Çq = exp(2iri/q), alors a a 2n valeurs propres :

r , r pv . . , f " , r pn-

Ainsi, pour tout 0 < t < q — 1, on a :

det(z -  v‘) =  n < z  -  «**)(* -  r ‘p0- (3-3)
1=1

Corollaire 3.3.8 On suppose que n = 2. On a les assertions suivantes :
i) L(q : p i,p2) G Co(q,2) est isométrique à L(q : 1, t) pour un certain t.
ii) L(q : 1, s) et L(q : 1, t) sont isométriques si et seulement si s =  ± t (mod q) ou st = ±1 
(mod q).
iii) |£o(9)2)| =  [<j>(q)/4], où 0 désigne la fonction d’Euler.

Dans [31], A. Ikeda et Y. Yamamoto montrent le théorème suivant :

Théorèm e 3.3.9 Deux espaces lenticulaires de dimension trois, 0-isospectraux, sont iso
métriques.

On va décrire maintenant les résultats de A. Ikeda pour les espaces lenticulaires de di
mension 2n — 1 où n > 3 et dont le groupe fondamental est d’ordre q premier. On pose 
<7o =  2, i-e. qo = (q —1)/2 = n + k pour un certain nombre k qu’on suppose supérieur 
à 2. On trouve une certaine «dualité» entre les espaces lenticulaires de dimension 2k — 1 et 
ceux de dimension 2n — 1 > 5, ayant les groupes fondamentaux du même ordre q. Le cas 
particulier k = 2 permet de décrire les espaces de dimension 2n — 1, isospectraux jusqu’à un 
certain ordre, en utilisant les résultats obtenus en dimension 3. On va maintenant décrire 
l’enchaînement de son calcul.

Rem arque 3.3.10 Si q est un nombre premier impair, on sait que le q-ème polynôme 
cyclotomique est donné par :

î(z) = ~ r r  =  ~

v

où T) parcourt les racines q-èmes de l ’unité, sauf 1. Ainsi, d’après (3.3),

tpq{z) = det(z — cr*) det(z — ôt), Vi ^  0 (mod q). (3.4)

On pose :

ÿq,n(pi, - ,P n )  = ' 5 2 Y [ { Z  ~  ? Pi){z ~  Ç tPi) =  ^  det(* ~ <A 
t=  1 ¿=1 t = l

q— 1 71
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Proposition  3.3.11
2 71

1pq,n(pi,-,Pn)  =  ] T ( - 1 )îa *ZÎ’
¿=0

avec :

ai =  ü2n—i pour tout i G {0, 2n}, ao =  g — 1, ai =  —2n, a2 =  n(q — 2n + 1).

P reuve : La première égalité résulte du fait que (z—Çtp')(z—Ç~tp') =  (z£tpi — l)(z£~tpi — 1). 
La deuxième est facile à voir. Pour les autres,

9-1

ai = -  Y ( ~ t tPl ~ t~ tPl ~  -  "  ? Pn ~ £"‘Pn) = —2n,

et

î=i

02 =  E [ « +  E  £±tP<±<Pi
£=1 \  l<z<j<n

=  (g — l ) n  +  X  —4 =  (g — l ) n  — 4 -^n  ■■■-— =  n (g  — 2n  -(-1).

l<t<j<n

Théorèm e 3.3.12 [28] Soit L\ = r i \S 2n-1 ei L2 = r 2\iS2n-1 deux espaces de £o(q,n). 
Pour que les variétés L\ et L2 soient p-isospectrales pour tout p, il faut et il suffit que 
L\ = lü(Li) et L 2 =  u>(L2) le soient.

Preuve : D’après le théorème 3.3.6, L\ est p-isospectral à L2 pour tout p si et seulement 
si :

E det(tü — cr) _  ^  det(iü — r) . >
det(z — cr) "  det(z — r) "<reri v ' r€r2 v '

Or

det(w — cr) _  det(u> — cr) det(z — W) _  det(u; — cr) det(z — cf) 
det(z — cr) det(z — cr) det(z — cr) ÿq(z )

En utilisant ceci dans l’équation (3.5), on trouve :

Y t det(iu — cr) det(z — â )=  ^  det(w — r) det(z — r).
creri rer2

En échangeant les rôles de w et z et en utilisant l’équation (3.6), on trouve :

E det(iu — ex) _  ^  det(tü — r)
det(z — a) ~  det(z — r) ’(Tgr! v ' re r2 v '

(3.6)
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ce qui montre que L\ et L2 sont p-isospectraux pour tout p. Ceci démontre aussi la réci
proque, parce que (r) = T. □

Soit A le laplacien agissant sur l’espace des fonctions C°° sur L(q : pi,...,pn). Les va
leurs propres de A sont de la forme k(k+2n—2), k = 0,1,2,... ; on note Ek(k+2n_2) l’espace 
propre de A ayant k(k + 2n — 2) pour valeur propre. On définit la fonction génératrice 
Fq(z : p i , ...,pn) sur les nombres complexes, associée au spectre de A sur L(q : pi, ...,pn) 
par :

00

Fq{z:p i,...,pn) = J2dim (E k{k+2n-2))zk- 
k=0

La fonction génératrice est rationnelle :

F,(z : pi, ...,p„) =  -  g  n?=i(z _ {tpi)(z _  r lp i ) . (3.7)

Les espaces lenticulaires L(q : pi,...,pn) et L(q : s i,...,sn) sont O-isospectraux si et seule
ment si leurs fonctions génératrices sont identiques (voir [31]).

P roposition 3.3.13 Soit q un nombre premier impair et L(q : p\,...pn) un espace de 
£ 0(q, n). On pose k = qo — n. On a :

F q \ Z  • P l  ? • • • i P n )  ] \ 2n f i  \  I ’
9 l ( i  - z r n w )  J

où qi , ..., qk sont des entiers tels que { ± p i , ± 9 i )  •••? ±Qk} forment un ensemble com
plet d ’entiers premiers avec q.

Preuve : Ceci est une conséquence de (3.7) et du fait que pour tout t^à 0 (mod ç),

*«m=(n(z-i,,,')(z-r‘,’<)) in(z-î^(z-«-■*)] •

Ce qui précède nous permet de montrer la proposition :

P roposition 3.3.14 Soit L\ =  L(q : pi,...,pn) et L2 = L(q : si,...,sn) deux espaces 
de Co(q,n). Si q est un nombre premier impair, alors L\ et L2 sont O-isospectraux si et 
seulement si :

V,<jr,A;(Çl) ••■) 9fe) 1pq,k(t 1> •••> ^fc)»

où k = qo — n et q i,..., qk, t \ , ..., tk sont des entiers tels que {± pi,..., ±Pm ±9i> •••! ef 
{± si,...,± sn,±ii,...,±tjb} soient deux ensembles complets d’entiers premiers avec q.

Théorèm e 3.3.15 [26] Soit q un nombre premier supérieur à 11. Si qo =  n + 2 alors deux 
espaces de Co(q,n) sont O-isospectraux.

^a.k■idi. . . . d i r ) - ñ

-Qk\

1 - z 21
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Preuve : C’est une conséquence de la proposition 3.3.14 et du fait que ^ ,2  ne dépend que 
de q d ’après la proposition 3.3.11. □

Théorèm e 3.3.16 [28] Soit q comme dans le théorème 3.3.15. Deux espaces non isomé
triques de Co(q, ri) ne peuvent pas être p-isospectraux pour tout p.

Preuve : Soit L\ et L2 deux espaces de £o(q,n) qui ne sont pas isométriques. D’après la 
proposition 3.3.3, L\ et L2 ne sont pas isométriques. Comme L\ et L2 sont de dimension 
trois, ils ne sont pas O-isospectraux d’après le théorème 3.3.9. Ceci implique que L\ et L2 
ne sont pas p-isospectraux pour tout p d’après le théorème 3.3.12. □

D’après l’expression de FP(T : z) et l’équation (3.4), on a :

ppœ-z) = Yhi d e t (* -  fft) “  v2n

Comme det(z — tx*) — X)o=o(— on a :

Ê  *V ) det(* -  W1) = ¿ (-1 )“ CÊ  x V )x V )) **•
t= l  0=0 \ t =  1 /

Comme le coefficient de za est égal à celui de z4-a, il suffit de calculer les coefficients de
1, z et z2.

q [p/2] q

E*V) = E E £ c # (±»>±"-±,w ,
t = l  d= 0 l<ji<...<jp_2d<^ t=zl

q b/2] 2 q

ÈxVkV) = E E  E £cÿ{*1«‘±"-±,V“±*’, (3.8)
t=  1 d= 0 2=1 l<jl<...<jp_2d<W t= l

q [P/ 21 9  1

£xV)xV) = E E E cpf“±’,',±"±’’i'-“±,'±K)+2E^(tr‘)-
t= 1 d=0 l<ji<...<jp-2d<n t=l i=l

Pour r  > 1 et s > 0, on pose :

K r = {(ui,...,ur) e Z r;0 <u i  < ... < u r > q,Ui + Uj £ 0  (mod q ) V i ^ j } ,
K r(c[\,q2) = { ( u i , Uj . )  G K r\u% ^  (mod ç)Vl < i ^  r ,j  — 1,2},
Ar (s) = {(ui,...,ur ) € if r ;«i + ... -I- ur = s (mod ç)},
Ar{qi,q2;s) =  K r(qi,q2) n { A r(s)UAr(-s)).

Si s =  0 (mod q), on désigne Ar(qi,q2-,s) par Ar(q\,q2).

Ypiaj) CL

1

t=l
x V ) det([ z - a

Wq\Z) c£.(* -i )4 +
ip
•/2n
-  l)2n ‘(*-

0°x°

fq
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P r o p o s i t i o n  3 . 3 . 1 7  Soit L \  =  L(q : pi, . . . ,pn) et L 2 =  L(q : s i , . . . , s n) deux espaces de 

Co(q,n) tels que L \  =  L(q : qi,q2) et L 2 = L(q  : t \ , t 2). L\ et L 2 sont k-isospectraux pour 

tout k < p  si et seulement si pour tout r  =  1, ...,p :

\A(qi,Q2)\ = \Ar ( t i , t 2)\,

\A (q i ,q 2 iqi)\ +  \Ar (qi,q2-,q2)\ = \A r(t i , t2',ti)\ + \Ar { t i , t2;t2)\,

\Ar{qi,q2 -,qi +  Ç2)| +  |A r ( g i ,g 2; ? i  - Î 2) | =  \ A { t i , t 2; t i + t 2)\ + \Ar ( t i , t2\ t i - t 2)\.

P r e u v e  : C ’e s t  u n e  co n sé q u en ce  d e (3 .8 ) e t d e  la  p r o p o s it io n  3 .3 .5 . □

L e m m e  3 . 3 . 1 8

1. |.Ar ( s ) |  =  |A r ( l ) | ,  si s ^  0  (m o d  q).

2. |A r (0 )| *  |A r ( l ) | .

P r e u v e  :

1. S i «  e s t  u n  en tier , on  d ésig n e  par ü  la  c la sse  d ’éq u iv a len ce  d e  u  m o d u lo  q. Si 

( « i , ..., ur ) G -<4r ( l ) ,  a lors (süT, ...,sïÇ) G A r (s )  à  u n e  p e r m u ta tio n  p rès. C e t te  cor

r e sp o n d a n c e  e s t  u n e  b ije c t io n  en tre  A r ( l )  e t  A - ( s )  p o u r  s jà 0  (m o d  q).

2- ]C«=o \^~T(5 )I =  \Kr\ =  Cq_v E n  u tilisa n t la  p rem ière p a rtie  o n  trou ve  :

|A r ( 0 ) | - M ç - l ) | A r ( l ) |

Si |j4r (0) | =  |j4r ( l ) | ,  a lors ç |A r (0)| =  C£_i, ce  qui n ’es t  p a s  p o ss ib le  p u isq u e  q e s t  

prem ier.

□

L e m m e  3 . 3 . 1 9  Pour r  > 3 ,  on a :

\Ar (qi,q2 )\ =  \Ar{ 0 ) \ - \ A r- i(q i ,q 2; q i ) \ - \ A T- i (q i ,q 2;q2)\ 
- \ A r- 2(qi,q2; q i+ q 2)\ -  |A r_ 2 ( ç i ,  q2\q\ -  ® ) | .

P r e u v e  : O n  d é c o m p o se  l ’en sem b le  A r (0) en  la  réu n ion  d isjo in te  d e  A r(qi,q2) e t  d u  sou s-  

en sem b le  A! d ’é lé m e n ts  ( t i i , ..., ur) d e  A r (0) te ls  q u e  p ou r  au  m o in s  u n  i  6  {1 , . . . , r }  e t  

u n  j  G { 1 ,2 } ,  Ui =  ±qj (m o d  q). Le n om b re d es % vérifiant c e t t e  co n d itio n  n e  p e u t  p as  

d ép a sser  2 p u isq u e  +Ui2 ^  0  si i\  ^  i2. O n  d éco m p o se  en su ite  A 1 e n  u n e réu n ion  d isjo in te  

A \  U A!2 où A[ e s t  le  so u s-en sem b le  corresp on d an t à  l ’e x is te n c e  d ’u n  seu l i e t  A'2 e s t  ce lu i 

co rresp o n d a n t à  l ’e x is te n c e  d e  d eu x  i. M a in ten a n t, A[ n ’e s t  a u tre  q ue A r-i (q i ,q 2; qi) U 

A T-i{q i ,q 2 \q2 ) e t  A'2 n ’e s t  au tre  q u e  A r- 2(qx,q2-,qi + q2) U A r- 2(q\,q2;qi - q 2). D ’où  le  

le m m e. □

O n  d ém o n tre  d e  la  m ê m e  façon  le  le m m e su ivan t.

~ir
'q-V
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Lemme 3 .3.20  Soit L(q : 91, 92) € Cr(q, 2). Pour r > 3 et {i , j} =  {1,2}; on a :

1. |Ar (91, 92; 9i)l = 2|Ar(l)| — |>lr_i(gi, g2) 29j)| — 2|j4r_i(gi, g2)|
- |4 r - i ( 9 i ,9 2 î9 i  +  92)1 -  1^-1(91,92; 91 ~  92)1 
- | A r_2(9i,g2;29i +  9,-)| -  1̂ - 2 (91, 92;29* -  9j)| 

- 2 | ^ r_ 2(9i,92;9i)|-

2- |^r(9l,925 9l ±92)1 =  2|^lr(l) | -  |Ar_ ! (ç i ,ç 2;2çi ± ç 2)| -  |^ r - l ( 9 i ,92591 ± 2 g 2)|
- | ^ r_ i(g i ,g 2;9i)| ~  |-^r—1(91,925 92)1 -  |Ar_ 2(9i,92;29i ± 2 g 2)| 
—|Ar_2(9i,92; 29i)| -  |A.—2(9i, 92; 292)| -  2 |A -2(9i, 92)1-

3. |.Ar(9i,92;s)| = 2 |^r (l)| -  |^ r_ 1(9 i,92;s + 9i)| -  |Ar_ i(9 i ,9 2; s - 9 i ) |
- \A r-.i(qi,q2;s + q2)\ -  \AT- l (qi,q2\s -  q2)\

- |A r_2(9i , 92;5 + 91 + 92)1 -  |Ar_2(9i,92;s + 9i -92)1
— |A - 2 ( 9 i ,92;s —91 +92)1 -  \Ar- 2 (qi,q2 ] S - q i - q 2)\, 
s i s j é  0, ± 91, ± 92, ±(91 ±  92) (mod 9).

Les deux lemmes suivants sont faciles à démontrer.

Lemme 3.3.21 Soit L(q : 91,92) G £o(q,2 ). On a :

1- |^ i(9 i,9 2 )|= 0 .

& |^ i(9 i,925Qj)\ = 0, pourj = 1, 2.

3. 1̂ 1(91, 92; s)I = 2, si s 9É 0,± 9i ,±92 (mod 9).

Lemme 3.3.22 Soit L(q : 91, 92) G £ 1(9, 2). On a :

1 - 1-^2(91,92)1=0.

2. |A2(9i, 92; 9j)l = 2|A2(1)| — 4, pour j  =  1,2.

5- 1^2(91,92; 9i ±92)1 = 2|j42(1)I -  |>li(9i, 92; 291 ±92)1 -  |-4i(9i,92; 91 ± 292)1 -  2.

4- |^2(9i,92; s)\ = 2|A2(1)| -  IAi(91, 92; s +  91)I -  |Ai(9i , 92; s -  9i)| -  \Ai(qi,q2-,s +  
92)1 -  |^ i (91,92; « -  92)1, si s ^  0, ± 91, ± 92, ±(91 ± 92) (mod 9).

La proposition suivante est une conséquence des lemmes 3.3.20, 3.3.21 et 3.3.22. 

P roposition  3.3.23 Soit r > 3  et L(q : 91, 92) G Cr(q, 2 ). On a :

1. |.Ar(9l,92)| = Crfl + 5 3  ^ , 0,0,6 {|Al(91, 92; Q9l + 9̂2)1 + |Al(9l,92i °9l — ̂ 92) 1} ,
l<a+ò<r—1 

a,6> 0

2. 1̂ ( 91 , 92; 9l)l + |A -(9 i,92;92)| = C'r.l

+  5 3  C'r,l,û,6{|Al(9l,92;09l +  i>92)| +  |^ l(9 l,92;09 l — i>92)|} ,
l<a+b<r

a,6>0

3. |Ar(9l,92; 91 + 92)1 + 1̂ ( 91,92! 9l — 92) I = Cr,2

+ 5 Z ^ , 2,0,6 (1̂ 1 (91, 92; 091+i>92)|+ 1̂ 1 (91, 92; 091-^92)1},
l<o+6<r+l

a,6>0
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où les constantes Cr¿ et Crti>a,b> * = 0, 1, 2 et a, b > 0, 1 < a+b < r — l+ i sont indépendants 
de L(q : qi, q2) € Cr(q, 2). De plus, pour un i fixé (i =  0,1 ou 2 ), les constantes Cr!i>a,r+i-a,
0 < a < r + i, ne s ’annulent pas et ont le même signe.

Preuve du théorèm e 3.3.4 :

1. Soit L\ G Cp(q,n), avec L\ = L(q : q\,q2). On a :

agi ±bq2 ^ 0  (mod q), Va, 6; 1 < |a| + \b\ < p +  2.

Ainsi, si 1 < |a| +  |6| < p + 1, alors aq\ + bq2 ^  0, ±q\,±q2 (mod q). La première 
partie du théorème 3.3.4 est alors une conséquence des propositions 3.3.17 et 3.3.23.

2. Si L\ 6 Cp(q,n) et non dans £p+i(q,n), avec L\ = L(q : qi,q2). Il existe un seul 
couple d’entiers ao,&o tel que aoçi ±  &0Ç2 = 0 (mod q) et |ao| + ¡feo| =  P + 3. On 
suppose que ao,bo > 0 et que bo > 2 alors aoqi -I- (60 ~  1)?2 = —Ç2 (mod q) ou 
aoqi — (bo—l)q2 = q2 (mod q). Pour le reste de couples a, b tels que 1 < |a |+ |6| < p+2, 
aqi ±  bq2 ^  0, ±qi,±q2. Si L2 € £p+i(ç,n) avec L 2 = L(q : h , t 2), alors pour tout 
a, b tels que 1 < |a| + |6| < p +  2, aii ±  bt2 ^  0, ±¿1, ±¿2- Il suffit maintenant de voir 
que la troisième condition de la proposition 3.3.23 n’est pas vérifiée lorsque r =  p + 1.

□

3.4 Sous-groupes de 0(2 d )  finis, sans point fixe et de type 1

Dans cette section, nous allons étudier les propriétés des sous-groupes de 0(2d) finis, 
sans points fixes et de type 1 (définition 3.4.2). Nous vérifions que si T\ et I?2 sont deux tels 
sous-groupes irréductibles (définition 3.4.3) et isomorphes, alors le triplet (0 (2d ) , r i , r 2) 
vérifient les hypothèses du théorème de T. Sunada (théorème 3.4.1).

On désigne par |jA le nombre d’éléments de l’ensemble A. Si G est un groupe et g G G, 
on désigne par [5]g la classe de conjugaison de g dans G.

Théorèm e 3.4.1 Soit (M ,g) une variété riemannienne compacte où g est la métrique 
correspondante, G un groupe d’isométries compact de M. Soient r  1 et ^  deux sous-groupes 
finis sans point fixe de G tels que T i \ M et T2\ M  soient des variétés compactes. Si l ’on 
munit ces deux variétés de la métrique induite par g et si pour tout g € G, U([̂ ]g H r x) = 
D([̂ ]g n r 2), alors :

1 . Les variétés T \ \ M  et T2\ M  ont même p-spectre du laplacien pour tout p.

2. Il existe une bijection qui préserve les longueurs entre l ’ensemble des géodésiques 
périodiques de T \ \ M et l ’ensemble des géodésiques périodiques de T2 \M .

Ce théorème est en fait un cas particulier d’une généralisation du théorème de T. Su
nada [40] et dont la preuve se trouve dans [13], [3] et [4].

Nous allons tout d’abord définir un groupe de type 1.

Définition 3.4.2 Un groupe T fini, sans point fixe, est dit de type 1 si tous les sous-groupes 
de Sylow de T sont cycliques.
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Définition 3.4.3 Soit T un sous-groupe de 0(2d). On dit que T est irréductible si la repré
sentation T C 0(2d) est irréductible réelle.

On décrit un groupe fini sans point fixe de type 1. Si a et b sont deux entiers, on désigne 
par (a, b) le plus grand commun diviseur de a et b. Soit m, n, d et n' des entiers strictement 
positifs et r un entier premier avec m vérifiant :

((r — 1 )n,m) = 1
la classe de r  dans Km est d’ordre d . .
n — n a
tout diviseur premier de d divise n'.

Avec ces entiers, on définit le groupe fini Yd{m, n; r) d’ordre N  =  mn engendré par deux 
éléments A et B  vérifiant :

Am = B n = l et B A B ~1 = A r.

Lemme 3.4.4 [29] Pour tout d > 2, il existe une infinité de groupes finis sans point fixe 
n, r) de type 1 avec n' =  d.

Preuve : Il existe une infinité de nombres premiers de la forme kd + 1. Soit m  un tel 
nombre ; le groupe Km est cyclique d’ordre kd. Il existe donc un entier r premier avec m 
dont l’ordre dans Km est d. Si on pose n = d2, le groupe Td(m, n, r) est un groupe fini 
sans point fixe de type 1. □

La proposition suivante caractérise les groupes finis sans point fixe de type 1.

P roposition 3.4.5 [45] Un groupe fini sans point fixe de type 1 est isomorphe à un certain 
Td(m ,n,r).

Pour vérifier que le triplet (0(2d), Ti, r 2) satisfait aux conditions du théorème 3.4.1, nous 
allons montrer les propositions 3.4.6 et 3.4.7 énoncées ci-dessous. La première est facile, 
nous donnons sa preuve. La deuxième est due à A. Ikeda et sa preuve sera donnée plus 
loin.

P roposition 3.4.6 Soit G un groupe compact et Ti et r 2 deux sous-groupes finis sans 
point fixe de G. Le triplet (G, Ti, T2) vérifie les conditions du théorème 3-4-1 si et seulement 
si les groupes Ti et r 2 sont presque conjugués dans G (définition 3.2.3).

Preuve : Supposons tout d’abord qu’il existe une presque conjugaison (f>:Ti —> T2. Soit 
a S [9}G H Ti, donc a est conjugué à g dans G. Puisque <p(a) est conjugué à a dans G, il 
est conjugué à g dans G. Donc <̂ |[5]Gnri est une bijection de [ç ]g  H Ti sur [p]c D T2.

Réciproquement, supposons que pour tout g £ G, ()([p]g H Ti) = |}([ ]̂g fl T2). Il est 
évident que pour tout g £ G, il existe une presque conjugaison de [g\G H Ti sur [g]c H T2. 
D’autre part, Ti =  (Mg H Ti) = U5en  (Mg n r x) et T2 =  Upen  ([î]g H T2). On 
peut donc construire une presque conjugaison de Ti sur T2. □

Un €G
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Proposition 3.4.7 [29] Soit F et T' deux groupes finis, non cycliques, sans point fixe et 
de type 1 dans 0(2d). Si T et V  sont irréductibles et isomorphes, alors ils sont presque 
conjugués.

Avant de donner la preuve de cette proposition, nous avons besoin de décrire les représen
tations sans point fixe de F¿(m,n,r). Soit T = Td(m,n,r) et k et l deux entiers tels que 
(k,m) = (l,n) =  1. Soit ^k,i la représentation réelle de degré 2d de T donnée pax :

où chaque bloc est une matrice d’ordre 2. On a la proposition suivante :

Proposition  3.4.8 [45] La représentation est irréductible et toute représentation réelle

représentations itk,i et TTk',1' sont équivalentes si et seulement s ’il existe des entiers e € 
{—1,1} et c € {0,1, ...,d — 1} tels que k' =  ekr° (mod m) et V = el (mod n').

Le lemme suivant est utile pour montrer la proposition 3.4.7.

Lemme 3.4.9 [29] Soit M  = (xij) une matrice d’ordre d et soit v un entier tel que

(R (0) \

"■«(A) =
R(2irkr/m)

(3.10)

(0) R{2'Kkrd 1/m) j

et

(0) /
(0) I

(3.11)

(0) I
R(2wl/nf) (0 ) )

sans point fixe de F est équivalente à une somme de représentations de cette forme. Deux

1 < v < d — 1. Si Xij = 0 pour tout j  ^  i + v (mod d), alors le polynôme caractéristique 
de M  est :

(d,v) I d/(d,v)

d e t (2 — M )  =  J |  < Z ^   ̂ x i+ (d ,v ) ( ] - l ) , i+ (d ,v ) ( j - l )+ v  ’ ,

i=l I j = 1

où x^j =  Xi* j  si i = i' (mod d) et j  = j '  (mod d).

Preuve : Le lemme est facile dans le cas où v =  1. Si v > 1, on regarde la matrice M  
comme une transformation linéaire d’un espace vectoriel complexe V  de dimension d et de 
base {ei,...,ed} tel que :

d

Mei = ^   ̂ =  ®i,í+t»6¿+u, i ~  1 ¡•••jGÎ.
i=i

On pose :

fi,j =  et+t;(j—1)) 1 ^ ^ (^)U)) 1 ^  J ^  d/(d,v).

[2ir ;/m)

(0)

l( B)

lKk,l
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Soit Vi, i  =  1 , (d ,v ) ,  le sous-espace de V  engendré p a r / ¿ , i , / i ,2, —, fi,d/(d,v)- O n a  alors :

i) V  =  V\ © Vi © ... © V ^ vy

ii) M V i C V i , i  =  1 ,..., (d ,v ) .

iü) M f itj  =  x i+v{j_ l)i+vjf i j +i, po u r 1 <  j  < d / (d ,v ) ,  e t M f i4/(dtV) =  X i-v^ f iA .

Ainsi, le polynôm e carac téristique de M  est :

P r e u v e  d e  la  p r o p o s i t io n  3 .4 .7  : Com m e T e t T ' son t de ty p e  1 e t isom orphes, ils 

son t isom orphes à  un  T d(m , n , r ) d ’après la  p roposition  3.4.5. O n p eu t supposer que T =  

n i ti ( r d ( m ,n ,r ) )  e t T ' =  ^ i , i ( r d ( m ,n , r ) )  où i et t t^ i  son t deux  rep résen ta tions sans 

p o in t fixe de T définies p a r  les expressions (3.10) e t (3.11). Le complexifié (tti,î)c  de f t i j  

se décom pose en deux rep résen ta tions irréductib les de T d (m ,n ,r ) ,  conjuguées com plexes 

l ’une de l ’au tre  :

(d,v) f

I l  i  z d^  -
i=l V

d/(d,v)

x i+v(j-l),i+vj > •

Le lem m e résu lte  du  fa it que :

{ v ( j  -  1 ) ; j  =  1 ,2 , . . . ,d /{ d ,v ) }  =  { (d ,v ) ( j  -  1 )-,j =  1 ,2 , . . . ,d / ( d ,v ) }  (m od d).

(tti ,i )c =  Pi ® Pi ,

où

( U  (0)\

Cm

v ( 0 )  O

Pi{A) =

et

1 \  
0 1 ( 0 )

•• 1 

( 0 )  0 1 

0 /

P l(B ) =

où A  e t B  sont les générateurs du  groupe T d (m ,n ,r )  e t =  e x p (2 iir /m ).

Ainsi, p o u r to u t 0 <  v  < d  — 1, les com posantes de la  m atrice  p i(A aB v+wd) son t :

(Pl(A aB ^ d))i,i+v =  l < i < d - v ,tar1 1 ¿Iw 
Sm *Sn' 1 <  i < d  — V,

(Pl(AaB ^ d))i,M  =  C  C- J d — V < i j

(¡(n{AaB v+wa) ) i j  =  O ailleurs.

tar1 1 £i(w+l) 
a Tn *Sn'

=  o
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En appliquant le lemme 3.4.9 à la matrice pi(AaB b), pour 0 < a < m  — l e t l < 6 < n  — 1, 
b = v + wd, on trouve :

(d,v)

det(z -  Pl(AaB b)) = J I  {zd/id’v) -  a ri~lr(v)-£!/(d’v)), (3-12)
1=1

où r(v) = J2 dj= ïV) r(d,v)j-
On définit l’application (f> : T —¥ T' par :

(f>(nij(AaB b)) = ■Ki!i(AaB lb), pour 0 < a < m — 1 et 0 < 6 < n  —1.

<f> est une bijection. De plus, pour tout a € T, on a :

det(z — a) =  det(z — (p(cr)).

Ceci veut dire que a est conjugué à <f>(cr) dans 0(2d). □

3.5 Quotient de la sphère par un groupe de type 1

3.5.1 D escription et propriétés

Les variétés étudiées dans ce paragraphe, sont des quotients de la sphère par des groupes 
d’isométries finis, non cycliques, sans point fixe et de type 1. D’après le théorème 3.4.1 et 
les propositions 3.4.6 et 3.4.7, on a :

Théorèm e 3.5.1 Soit Y \S 2d~l et r /\S'2ii_1 deux formes d ’espaces sphériques de groupes 
fondamentaux non cycliques de type 1. Si T et T' sont irréductibles et isomorphes alors 
r\<S'2rf—1 et r ' \ S 2d~l sont p-isospectraux pour tout p.

Dans la suite, on va décrire les espaces satisfaisant aux hypothèses du théorème 3.5.1. Ces 
espaces seront utilisés dans le chapitre 4 où on calcule leurs spectres des longueurs.

Le théorème suivant décrit les espaces sphériques dont le groupe fondamental est non 
cyclique de type 1, à isométrie près.

Théorèm e 3.5.2 [45] Un espace sphérique dont le groupe fondamental est non cyclique 
de type 1 , est isométrique à un espace de la forme :

(7rfci,/i ©  -  ©  nk„l,)(T)\S2sd~l .

Deux espaces (nia,h © — © 7rk„l»){T')\S2 s d ~ 1 et ( n ^  ©... © )(T)\S2sd~l sont isomé
triques si et seulement si il existe une permutation i h* i’ de l’ensemble {1, ...,5} et des 
entiers £i,Ci,s,t tels que e* =  ±1, Cj € {0, ...,d — 1}, (s, ni) — (i,n) = 1, t = 1 (mod d) et 
h# = £iskirCi (mod m), = £{tli (mod n').

En particulier, les espaces qui vérifient les hypothèses du théorème 3.5.1 sont de la forme 
7rM(r)\5 '2d- 1. Cet espace est isométrique à un 7Tfc',/'(r)\52(i-1 si et seulement si il existe 
des entiers e =  ±1, c € {0,..., ci — 1}, s ,t  tels que (s ,m ) = (t,n) =  1 et t = 1 (mod d), 
vérifiant k1 = £skrc (mod m) et V = £tl (mod n').

On a aussi les propriétés suivantes pour les formes d’espaces sphériques.
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P roposition  3.5.3 Si d est impair, le groupe fondamental de l’espace T \S2d 1 est de 
type 1.

Théorèm e 3.5.4 [27] Soit r \S 2d~1 et r ' \S 2d~l deux formes d’espaces sphériques de di
mension 2d — 1 et de groupes fondamentaux non cycliques. Supposons que d est premier 
impair alors T \S 2d~l et F '\S2d~l sont O-isospectraux (même p-isospectraux) si et seulement 
si r  et r '  sont isomorphes.

Preuve : Si d est impair alors, d’après la proposition 3.5.3, T et T' sont de type 1. De 
plus, si d est premier impair et F et F' sont non cycliques, alors ils sont irréductibles 
d’après la proposition 3.4.8. Ainsi, si T et T' sont isomorphes, r \ 5 2d_1 et r '\ 5 2d_1 sont 
p-isospectraux pour tout p, d’après le théorème 3.5.1. La réciproque est prouvée par A. 
Ikeda dans [25]. □

Lemme 3.5.5 [29] Soit T = Td(m,n,r) un groupe fini sans point fixe de type 1 avec 
n' = d. Pour que le nombre des classes d’isométries des formes d’espaces sphériques de 
dimension 2d — l et de même groupe fondamental T soit au moins deux il faut et il suffit 
que d soit égal à 5 ou supérieur à 7.

Preuve : En utilisant le théorème 3.5.2, la question se ramène à montrer que le nombre de 
représentations non équivalentes de T est supérieur à deux dans les conditions du lemme. 
Soit irk,i et -Kk',1’ deux représentations sans point fixe de T. Ces deux représentations sont 
équivalentes, modulo les automorphismes de T, s’il existe un entier i, premier avec n et 
dont la classe d’équivalence modulo d est 1, tel que l =  ±tl' (mod n'). Comme n' = d, 
le nombre de classes d’isométries de formes d’espaces sphériques de dimension 2d — 1 
et de même groupe fondamental T est au moins <f>(d)/2. Or, si d = p \lp ^  ...pê  est la 
décomposition de d en nombres premiers, on sait que :

<f>(d) = (pf1 - p f 1_1)(p 22 ~ Pe2 ~ l )-(jPek ~Pek ~ 1)- 

Ainsi, il est facile de vérifier que si d = 5 ou d > 7, 4>{d)/2 >2. □

On a donc le théorème :

Théorèm e 3.5.6 [27] On suppose que d =  5 ou d > 6. 77 existe une infinité de pairs de 
formes d ’espaces sphériques de dimension 2d — l qui sont p-isospectraux pour toutp, mais 
non isométriques.

3.6 Quotients de la grassmannienne

La classification des formes des variétés grassmanniennes réelles est faite dans [45] 
et utilise celle des formes d’espaces sphériques. Il n’y a pas beaucoup de tels espaces de 
dimension paire, on va donc s’intéresser à ceux de dimension impaire, i.e. de la forme 
r \G 9i2d(IR) où q est impair. On a une isométrie ¡3 de sur G2d-g,2d(®) ^  envoie
un plan sur le plan orthogonal. En particulier, ¡3 est une isométrie de Gd,2d(®0-
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Théorèm e 3.6.1 [45] Le groupe d’isométries I(Gqj2<i(M)) de la variété grassmannienne 
réelle G?j2d(®0 esi :

TIC — /  0{2d) si q ^ d ,
I(G q,2d( ))  |  0{2d)U(3.0(2d) si q = d.

Théorèm e 3.6.2 [45] Soit M  une variété grassmannienne réelle de dimension impaire. 
Les classes d’isométries des variétés T \M , T C 0(2d), sont en bijection avec celles des 
formes d ’espaces sphériques de dimension 2d—l. La correspondance est donnée par T \M  i-4 
Y \ ^ d~l .

Les résultats de cette partie sont prouvés par A. Ikeda dans [29] seulement pour le spectre 
du laplacien agissant sur les fonctions et sans utiliser le théorème de T. Sunada.

Le théorème suivant est une conséquence du théorème 3.4.1 et des propositions 3.4.6 
et 3.4.7.

Théorèm e 3.6.3 Soit r i \G ?)2d(K) et T2\G!9)2d(M) deux formes de variétés grassman- 
niennes réelles de dimension impaire et de groupes fondamentaux non cycliques de type 1 
et telles que Ti etY 2 soient inclus dans 0(2d). Si Ti et ]?2 sont irréductibles et isomorphes 
alors les variétés r i \G 9>2d(K) et r2 \G 9)2d(R) sont p-isospectrales pour tout p.

Les théorèmes suivants se montrent de la même façon que les théorèmes 3.5.4 et 3.5.6.

Théorèm e 3.6.4 Soit T i\G 9i2dW  r 2\G 7)2d(®’) deux formes de variétés grassman- 
niennes réelles de dimension impaire et de groupes fondamentaux non cycliques de type 1 et 
telles que Fi e tY 2 soient inclus dans 0(2d). Si Ti et T2 sont isomorphes et d est premier 
impair alors les variétés r i \G 9)2d(K) ei r2 \G 9i2d(®) sont p-isospectrales pour tout p.

Théorèm e 3.6.5 Soit d =  5 ou d > 6 et q un entier impair 1 < q < d. H existe une 
infinité de paires d’espaces r i \G gi2d(lR) et r 2\G 9;2d(^) sont p-isospectraux pour tout p 
et non isométriques.



Chapitre 4

Spectre géométrique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on calcule le spectre des longueurs (définitions 4.2.2) et parfois le 
spectre des volumes (définition 4.3.5) pour les variétés isospectrales et non isométriques 
construites par A. Ikeda dans [26], [28], [27] et [29], et décrites dans le chapitre 3. Ensuite, 
on compare les spectres de deux variétés isospectrales et non isométriques.

On commence par les espaces lenticulaires isospectraux jusqu’à un certain ordre p et 
non (p -I- l)-isospectraux. On calcule leurs spectres des longueurs au sens de la défini
tion 4.2.2-(i) et (iii). La comparaison des spectres de deux espaces isospectraux et non 
isométriques montre qu’ils sont identiques. On rappelle que ces espaces ne satisfont pas 
aux hypothèses du théorème 3.4.1 de T. Sunada. On ne calcule pas le spectre des longueurs 
au sens de la définition 4.2.2—(ii), la difficulté est d’ordre technique (remarque 4.5.3). On 
caractérise ensuite le lien entre les géodésiques de deux espaces lenticulaires isospectraux 
et non isométriques (remarque 4.5.5).

N’ayant pas toutes les sous-variétés minimales de ces espaces, on détermine une partie 
du spectre des volumes d’un espace lenticulaire, formée par les volumes des sous-variétés 
totalement géodésiques, ainsi que d’une partie de sous-variétés minimales, non totalement 
géodésiques. Dans ce cas aussi, les spectres obtenus pour deux espaces lenticulaires isos
pectraux et non isométriques sont identiques.

On montre ainsi que ni le spectre des longueurs, ni la partie déterminée du spectre des 
volumes ne détermine le p-spectre du laplacien pour p > 1. On rappelle qu’il existe des 
espaces lenticulaires isospectraux et non isométriques de la famille utilisée dans ce chapitre, 
qui n’ont pas le même type d’homotopie (A. Ikeda [26]). On note aussi que ces espaces non 
isométriques ne peuvent pas avoir le même spectre marqué (R. Gomet [22]).

On considère ensuite les quotients de la sphère et de la grassmannienne par des groupes 
d’isométries finis, sans point fixe, non cycliques et de type 1 qui sont irréductibles et 
isomorphes.

Les quotients de la sphère sont isospectraux pour les formes différentielles de tout 
ordre et non isométriques. Pour un tel quotient, on calcule le spectre des longueurs au
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sens des définitions 4.2.2-(i) et (iii). Ces exemples vérifient les hypothèses du théorème de 
T. Sunada (théorème 3.4.1), ils ont donc le même spectre des longueurs relativement à la 
première définition. On peut obtenir ce résultat directement en se servant du calcul du 
spectre des longueurs. On montre que deux variétés de cette famille, qui sont isospectrales 
et non isométriques, n’ont pas toujours le même spectre des longueurs pour la troisième 
défintion (théorème 4.6.10), bien qu’ils vérifient le théorème de T. Sunada. Pour la défini
tion 4.2.2—(ii), on a le même genre de difficulté que dans le cas des espaces lenticulaires. 
Malheureusement, il n’a pas été possible de calculer le spectre des volumes de ces variétés, 
la difficulté étant de trouver les éléments du groupe fondamental qui laissent invariants 
une sous-variété donnée.

Les variétés quotients de la grassmannienne r\<jr9)2d(R) sont elles aussi isospectrales 
pour les formes différentielles de tout ordre. Pour ces variétés, on caractérise les nombres 
réels strictement positifs appartenant au spectre des longueurs (au sens de la défini
tion 4.2.2-(i)) en fonction du spectre des matrices du groupe T. Il n’est pas possible de 
déterminer le spectre des longueurs ayant cette caractérisation parce qu’une géodésique de 
la grassmannienne dépend de plusieurs paramètres (voir lemme 4.7.1). Deux telles variétés, 
isospectrales et non isométriques, ont le même spectre des longueurs, au sens de la défi
nition 4.2.2—(i), d’après le théorème de T. Sunada, ce qu’on peut prouver directement à 
partir de la description du spectre des longueurs. Encore dans ce cas, le spectre des volumes 
est difficile à déterminer.

On signale que le calcul du spectre des longueurs effectué pour les formes d’espaces 
sphériques T \S n avec T C 0(n  + 1) se ramène au calcul des valeurs propres des matrices 
du groupe T, ce qui s’applique à tous les quotients de la sphère et pas seulement aux 
exemples traités dans ce chapitre.

L’ensemble des résultats obtenus est résumé dans un tableau. On désigne par L\ et 
L2 deux espaces lenticulaires avec L\ G £p+i(g,n) et L2 € Cp(q,n) \  Cp+\(q,n) (voir 
paragraphe 3.3.1 du chapitre 3). On désigne par M\ et M2 deux quotients de la sphère par 
deux groupes d’isométries finis, cycliques, sans point fixe, de type 1 et presque conjugués 
(mais pas conjugués). On note Ni et N2 deux quotients de la grassmannienne par deux 
groupes d’isométries finis, cycliques, sans point fixe, de type 1 et presque conjugués (mais 
pas conjugués). Dans le tableau, fc-spectre (ou p-spectre) désigne le spectre du laplacien 
agissant sur les formes différentielles d’ordre k (ou p). L-spectre pour (i) (resp. pour (ii), 
resp. pour (iii)) désigne le spectre des longueurs au sens de la définition 4.2.2-(i) (resp.
(ii), resp. (iii)). Deux variétés seront dites L-isospectrales pour (i) (resp. (ii), resp. (iii)) si 
elles ont le même L-spectre pour (i) (resp. (ii), resp. (iii)). De même, on notera V-spectre 
le spectre des volumes (définition 4.3.5) et on dira que deux variétés sont V-isospectrales 
si elles ont le même V-spectre.

Ce qui est marqué en gras dans le tableau correspond aux résultats obtenus dans ce 
chapitre.
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4.2 Spectre des longueurs

Soit M  une variété ayant un groupe fondamental T. Les classes d’homotopie libre des 
courbes fermées dans M  correspondent aux classes de conjugaison [<r]r de T.

Proposition  4.2.1 [32] Si M  est une variété compacte, toute classe d’homotopie libre de 
courbes fermées de M  contient au moins une géodésique fermée.

Dans la littérature, il existe plusieurs définitions du spectre des longueurs. On les cite 
ci-dessous.

Définitions 4.2.2

(i) Le spectre des longueurs de la variété M  est la collection des longueurs des géodé- 
siques fermées de M, où la multiplicité de la longueur l est le nombre des géodésiques 
fermées de M  de longueur l.

(ii) Le spectre des longueurs de M  contient une longueur l si l est la longueur de la géo
désique la plus courte dans une classe d’homotopie libre de courbes fermées de M. La 
multiplicité de l est le nombre de classes d’homotopie libre dont le lacet le plus court 
(nécessairement une géodésique) est de longueur l.

(iii) Le spectre des longueurs de M  contient une longueur l si l est la longueur d’une géo
désique dans une classe d ’homotopie libre de courbes fermées de M. La multiplicité 
de l est le nombre de classes d’homotopie libre de courbes fermées de M  contenant 
une géodésique de longueur l.

Dans tous les exemples qu’on considère, les multiplicités pour la première définition sont 
infinies, donc la deuxième et la troisième définition du spectre des longueurs sont plus 
significatives.

4.2.1 Cas d ’un espace quotient

Les variétés riemanniennes considérées dans ce chapitre sont des quotients T\M , d’un 
espace symétrique M  par un groupe d’isométries sans point fixe T. On a ainsi un revêtement 
riemannien II : M T\M . Comme les géodésiques de l’espace symétrique M  peuvent être 
calculées explicitement, il en est de même pour son quotient T\M  grâce à la proposition 
suivante :

P roposition 4.2.3 [19] Soit (M ,g) et (N ,h ) deux variétés riemanniennes et II : (M ,g ) —> 
(N, h) un revêtement riemannien. Les géodésiques de (N, h) sont les projections de celles 
de (M, g) et les géodésiques de (M , g) sont les relèvements de celles de (N, h).

On décrit maintenant les longueurs des géodésiques fermées dans le quotient T\M . On 
dit qu’une géodésique 7, de M, est invariante par l’élément cr, du groupe T, s’il existe 
une constante > 0, telle que pour tout t € R, on ait <7.7 (i) =  7 (t + w). La plus petite 
constante vérifiant cette relation, est dite la période de 7 par rapport à a. Le plus 
petit des nombres quand a varie dans T, est la longueur ai de la géodésique primitive 
de N  associée à 11(7). Les itérées de cette géodésique ont pour longueurs kuj, k > 1. Il
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revient au même de considérer simplement les u> tels que cr.y(t) = 7 (t 4- w) pour un a 
dans T comme les longueurs. La multiplicité d’une longueur oj est le nombre de classes 
d’homotopie libre contenant une géodésique de longueur u. La collection de ces longueurs, 
comptées avec leur multiplicité, est le spectre des longueurs de l’espace T\M , au sens de 
la troisième définition.

4.3 Spectre des volumes

Soit M  une variété riemannienne et X  une sous-variété de M. En tout point p de X , 
l’espace tangent en p à. M  s’écrit comme la somme directe de l’espace tangent en p à X  et 
l’espace normal en p à X , TP(M ) = TP(X) © NP(X). Ainsi, un vecteur u G TP{M) s’écrit 
d’une manière unique comme uT +  uN, où uT £ TP(X) et uN G Np(X). Ceci permet de 
décomposer un champ de vecteur U G T(M ) d’une façon unique en somme d’un champ 
UT tangent à X  et un autre UN normal à X . La connexion canonique V de X  est donnée 
à partir de celle de M, V, de la façon suivante :

Si U et V  sont deux champs de vecteurs définis au voisinage du point p dans X , alors :

V v V  =  ( V u V f .

On définit alors la seconde forme fondamentale B  de X  par :

B(U, V) = i ÿ v V)N = V uV  -  VuV.

B  est symétrique, donc B(U, V) ne dépend que des valeurs de U et de V  au point p.

4.3.1 Sous-variétés totalem ent géodésiques

Définition 4.3.1 Une sous-variété riemannienne X  de M  est dite totalement géodésique 
si toute géodésique de X  est une géodésique de M.

Proposition 4.3.2 Soit X  une sous-variété de M. Les conditions suivantes sont équiva
lentes :

(i) X  est totalement géodésique dans M.

(ii) La seconde forme fondamentale de X  est nulle.

(iii) Si u £ TpM  un vecteur tangent à X  en p et y est la géodésique de M  partant de p 
et ayant pour vecteur tangent initial u, alors le début de 7 est contenu dans X .

(iv) Si c est une courbe de X  et u £ TĈ X ,  alors le transport parallèle de u le long de c 
est le même dans M  et dans X .

Proposition 4.3.3 Soit M  une variété riemannienne et X  une sous-variété totalement 
géodésique de M. Si M  est complète, X  l ’est aussi. Si M  est symétrique, X  l’est aussi.

4.3.2 Sous-variétés m inim ales

Définition 4.3.4 SoitX  une sous-variété riemannienne de M . On dit que X  est minimale 
si la trace de la seconde forme fondamentale de X  est nulle.



108 CHAPITRE 4. SPECTRE GÉOMÉTRIQUE

4.3.3 D éfin itio n  d u  sp e c tre  des volum es

On va mettre en place une définition du spectre des volumes qui pourrait généraliser 
la première définition du spectre des longueurs (définitions 4.2.2).

Définition 4.3.5 Le p-spectre des volumes d’une variété M  est la collection des volumes 
des sous-variétés minimales de dimension p de M. La multiplicité d’un volume v est le 
nombre de fois où v apparaît dans le spectre.

Pourquoi cette définition ? L’objet géométrique qui généralise naturellement les géodé- 
siques en dimension supérieure pourrait être les sous-variétés totalement géodésiques. Mal
heureusement, il n’y en a pas beaucoup en général. Si on regarde les géodésiques comme 
étant les courbes qui minimisent les longueurs, on peut penser que les sous-variétés mini
males, qui minimisent les volumes peuvent être une généralisation des géodésiques.

Dans quel but ? Chercher à savoir si le spectre des volumes apporte plus d’informations 
sur la variété, soit seul, soit combiné avec le spectre des longueurs. Par exemple, est-ce 
que le spectre des p-volumes peut avoir une relation quelconque avec le spectre des p- 
formes ? Ou tous les spectres des volumes avec le spectre des longueurs contiennent-ils des 
informations sur le spectre du laplacien ? Ou l’inverse ?

Le but initial était d’établir une formule des traces semblables à celle montrée par 
Y. Colin de Verdière dans [12], reliant le spectre du laplacien sur les formes et le spectre 
des volumes. Il y a bien de difficultés techniques dans cette direction. Dans ce texte, 
on n’apporte pas une réponse de nature générale. On montre seulement qu’une partie 
du spectre des volumes est la même pour les espaces lenticulaires isospectraux et non 
isométriques décrits dans le chapitre 3, montrant ainsi que cette partie du spectre des 
volumes (contenant entre autre les volumes des sous-variétés totalement géodésiques) ne 
détermine pas le p-spectre du laplacien pour p > 1.

4 .3.4 C as d ’u n  espace q u o tien t

Soit M  une variété riemannienne compacte, T un groupe d’isométries agissant sans 
point fixe sur M  et II : M  —»• T\M  la projection canonique.

Proposition 4.3.6 Si X  est une sous-variété totalement géodésique (resp. minimale) de 
M, alors son image II(X) par la projection canonique est une sous-variété totalement géo
désique (resp. minimale) de F\M.

Proposition 4.3.7 Soit X  et M  deux variétés riemanniennes, i : X  —»• M  une immersion 
propre et injective etTl : M  - ï  M  un revêtement riemannien. Il existe une variété rieman
nienne X  et un revêtement II' : X  -» X  et une immersion propre injective i : X  - ï  M  tels
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que le diagramme suivant soit commutatif :

X  — M

p' v

X  ---------►  M
i

Si de plus X  est totalement géodésique (ou minimale) alors X  l ’est aussi.

Preuve : Il suffit de prendre pour X  le revêtement image réciproque de M, i.e.

X  =  {(æ , rh) e  X  x M; i(x) = p{rh)},

et
II '(x ,m )  =  x, i ( x ,m ) =  rh.

D’après l’expression de i et l’injectivité de i, on a l’injectivité de i. i est clairement une 
immersion. La propriété d’être totalement géodésique (ou minimale) étant une propriété 
locale, on a la conclusion. □

Le lemme suivant va servir dans le calcul des volumes des sous-variétés des quotients 
de la sphère.

Lemme 4.3.8 [5] Si II : M  —»• M  est un revêtement à q feuillets alors volume(M) =  

^volume(M ).

4.4 Cas d’un espace symétrique

Dans ce paragraphe, on rappelle la détermination des géodésiques et de sous-variétés 
totalement géodésiques dans un espace symétrique, en particulier dans la sphère et la 
variété grassmannienne. Ce calcul va servir à les déterminer dans les quotients de la sphère 
et de la grassmannienne, considérées tout au long de ce chapitre. Pour plus de détails à ce 
sujet, on pourra consulter la référence [23].

Théorèm e 4.4.1 [23] Soit M  un espace symétrique, G =  I q(M ) la composante neutre du 

groupe d ’isométrie, o un point de M  et K  le stabilisateur de o. Soit a l ’involution associée 

à la paire symétrique (G ,K ) (voir le paragraphe 1-4-4 de la page 33). Si g et t  sont les 

algèbres de Lie de G et K  respectivement, on obtient g = t  © m.
Soit 7r la projection de G sur M  donnée par g  ̂g.o. L ’application linéaire Teiv envoie 

t  sur (0) et induit un isomorphisme de m sur T0M .

Si X  €  m, alors la géodésique de M  partant de o avec vecteur tangent Teir(X) est 

donnée par :

7 r eîr (x ) ( i )  =  (exptX).o.

Définition 4.4.2 Soit g une algèbre de Lie sur R et s  un sous-espace vectoriel de g. On 

dit que s est un système de Lie triple si [s, [s, s]] C s.
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Théorèm e 4.4.3 Soit M  un espace symétrique. On identifie T0M  avec m comme dans le 

théorème 4-4-1- Soit s un système de Lie triple contenu dans m . Si Exp est l ’application 

exponentielle de la variété M  au point o, on pose S  = Exps. Alors S  a une structure 

différentielle naturelle pour laquelle elle est une sous-variété totalement géodésique de M  

vérifiant T0S  = s.

Réciproquement, si S  est une sous-variété totalement géodésique de M  e to  un point de

S, alors le sous-espace s  =  TaS  de m est un système de Lie triple.

Définition 4.4.4 Une variété riemannienne est dite plate si son tenseur de courbure est 

identiquement nul.

Définition 4.4.5 Soit M  un espace symétrique. Le rang de M  est la dimension maximale 

d ’une sous-variété plate totalement géodésique de M .

Une sous-variété plate totalement géodésique de M dont la dimension est le rang de M 
s’appelle un plat maximal.

P roposition  4.4.6 Soit M  un espace symétrique de type compact ou de type non compact. 

Soit o un point de M . On identifie T0M  à m. Soit s un système de Lie triple contenu dans 

T0M . Alors la sous-variété totalement géodésique S  =  Exps, avec structure différentielle 

donnée par le théorème 4-4-3, est plate si et seulement si s  est abélien.

Théorèm e 4.4.7 Soit M  un espace symétrique de type compact ou de type non compact. 

Soit l le rang de M . Soit A  et A ' deux sous-variétés plates totalement géodésiques de M  

de dimension l. On a alors :

(i) Soit q G A, q' G A'. Il existe un élément h G I 0(M ) tel que h.A  = A! et h.q =  q'.

(ii) Soit X  G TqM . Il existe un élément h G I0{M ) tel que h.q = q et Tqh (X )  G TqA.

(iii) Les variétés A  et A ' sont des sous-espaces topologiques fermés de M .

4.4.1 Sphère

On décrit les sous-variétés totalement géodésiques de la sphère.

Lemme 4.4.8 Si X  et Y  sont deux sous-variétés totalement géodésiques connexes comp

lètes d ’une variété riemannienne M , telles que pour un certain x  dans X f ) Y ,  TxX  =  TXY , 

alors X  =  Y .

Preuve : Il suffit de montrer que si X  est connexe et Y  est complète alors X C Ï .  Soit 
7 un segment géodésique de X  joignant p  à un point q de X .  7  est une géodésique de M  

telle que t'(O) G TPY .  D’après la proposition 4.3.2, (iii), le début de cette géodésique est 
dans Y". Comme Y  est complète, 7  est entièrement dans Y .  Comme X  est connexe, on a 
X  C Y .  □

Corollaire 4.4.9 Les sous-variétés connexes complètes totalement géodésiques de S2n_1 

sont les sphères S k = PC\S2n~l , où P  est un plan de dimension fc +  l  passant par l ’origine.
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Leurs volumes sont donnés par :

9  ,- .771+1

volurne(S2m+1) =
(4.1)

ml

4.4.2 Grassm annienne

On décrit maintenant explicitement les sous-variétés plates totalement géodésiques (en 
particulier les géodésiques) des variétés grassmanniennes.

Le théorème 4.4.1 permet d’avoir une méthode pour déterminer explicitement toutes les 
géodésiques d’un espace symétrique. Le théorème 4.4.7 (ii) implique qu’une géodésique est 
contenue dans un plat maximal à une isométrie près. En d’autres termes, pour déterminer 
les longueurs des géodésiques d’un espace symétrique, il suffit de déterminer les longueurs 
des géodésiques d’un certain plat maximal.

Soit GP)n(R) la variété des p-plans orientés de Mn . Soit Pq le p-plan qui a pour base 
{ei,...,ep}, où {ei,...,en} est la base canonique de Rn . Le groupe SO(n) agit sur GP,n(K) 
en permutant les bases. Cette action est transitive et le stabilisateur de Pç, est SO(p) x 
SO(n—p). La projection 7r : SO(n) —>• SO(n)/SO(p) x SO(n—p) induit un difféomorphisme 
entre SO(n)/SO(p) x SO(n — p) et GP)n(R) donné par :

/  : SO(n)/SO(p) x S O (n -p ) 
ir(A)

G.p,n\̂
A.P0

L’algèbre de Lie g de SO(n) est so(n) et celle de SO(p) x SO {n—p) est É =  so(p)®so(n—p). 
Si on écrit g = t © m on trouve que m est le sous-espace vectoriel de g donné par :

m = : t v X  G Mn_PiP( ■}
Une géodésique de GP)7lM est donc de la forme expt£.Po où £ € m.

Une sous-variété plate totalement géodésique S  est donnée par Exps où s est un sous- 
espace abélien de m, et ceci en identifiant m avec T0M  par Ten. C’est aussi l’ensemble des 
éléments de la forme 7r(exp£) où £ £ s. La dimension de S  est celle du sous-espace vectoriel 
s. Une famille de ces sous-espaces de dimension k < inf(p, n — p) est donnée par :

h
X2

Sfc =  <  ̂ € m : X  =  , i j  S R  >

Xk

1 V (0 ) /  J

Ces espaces vérifient clairement [sfc,sfc] = (0).

volume (S2m) •1)!m(m —(47rV

1)! ’
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Pour k fixé, et pour £ € Sk, exp£ est donné pair :

exp£ =
( a  - * b \  

c ) ’
où

A =  diag(cosxi,cosx2, . . . , c o s x f c , G  MPiP(R),

B =

sin®i \

sina:2

sinxfe

(0 ) /

€ Mn_P)P(R),

et
C =  diag(cosxi, cos®2, — , cosxfc, 1 , 1 )  G Mn_pjn_p(R).

Les éléments de S  sont les exp£.Po, où £ G sk. Ce sont donc les p-plans de R” de la forme :

( À \  

\ BJ ’

pour A  et B  donnés précédemment.
Si k =rang de M, alors on obtient un plat maximal dont le volume est égal à celui de 

n’importe quel plat maximal par théorème 4.4.7.
Si A: < rang de M, on obtient certaines sous-variétés plates totalement géodésiques.
Si k = 1, on obtient certaines géodésiques.
Soit l le rang de M. On fixe un plat maximal S  qui est donné par Expsj. Une géodé

sique de S  est donnée par le théorème 4.4.1. C’est exp£.Po =  7r(exp£) avec £ G S/ tel que 
Xi = tai pour tout z où a i, ...,aj sont fixés dans R. Cette géodésique 7 (t) est fermée si et 
seulement si pour tout i , j  tels que otj 7̂  0, ctifcxj est un nombre rationnel. Dans ce cas, la 
période de 7 est le plus petit nombre réel io > 0 tel que 7 (io) =  Po- C’est celui qui vérifie 
pour tout 1 < i < l, tÿCii — 2fcj7r avec le plus petit entier k{>  0 possible. Si a* =  0 alors on 
choisit ki = 0. Sinon, ki/ai =  ¿o/2tt = cte. Le calcul de la longueur d’une telle géodésique 
7 (i) donne toutes les longueurs possibles par le théorème 4.4.7 (ii).

4 .5  E s p a c e s  le n t ic u la ir e s

Soit g 2"-1 =  SO(2n)/SO(2n — 1) la sphère de dimension 2n — 1 et T un groupe fini 
sans point fixe d’isométries de 52n_1 (voir définition 3.2.1 de la page 86). Le groupe F agit 
sans point fixe sur S12”-1 et donne une forme d’espace sphérique r \5 2n_1.

Après avoir rappelé la définition et les propriétés des espaces en question, on détermine 
leurs spectres des longueurs, les volumes des sous-variétés totalement géodésiques ainsi 
que les volumes d’une partie de sous-variétés minimales, non totalement géodésiques. On 
compare aussi les spectres obtenus. On note que ces espaces ne vérifient pas les hypothèses 
du théorème de T. Sunada (théorème 3.4.1).
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4.5.1 R appels

On rappelle les notations utilisées dans le chapitre précédent. Un quotient de la sphère 
par un groupe d’isométries cyclique sans point fixe s’appelle un espace lenticulaire. C’est 
une variété riemannienne compacte, connexe, de groupe fondamental cycüque et de cour
bure sectionnelle constante égale à 1.

On rappelle la définition d’un espace lenticulaire de dimension 2n — 1 et dont le groupe 
fondamental est d’ordre q.

Soit q un entier strictement positif et pi,p 2 , —tPn des entiers premiers avec q. Soit a la 
matrice orthogonale donnée par :

(R{dx) (0) \

R ( 0 2 )
a = (4.2)

(0) R(On)J

où Qi =  2-Kpi/q pour tout 1 < i < n et

m  =  ( C M \  sinfl-y—sin0 cos 0J

Le groupe Y engendré par a est un sous-groupe cyclique, fini, sans point fixe, d’ordre q du 
groupe orthogonal SO(2n). L’espace

L (q:p1,...,pn) = Y \S 2n- 1.

est un espace lenticulaire de dimension 2n — 1, dont le groupe fondamental est d’ordre q.
On décrit maintenant les espaces considérés dans ce paragraphe. Soit ¿(q, n) la famille 

des espaces lenticulaires de dimension 2n — 1 et dont le groupe fondamental est d’ordre q. 
On définit :

¿0 (q,n) = {L(q : pi, ...,pn) G £(g ,n); pi £  ±Pj (mod q), 1 < i < j <  n}.

L’ensemble des classes d’isométries de ¿o(q,n) (resp. C(q,n)) est noté £ q{q,n) (resp. 
C(q,n)).

On suppose maintenant que q est premier. L’ensemble K q des classes d’équivalences 
(modulo q) des entiers premiers avec q est un groupe cyclique d’ordre q — 1. On suppose 
que =  n +  2. On rappelle qu’il existe une bijection w de Co(q, n) sur Cq(q, 2) telle que 
u(L(q : pi,...,pn)) = L(q • 91,92) si K q =  {±p\, ...,±pn,±qi,±q2}. On définit alors pour 
tout entier r  > 0 une famille d’espaces lenticulaires Cr(q,n), contenue dans Co(q,n), en 
posant :

Cr {q, 2) =  {L(q : qu 92) € £ 0(9,2); aqi + bq2 ^ 0  (mod q), 1 < |o| +  |6| < r  +  2},

et
£ r (9,n) =Lü~l (CT{q, 2)).

On rappelle le résultat suivant prouvé par A. Ikeda dans [28] et expliqué dans le chapitre 
précédent.
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Théorèm e 4.5.1 [28] Soit q un nombre premier supérieur à 11 tel que qo = n + 2. Soit 
L\ et L2 deux espaces de Cp(q,n), où p est un entier positif. On a :

1. L\ et ¿2 sont k-isospectraux pour tout k =  0,1, ...,p.

2. Si de plus L\ G Cp+\(q, n) mais pas L2, alors L\ et L2 ne sont pas (p+1)-isospectraux.

4.5.2 Longueurs des géodésiques

Dans ce paragraphe, on calcule le spectre des longueurs d’un espace lenticulaire de 
Co(q,n) au sens des définitions 4.2.2—(i) et (iii). On montre ensuite que les spectres des 
longueurs de deux espaces lenticulaires fc-isospectraux jusqu’à un certain ordre p, mais non 
(p + l)-isospectraux, décrits dans le théorème 3.3.4 sont identiques. Ce calcul utilise le fait 
que les géodésiques d’un espace lenticulaire r \5 2n_1, sont exactement les images de celles 
de <S2n~1, par la projection canonique II de 52™-1 sur T \52n_1 (proposition 4.2.3).

Soit la projection n : SO(2n) —» S2n~l = SO(2n)/SO(2n — 1). Une géodésique dans 
S2n- i  est de la forme h.y(t), où h G 0 (2n) et :

(  cos t \  
sin t

07 (i) = (4.3)

0 /

Soit T le sous-groupe de SO(2n) engendré par la matrice a définie par (3.1) et II la pro
jection canonique de S2n~l sur r \S 2n~1. Les géodésiques de l’espace lenticulaire r \5 2n_I 
sont exactement les images par II des géodésiques de S2n_1, d’après la proposition 4.2.3.

Nous allons déterminer le spectre des longueurs d’un espace de £o(ç,n) relativement 
aux définitions 4.2.2—(i) et (iii).

Théorèm e 4.5.2 Soit q un nombre premier supérieur à 11 avec qo = n + 2, où qo =  
(q — l)/2 . Soit L = L(q : p i,...,pn) un espace de Co(q,n). Le spectre des longueurs de 
l ’espace lenticulaire L est formé des nombres :

(i) 21-ïï/q, (l > 1), avec une multiplicité infinie, relativement à la définition 4-2.2-(i).

(ii) 21tv, (l > 1), ayant pour multiplicité 1 et 21-ïï/q, (l > 1), ayant pour multiplicité 2n 
relativement à la définition 4-2.2-(iii).

En particulier, si L\ et L2 sont dans £o(q,n), alors ils ont des spectres des longueurs 
identiques relativement aux définitions 4-2.2-(i) et (iii).

Preuve : La première assertion est facile. Nous allons démontrer la deuxième. Soit 7 (t) 
une géodésique de la sphère et a la matrice définie par (3.1). Si 7 (t) n’est pas invariante par
a, elle n’est invariante par aucun élément non trivial de T. Son image par II dans l’espace 
lenticulaire r\S '2n_1 est une géodésique de longueur 2n. La multiplicité de cette longueur 
est évidemment 1.
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Si la géodésique 7 (i) est invariante par a, alors elle l’est par tous les ak, 0 < k < q — 1. 
Donc, pour tout 0 < k < q — 1, il existe a> =  W* tel que crk.j(t) = j ( t  +  a;). Ceci s’écrit :

h~l(jkh.

(  cos t \  
sint 

0

cos(i +  
sin(i + u) 

0

On obtient alors :

0 /  V 0

h~lakh =

h~l (ak + tak)h =

et

h r \ o k - tok)h =

coso; —sino; 0 ... ° \
sina; cosu; 0 ... 0

0 0

: : B
0 0

est équivalente à :

^2coso; 0 0 ... 0\
0 2 cos u; 0 ... 0
0 0

: : B + fB
o o y

' 0 —2sinw 0 ... 0̂  
2sinw 0 0 ... 0 

0 0

: : B — tB
, 0 0

(4.4)

(4.5)

(4.6)

En particulier 2 cos ui est une valeur propre double de a + a ayant 

comme vecteurs propres.
D’autre part, ak n’est autre que la matrice orthogonale :

/ill

\h

et
( *12

\* 2 n ,2 /

(R(kO i)
R{k62)

(0) \

R{kOn) j

où B £ SO(2n — 2). L’égalité (4.4) est équivalente à :

!n, 1

(o)
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Donc, les valeurs propres de ak + tak sont les quantités 2 cos kûi, 1 < i < n, où chacune 
est double.
Réciproquement, si cos a; = cos kdi pour un certain 0 < i < q — 1, alors on peut facilement 
vérifier que (4.5) et (4.6) sont valables en choisissant h G 0(2n) dont les deux premières 
colonnes sont deux vecteurs propres de la valeur propre 2 cos kd% de ok +  tok. Quand k 
varie entre 0 et q — 1, le plus petit des nombres positifs u  tel que cos w = cos kdi est 2ir/q 
quelle que soit la valeur de i.

Pour calculer la multiplicité de la longueur lo =  2-ïï/q, il faut d’abord remarquer que le 
groupe T est cyclique, donc les classes de conjugaison des éléments de T sont des singletons. 
Comme q est premier, alors pour tout entier p, l’ensemble {fcp; 1 < k < q — 1} est tout 
simplement {1, ...,q — 1}. Ainsi, pour tout p G {±pi, ...,±pn}, il existe un unique 1 < k < 
q — 1, tel que kp = 1 (mod q), et ces valeurs de k sont deux à deux distinctes. Donc, pour 
tout i, il existe deux valeurs distinctes de k telles que cos kdi =  cos Ceci implique que le 
nombre des classes d’homotopie libre, contenant une géodésique de longueur 2-ïï/ q, est 2n. 
En prenant les itérées de chacune des géodésiques considérées, on achève la démonstration.
□

Rem arque 4.5.3 En suivant la même démarche avec la définition 4-2.2-(ii), on peut mon
trer que 2n/q est dans le spectre des longueurs avec multiplicité 2n, mais on ne peut pas 
déterminer la longueur la plus courte dans les 4 autres classes d’homotopie.

Afin de savoir plus sur les propriétés des géodésiques d’un espace lenticulaire de Co(q,n), 
nous allons prouver la proposition suivante :

Proposition 4.5.4 Soit T le groupe engendré par la matrice a donnée par (3.1). Soit 
U(h.j(t)) une géodésique de L = r\52n_1, où h € 0(2n), 7(i) est donnée par (4-3) et II 
est la projection canonique de S 2n-1 sur T\S'2n_1. On écrit h sous la forme :

H u  H n \  

» -  :
\Hn 1 Hn 2/

où pour tout i, Hn est une matrice (2,2) et H ^ est une matrice (2, 2n — 2). La géodésique 
h.'y^t) est invariante par T si et seulement si, pour tout i, H^ =  0 ou Hi2 = 0. Cette 
condition est aussi équivalente au fait qu’il existe un seul i tel que Hn ^  0 .

P reuve : La géodésique h.y(t) est invariante par la matrice a si et seulement si 7 (i) est 
invariante par h~lah, ainsi h-1 ah est une isométrie de 7 (i), donc s’écrit

h~lah =
(A (0) \  
(.(O) B)

où A G SO(2) et B  G SO(2n — 2). En particulier, les valeurs propres de A sont toutes 
complexes de module 1, apparaissant en même temps avec leur conjuguée. Ainsi, les valeurs 
propres de A +  tA  sont doubles, de la forme 2 cos 9i. Il en est de même pour B  et il n’y a
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aucune valeur propre commune de A  + 4A et B + tB (a n’est pas l’identité). D’autre part, 
on a :

( a  + ‘a  (0) \
{  (0) B + tB J h{a + a).

Donc, pour tout i G {l,...,n}, 2 cos9i est une valeur propre double de l’une des matrices 
A  +  lA  ou B  + *B, donc, nécessairement l’une des matrices Hn ou Hi2 est nulle. On 
vérifie que cette condition sur la matrice h suffit pour que h~lah soit dans le groupe 
SO(2) x SO(2n — 2). En effet, si Hn ou H{2 est nulle, alors :

h 1a h = t = in 2=1
n

\ i = 1 1=1

^  tHi\R(6i)Hi\ (0)
¿=1

(0) Y , tHl2R{ei)Hi2
i= 1

€ SO(2) x SO(2n -  2).

□

R em arque 4.5.5 La proposition 4-5-4 implique que le fait qu’une géodésique h.^(t) de 
S 2n~l soit invariante par le groupe T ne dépend que de la forme de h et de celle de T mais 
pas des valeurs des 9i- Soit L\ = T i\5 2n_1 et L2 = T2\52n-1 deux espaces de Co(q,n) 
et IIi (resp. U2) la projection canonique de S2n~1 sur L\ (resp. sur L2). On désigne par 
GI l ’ensemble des géodésiques de S2n_1 invariantes par Ti (ou par V2) et par GIli (resp. 
GIl2) l ’ensemble des géodésiques de L\ (resp. L2), images par üx (resp. Iî2) des éléments 
de GI. L ’application identique de GI induit une bijection de GIli sur GIl2 donnée par 
n i(* .7 (i)) i—̂ n 2(*.7(i)), bijection qui préserve les longueurs.

Conclusion : Le spectre des longueurs ne détermine pas le spectre des p-formes pour p > 1. 
En effet, si on prend q = 11, l ’espace L( 11 : 1,3) G £ i(ll,2 )  ; l ’espace L( 11 : 1,2) est dans 
£o(H)2) mais pas dans £ i(ll,2 ). Donc L (ll : 2,4,5) et L (ll : 3,4,5) sont 0-isospectraux 
mais non 1-isospectraux d’après le théorème 3.3.4- Us ont pourtant le même spectre des 
longueurs (théorème 4-5.2.

4.5.3 V olum es des sous-variétés totalem ent géodésiques

Dans ce paragraphe, on détermine les sous-variétés totalement géodésiques d’un quo
tient de la sphère, en particulier d’un espace lenticulaire. On montre que les volumes des 
sous-variétés totalement géodésiques pour deux espaces lenticulaires, isospectraux jusqu’à 
un certain ordre p mais non (p + l)-isospectraux, décrits dans le théorème 3.3.4, sont les 
mêmes indépendamment de la valeur de p.

¡tHa R{Oi i Hn 6Ha m ) Hi2

Hi2m :tHi 2jHnR(Oi)Hi2l
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La proposition suivante est une conséquence des propositions 4.3.6 et 4.3.7 et du corol
laire 4.4.9.

P roposition 4.5.6 Les sous-variétés totalement géodésiques de dimension k d’un espace 
lenticulaire L(q : pi,--.,pn) sont exactement les projections des sphères Sk de S'2”-1 sur 
L (q :p i,...,pn).

Proposition 4.5.7 Soit T le groupe engendré par la matrice a donnée par (3.1). Soit 
X  =  h.Sr une sous-variété totalement géodésique de S'2n_1, où h € 0(2n). On écrit h de 
la forme :

(H u  H12' 
h = : :

\H n i Hn 2)

où pour tout i, Hn est une matrice (2, r + 1) et H{2 est (2,2n — r  — 1).

-  Dans le cas où r est pair, la sous-variété X  n’est invariante par aucun élément de T.

-  Dans le cas où r est impair, la sous-variété X  est invariante par T si et seulement 
si,

VI < i < n, Hh = 0 ou Hi2 = 0. (4.7)

Cette condition est aussi équivalente au fait qu’il existe un seul i tel que Hn /  0.

Preuve : On représente la sphère 5 2n_1 dans M2n comme l’ensemble des points (x i,..., x2n) 
tels que Y a=i xi — 1- Soit Sr la sphère de dimension r < 2n — 1, de 52n_1, dont les points 
sont de la forme (xi,...,xr+i,0, ...,0). Toute autre sphère totalement géodésique, X , de 
dimension r de 5 2n_1 s’écrit X  = h.Sr où h G 0(2n). La sous-variété X  est invariante par 
la matrice a si et seulement si Sr est invariante par h-1 ah, ainsi h~lah est une isométrie 
de Sr, donc s’écrit

h'lakm(m b )’
où A  6 SO(r +  1) et B  G SO(2n — r — 1). On va distinguer deux cas :

-  Cas où r =  2m :

Dans ce cas, si la sous-variété X  =  h.S2m est invariante par cr, alors la matrice

h vérifie h~lah = , où A G SO(2m +  1) et B  G SO(2n — 2m — 1). En

particulier, les valeurs propres de A  sont parmi celles de a. Ainsi a a une valeur propre 
réelle (puisque A est d’ordre impair), ce qui est absurde. Donc X  n’est invariante par 
aucun élément non trivial de T.

-  Cas où r =  2m — 1 :

Soit X  =  h.S2m~1, où h G 0(2n), une sous-variété totalement géodésique de di
mension impaire de S2n_1. Elle est invariante sous l’action de cr, si et seulement si,

h vérifie h~xah =  i ^  ^  j , où A G SO(2m) et B  G SO(2n — 2m). On vérifie

A
h 1crh ■

(0)
B
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comme dans la preuve de la proposition 4.5.4 que cette condition est équivalente à 
celle donnée par (4.7).

□

Comme conséquence de la proposition 4.5.7 et du lemme 4.3.8, on a la proposition :

P roposition  4.5.8 Les volumes des sous-variétés totalement géodésiques II(h.Sr) de L(q : 
Pli •••iPn), où h € 0(2n) et r G {1 ,..., 2n — 1}, sont donnés par :

(i) Le volume de U(h.S2m) est égal à celui de S2m.

(ii) Le volume de II(h.S2m~l ) est égal à - ,volume(S2m~1) si h vérifie (4-7) et au volume
<1

de S2m 1 sinon.

La multiplicité des volumes obtenus est infinie.

En particulier, si L\ et L2 sont dans Co(q,n), alors les volumes des sous-variétés to
talement géodésiques de L\ et les volumes des sous-variétés totalement géodésiques de L2 
sont identiques.

R em arque 4.5.9 Soit L\ et L2 deux espaces de £o(q,n) et III (resp. II2  ̂ la projection 
canonique de S 2n-1 sur L\ (resp. L 2 ). On désigne par (resp. I^2) l ’ensemble des sous- 
variétés totalement géodésiques de dimension k de L\ (resp. de L2) qui sont des projections 
des sphères totalement géodésiques de S2n~l invariantes par Ti (et V2). Soit t/> l ’applica
tion définie de J* dans I l 2 par ^(IIi(/i.Sfc)) = U2(h.Sk) pour tout h G 0(2n) vérifie 
la condition (4-7). Comme dans la remarque 4-5.5, tp est une bijection qui préserve les 
volumes. En particulier, la différence entre les comportements des sous-variétés totalement 
géodésiques de deux espaces lenticulaires de Co(q,n) se produit au niveau des projections 
des sphères totalement géodésiques de S 2n~l qui ne sont pas invariantes sous l ’action de 
r  1 (ou de r 2)- Les volumes des sous-variétés totalement géodésiques sont identiques dans 
L\ et dans L2.

Conclusion : La partie du spectre des volumes formée des volumes des sous-variétés tota
lement géodésiques ne détermine pas le p-spectre du laplacien pour p > 1.

4.5 .4  V olum es des sous-variétés m inim ales

La proposition suivante est une conséquence des propositions 4.3.6 et 4.3.7.

P roposition  4.5.10 Les sous-variétés minimales de dimension k d’un espace lenticulaire 
L(q : pi,...,pn) sont exactement les projections des sous-variétés minimales de S 2n~l sur 
L (q :p i,...,p n).

Pour tout entier p et tout réel r, on désigne par Sp(r) la sphère euclidienne de rayon r. On 
considère une famille particulière de sous-variétés de la sphère 52n_1 :
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Pour tous entiers k et l tels que 0 < l < k,

M« - ‘ = ^ ( v f ) x s i ‘ ' ( y ? )

{ i fe+2 k —rì
(æi,. ..  ,xi+i,xi+2, . ..  ,Xfc+2)0,... ,0); V z  + Iæ? =  - ,  V  æ? = ——

i= 1 i=l+2 )
Proposition 4.5.11 ([11], [35]) SoitM k une sous-variété minimale compacte de la sphère
Sk+p, On désigne par ||B|| la longueur de la seconde forme fondamentale de M. Si on

k
suppose que ||i?||2 < -— jy-, alors ou bien M  est totalement géodésique, soit M  est la 

surface de Veronese dans 54, soit M  = M i^-i , 0 < l< k .

On va étudier l’image des sous-variétés minimales h.M^k-i, où h E 0(2n), par la projection 
canonique II : 5 2n_1 -> L(q : pi, ...,pn) = T \S 2n~1. La sous-variété h.M^k-i est invariante 
par un élément a de T si et seulement si M^k-i est invariante par h-1 ah, on a donc 
nécessairement :

h lah =
( A  (0) \  
\(0) B } '

où A  € 0(k + 2) et B  E 0(2n — k — 2). On montre alors comme dans la proposition 4.5.7 
que a est forcément l’identité si k est impair et que si k est pair alors pour tout 1 < i < n, 
Hn =  0 ou Hi2 =  0, où pour tout i, Hn est une matrice d’ordre (2, A:+ 2) et #¿2 est d’ordre 
(2,2n — k — 2) telles que :

(H n H12\

A -  : : •
\H n 1 Hn 2/

Ainsi, pour tout h qui ne vérifient pas la condition précédente, h.Mi^-i n’est invariante 
que par l’identité. Supposons que l et k — l sont impairs. On peut facilement vérifier qu’il 
existe une infinité de sous-variétés de la forme h.Mi^-i qui sont invariantes par T ; en effet, 
pour tout h E 0 (/ + l) x 0(A — Z + l) x 0(2n — k — 2), h.Mi^-i est invariante par T. Ainsi, si 
k est impair, ou si l et k — l sont impairs, alors les volumes des projections des sous-variétés 
h.Mitk-i sur deux espaces lenticulaires Ti'yS'2”-1 et T2\52n_1 sont identiques. On a alors :

P roposition 4.5.12 Soit L = L(q : p i , . ..  ,pn) un espace lenticulaire de la famille £o(q, n ) 
et II la projection canonique de S2n~l sur L. Les volumes des sous-variétés minimales de 
L, de la forme II(h.M^k-i), où h E 0(2n) sont donnés par :

1. Si k est impair, Volume(ïl(h.Mitk-i))=Volume(h.M¡¿-i), pour tout h E 0(2n).

2. Si l et k — l sont impairs, il existe une infinité de h dans 0(2n) tels que le volume 
de U(h.Mi,k-i) soit égal au volume de h.M^k-i, et une infinité de h dans 0(2n) tels

que le volume de U(h.Mitk~i) soit égal au -  Volume(h.M^k-i)■

En particulier, si L\ et L2 sont deux espaces lenticulaires appartenant à Cq (q,n) et IIi 
(resp. H2) est la projection canonique de 52n_1 sur L\ (resp. sur L2), alors les volumes

h =
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des sous-variétés de la forme Hi(h.Mitk^i), h € 0(2n) de L\ et ceux des sous-variétés de 
la forme ^(h .M ^k-i) , h € 0(2n) de L2, sont identiques.

Conclusion : La partie du spectre des volumes formée des volumes des sous-variétés mi
nimales de l ’espace lenticulaire, images par la projection canonique des g), où k 
est impair, oui et k — l sont impairs, et h, g G 0(2n), ne déterminent pas le p-spectre du 
laplacien pour p > 1.

4 .6  Q u o t ie n t  d e  la  s p h è r e  p a r  u n  g r o u p e  n o n  c y c liq u e  d e  

t y p e  1

Dans cette partie, nous rappelons les variétés isospectrales et non isométriques utilisées. 
Nous déterminons leurs spectres des longueurs relativement aux définitions 4.2.2—(i) et (iii). 
On note que deux telles variétés isospectrales et non isométriques ont le même spectre des 
longueurs, au sens de la définition 4.2.2—(i), d’après le théorème 3.4.1. Nous montrons 
qu’elles ont des sepctres des longueurs différents au sens de la définition 4.2.2—(iii).

4.6.1 R appels

Les variétés étudiées dans ce paragraphe, sont des quotients de la sphère par des groupes 
d’isométries finis, non cycliques, sans point fixe, de type 1 (définition 3.4.2). Nous rappelons 
les groupes finis sans point fixe de type 1 qui permettent de définir les espaces en question.

Si a et b sont deux entiers, on désigne par (a, b) le plus grand commun diviseur de a et 
b. Soit m, n, d et n' des entiers strictement positifs et r un entier premier avec m  vérifiant :

((r — 1 )n,m) =  1
la classe de r dans Km est d’ordre d 
n = n'd
tout diviseur premier de d divise n'.

Avec ces entiers, on définit le groupe fini Td(m, n; r) d’ordre N  = mn engendré par deux 
éléments A et B  vérifiant :

Am = B n — 1 et BAB ~l = A r.

On rappelle que les représentations irréductibles sans point fixe de T¿(m, n, r) sont décrites 
de la manière suivante :

Soit r  =  Td(m,n, r) et k et l deux entiers tels que (k, m) = (l,n ) =  1. Soit la 
représentation réelle de degré 2d de T donnée par :

nk,i(A) =

R(2Trk/m)

(0)

R(2irkr/m)
(0)

R(2TTkrd- 1/m)
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et

Kk,t

{ (0) I  
(0) /

î2(27r l/n')
(0)

(0) \

I

(0 )J

où chaque bloc est une matrice d’ordre 2.

Les espaces que nous allons étudier sont de la forme 7rfc,;(r)\S'2n_1. Un tel espace est iso
métrique à un TTk',1' (r)\S '2n_1 si et seulement si il existe des entiers e = ±1, c G {0,..., d— 1}, 
s,t  tels que (s,m) = (i, n) = 1 et t = 1 (mod d), vérifiant k' = eskr° (mod m) et V =  etl 
(mod n'). Nous rappelons que deux tels espaces de la forme 'iri,i(Td(m,n,r))\S2d~1 et 
7Ti(i (Pd(m, n, r*))\iS'2d—1 avec (l,d) = 1 et (l — l,d) = 1 sont isospectraux pour les formes 
différentielles de tout ordre (proposition 3.4.7 et théorème 3.5.1 du chapitre 3).

4 .6.2 Longueurs des géodésiques

Dans ce paragraphe, on va calculer et comparer les spectres des longueurs (défini
tions 4.2.2—(i) et (iii)) des espaces ^ ( r ^ m ,  n, r)) \5 2d-1 et 7ri,i(rd(m, n, r )) \5 2d_1 avec 
(Z,d) = 1 et ( l - l , d )  = 1.

On commence par introduire les notations qui vont être utilisées dans la suite. Soit m, 
n, d, n1 et r des entiers vérifiant les conditions (3.9) avec n' =  d, i.e. n = d?. On pose 
T =  TTij(rd(m,n,r)). Si A  et B  sont les générateurs de Td(m,n,r), avec les relations 
Am = B n =  1 et B A B ~l =  Ar, alors pour tout 0 < a < m — l e t 0 < 6 < n  — 1, on a :

AaB b.Aa> B b' = Aa+a'rb B b+b>.

Ainsi tout élément de T  a la forme a  =  <ra,v,w = ,i(AaB b), 0 < a < m —l e t 0 < 6 < n —1. 

On écrit b =  v +  wd, avec 0 < v, w < d — 1, on a alors :

-  Si v =  0 :

(R(di) (0) N
R ( e 2)

a =  o{a,v>w

(o) R ( ô d ) J

(4.8)

"i~1 l ,
où 0i = 2n(a-------h w -),  pour tout 1 < i < d.

TYL d

(B)
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-  S i l < v < d —1:

G  =

/ R{91) (0) \
R(02)

(0) R{Qd-v)
R{oLd—v+1)

o) R{oid)

(4.9)

où
À-lV* l

6i =  2n(a-------h w-)  pour 1 < i < d — v,
m , a 

r î_1 l
ai = 2n(a-------1- (10 + 1)3 ) pour d — v + 1 < i < d.

m d

Comme dans le cas des espaces lenticulaires, si une géodésique 7 de 5 2d_1 de la forme 
( cos t \  

sin t

, où h 6 0 (2d), vérifie cr.y(t) = 7 (t + u) pour un certain u>, alors7(i) = h. 0

V 0 /
nécessairement 2 cos lo est une valeur propre double de la matrice a  +  ta, de vecteurs 
propres, les deux premières colonnes de h. Nous commençons par chercher les valeurs 
propres de cette matrice. Si v = 0, les valeurs propres sont les 2 cos 9i, (0 < i < q — 1), elles 
sont toutes doubles. Si v ^  0, les valeurs propres sont données par le lemme 4.6.2. Avant 
d’énoncer le lemme on introduit certaines notations.

N otations 4.6.1 Soit 1 < v < d — 1. On pose vi = (v,d), S = d/v 1 et :

{ 7i =  Bi si i < d  — v 
7i = ai sinon.

On note

Sa,v,w,n =  7/i +  Jvi+n +  ••• +  7(Æ-l)t;i+/i) 

où v est l ’entier qui vérifie (ô — v)v\ = v.

On a :

Sa,v,w,n = 2 ,  -̂-— (1 + rVl + ... + r ^ -1^ 1) +  (ôw +  <5 -  u)Çj (mod 2ir)

/a r ^ 1( 1 — rd)= 27r + (Sw + ô V (mod 2tt).
m( 1 — r Ul)

Lemme 4.6.2 Soit 0 < a < m — 1, 1 < v < d — 1 et 0 < w < d — 1. On utilise les notations 
de 4-6.1. Les valeurs propres de <Ja,v,u> sont les quantités e±lul, où w est solution de l’une 
des équations :

e iôu> _  e i Sa, v , 1 < n  < 1 ) 1 .  (4.10)

(

ï .
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Les valeurs propres de <Ja,v,w + t&a,v,w sont doubles de la forme 2 cos u>, où u  est donné par 
(4-10). Les vecteurs propres de cr„)1))W + taatVtW associés à la valeur propre double 2cosa> 
sont les parties réelle et imaginaire du vecteur propre de cra,v,w associé à la valeur propre 
eiw.

Preuve : Les valeurs propres de <Ja,v,w sont toutes des complexes de module 1 apparaissant 
en même temps avec leurs conjuguées. Supposons que elüJ est une telle valeur propre et

(Vl\que V  = | est un vecteur propre associé, où pour tout i,V i a deux composantes. Soit

w
v\ =  (v, d) et ô =  d/v\. Pour tout 1 < /Lt < v\, nous avons un système :

VVl+fi = e™R{-

^ 2v i  +n =  e2̂ °R(—7^ —

V(5- i ) v 1+n =  e ^ - ^ R i - ^ -  ... - 7 (<5-2)t,1 + /1 ) ^

Vfj, =  e R(—j(s~i)vi +/i)^(j-i)vi +/J.•

Les deux dernières égalités impliquent que est un vecteur propre de R{SatVjWtll) associé

à la valeur propre etSu. Donc e%Sw = e±xSa'v'w'» et si e%Sw = étSa'v’w’>1 ou

si elSùJ = e~tSa-v'w'». VkVl+n est donné en fonction de pour tout 1 < k < ô — 1 et les 
autres VJ sont nuls. Quand /î varie entre 1 et v\, on obtient 2d valeurs propres e±lüJ avec 
les vecteurs propres correspondants. Les valeurs propres de cra,v,w +  t(?a,v,w sont doubles 
données par 2 cos a; et les vecteurs propres associés sont les parties réelles et imaginaires 
de ceux de cra,v,w associés aux valeurs propres eluJ et e~UJ. D’où le lemme. □

Lemme 4.6.3 Soit tel que 2 cos to est une valeur propre de la matrice cr+tcr, où a € T. Il 
existe une géodésique de S ‘2d~l invariante par a dont la projection sur r \S '2d-1 est de lon
gueur ai. Ainsi, les longueurs des géodésiques fermées de T \S 2d~l sont les réels strictement 
positifs ui tels que 2 cos a; est valeur propre de o + ta, pour un certain a G T.

Preuve : Soit o =  &a,v,w, vi = (v,d) et S = d/v\. On choisit deux vecteurs propres 
associés à la valeur propre double 2cosci; de a + ta, donnés par la preuve du lemme 4.6.2. 
On normalise ces deux vecteurs pour obtenir deux vecteurs orthonormés. On forme une 
matrice h de 0(2<2) ayant pour deux premières colonnes h\ et h2 les deux vecteurs propres 
déjà décrits. On peut facilement vérifier que la géodésique h.-f(t) ainsi obtenue vérifie

cr.h.j(t) = h.y(t — uj).

D’où la preuve du lemme. □

w

Rem arque 4.6.4 La propriété qu’un nombre réel u > 0 est dans le spectre des longueurs 
si et seulement si 2 cos lu est une valeur propre de a + tcr pour un certain a 6 T est valable 
dans tout quotient T \Sn et pas seulement dans ce cas particulier.

)V,

)Vt7vi+/i>

c:



4.6. QUOTIENT DE LA SPHÈRE PAR UN GROUPE DE TYPE 1 125

Le lemme suivant décrit les classes d’homotopie libres des courbes fermées de l’espace 
7Ti,z(r)\S'2rf- 1, en utilisant la correspondance entre ces classes d’homotopie et les classes 
de conjugaison des éléments du groupe 7ri)/(r). Il va servir à calculer les multiplicités des 
longueurs des géodésiques fermées de l’espace 7Ti)/(r)\S '2ci-1 relativement à la troisième 
définition.

Lemme 4.6.5 On suppose que m est premier. Soit 0 < a < m — 1 et 0 < b < n  — 1. On 
écrit b =  v + wd avec 0 < v, w < d — 1. La classe d’homotopie libre {<Ja,v,w\ de oa,v,w est 
donnée :

1. pour tout 0 < w < d — 1, par :

ko.o,™] = {̂ 0,(),«;}•

2. pour tout 1 < a < m — 1 et 0 < w < d — 1, par :

[̂ a,0,tü] = {^ar4,0,«;! 0 < t < d 1}.

3. pour tout 0 < a < m — 1, 1 < v < d — 1 et 0 < w < d — 1, par :

[^a,u,tü] =  0 <  C ^  TTl 1}.

Preuve : La classe d’homotopie de cr0jV)tt, dans F est :

[ < w ]  =  { * i , i ( A ar t+ s{1 ~ rb)B b); 0 < s < m - l , 0 < t < d - l } .

Elle contient au plus m  éléments. Explicitons [cr0,u,u>] suivant les valeurs de a, v et w :

1. Si 0 < w < d — 1, on a A s(1_Wii) =  l 2d car rd =  1 (mod m). Ainsi,

K o,.] = {m iB " “)}-

2. S i l < o < m  — l e t 0 < i ü < d  — 1, alors pour tout 0 < i, t! < d — 1, tels que t soit 
différent de t1, r la — r* a ne peut pas être multiple de m. En effet, m est premier et 
rc ^  1 (mod m) pour 1 < c < d — 1 puisque l’ordre de r dans Km est d. Donc :

K o,w ] =  { - m M a r tB w d)\ o <  t  <  d  -  1}.

Cette classe contient exactement d éléments.

3. S i 0 < a < m  — 1, l < u < d —I e t 0 < i o < c i  — 1, alors pour t =  0, les puissances 
possibles de A  sont les a + s(l — r 6), où 0 < s < m  — 1. Comme rd = 1 (mod m), 
alors J4s(1-r6) =  yls(1- r’'). D’autre part, pour tout 0 < s, s1 < m — 1, tels que s soit 
différent de s', s(l — rv) — s'(l — rv) ne peut pas être un multiple de m. Ainsi, les 
éléments _A0+s(1-r”) sont deux à deux distincts et :

[cra,v,w] = {'Ki,i(AcB v+wd); 0 < c < m -  1}.

Cette classe contient m éléments.
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□

Rem arque 4.6.6 On suppose que m est premier.

-  [°"a,o,u)] =  [?m-a,o,w]; si et seulement si d est pair ou a = 0. En effet, si a = 0, c ’est 
évident ; sinon, ceci est vrai si et seulement s im  — a = art (mod m) pour un certain
0 < t < d — 1. Ceci revient à dire que r* = — 1 (mod m) puisque m est premier, ce 
qui est possible uniquement si d est pair, et dans ce cas t = d/2.

/
Sa,v,w,n = 2v-(5w  + 5 -  u) (mod 27r).

Oti pose dans ce cas 5^^ — Sq̂ ^ ^

Le théorème suivant détermine les multiplicités des longueurs obtenues, relativement à la 
troisième définition. On note que les multiplicités dans la première définition sont toutes 
infinies.

Théorèm e 4.6.7 On suppose que m est premier. Soit W la longueur d’une géodésique de 
la classe d ’homotopie libre {<Ja,v,w]> o ù Q < a < m  — \ , 0 < v < d —\ etO < w  < d — 1. On 
pose v\ = (d, v) et S = d /v \. On entend par multiplicité de u, sa multiplicité au sens de la 
définition 4-2.2-(iii).
I- Cas où d est impair :

1. Si a =  v = w = 0, alors u  = 2it a pour multiplicité 1.

2. Si a 0 et v = 0, alors u  a pour multiplicité 2.

3. Si v = 0 et w 7̂  0, alors u  a pour multiplicité 2.

4■ Si v 7^0, alors u  a pour multiplicité 20.

II- Cas où d est pair :

1. Si a = v = w = 0, alors u> = 2n a pour multiplicité 1.

2. Si v = 0 et w ÿ. {0, d/2}, alors u> a pour multiplicité 2.

3. Si a ^  0 et v = w = 0, alors u  a pour multiplicité 1.

4- Si v = 0 et w = d/2, alors u a pour multiplicité 1.

5. Si v 0 {0,ef/2}, alors u a pour multiplicité 28.

6. Si v = d/2 et si 2w + 1 n’est pas multiple de d/2, alors u) a pour multiplicité 26 = 4 
(car dans ce cas v\ = d/2).

7. Si v =  d/2 et si 2w + 1 est multiple de d/2, alors lû a pour multiplicité 5 = 2.

Preuve : Soit u  la longueur d’une géodésique de la classe d’homotopie fibre [cr0iV)U,], où
0 < a < m — 1, 0 < v < d — l e t 0 < w < d  — 1.

-  Supposons tout d’abord que v =  0 :

Dans ce cas, il existe a € {1, ...,d} tel que cosu; =  cos 6a. S’il existe une autre classe 
d’homotopie libre [<7a/y )W/], où 0 < a' < m — 1, 0 < v' < d — 1 et 0 < w'  < d — 1, 
contenant une géodésique de même longueur w, alors v' est nécessairement nul. En
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effet, si v' 7̂  0, on désigne pax v\ =  (v',d) et 1 < v < 8 — 1 un entier tel que 
d — v' = v.v\. D’après le lemme 4.6.2, cos Sui = cos Sv>tW>. On a donc S6a = ±Sv/iW> 
(mod 2tt). Ceci implique que d divise 8w ± (8w' + (8 — v)). Par conséquent 8 divise 
v, ce qui n’est pas possible puisque 1 < v < 8 — 1.

On se restreint donc à chercher les entiers 0 < a' < m  — 1 et 0 <w' < d  — 1 tels que 
la classe d’homotopie [cra',o,tu'] contienne une géodésique de longueur u>. Dans ce cas, 
il existe a' G {1, ...,d} tel que cos0a = coso; = cosd'Q,, ce qui revient à dire que md 
divise

(ar“-1 ± a!ra'~x)d + (tu ± w')lm ,

ou encore que m  divise ara_1 ± aV“ -1 et que d divise w ± w'.

-  d divise w — w' si et seulement si w = w', et m divise a ra_1 — a!ra'~l si et 
seulement si il existe un 0 < f < d — 1 tel que a — a'r1 ou or4 — a' est un multiple 
de m.

D’après ce qui précède, ceci implique que [cr0,o,u;] = Wa',o,w\-

-  d divise w + w' si et seulement si w' = d — w (modulo d), et m  divise ara~l + 
a 'r“ -1 si et seulement si m divise ar^+a' ou a+a'r1 pour un certain 0 < t < d— 1. 

Ceci revient à dire que w' = d — w et m divise or4 — (m — a') ou a'r1 — (m — a). 

On a donc 50,u/] =  [^m— w\'

Supposons maintenant que v 0 :

Soit V\ = (v,d) et S =  d/vi, alors cos 5u> = cosSv>w. Soit 0 < a' < m —1,0 < v' < d— 1 
et 0 < w' < d — 1 des entiers tels que [<vy,u/] contienne une géodésique de longueur 
uj. Alors, v' est nécessairement non nul, d’après ce qui précède. Soit v[ =  (v',d) et 
6' = d/v[, alors cos 6'SVyW = cos <55y)W/. S i l < z / < 5  — 1 et 1 < u' < 5' — 1 vérifient 
i/vi = d — v et v'v\ =  d — v', alors l’équation précédente implique que d divise 
ô'(Sw + (5 — t')) ±  ô(8'w' + (ôf — v')), ce qui implique que 5 divise ô'v et 8' divise 8v '. 
Comme (8, v) = (8',u ') = 1, on trouve que 8 = 8'. On obtient cos Sv,w = cos Sv’tWi. 
Cette condition est équivalente au fait que d divise

(8w +  (5 — i')) ±  (8wf + (5 — v')).

-  Supposons que d divise (8w + (8 — v)) — (8w' + (8 — ¡y1)). Dans ce cas, 8 divise 
v — v', donc v' =  i/, ce qui implique que d divise 8(w — w') ou v\ divise w — w'. 
On pose w — w' = avi, alors 2^1 — 8 < a < ^ .  On remarque qu’il y & 8 valeurs 
entières distinctes de a, donc <5 classes d’homotopie différentes contenant une 
géodésique de longueur u.

-  Supposons que d divise (8w + (8 — t/)) + (8w' + (8 — t/')). Alors, 8 divise v + v1, 
donc v' =  8 — v (modulo 8). Ceci implique que v\ divise w + w’ + 1. On pose 
w + w' + 1 = /3v\ donc < ¡3 < ^  + 8. On obtient ainsi 8 classes d’homotopie 
différentes contenant une géodésique de longueur uj.

w' peut prendre la même valeur dans les cas deux si et seulement si v\ divise 2w + 1.

4.6.

W + 1  ^  

V i  —
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La preuve du théorème est une simple conséquence du calcul précédent. □

Rem arque 4.6.8 Les multiplicités des longueurs obtenues sont infinies relativement à la 
définition 4-2.2-(i).

Rem arque 4.6.9 Le théorème 3.4-1 de T. Sunada assure que les quotients r i\S '2<i-1 et 
T2 \S 2d~1 avec Ti = it\ti(Td(m,n,r)) et T2 = 7Ti,i(r,i(m, n, r)) ont le même spectre des 
longueurs au sens de la définition 4-2.2-(i). On peut retrouver ce résultat en utilisant la 
proposition 3-4-7 qui montre que les Ti et T2 sont presque conjugués dans 0(2d), et le 
lemme 4-6.3 qui décrit les longueurs des géodésiques fermées de T \S 2d~l en fonction des 
valeurs propres de T.

Théorèm e 4.6.10 Soient les groupes Ti = r)) et Ü2 = n,r)). Si
m est premier alors, au sens de la définition 4-2.2-(ni), les espaces T i\S 2d~l et T2 \S 2d~1 
ont le même spectre des longueurs si d est impair et des spectres des longueurs différents 
si d est pair.

Preuve : Soit u; la longueur d’une géodésique fermée, de l’espace r i\S '2d-1, dans la classe 
d’homotopie [K\^{AaB vJ,’wd)\, où 0 < o < m -  1, 0 < v < d — l e t O < w < d  — 1. 
D’après la preuve de la proposition 3.4.7, il existe une géodésique fermée dans r 2\S'2d_1, 
dans la classe d’homotopie [•ni!i(AaBv'+w'd)\ où v' = Iv (mod d) et w' = Iw (mod d). En 
fait, 'Kiii(AaB v'+w'd) et niti(AaBv+wd) sont conjugués dans 0(2d) donc ils ont les mêmes 
valeurs propres. En utilisant le théorème 4.6.7, nous allons montrer que u  n’a pas toujours 
la même multiplicité dans T i\5 2îî_1 et dans r2 \5 2<i-1.

-  On suppose tout d’abord que v = 0.

Dans ce cas, v' = 0 puisque (l, d) = 1. Si w ^  0, il en est de même pour Iw (modulo 
d) paxce que (i, ci) =  1, donc w1 ^  0. Dans le cas où d est pair, Iw = d/2 (mod d) 
précisément quand w = d/2 puisque (l, d) = 1, i.e. w' =  d/2 si et seulement si 
w = d/2.

-  On suppose ensuite que v ^  0.

Comme v ^  0 alors Iv jà 0 (mod d), i.e. v' /  0. Dans le cas où d est pair Iv = d/2 
(mod d) (ou v' =  d/2) si et seulement si v = d/2. Dans le cas où v = v' = d/2, et 
2w + 1 et 2w' +  1 ne peuvent pas être multiples de d/2 en même temps paxce que 
(l — l,d) = 1.

En utilisant le théorème 4.6.7, on trouve que a; a la même multiplicité dans les espaces 
r i \S ,2d_1 et r 2\5 2d- 1, lorsque d est impair, ou lorsque d est pair avec v =  v1 ^  d/2. Si 
v = v' = d/2, üj a des multiplicités différentes dans r i \S 2d_1 et dans T2\52(i-1. □

Conclusion : La connaissance du p-spectre du laplacien pour tout p ne détermine pas le 
spectre des longueurs au sens de la troisième définition.

wu(^d('m,n, r) 1̂,1 (r'd(m,
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4.7 Quotients de la grassmannienne

On rappelle ici les formes des variétés grassmanniennes qui sont p-isospectraux pour 
tout p et non isométriques, construits par A. Ikeda dans [29] et décrits dans le chapitre 3. 
On caractérise les nombres u> appartenant au spectre des longueurs au sens de la défini
tion 4.2.2—(i).

4.7.1 R appels

Les variétés étudiées dans ce paragraphe sont de la forme n, r))\G 9)2d(R)
et ni,i{Td{m,n,r))\Crg)2<i(R) où l est un entier tel que (l,d) = 1 et (l — l,d) =  1. Ces 
variétés sont isospectrales pour les formes différentielles de tout ordre (proposition 3.4.7 et 
théorème 3.6.3 du chapitre 3). Elles ont aussi le même spectre des longueurs, au sens de la 
première définition, d’après le théorème 3.4.1.

4.7.2 Longueurs des géodésiques

Dans ce paragraphe, on caractérise les longueurs des géodésiques fermées dans un quo
tient de la variété grassmannienne.

Une géodésique de la variété grassmannienne G9)2d(K) s’écrit h.7 (i)où h 6 0(2d) et 
7 (i) est une géodésique de Gg>2d(R) de la forme :

(  COS tx 1 \
COS tx 2

7(i)

COS tXn

sin tx\
sinix2

(o)
sin tx„

(4.11)

/
où x i ,£2, —,x q sont des réels tels que XX=i X1 = 1*

Si T est un sous-groupe de 0(2d) sans point fixe, les géodésiques du quotient r \G g>2d(IR) 
sont précisément les images des géodésiques de G?)2d(M) par la projection canonique. 
Comme on s’intéresse au calcul des longueurs des géodésiques fermées dans le quotient, 
on se restreint à l’étude des géodésiques qui sont fermées dans G9)2d(R) et celles qui sont 
invariantes par au moins un élément non trivial de T.

Soit T le groupe T ri^r^m , n ,r)) ou 7Ti(i(rd(m ,n, r)), et aa,v,w € T, avec 0 < a < m — 1,
0 < v < d — 1 et 0 < w < d — 1, définie par l’expression (4.8) pour a =  0 et par l’expression 
(4.9) pour a ^  0. Si une géodésique h.j(t) est invariante par un élément aajVjW de T, alors 
pour tout 1 < k  < q, 2cos uxk  est une valeur propre double de <7a,v,w + t&'a,v,w, de vecteurs 
propres la fe-ème et q + k-ème colonnes de la matrice h. En utilisant le lemme 4.6.2, si ui 
est la longueur d’une géodésique de la classe d’homotopie [cra,v,w], deux cas sont possibles :

7Tl,l(Td(m ,
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-  v = 0 :

Dans ce cas u  vérifie cos uxk = cos 9{k pour 1 < k < q, où 1 < ik < d. Donc, pour
Qfik 1 U)l

tout 1 < k < q, il existe 1 < ik < d tel que u)Xk =  ±27r(--------- h — ) (mod 2ir).
m d

-  v ^  0 :

Dans ce cas u  vérifie cosôuxk = cos Sv,w pour tout 1 < k < q. Ainsi, pour tout
1 < k < q, ôojXk = ±2w^(6w + S — v) (mod 2îr), où S = d/(d,v) et v vérifie 
ô — v = v/(d,v).

Avec une preuve analogue à celle du lemme 4.6.3, on montre le lemme suivant :

Lemme 4.7.1 Soient x i ,x 2 , —,x q des réels tels que xf = 1 et uj un réel. Supposons 
que pour tout 1 < k <q, 2 cos u>Xk est une valeur propre de la matrice a + ta, où cr G T. Il 
existe une géodésique de G9,2dW  invariante par a dont la projection sur r \G 9)2d(K) es  ̂
de longueur co. La réciproque est vraie d’après ce qui précède.

Rem arque 4.7.2 Soient les groupes Ti = d{m inir )) et r 2 = ^ ¿ ( r^ m , n ,r)). Les 
espaces et r 2\G 9)2d(M) ont le même spectre des longueurs par rapport à la
première définition, d’après le théorème de T. Sunada. On peut vérifier ce résultat en 
utilisant la caractérisation précédente des longueurs des géodésiques fermées.

En effet, soit h.j(t) une géodésique de G9)2d(M) où h € 0(2d) et 7 (t) est de la forme 
(4-H)- Supposons qu’il existe un a G tel que est invariante par o et tel que
la projection de sur r i \G 9;2d W  est de longueur u. Alors 2 cos lox̂  est une valeur
propre de a+  tcr pour tout 1 < k < q .  D ’après la proposition 3-4-7, il existe un cr1 dans r 2 

conjugué à a dans 0(2d), donc ayant les mêmes valeurs propres que a. Ainsi, pour tout
1 < k < q, 2 cosLüXk est une valeur propre de a' 4- to ', i.e. h.j(t) est invariante par un 
a' et sa projection sur r 2\G ?)2d(K) a pour longueur uj . Ces longueurs sont de multiplicité 
%n*fi/i)/te.

h.'rit)

Ti\
* 1  , ï

EU
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Décomposition d’un produit tensoriel

Ce programme sert à décomposer le produit tensoriel de deux SO(n)-modules irré
ductibles en modules irréductibles, en utilisant la formule de multiplicité de Steinberg 
donnée pax la proposition 1.2.58 dans le chapitre 1. Les résultats obtenus sont utilisés 
pour décomposer les puissances extérieurs de dans le paragraphe 2.3 du chapitre 2. Il 
est formé de deux fichiers “includes” et “puis-ext.f”. Le premier fichier sert à déclarer les 
variables et les tableaux nécessaires et il est appelé dans le programme principal ainsi que 
dans les différentes routines. Le deuxième contient le programme principal ainsi que les 
diverses routines. Les explications des étapes sont ajoutées comme commentaires dans les 
fichiers.
Le fichier “includes” est le suivant :

C .. . .N T A IL  e s t  l a  d im en s io n  maximale que p e u t  p re n d re  l a  v a l e u r  ndim 

C....NWEYL e s t  l a  d im en s io n  du t a b l e a u  s ig n .w  

i n t e g e r  NTAIL, NWEYL 

p a r a m e te r  (NTAIL = 10, NWEYL = 2000) 

c . . . . L e  t a b l e a u  n v i j  c o r re s p o n d  aux c o e f i c i e n t s  d e s  p l u s  g ra n d  p o id s  

c . . . . d e s  com posan tes  d e s  V i , j  s u i v a n t  l e s  p o id s  fondam en taux . 

c . . . . L e s  deux p r e m ie r s  champs c o r re s p o n d e n t  à  i  e t  j , l e  t r o i s i è m e  s e r t  

c . . . . à  i n d i q u e r  l e  nombre de com posan tes  de V i , j ,  l e  q u a t r iè m e  in d iq u e  

c . . . . l e s  c o e f i c i e n t s  du p l u s  g ra n d  p o id s  d ’une com posante f i x é e  de V i , j  

i n t e g e r  n v i j

common / n v i j i j  /  n v i j ( 0 : NTAIL, 0 : NTAIL, 2 , - 5 : NTAIL) 

c . . . . n d i m  e s t  l ’o rd r e  d e s  m a t r i c e s  du g roupe  SO(ndim), mdim e s t  l a  

c . . . . p a r t i e  e n t i è r e  de l a  m o i t i é  de ndim 

i n t e g e r  ndim , mdim 

common /  n d im en s io n  /  ndim , mdim 

c . . . . x d e l t a  e s t  demi-somme d es  r a c i n e s  p o s i t i v e s  

r e a l  x d e l t a
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common /  x d e l t a _  /  xde lta (0 :N T A IL ) 

c . . . . n b w e y l  e s t  l e  nombre d e s  é lé m e n ts  du g roupe  de weyl 

i n t e g e r  nbweyl 

common /  nbw eyl1 /  nbweyl 

i n t e g e r  sign_w

common / s i g n _ w e i l  /  sign_w(NWEYL) 

c . . . . L e s  t a b l e a u x  x t a b l ,  x ra b 2 ,  x ta b 3  s o n t  d e s  t a b l e a u x  a u x i l i a r e s  

r e a l  x t a b l ,  x t a b 2 ,  x tab p p

common / x t a b b  /  x t a b l ( 0 : N TA IL),x tab2(0 :N TA IL), xtabpp(0:NTAIL)

c ___ Le t a b l e a u  n v i j k l  e s t  l e  t a b l e a u  p r o d u i t  de V i , j  p a r  V k , l

i n t e g e r  n v i j k l  

common /  n v k l i j  /

& n v i j  k l (0 : NTAIL,0  :NTAIL,0  : NTAIL,0  : NTAIL, 0 : 4*NTAIL,0  :NTAIL)

c ----- ngama e s t  l e  t a b l e a u  d e s  p l u s  g ra n d s  p o id s  d e s  com posantes  de V i , j

c . . . . n l a m d a  c e l u i  de V k , l

i n t e g e r  ngama, nlam da

common /  gammaa /  ngam a(-5:N TA IL), nlamda(-5:NTAIL) 

c . . . .g a m d e l ta  = ngama + x d e l t a ,  gamlam = ngama + nlam da 

r e a l  g a m d e l ta ,  gamlam

common /  gainaiama /  g am d e lta ( -5 :N T A IL ) , garniam(- 5 : NTAIL) 

c . . . . v w n r  e s t  un t a b l e a u  a u x i l i a r e  

r e a l  vwnr

common /  xvwnr /  vw nr( - 5 : NTAIL) 

c . . . . m u u  e t  n h l i n d e x  s o n t  d e s  v a r i a b l e s  a u x i l i a r e s  

i n t e g e r  muu, n h l in d e x  

common /mmuu/ muu(-5:NTAIL)

Le fichier “puis-ext.f’ est le suivant : 

program  main

c . . . . 0 n  i n s è r e  l e  f i c h i e r  i n c l u d e s  q u i  d é c l a r e  l e s  t a b l e a u x  

in c l u d e  ’ i n c l u d e s ’ 

c . . . . D é c l a r a t i o n  d e s  v a r i a b l e s

i n t e g e r  n i . n j , n k , n l , n i j , n k l  

i n t e g e r  m i ,m j ,  mk 

i n t e g e r  nmul, nmu2, nmu3 

i n t e g e r  n a l , n a 2 , n a 3  

i n t e g e r  m u l t i p ,d i f f e r , s o m m

c ___ I n p r e s s i o n  de l ’ e n t e t e  du programme

p r i n t  * ,  ’ PROGRAMME QUI FAIT LA DECOMPOSITION ’

p r i n t  * ,  ’ DES PUISSANCES EXTERIEURS EN DES ’

p r i n t  * ,  ’ IRREDUCTIBLES ’

c ----- I n i t i a l i s a t i o n  du t a b l e a u  n v i j  a  0



do n i  = 0 ,  NTAIL 

do n j  = 0 ,  NTAIL 

do nk = 1 , 2

do n l  = - 5 ,  NTAIL

n v i j ( n i , n j , n k , n l )  = 0 

enddo 

enddo 

enddo 

enddo

c . . . . L e c t u r e  de l a  d im en s io n  ndim de l ’ e sp a ce  

10 p r i n t  i n t r o d u i r e  l a  d im en s io n  de 1 ” e sp a c e  n < ’ , NTAIL,’ = ’ 

r e a d  * ,n d im

i f  ( n d i m . g t . NTAIL) g o to  10 

c . . . . S i  ndim e s t  p a i r ,  on a p p e l l e  l a  r o u t i n e  d im _ p a i r ,  s in o n  d im _ im p a ir  

c . . . . p o u r  r e m p l i r  l e  t a b l e a u  n v i j  

mdim = i n t ( n d i m / 2 )  

i f  ( (2 * m d im ) .eq .n d im )  t h e n  

c a l l  d im _ p a i r  

e l s e

c a l l  d im _ im p a ir  

e n d i f

c . . . . 0 n  a p p e l l e  l a  r o u t i n e  s ig n _ w ey l  q u i  c o n t i e n t  l e s  d é t e r m in a n t s  d e s  

c . . . . é l é m e n ts  du g ro u p e  de Weyl 

c a l l  s ig n _ w ey l

c . . . . D é b u t  du c a l c u l  du p r o d u i t  t e n s o r i e l  de V i , j  e t  V k , l  

c . . . . p o u r  p l u s  de d é t a i l s ,  v o i r  c h a p i t r e  2 . 

do n i  = 0 ,  mdim 

do n j  = 0 ,  mdim 

do nk = 0 ,  mdim 

do n l  = 0 ,  mdim 

n b o o l  = 0 

do 101 n i j  = 1, 2

i f  ( n v i j ( n i , n j , n i j , - 1 ) . e q .0 )  g o to  101 

do mi = 1, mdim

ngama(mi) = n v i j ( n i , n j , n i j , m i )  

g am d e l ta (m i)  = ngama(mi) + x d e l t a ( m i )  

enddo

do 102 n k l  = 1 ,2

i f  ( n v i j ( n k , n l , n k l , - 1 ) . e q .0 )  g o to  102 

n b o o l  = 1 

do mj = 1, mdim

nlam da(m j) = n v i j ( n k , n l , n k l , m j )
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gamlam(mj) = n lam da(m j) + x d e l t a ( m j )  

enddo

i f  (n d im .e q .3 )  th e n

c ___ L o ca l au  c a s  ndim = 3

n h l in d e x  = n g am a(l)  + n la m d a ( l)  

do nmul = 0 ,  n h i in d e x  

m u l t ip  = 0 

m uu(l)  = nmul 

do mi = 1, nbweyl 

do mj = 1, nbweyl 

do mk = 1, mdim

x ta b l(m k )  = gam delta(m k) 

enddo

c a l l  w ey l(m i) 

do mk = 1, mdim

xtabpp(m k) = x tab2(m k) 

x ta b l(m k )  = garniam(mk) 

enddo

c a l l  w ey l(m j) 

do mk = 1, mdim

xtabpp(m k)= xtabpp(m k)+ xtab2(m k) 

xtabpp(m k)=xtabpp(m k)-m uu(m k) 

x tab p p (m k )= x tab p p (m k )-2 * x d e lta (m k ) 

enddo

i f  ( x ta b p p ( 1 ) .g e .O ) t h e n  

m u l t ip  = m u l t ip  +

& s ign_w (m i)*s ign_w (m j)

e n d i f  

enddo 

enddo

i f  ( m u l t i p . n e . 0) th e n

p r i n t  * ,  n i ,  n j , n k ,  n i ,  nm ul, m u l t ip  

e n d i f  

enddo

e l s e i f (n d im .e q .4 )  t h e n  

c . . . . Lo ca l  au  c a s  ndim = 4

n h i in d e x  = n g am a(l)  + n la m d a ( l)  

do nmul = 0 ,  n h i in d e x  

do nmu2 = 0 ,  nmul 

m u l t ip  = 0 

m uu (l)  = nmul 

muu(2) = nmu2
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do mi = 1, nbweyl 

do mj = 1, nbweyl 

do mk = 1, mdim

x ta b l (m k )  = gam delta (m k) 

enddo

c a l l  w ey l(m i) 

do mk = 1 , mdim

xtabpp(m k) = x tab2(m k) 

x ta b l (m k )  = gamlam(mk) 

enddo

c a l l  w ey l(m j) 

do mk = 1, mdim

xtabpp(m k)= x tabpp(m k)+ x tab2(m k) 

x tabpp(m k)=xtabpp(m k)-m uu(m k) 

x tab p p (m k )= x tab p p (m k )-2 * x d e l ta (m k )  

enddo

i f  ( x t a b p p ( l ) . g e . ( a b s ( x t a b p p ( 2 ) ) ) )  t h e n  

d i f f e r  = x ta b p p (1) -  x t a b p p (2) 

somm = x t a b p p ( l )  + x ta b p p (2 )  

i f  ( ( ( 2 * ( i n t ( d i f f e r / 2 ) ) ) . e q . d i f f e r ) . a n d .

( ( 2 * ( in t ( s o m m /2 ) ) ) .e q .s o m m ))  t h e n  

m u lt  i p  = m u lt  i p  +

s ign_w (m i)*s ign_w (m j)

e n d i f

e n d i f

enddo

enddo

i f  ( m u l t ip .n e .O )  th e n

p r i n t  * , n i ,  n j ,  nk , n l ,  nm ul, n m u 2 ,m u lt ip  

e n d i f  

enddo 

enddo

do nmul = 0 ,  n h l in d e x  

do nmu2 = 1, nmul 

m u l t i p  = 0 

m u u (l)  = nmul 

muu(2) = -nmu2 

do mi = 1, nbweyl 

do mj = 1, nbweyl 

do mk = 1 , mdim

x ta b l (m k )  = gam delta (m k) 

enddo

&

&
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c a l l  w ey l(m i) 

do ink = 1, mdim

xtabpp(m k) = xtab2(m k) 

x ta b l (m k )  = gamlam(mk) 

enddo

c a l l  w ey l(m j) 

do mk = 1, mdim

xtabpp(m k)= xtabpp(m k)+ xtab2(m k) 

x tabpp(m k)=xtabpp(m k)-m uu(m k) 

x tab p p (m k )= x tab p p (m k )-2 * x d e lta (m k )  

enddo

i f  ( x t a b p p ( l ) . g e . ( a b s ( x t a b p p ( 2 ) ) ) )  t h e n  

d i f f e r  = x t a b p p ( l )  - x t a b p p (2 )  

somm = x t a b p p ( l )  + x ta b p p (2 )  

i f  ( ( ( 2 * ( i n t ( d i f f e r / 2 ) ) ) . e q . d i f f e r ) . a n d .  

& ( (2 * ( in t ( s o m m /2 ) ) ) .e q .s o m m ))  t h e n

m u l t i p  = m u l t ip  +

& s ign_w (m i)*s ign_w (m j)

e n d i f

e n d i f

enddo

enddo

i f  ( m u l t ip .n e .O )  th e n

p r i n t  * ,  n i ,  n j , nk , n l ,  nmul, -nmu2, m u l t i p  

e n d i f  

enddo 

enddo

e l s e i f  (n d im .e q .5 )  t h e n  

.L o c a l  au  c a s  ndim = 5

n h l in d e x  = n g am a (l)  + n la m d a ( l)  

do nmul = 0 ,  n h l in d e x  

do nmu2 = 0 ,  nmul 

m u l t i p  = 0 

m u u (l)  = nmul 

muu(2) = nmu2 

do mi = 1, nbweyl 

do mj = 1, nbweyl 

do mk = 1, mdim

x ta b l (m k )  = gam delta(m k) 

enddo

c a l l  w ey l(m i) 

do mk = 1, mdim
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x t a b p p (mk) = x tab2(m k) 

x ta b l (m k )  = gamlam(mk) 

enddo

c a l l  w ey l(m j)  

do mk = 1, mdim

xtabpp(m k)= xtabpp(m k)+xtab2(m k) 

x tabpp(m k)=xtabpp(m k)-m uu(m k) 

x ta b p p (m k )= x tab p p (m k )-2 * x d e l ta (m k )  

enddo

do n a l  = 0 ,  x t a b p p (1)

do na2 = 0 ,  x t a b p p ( 1 ) - n a l

xna3 = x t a b p p (1) - n a l  - na2 

xna4 = x t a b p p (2) + n a l  -  na2 

i f  ( ( x n a 3 .g e .O ) . a n d . (x n a 4 .g e .O ) )  t h e n  

m u l t i p  = m u l t i p  +

& s ign_w (m i)*s ign_w (m j)

e n d i f

enddo

enddo

enddo

enddo

i f  ( m u l t i p . n e . 0) t h e n

p r i n t  * ,  n i ,  n j , nk ,  n i ,  nmul, nmu2, m u l t i p  

e n d i f  

enddo 

enddo

c . . . .L o c a l  au  c a s  ndim = 6

n h l i n d e x  = ng am a(l)  + n la m d a ( l )  

do nmul = 0 ,  n h l in d e x  

do nmu2 = 0 ,  nmul 

do nmu3 = 0 ,  nmu2 

m u l t i p  = 0 

m uu(l)  = nmul 

muu(2) = nmu2 

muu(3) = nmu3 

do mi = 1, nbweyl 

do mj = 1, nbweyl 

do mk = 1, mdim

x ta b l (m k )  = gam delta (m k) 

enddo

c a l l  w ey l(m i) 

do mk = 1, mdim
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xtabpp(m k) = xtab2(m k) 

x ta b l (m k )  = garniam(mk) 

enddo

c a l l  w ey l(m j) 

do mk = 1, mdim

xtabpp(m k)=xtabpp(m k)+ xtab2(m k) 

xtabpp(m k)=xtabpp(m k)-m uu(m k) 

x tab p p (m k )= x tab p p (m k )-2 * x d e lta (m k )  

enddo

do n a l  = 0 , x ta b p p (1) 

do na2 = 0 ,  x ta b p p (1) 

do na3 = 0 , x ta b p p (1)

x n a4 = x tab p p ( 1 ) - n a l - n a 2 -n a 3

x n a 5 = (x ta b p p ( 2 ) + x ta b p p ( 3 ) -n a l+ n a 2 -n a 3 + x n a 4 ) /2

x n a6 = x ta b p p ( 2 ) -n a l+ n a2 -x n a 5

i f  ( ( x n a 4 .g e .O ) .a n d . ( x n a ô .g e .O )

. a n d . (x n a 6 . g e .0 ) )  th e n  

i f  ( x n a 5 . e q . ( i n t ( x n a 5 ) ) )  th e n  

m u l t ip  = m u l t ip  +

s ign_w (m i)*s ign_w (m j)

e n d i f

e n d i f

enddo

enddo

enddo

enddo

enddo

i f  ( m u l t i p . n e . 0) th e n

p r i n t  * ,  n i ,  n j , nk , n i ,

nm ul, nmu2, nmu3, m u l t ip

e n d i f

enddo

enddo

enddo

do nmul = 0 ,  n h i in d e x  

do nmu2 = 0 ,  nmul 

do nmu3 = 1, nmu2 

m u l t i p  = 0 

m uu(l)  = nmul 

muu(2) = nmu2 

muu(3) = -nmu3 

do mi = 1, nbweyl
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do mj = 1, nbweyl 

do mk = 1, mdim

x ta b l (m k )  = gam delta (m k) 

enddo

c a l l  w ey l(m i) 

do mk = 1, mdim

xtabpp(m k) = x tab2(m k) 

x ta b l (m k )  = gamlam(mk) 

enddo

c a l l  w ey l(m j) 

do mk = 1, mdim

xtabpp(m k)= xtabpp(m k)+ xtab2(m k) 

x tabpp(m k)=xtabpp(m k)-m uu(m k) 

x tab p p (m k )= x tab p p (m k )-2 * x d e l ta (m k )  

enddo

do n a l  = 0 ,  x t a b p p (1) 

do na2 = 0 ,  x t a b p p (1) 

do na3 = 0 ,  x t a b p p (1)

x n a 4 = x ta b p p ( l ) - n a l - n a 2 - n a 3

x n a 5 = (x ta b p p ( 2 ) + x ta b p p ( 3 ) -n a l+ n a 2 -n a 3 + x n a 4 ) / 2

x n a6 = x ta b p p ( 2 ) -n a l+ n a 2 -x n a 5

i f  ( ( x n a 4 .g e .0 ) . a n d . ( x n a 5 .g e . O )

& . a n d . ( x n a 6 .g e .O ) )  t h e n

i f  ( x n a 5 . e q . ( i n t ( x n a 5 ) ) )  t h e n  

m u l t i p  = m u l t i p  +

& s ign_w (m i)*s ign_w (m j)

e n d i f

e n d i f

enddo

enddo

enddo

enddo

enddo

i f  (m u l t i p .n e .O )  t h e n

p r i n t  * ,  n i ,  n j , nk ,  n l ,

& nm ul, nmu2, -nmu3, m u l t i p

e n d i f  

enddo 

enddo 

enddo 

e n d i f

c
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102

101

enddo

enddo

i f  ( n b o o l . e q . l )  th e n

p r i n t  * , ’ 

e n d i f  

enddo 

enddo 

enddo 

enddo 

end

s u b r o u t i n e  d im _ im p a ir  

c . . . . 0 n  i n s è r e  l e  f i c h i e r  i n c l u d e s  q u i  d é c l a r e  l e s  t a b l e a u x  

in c l u d e  ’ i n c l u d e s ’ 

i n t e g e r  n i , n j , n k

c . . . . D é c l a r a t i o n  d es  c o e f i c i e n t s  n v i j  du p l u s  g ra n d  p o id s  d e s  V i , j  

do n i  = 0 ,  ndim

do 100 n j  = 0 ,  ndim

i f  ( ( n i . e q . 0 ) . a n d . ( n j . e q . 0 ) )  g o to  100 

i f  ( ( n i . l e . n j ) . a n d . ( n j . l e . ( m d i m - 1 ) ) )  t h e n  

n v i j ( n i , n j , 1 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i , n j , 1 , 0 )  = n j  

do nk = 1, n i

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 2 

enddo

do nk = n i+ 1 ,  n j

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 1 

enddo

i f  ( ( n i . l e . ( m d i m - 1 ) ) . a n d . ( n j .eq .m dim )) t h e n  

n v i j ( n i , n j , 1 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i , n j , 1 , 0 )  = n j  

do nk = 1, n i

n v i j ( n i . n j , l , n k )  = 2 

enddo

do nk = n i+ 1 ,  n j

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 1 

enddo

i f  ( ( n i . e q . m dim ). a n d . ( n j . e q .mdim)) t h e n  

n v i j ( n i , n j , 1 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i , n j , 1 , 0 )  = n j

c

e n d i f

e n d i f
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do nk = 1, n i

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 2 

enddo 

e n d i f  

100 enddo 

enddo

c ___ D é c l a r a t i o n  de l a  demi-somme d e s  r a c i n e s  p o s i t i v e s  x d e l t a

do n i  = 1 , mdim

x d e l t a ( n i )  = mdim - n i  + .5  

enddo

c

r e t u r n

end

c=========================================================
s u b r o u t i n e  d im _ p a i r  

c . . . . 0 n  i n s è r e  l e  f i c h i e r  i n c l u d e s  q u i  d é c l a r e  l e s  t a b l e a u x

i n c l u d e  ’ i n c l u d e s ’ 

i n t e g e r  n i , n j , n k  

c . . . . D é c l a r a t i o n  d e s  c o e f i c i e n t s  n v i j  d e s  p l u s  g ra n d  p o id s  d e s

c . . . .  com posan tes  de V i , j

do n i  = 0 ,  ndim

do 110 n j  = 0 ,  ndim

i f  ( ( n i . e q . 0 ) . a n d . ( n j . e q . 0 ) )  g o to  110 

i f  ( ( n i . l e . n j ) . a n d . ( n j . l e . ( m d i m - 2 ) ) )  t h e n  

n v i j ( n i , n j , 1 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i . n j ,1 ,0 )  = n j  

do nk = 1, n i

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 2 

enddo

do nk = n i+ 1 ,  n j

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 1 

enddo 

e n d i f

i f  ( ( n i . l e . ( m d i m - 2 ) ) . a n d . ( n j . e q . ( m d i m - 1 ) ) )  t h e n  

n v i j ( n i , n j , 1 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i , n j , 1 ,0 )  = n j  

do nk = 1, n i

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 2 

enddo

do nk = n i+ 1 ,  n j

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 1 

enddo
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e n d i f

i f  ( ( n i . e q . ( m d i m - 1 ) ) . a n d . ( n j . e q . ( m d i m - 1 ) ) )  t h e n  

n v i j ( n i . n j , 1 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i . n j , 1 ,0 )  = n j  

do nk = 1, n i

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 2 

enddo 

e n d i f

i f  ( ( n i . l e . ( m d im -2 ) ) .a n d . (n j .e q .m d im ) )  t h e n  

n v i j ( n i , n j , 1 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i , n j , 1 , 0 )  = n j  

do nk = 1, n i

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 2 

enddo

do nk = n i+ 1 ,  n j - 1

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 1 

enddo

n v i j ( n i , n j , l , n j )  = -1  

n v i j ( n i , n j , 2 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i , n j , 2 , 0 )  = n j  

do nk = 1, n i

n v i j ( n i , n j , 2 , n k )  = 2 

enddo

do nk = n i+ 1 ,  n j

n v i j ( n i , n j , 2 , n k )  = 1 

enddo 

e n d i f

i f  ( ( n i . e q . ( m d i m - 1 ) ) .a n d . ( n j . e q .m d im ) )  t h e n  

n v i j ( n i . n j , 1 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i , n j , 1 ,0 )  = n j  

do nk = 1, n i

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 2 

enddo

n v i j ( n i , n j , 1 , mdim) = -1 

n v i j ( n i , n j , 2 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i , n j , 2 ,0 )  = n j  

do nk = 1, n i

n v i j ( n i , n j , 2 , n k )  = 2 

enddo

n v i j ( n i , n j , 2 , mdim) = 1 

e n d i f

i f  ( ( n i . e q .m dim). a n d . ( n j . e q .mdim)) t h e n
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n v i j ( n i , n j , 1 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i , n j , 1 , 0 )  = n j  

do nk = 1, mdim-1

n v i j ( n i , n j , l , n k )  = 2 

enddo

n v i j ( n i , n j , l , m d i m )  = -2 

n v i j ( n i , n j , 2 , - 1 )  = 1 

n v i j ( n i , n j , 2 ,0 )  = n j  

do nk = 1, mdim-1

n v i j ( n i , n j , 2 , n k )  = 2 

enddo

n v i j ( n i , n j , 2 , m d i m )  = 2 

e n d i f  

110 enddo 

enddo

c . . . . D é c l a r a t i o n  de x d e l t a  

do n i  = 1, mdim -1

x d e l t a ( n i )  = mdim -  n i  

enddo

x d e l ta (m d im )  = 0

r e t u r n

end

s u b r o u t i n e  s ig n _ w ey l  

c . . . . 0 n  i n s è r e  l e  f i c h i e r  i n c l u d e s  q u i  d é c l a r e  l e s  t a b l e a u x  

i n c l u d e  ’ i n c l u d e s ’ 

c . . . . R e m p l i r  l e  t a b l e a u  sign_w 

i f  ( n d im .e q .3 )  t h e n  

nbweyl = 2 

s ig n _ w ( l )  = 1 

s ig n _ w (2 )  = -1  

e l s e i f  (n d im .e q .4 )  t h e n  

nbweyl = 4 

s ig n _ w ( l )  = 1 

s ig n _ w (2 )  = -1 

s ig n _ w (3 )  = -1 

s ig n _ w (4 )  = 1 

e l s e i f  (n d im .e q .5 )  t h e n  

nbweyl = 8 

s ig n _ w ( l )  = 1 

s ig n _ w (2 )  = -1  

s ig n _ w (3 )  = -1
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s ig n _ w (4 )  = 1 

s ig n _ w (5 )  = 1 

s ig n _ w (6 )  = -1  

s ig n _ w (7 )  = -1 

s ig n _ w (8 )  = 1 

e l s e i f  (n d im .e q .6 )  t h e n  

nbweyl = 24 

s ig n _ w ( l )  = 1 

s ign_w (2) = 1 

s ig n _ w (3 )  = 1 

s ig n _ w (4 )  = 1 

s ig n _ w (5 )  = 1 

s ig n _ w (6 )  = 1 

s ig n _ w (7 )  = 1 

s ign_w (8) = 1 

s ign_w (9) = 1 

s ign_w (10) = 1 

s i g n _ w ( l l )  = 1 

s ign_w (12) = 1 

s ign_w (13) = -1  

s ign_w (14) = -1  

s ign_w (15) = -1  

s ign_w (16) = -1  

s ign_w (17) = -1  

s ign_w (18) = -1  

s ign_w (19) = -1  

s ign_w (20) = -1  

s ign_w (21) = -1  

s ign_w (22) = -1  

s ign_w (23) = -1  

s ign_w (24) = -1 

e n d i f  

r e t u r n  

end

s u b r o u t i n e  w e y l(n in d e x )  

c . . . . 0 n  i n s è r e  l e  f i c h i e r  i n c l u d e s  q u i  d é c l a r e  l e s  t a b l e a u x  

i n c l u d e  ’ i n c l u d e s ’ 

i n t e g e r  n in d e x  

c . . . .R em p lis sag e  du t a b l e a u  x ta b 2  

i f  (n d im .e q .3 )  t h e n

i f  ( n i n d e x . e q . l )  t h e n
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x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .2 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( l )  

e n d i f

e l s e i f  (n d im .e q .4 )  t h e n  

i f  ( n i n d e x . e q . l )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .2 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .3 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .4 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 2 )  

e n d i f

e l s e i f  ( n d im .e q .5 )  t h e n  

i f  ( n i n d e x . e q . l )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .2 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .3 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .4 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .5 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .6 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .7 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q .8 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 2 )
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x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( l )  

e n d i f

e l s e i f  ( n d im .e q .6 )  t h e n  

i f  ( n i n d e x . e q . 1) th e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( 3 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 2) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( 3 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 3) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( 3 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 4) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( 3 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 5) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 6) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 7) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 8) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 9) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 10) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 3 )
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x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . i l )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n in d e x .e q .1 2 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 13) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( 3 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 14) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( 3 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 15) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( 3 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 16) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( 3 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 17) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 18) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 19) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 20) t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( l )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( 2 )  

e l s e i f  ( n i n d e x . e q . 21) t h e n
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x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n in d e x .e q .2 2 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 3 )  = x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n in d e x .e q .2 3 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = - x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 2 )  = x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( l )  

e l s e i f  ( n in d e x .e q .2 4 )  t h e n  

x t a b 2 ( l )  = x t a b l ( 3 )  

x t a b 2 ( 2 )  = - x t a b l ( 2 )  

x t a b 2 ( 3 )  = - x t a b l ( l )  

e n d i f  

e n d i f  

r e t u r n  

end



Annexe B

Multiplicités des valeurs propres

Ce programme est formé d’un seul fichier. Il sert à calculer les multilplicités des valeurs 
propres.

prograin m u l t i p l i c i t é  

c . . . . D é c l a r a t i o n  d e s  v a r i a b l e s  n é c e s s a i r e s  

i n t e g e r  n b o r l _ h l ,  n b o r2 _ h l  

i n t e g e r  n k l ,  n k 2 ,  nk3 ,  n h l ,  n h 2 , nh3 

i n t e g e r  n k k l ,  nkk2 , nkk3 , m u l t i p ,  m u lt_ au x  

c . . . . 0 n  f i x e  l e s  v a l e u r s  de k l ,  k2 e t  k 3 ,  a i n s i  que c e l l e  de h l  

n k l  = 5 

nk2 = 3 

nk3 = 2

n b o r l _ h l  = nk3 + 2 

n b o r2 _ h l  = 10 

c . . . . Début  du c a l c u l

do n h l  = n b o r l _ h l ,  n b o r2 _ h l  

do nh2 = 0 ,  n h l  

do nh3 = 0 ,  nh2 

m u l t i p  = 0 

n k k l  = n k l  + 1 

nkk2 = nk2 

nkk3 = nk3 

m u lt_ au x  = 0

c a l l  m u l t _ i n t ( n k k l ,  nkk2 , nkk3 , n h l ,  n h2 , nh3 ,

& m u lt_ au x )

m u l t i p  = m u l t i p  + m u lt_ au x

n k k l  = n k l  - 1

nkk2 = nk2

nkk3 = nk3

m u lt_ au x  = 0

149
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c a l l  m u l t _ i n t ( n k k l ,  nkk2 , nkk3, n h l ,  nli2, nh3 , 

m u lt_aux) 

m u l t i p  = m u l t i p  + m ult_aux  

n k k l  = n k l  

nkk2 = nk2 + 1 

nkk3 = nk3 

m u lt_ au x  = 0

c a l l  m u l t _ i n t ( n k k l ,  nkk2 , nkk3 , n h l ,  n h2 ,  nh3 , 

m u lt_ au x ) 

m u l t i p  = m u l t i p  - m ult_aux  

n k k l  = n k l  

nkk2 = nk2 -  1 

nkk3 = nk3 

m u lt_ au x  = 0

c a l l  m u l t _ i n t ( n k k l , nkk2 , nkk3 , n h l ,  nh2 ,  nh3 , 

m u lt_aux) 

m u l t i p  = m u l t i p  -  m u lt_aux  

i f  ( m u l t i p . n e . 0) t h e n

p r i n t  * ,  ’n h l  ’ , n h l ,  ’ nh2 ’ , nh2 ,

’ nh3 ’ , nh3 , ’ ’ .m u l t i p

e n d i f  

enddo 

enddo 

enddo 

end

c = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

s u b r o u t i n e  m u l t _ i n t ( n k l ,  nk2 , nk3 , n h l ,  n h 2 ,  nh3 , m u lt_aux) 

c . . .  . D é c l a r a t i o n  d e s  v a r i a b l e s

i n t e g e r  n k l ,  n k2 , nk3 ,  n h l ,  nh2 , nh3 

i n t e g e r  m u lt_ au x  - 

i n t e g e r  n l 2 ,  n l 3 ,  n h lh 2 p l ,  nh lh2p2 

i n t e g e r  n r l

c . . . .

do n l 2  = max(nh3, n k 3 ) , n h l  

do n l 3  = 0 ,  m in (nh2 , n l2 )  

n h lh 2 p l  = m ax(0,

& m i n ( ( n l 2 - a b s ( n l 3 - n k 3 ) - n k 2 ) ,2 * ( n l 2 - m a x ( n l 3 ,n k 3 ) ) )

& -  m ax(0, 2 * i n t ( ( n l 2 - n l 3 - n k 3 - n k 2 + l ) / 2 ) )  + 2 ) / 2

c

do n r l  = 0 ,  n h l  -  m ax (n h 2 ,n l2 )

n h lh 2 p 2  = m a x (0 ,m in ( 2 * (m in (n h 2 ,n l2 ) -m a x (n h 3 ,n l3 ) ) , 

& ( n h l - a b s ( n h 2 - n l 2 ) - a b s ( n h 3 - n l 3 ) - n k l - 2 * n r l ) )
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& -  max(O, 2 * i n t ( ( n h l - a b s ( n h 2 - n l 2 )

& - n h 3 - n l 3 - n k l - 2 * n r l + l ) / 2 ) )  + 2 ) / 2

m u l t . a u x  = m ult_aux  + n h lh 2 p 2 * n h lh 2 p l  

enddo 

enddo 

enddo 

r e t u r n  

end
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