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Résumé

Nous étudions différents problemes de contrdlabilité pour ce qui
est de I’équation d’Euler pour les fluides parfaits incompressibles,
étudiés initialement par Jean-Michel Coron dans le cas bidimen-
sionnel. Dans le cas d’un fluide tridimensionnel, nous établissons
un résultat de contrdlabilité exacte au bord pour des domaines
ouverts bornés et réguliers de I’espace, et une zone de contrdle
sur le bord qui satisfait la condition nécessaire, qu’elle rencontre
toutes les composantes connexes du bord. Une attention parti-
culiére est apportée a la topologie du domaine. Dans le cas d’un
fluide du plan, nous établissons plusieurs résultats de controla-
bilité approchée lorsque la zone de contréle au bord ne satisfait
pas la condition d’intersection non nulle avec chaque composante
connexe du bord. J.-M. Coron a établi un résultat de contréla-
bilité approchée dans ce cas; la qualité de la contrdlabilité ap-
prochée, en termes de topologie de ’approximation, limitée par
des invariants du processus, peut étre améliorée & des espaces de
Sobolev de dérivées supérieures, si on se restreint & des configu-
rations qui précisément se correspondent du point de vue de ces
invariants.

Abstract

We study different controllability problems concerning the Euler
system for the incompressible inviscid fluids. The controllability
of these equations was first studied by Jean-Michel Coron in the
two-dimensional case. In the case of a thre e-dimensional fluid,
we establish a result of boundary exact controllability, fo r open
regular domains, and for a control zone which meets any connec-
ted compone nt of the boundary (this condition is necessary for
the general result). The top ological nature of the domain is
crucial for the kind of control applied on the boundary. In the
case of a two-dimensional fluid, we establish some results of ap-
proximate controllability when the control zone does not satisfy
the condition that it sh ould meet any connected component
of the boundary. J.-M. Coron established a res ult of approxi-
mate controllability in this case; but the quality of the control
, in terms of the topology of the approximation, which is limi-
ted by certain inv ariants of the process, can be improved to
some Sobolev spaces of higher derivat ives, if one considers only
configurations for which the value of these invarian ts are equal.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Introduction générale

1.1.1 Position du probleme

Dans I’étude mathématique de systémes physiques, en particulier pour
ceux gouvernés par des équations aux dérivées partielles, il est naturel de se
poser la question suivante: étant donné un systéeme au sujet duquel on est
suffisamment informé (pour lequel on connait des résultats d’existence et
éventuellement d’unicité des solutions), est-il possible de le contrdler, c’est &
dire d’imposer & ses solutions de prendre une certaine forme souhaitée? Ceci
est I’objet de la théorie du contrdle des EDP, que ’on pourrait rattacher plus
généralement a celle des «problémes inverses».

Le but de ce travail est d’apporter quelques résultats en cette matiére
pour ce qui est de la mécanique des fluides. Celle-ci est un champ d’études
mathématiques encore largement ouvert ; le probleme de I’hydrodynamique
tridimensionnelle laisse encore par exemple la place & de nombreuses interro-
gations. Cela dit, I’état actuel des connaissances autorise déja la constitution
d’un certain nombre de résultats sur le contréle de ces équations.

Le contréle actif en mécanique des fluides est une discipline qui concerne
autant le champ mathématique que le champ physique voire industriel.
Pour les physiciens, il s’agit de tenter de stabiliser un fluide par différents
moyens (injection de fluide, contacts piézoélectriques, ondes sonores, etc.),
avec comme objectif par exemple la réduction de la turbulence et du bruit.
L’industrie aéronautique en particulier, qui pour I'instant se contente essen-
tiellement de controles «passifs», y voit une ouverture vers la réduction active
de trainée derriére les ailes d’avion, en vue de réduire ainsi le coefficient de
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résistance a ’avancement.

Cela étant, on est encore loin d’une solution mathématique susceptible
de répondre aux besoins physiques en la matiére. Il est évident que les pro-
blémes considérés en mathématiques sont (encore) grossiers en regard des
expériences physiques qui ont été menées. Il est cependant loisible d’espérer
que ’étude mathématique de ces questions pourra contribuer d’un certain
point de vue & une résolution du probléme physique, méme si la résolution
compléte d’'un systéme adapté a la situation réelle reste encore largement
hors de portée.

Mathématiquement et indépendamment des éventuelles applications, le
contrdle en mécanique des fluides conduit & de nombreux problémes ouverts.
Il s’agit essentiellement de prouver la possibilité de «connecter» deux profils
de vitesses différents en suivant la loi et les contraintes que 1’on s’est fixées.
Le présent travail répond a quelques questions concernant le systéme d’Euler
(qui néglige les effets de viscosité) incompressible tant bidimensionnel que
tridimensionnel.

Dans la suite de cette introduction, nous décrivons plus précisément les
problémes mathématiques considérés, nous évoquons d’autres résultats de
la discipline, puis nous expliquons et justifions la méthode utilisée. Nous
commentons également quelque peu les résultats établis dans les sections
suivantes.

1.1.2 Le probléme mathématique

Des différents systémes considérés en mécanique des fluides incompres-
sibles, le systéme de Navier-Stokes incompressible (qui concerne les fluides
«newtonniens») :

divy =0, ’
est le plus couramment utilisé. Dans (1.1), y désigne la vitesse locale du
fluide, et p la pression (définie & constante pres). Le parameétre v est un réel
strictement positif qui décrit la viscosité du fluide. La fonction f désigne
une répartion locale de force sur le domaine occupé par le fluide. Enfin, 0,
désigne la dérivation par rapport au temps ¢, A est le laplacien (portant sur
les variables d’espace), divX = Y0 §; X% et (X.V)Y : =Y | X'6;Y, ou
n est la dimension de ’espace ambiant, X* est la i-éme coordonnée du champ
de vecteur X et 0; est la dérivée par rapport & cette i-éme coordonnée. Nous
noterons enfin qu’il est simple de transformer ce systéme en un systéme ol y

est la seule inconnue, et ol p n’apparait plus; aussi fréquemment oublierons-
nous de citer p quand nous parlerons d’une solution de cette équation.
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Lorsque l'on prend v = 0, c’est a dire que ’on néglige le terme de visco-
sité, le fluide est dit parfait et ’équation de Navier-Stokes correspondante
est I’équation d’Euler :

Oy + (y-V)y = Vp+f,
{ divy = 0. (1.2)

Cette équation constitue le premier systéme a avoir été proposé pour
I’étude des fluides.

A ces équations, il faut bien entendu ajouter des conditions initiales (la
vitesse locale & I'instant 0), et des conditions au bord du domaine, dont la
nature dépend du systéme considéré.

On dispose d’un certain nombre de résultats d’existence et d’unicité de
solutions fortes pour cette équation, pour tout temps en dimension 2, pour
un temps minimal calculable en fonction des conditions initiales et des condi-
tions au bord en dimension 3.

Dés lors, peut se poser le probléme de la contrélabilité de cette équation.
Celui-ci est le suivant : on se fixe un profil de vitesse initial fixé, et un autre
profil de vitesse «cible». Existe-t-il une solution de 1’équation avec cette
condition initiale, qui vérifie certaines contraintes (par exemple la condition
au bord fixée sur une partie de celui-ci) et qui atteigne au bout d’un temps
fixé a I’avance le profil cible, ou & défaut s’en approche arbitrairement pres
(au sens d’une topologie & préciser) ?

On peut distinguer deux cas de «contrdle» dans ce type de probleme,
selon le moyen que 1’on posséde pour exercer son influence le systéme :

— le contréle intérieur, dans ce cas la condition au bord est fixée pour
Pintégralité de celui-ci et la liberté dont on dispose pour trouver une
solution au probléme réside dans la possibilité d’imposer la répartition
de force locale sur un sous-domaine fixé & I’avance;

— le contréle au bord, cas dans lequel la répartition de forces est fixée,
mais on dispose en revanche de la condition au bord sur une partie de
celui-ci.

Ces deux cas se recouvrent largement, et I'on s’est intéressé ici a la
question exprimée sous sa forme de controélabilité au bord. Par ailleurs, le
systéme qui nous a intéressé est celui ou les forces extérieures sont nulles (ou
dérivent d’un gradient). Le probléme est alors formalisé de la facon suivante :
soit {2 un domaine ouvert, non vide, borné et régulier du plan ou de I’espace;
on considére une partie ouverte non vide ¥ de son bord 2. On se fixe un
réel strictement positif 7', et deux champs de vecteurs yp et y; solénoidaux,
i.e. qui vérifient

divyy = divy; = 0 dans @, (1.3)
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qui satisfont une contrainte précise sur 9Q\X (les conditions au bord adap-
tées a ’équation d’Euler dépendent de la dimension, néanmoins ici la con-
trainte au bord se résume a

yo.v = y1.v = 0 sur 9Q\X, (1.4)

ou v est la normale unitaire extérieure). Existe-t-il une solution (y,p) du
systéme (1.2) (le méme probléme se pose avec (1.1)) définie sur Q x [0, 7],
dont la donnée initiale vérifie

Yjt=0 = Yo dans Q, (1.5)

qui durant toute la période [0,T] continue de subir la méme contrainte au
bord:

y.v =0 sur (0Q\X) x [0, T], (1.6)
et telle que
Yjt=T = Y1 sur &, (1.7)
(on parle alors de «contrdlabilité exacte»), ou encore telle que
Yjt= Soit proche de y; au sens d’une certaine topologie, (1.8)

(on parle alors de «contrdlabilité approchée»)?.
Autrement dit, peut-on passer d’un écoulement fixé 4 un autre, en un
temps précis, et ce en injectant et aspirant du fluide sur une partie du bord?
Si on obtient une réponse positive & I’'un de ces problémes, on appellera
controle la condition au bord sur ¥ qui réalise la solution du probléeme.

Ces questions ont été soulevées par J.-L. Lions dans [25]. Les premiers
travaux sur le contrdle de ’équation d’Euler ont été réalisés par J.-M. Co-
ron, dans le cadre bidimensionnel, dans [5] (pour les domaines simplement
connexes) et [6] (dans le cas général). Citons également (8] ot il est question
de stabilisation par retour d’état stationnaire.

Dans la deuxiéme section de cette introduction, nous évoquerons les
problémes relatifs au contréle de I’équation d’Euler de facon générale; la
troisiéme section constitue une introduction au deuxiéme chapitre de ce tra-
vail, qui concerne le cas tridimensionnel. Enfin, la quatriéme section de cette
introduction évoque le cas bidimensionnel et notre travail dans ce domaine,
qui constitue le troisiéme chapitre de ce mémoire.
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1.2 Equation d’Euler et controle

Dans cette section, nous présentons quelques généralités concernant le
probléeme du contréle de ’équation d’Euler. Nous reviendrons plus tard sur
les spécificités des problemes bidimensionnel et tridimensionnel.

1.2.1 Objections a la contrdlabilité

Dans un premier temps, on peut remarquer que, dans le cas d’un do-
maine dont le bord comporte plusieurs composantes connexes, des objections
peuvent étre soulevées a ’encontre de la contrélabilité exacte si la zone de
contréle ¥ ne rencontre pas chacune de ces composantes.

Deux objections notamment apparaissent naturellement: d’une part,
comme remarqué dans [5] et [6], la loi de Kelvin, qui assure que la circula-
tion de vitesse le long d’une courbe de Jordan est constante dans le temps
lorsque cette courbe suit le flot, implique en particulier (en dimension 2) que
les circulations de vitesse le long des courbes qui composent la frontiere et
qui ne sont pas rencontrées par ¥ sont constantes. En dimension 3, on a la
méme propriété pour les courbes incluses dans les composantes connexes du
bord qui ne rencontrent pas ¥, mais dans ce cas ces courbes ne sont plus
fixes. D’ol1, dans le premier cas, la nécessité d’égalité des circulations le long
de ces courbes pour yg et y; pour espérer un controle exact entre ces deux
profils de vitesse. Dans le second cas, la controlabilité exacte ne peut pas étre
établie non plus quels que soient les yy et y; : prenons par exemple yo = 0,
il devient nécessaire que la restriction de y; & n’importe quelle composante
connexe du bord qui n’intersecte pas ¥ soit un gradient sur cette surface.

L’autre objection est que la vorticité suit le flot de la vitesse (ou du
moins son support en dimension 3), et qu’en conséquence la vorticité est
«confinée» dans les courbes du bord non rencontrées par .

En conséquence, lorsque I’on étudiera la contrélabilité exacte du systeme,
on se placera dans le cas ol ¥ rencontre toutes les composantes connexes
du bord. Ce ne sera pas a priori le cas pour les problémes de contrélabilité
approchée. Nous verrons cependant par la suite que ces objections peuvent
étre également valables dans une certaine mesure pour la contrdlabilité ap-
prochée, selon ’espace fonctionnel considéré.

Ces objections soulevées, étudions & présent le probleme de plus pres.

1.2.2 Simplifications du probléme

Deux remarques peuvent apporter quelques simplifications au probleme
exact.
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D’une part, I’équation d’Euler est réversible dans le temps. Autrement
dit, considérons une solution y de (1.2) (qui part de y};—¢ pour terminer au
temps T & y;—r). Alors la fonction

(t’x) — —y(T -, .'L‘),

est également solution de 1’équation. Il s’ensuit immédiatement que 'on peut
se limiter dans ’étude de la controlabilité exacte (bien entendu pas pour la
controlabilité approchée), au cas ou y; = 0. Il suffit alors de résoudre le
probléme restreint avec yy et —y; comme données de départ, puis de les
«recombiner» pour obtenir une solution du probléme général.

D’autre part, la seconde remarque est une observation d’homogénéité
de I’équation. En effet, si y est de méme une solution de ’équation d’Euler
définie sur  x [0,T] (2 C R? ou R?), alors la fonction suivante

g { Q x [0,€T] — R? ou R?,
T () = ty(z,d),

est aussi solution de I’équation. Il s’ensuit que si ’on sait résoudre, pour
n’importe quel temps, le probléeme de controlabilité exacte pour donnée ini-
tiale petite (au sens d’une topologie adéquate), et pour donnée finale nulle,
on sait résoudre le probléme général.

La controlabilité exacte se raméne donc & chercher une solution au sys-
téme, qui passerait d’un point proche de 0 (dans une norme assez forte si
on le souhaite) au point 0 exactement ; il est donc tout naturel d’essayer de
résoudre le probleme de contrélabilité sur I’équation linéarisée autour de la
fonction nulle (elle méme solution du probléme non linéaire).

1.2.3 Tentative de résolution

Or on s’apercoit rapidement (la remarque émane de J.-L. Lions) que
I’équation linéarisée autour de 0 n’est pas du tout contrélable. En effet,
celle-ci a la forme suivante:

aty = Vp,
divy =0.

Ainsi, partant d’un certain y|;—g, on ne pourra atteindre que des champs
de vecteurs du type yj;—o + Viq (avec Ag = 0), c’est & dire que I'on ne peut
atteindre qu’une minuscule partie de ’ensemble des champs & divergence
nulle et satisfaisant la contrainte au bord.

Cependant, si cela réduit les chances d’obtenir une solution au probléme
général directement, la non-controlabilité du probleme linéarisé n’implique
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pas celle du probléme non-linéaire. Au contraire, certains problémes de
contrdle en dimension finie donnent des exemples d’équations non-linéaires
contrdlables, dont le linéarisé ne l’est pas.

Cependant, on peut considérer au lieu de ’équation linéarisée autour de
0, I’équation linéarisée autour d’une solution du probléme non-linéaire, qui
n’est plus nulle, mais qui fait une boucle en partant de 0 pour y revenir,
avec 1’espoir d’obtenir cette fois-ci un systéme linéarisé contrélable. C’est
la lobjet de la méthode du retour, introduite dans [3] par J.-M. Coron,
initialement pour résoudre des problemes de contrdle en dimension finie
(voir aussi [4]).

Mais avant d’expliquer plus longuement comment pallier le manque de
contrélabilité de I’équation linéarisée autour de 0, nous souhaiterions mettre
cette situation en regard de celle qui concerne I’équation de Navier-Stokes.

1.2.4 Une situation bien différente: les travaux de A.V. Fur-
sikov et O.Yu. Imanuvilov concernant 1’équation de
Navier-Stokes

Revenons & I’équation (1.1). La question se pose de la méme fagon que
pour ’équation d’Euler, de la controlabilité du systéme, soit par le biais
d’un contréle au bord (on «choisit» dans ce cas la vitesse entiére sur une
partie du bord, celle-ci étant imposée, ou fortement contrainte, sur le reste
du bord), soit par le biais d’une répartition de force sur une partie ouverte
préalablement imposée du domaine.

De nombreux problemes de ce type ont été résolus dans les années 1990
par A.V. Fursikov et O.Yu. Imanuvilov en dimension 2 et en dimension 3
(voir par exemple les références de [14] & [17], ainsi que [22]).

Citons par exemple le résultat suivant:

Théoréme 1 (Imanuvilov) Soit Q un domaine non vide, simplement con-
neze, borné et régulier de R? ou R®. Soit w un sous-domaine ouvert et non
vide de Q. Soit T > 0. Considérons §(z) une solution des équations de
Navier-Stokes stationnaires

~Ag +(§.V)g = f + V, dans Q, (1.9)
divg = 0 dans (,

de régularité WL, ou f est de régularité L?(R), et supposons de plus qu’elle
satisfasse

Supp § CC Q. (1.10)
Soit yo(z) une fonction de Q dans R? (respectivement R3) telle que

divyy = 0 dans ,
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yo = 0 sur 09, (1.11)

et

19 = yoll 1y <&

ot € = €(9g) est suffisament petit.

Alors il eziste un contréle intérieur u € L?() tel que la solution y de
classe H'(Q) de I’équation de Navier-Stokes (1.1) avec yy comme condition
initiale, avec comme condition au bord

y = 0 sur 09,

et avec f: = f + XwU comme répartition de forces (ou X, est la fonction
caractérisitique de w dans ) satisfasse

y(T,z) = §(z) dans Q.

Remarquons que du fait de Veffet régularisant de 1’équation, on ne pou-
vait espérer une contrdlabilité exacte au sens indiqué plus haut. Notons de
plus que le coefficient correspondant & la viscosité peut étre choisi différent
de 1 par homogénéité de 1’équation.

Ajoutons qu'’il existe un théoréeme équivalent ou, au lieu d’une solution
du systéme (1.9), on considére un profil de vitesse obtenu comme solution
de I’équation de Navier-Stokes (1.1) au bout d’un temps 7.

Ce théoréme s’obtient, a la différence du cas des fluides parfaits, en prou-
vant la controlabilité du systéme linéarisé autour de la fonction 4 considérée
(les remarques de la section 1.2.2 ne s’appliquant plus ici, on ne peut plus
se limiter au linéarisé autour de 0).

Pour prouver cette contrdlabilité du linéarisé, ils établissent une inéga-
lité d’observabilité pour le probléme adjoint (dans un espace pondéré bien
choisi). Il s’agit ici de ’application de la méthode HUM, introduite par J.-L.
Lions pour les problémes de contrélabilité des équations linéaires (voir [27]).
L’inégalité d’observabilité en question est une estimée de type Carleman,
adaptée par les auteurs pour ce probléme.

De 1a, par une méthode de point fixe particuliére, ils parviennent ensuite
a démontrer la controélabilité locale du systéme non linéaire.

Il est possible d’établir un résultat de contrdlabilité approchée (mais
«globale») pour cette équation: pour cela, on utilise la méthode du retour
en regardant d’autres équations linéarisées que celle autour de § (en parti-
culier, autour de solutions potentielles de 1'’équation de Navier-Stokes, qui
sont également des solutions de léquation d’Euler, et qui sont utilisées dans
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le traitement de celle-ci). Dans cette optique, 1'étude du contrdle I’équation
d’Euler donne une alternative pour le traitement des équations de Navier-
Stokes (avec condition de «glissement de Navier» au bord). Pour plus de
précisions, nous renvoyons le lecteur a I’article de Jean-Michel Coron réfé-
rencé par [7], ainsi qu’a son article conjoint avec Andrei Fursikov, référencé
par [10].

Pour ce qui est du contrdle de Navier-Stokes, nous citerons également
larticle de Caroline Fabre référencé par [11], ot il est question d’équation
de Navier-Stokes avec terme non-linéaire tronqué. Dans cet article, I’auteur
utilise une méthode introduite par C. Fabre J.-P. Puel et E. Zuazua dans
[12] et [35], et par E. Fernandez-Cara et J. Real dans [13]. Enfin, citons
Particle [29], ou est étudié le contréle des approximations de type Galerkin
de I’équation de Navier-Stokes.

1.2.5 Le systéme d’Euler: utilisation de la méthode du re-
tour

Le fait que le linéarisé du systéme d’Euler autour de 0 ne soit pas contré-
lable n’empéchera pas le systéme non linéaire de 1’étre: le systéme linéarisé
autour d’une solution ¥ particuliére du systéme, qui part de 0 pour y revenir,
sera en revanche controlable.

De 14, on essaiera de passer au systéme non-linéaire. Ainsi, dans cette
construction, pour passer d’un profil de vitesse proche de 0 & un profil de vi-
tesse nul, on ne tente plus de trouver une solution qui reste dans un voisinage
de 0, mais au contraire, on fait sortir I’état du systéme loin, pour revenir
et atteindre exactement la cible. Nous donnons dans la section suivante un
exemple qui expose la nécessité de «sortir du voisinage de 0».

La solution 7 en question prend la forme d’un écoulement potentiel,
ie. g: = VO(z,t) ou le symbole V porte sur la partie spatiale. De cette
maniére, lorsqu’on aura finalement trouvé par cette méthode une solution a
notre probléeme de contrdlabilité, on se sera «éloigné de 0» du point de vue
de la vitesse locale, mais cependant du point de vue de la vorticité on sera
resté proche de 0.

Comment établir la contrélabilité de 1’équation linéarisée autour de g7
Celle-ci peut étre prouvée de maniére constructive (une fois connu 7); elle
dérive de la forme de 7 et de 'utilisation de la régle suivante: lorsque 1’'on
considére I’equation linéarisée autour de 7, la vorticité (le rotationnel) de la
solution est constante en suivant le flot de 7 (dans le cas bidimensionnel).
Dans le cas tridimensionnel, la vorticité n’est pas conservée, mais a défaut,
le support de cette vorticité suit le flot de 7, et sa modification est facile &
mesurer, car elle satisfait une certaine équation linéaire.

On choisira alors (dans le cas d’'un domaine simplement connexe) un g
qui satisfasse & la propriété suivante : tout point du domaine Q, en suivant
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le flot de 7, est & un moment ou un autre envoyé a l'extérieur de Q, puis
est remis en place (ce dernier point étant facultatif). On construit alors
la solution du probléme linéarisé autour de 7 en précisant le rotationnel de
celle-ci: pour un point qui reste a I'intérieur du domaine en suivant le flot de
7, ce rotationnel est fixée par ’équation, mais lorsque le point sort, on peut
modifier la vorticité qui lui est allouée de telle sorte que lorsqu’il reprend sa
place, la valeur de vorticité affectée est celle requise.

1.2.6 De la «nécessité» de s’éloigner de 0

Expliquons en quoi la méthode du retour est en quelque sorte nécessaire
pour obtenir le résultat final.

L L

- @ -

F1G. 1.1: Un ezemple de domaine de contrile.

On se positionne dans le cas ou 'ouvert {2 ou ’on cherche a controler le
fluide est un rectangle (pour le cas de la dimesnion 2) ou un cylindre (pour
le cas de la dimension 3). La zone de contrdle est donnée par les «faces
latérales» (les disques dans le cas de la dimension 3), comme indiqué sur la
figure 1.1.

Maintenant, on considére le profil de vitesse yo défini de la maniére sui-
vante : on définit une fonction w de classe C§°(€2) (dans R en dimension 2,
dans R? en dimension 3), & support dans le petit sous-domaine grisé de la
figure, non nulle, et de norme C* inférieure & un réel strictement positif €
(k fixé dans N). On demande que la distance de cette «zone de vorticité» soit
éloignée d’une distance au moins L de la zone de contrdle. On définit alors
yo comme I'unique fonction de C®(Q;R*) (n est la dimension de l'espace
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ambiant & savoir 2 ou 3) vérifiant

divye = 0 dans (,
rot yo = w dans (2,
yo-v = 0 sur 9f2.

On se pose le probleme de la contrdlabilité exacte avec y; : = 0, entre le
temps 0 et le temps 1. Alors considérons ce qui se passe quand e tend vers
0.

Bien entendu, selon ’estimation elliptique bien connue, yy a une norme
C*+1:@ d’ordre €. Pour autant, on ne peut guére espérer passer (en suivant le
systéme d’Euler) de yg & y; «en restant dans un voisinage» de 0. En effet, la
vorticité étant constante en suivant le flot de la vélocité du fluide, il s’ensuit
que pour une solution y du systéme qui méne de yo & y; en un temps 1, on
a 'inégalité suivante:

lyll L x[0,1) = L-

Ainsi, il est nécessaire de quitter les alentours de 0 avant d’y retourner;
on ne peut pas espérer trouver une solution d’ordre €. Notons que cela ne
vaut que parce que le temps de controle est fixé ; si on laisse le temps devenir
grand, cela devient possible de tendre vers 0 en restant dans un voisinage
de 0, ce qui autorise la stabilisation asymptotique (voir [8]).

1.3 Le cas tridimensionnel

Dans cette partie, nous décrivons les spécificités du cas tridimensionnel
en expliquant briévement la méthode de démonstration du théoréme suivant,
dont la preuve précise fait ’objet du deuxieéme chapitre de ce travail.

Théoreéme 2 Soit Q un domaine ouvert, non vide, borné et régulier de R3.
Soit ¥ une partie ouverte non vide de son bord OS2, qui rencontre toutes les
composantes connezes de Q. Considérons a € (0,1) et T > 0. Soient enfin
yo et y1 deuz fonctions de C>*(S;R3), satisfaisant (1.3) et (1.4). Alors
il eziste une fonction y € C°([0,T],C1*(Q;R%)) N L*([0, T], C>*(Q; R?)),
solution de (1.2) sur Qx [0, T] pour un certain p € D'((0,T) %), satisfaisant
la contrainte (1.6) et de plus (1.5) et (1.7).

A noter que dans cette situation, le contréle peut étre (par exemple) la
donnée de la partie normale de la vitesse sur ¥ et la partie tangente de la
vorticité sur la partie de ¥ ou le fluide entre (i.e. ou y.n < 0).
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La démonstration differe selon la topologie du domaine considéré : nous
allons aborder les cas simplement connexe et multiplement connexe de fagon
séparée.

1.3.1 Domaines simplement connexes

Si le domaine est simplement connexe, «’écoulement a suivre» 7 est celui
décrit dans la section 1.2, c’est & dire un écoulement potentiel (qui vérifie la
contrainte de glissement au bord sur IN\Z), et qui successivement envoie
des parties du domaine en dehors, puis les replace. La preuve de ’existence
d’un tel 7, comme celle de [7], est faite par I’absurde; en conséquence, la
méthode de construction de 7 est non constructive.

Ceci constitue une différence avec le cas bidimensionnel (et simplement
connexe), ou la fonction 7 en question peut étre décrite explicitement comme
solution d’un probléme de Dirichlet (voir [5]). Ajoutons qu’une autre diffé-
rence de taille concerne cette fonction, & savoir que dans le cas bidimen-
sionnel, le 7 peut étre choisi stationnaire, ou plus précisément de la forme
a(t)Vé(z) (dans ce cas, il ne fait «qu’expluser» les points sans les remettre
a leur place, mais cette derniére propriété a peu d’importance); dans le
cas tridimensionnel, la question reste & notre connaissance ouverte. Signa-
lons qu’elle est d’importance pour la résolution du probléme de stabilisation
asymptotique.

Puis par la suite la résolution du probléme linéarisé est opérée ainsi qu’il
est décrit dans la section précédente ; cela se fait cependant de maniére un
peu plus complexe, du fait qu’en dimension 3, d’une part la vorticité est un
champ de vecteurs solénoidal (et non plus une fonction numérique), et que
d’autre part, elle n’est plus simplement transportée par le flot de la vorticité.

Pour schématiser, pour atteindre 0, on vide le domaine de sa vorticité,
puis on annule le contréle au bord.

Notons de plus le phénomeéne suivant. On ne connait ’existence d’une
solution forte de I'équation tridimensionnelle (laissée sans contrdle) que pour
un temps minimal calculable en fonction de y, (et d’éventuelles conditions au
bord), et d’autant plus court que certaines normes de yp sont importantes.
En particulier, pour certains yp, sans utilisation de contrdle, on est tout a
fait incapable d’assurer ’existence d’une solution jusqu’au temps 7" prescrit.
On répond a cette difficulté en demandant donc de résoudre le probleme de
controlabilité suffisamment vite (d’aller suffisamment rapidement en 0), pour
prévenir toute explosion.
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1.3.2 Domaines non simplement connexes

Lorsque 71 (€2) n’est pas trivial, le probléme est plus complexe. En effet,
dans ce cas,

rot {(-,T) = 0 dans 2,
div ¢(,T) =0dans Q, % ¢(-,T) =0,
¢(-,T).n = 0 sur 99,

mais {(-,T) = Y7_, AiQ;, pour des ); réels, ot les Q; sont des représentants
des générateurs du premier espace de cohomologie de de Rham de I'ouvert
Q. Les Q; peuvent étre définis par exemple de la fagon suivante (nous nous
référons ici 4 [33]). On considére g hypersurfaces réguliéres &; de 2, reposant
sur 0%, et telles que

g
Q\(U Z;) soit simplement connexe,
i=1
et que les intersections ¥; N0 et les éventuelles intersections £;NE; (i # 7)
soient transversales.
Par exemple, dans le cas du tore, on peut choisir ¥; comme décrit dans
la figure 1.2.

F1G. 1.2: Exemple de surface L.

On distingue les deux faces de chaque T;, les dénotant =7 et T; . Pour
une fonction f définie sur Q\ U:::f ¥; , on par note par flzjf et fIE.-" les limites
de f de chaque coté de I; lorsqu’elles existent. On note ensuite par [f] la
fonction fIE?' - f|2f sur ¥; lorsqu’elle est définie.

On introduit ensuite des fonctions ¢; de £\ U{_, ; dans R telles que

Aqi = 0 dans Q\Ei,
Gzt — Gyz; = 1 sur Xi,
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comme solutions du probléme variationnel suivant: soit X; ’espace fonc-
tionnel suivant :

X;: ={pe H(Q) / [pli =0, [p]; est constant sur T; pour j # i} .

Puis on définit g} solution de

/ V4;.Vp = [pl;, Vp€ X;.
Q

Alors on peut iEtroduire les g; en renormalisant les ¢, puis enfin définir
Q;: =Vg; € C*®(Q).

En réalisant le méme type de contréle que dans la section précédente, on
parvient dans le cas multiconnexe, non pas a annuler la solution au temps
T, mais a la rendre irrotationnelle. Le nouveau probléme est donc de savoir
éliminer les termes résiduels en «Q;».

On introduit pour cela un nouvel «» qui va compléter le précédent, et on
utilise ensuite une méthode comparable. Contrairement au «7» de la section
précédente, ce nouvel «g» sera déterminé non pas de telle sorte que certains
points aient sous I’action de son flot la trajectoire voulue, mais de telle sorte
que certaines courbes aient (approximativement) la bonne trajectoire sous
Paction du flot.

On montre pour cela une proposition qui indique que étant donnée une
courbe de Jordan dans €2 et un champ de vecteurs sur cette courbe de
circulation nulle, on peut approcher ce dernier par la restriction sur la courbe
du gradient d’une fonction harmonique sur €2, satisfaisant la contrainte au
bord 8,0 = 0 sur 9N\X. De la sorte, & 'aide d’un champ de vecteurs du type
Vé(t, z), on peut contréler la trajectoire d’une courbe de maniére approchée
(tandis que par ailleurs on peut contréler celle d’un point de fagon exacte).

Grace & ce résultat, on considérera des fonctions 7* pour éliminer parti-
culierement le terme en Q;. On en déduira ensuite la «mise bout & bout» des
7' pour obtenir un nouvel 7 adapté aux problémes posés par des champs de
vitesse initiaux yo de la forme ) \; Q;.

Nous exposons & présent la forme de 7*. Dans le cas d’un tore, la trajec-
toire requise est schématisée par la figure 1.3.

On pourrait se demander si la topologie de ¥ relativement & 02 n’est pas
importante pour permettre ce processus. En fait, ce «passage» est possible
y compris si ¥ est une petite boule de 0f2.

En effet, revenons au cas général. On peut supposer ¥; N Ty # (. Nous
allons exposer cette trajectoire requise pour la courbe de Jordan dans le
plan de coupe de Z; (voir la figure 1.2), les pointillés désignant 3.
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F1G. 1.3: Trajectoire requise de la courbe.

La trajectoire de la courbe se divise en trois phases. Dans la premiére,

on exige de §* que son flot fasse entrer la courbe & moitié dans €2, selon la
figure 1.4.

F1G. 1.4: Entrée dans .

Dans la deuxiéme phase, on impose que la partie de la courbe intérieure
a  «fasse le tour», i.e. décrive (approximativement) la surface ¥;, jusqu’a
ce que les points d’intersection de celle-ci et de 92 se retrouvent dans X,
selon la figure 1.5.

On fait dans la derniére phase sortir complément la courbe de Q (en
restant proche de X;), comme décrit dans la figure 1.6. Si durant cette phase
la courbe rencontre des «obstacles» (un «tore intérieur», par exemple), ceux-
ci peuvent étre passés selon le méme processus.

Ainsi, on choisit un g; qui fait parcourir & une courbe de Jordan placée au
départ a 'extérieur de 2, une surface & 'intérieur de Q2 qui est trés proche
de X; (le choix de celui-ci étant libre, on pourrait méme dire que la courbe
parcourt exactement ;). Alafindu processus, la courbe est enroulée autour
de © comme dans la figure 1.3.
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F1G. 1.6: Sortie hors de 2.

On peut maintenant décrire le contréle en vorticité que I’on utilise pour
’équation linéarisée autour de 7. Le principe est de placer au lieu de la
courbe de Jordan J a I'instant 0, un filament de vortex (ou une régularisation
par convolution de ce filament, dont le support est au voisinage de la courbe),
d’intensité ;. Par cela, nous entendons la distribution suivante:

wo : = piM T,

ou M est la répartition linéique de Dirac sur J, et 7 une tangente unitaire
sur J.

On montre alors que si 'on opére ainsi, on obtient comme solution de
I’équation linéarisée autour de 7; un certain ¢ qui vérifie

9
CT) =D AQj + miQi. (1.12)

j=1

On peut donc ainsi «régler» correctement les intensités u;, de sorte que
I’on peut passer d’une répartition irrotationnelle de vitesse a zéro en utilisant
la méthode du retour autour de 3.

Nous donnons & présent une explication imprécise de (1.12).
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Considérons une solution ¢ de I’equation d’Euler, proche de ;, qui «fait
passer» les filaments de vortex comme indiqué, et qui part de 7. Alors, on
a la méthode suivante pour calculer les coefficients finaux de ¢ selon Q;. On
considére une courbe de Jordan v} a I'intérieur de Q & 'instant 0, qui coupe
Z; (une fois), et qui ne coupe pas d’autres hypersurfaces Z;.

Alors la circulation de vitesse le long de cette courbe, soit

/. yo.d’f',
,yl

0

est égale a au coefficient de yg selon Q;, soit A; (ou —A; selon nos choix de
7 et de T et I7).

Au temps T, le champ du vecteur vitesse est irrotationnel, et on peut
calculer le coefficient de Q; dans ((T') de la méme fagon, comme la circulation
de ¢(T) le long d’une courbe 4* qui coupe simplement ¥; et ne coupe pas
les autres ¥;. Alors on peut faire reposer sur les courbes 'y% (image de v}
par le flot de ¢ entre 0 et T') et 4* une surface (un cylindre). Celui-ci coupe
simplement ’emplacement Jr du filament de vortex a la fin du processus. I1
s’ensuit que le flux de vorticité & travers cette surface est de y;.

Prenons comme exemple celui du tore, vu selon un plan de coupe ortho-
gonal & I’axe de révolution; les courbes sont placées dans ce cas comme sur
la figure 1.7.

Fi1G. 1.7: Emplacement des courbes 'y%w et 4.

Donc si on cherche le coefficient de Q; dans ((T), on peut le chercher sous
la forme
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Or par la formule de Stokes celui-ci est égal &

/ C(T) A7+
;

T

et l'intégrale précédente est égale a

/‘ yo.d’l-'.,
7£

0

par le théoréme de Kelvin. On arrive ainsi & la formulation de (1.12).

1.4 Le cas bidimensionnel

Le cas bidimensionnel est le cadre de ’article de J.-M. Coron référencé
par [6]. Dans cet article, 'auteur démontre un théoréme de contrélabilité
exacte dans le cas ou la zone de contrble rencontre toutes les composantes
connexes du bord. Contrairement au cas tridimensionnel, si cette condition
n’est pas remplie, on peut obtenir néanmoins le théoréme suivant ([6, Theo-
rem 1.3]), ot 'on note par I'® la réunion des composantes connexes de 99
qui ne coupent pas X:

Théoréme 3 (J.-M.Coron) Il existe une constante cy dépendant de Q tel
que pour tout T > 0, pour tout € > 0, et quels que soient yp et y; de
C>®(Q;R?) vérifiant (1.3) et (1.4), il eziste y € C®(Q x [0, T); R?) satisfai-
sant (1.2) sur Q x [0,T)] tel que

y(z,T) = y1(z) Vz € Q tel que dist(z,T?) > e, (1.13)

ly(, Tl < colligollzz + llyillzz + llrot yollzee + [[rot nflzee).  (1.14)

On obtient donc de la contrélabilité approchée (| LP(2); mais
1<p<+o0

comme remarqué dans [6], on ne peut guére espérer mieux, en raison de

la loi de Kelvin, qui assure des invariants pendant ’évolution du systéme

d’Euler, & savoir les intégrales suivantes

/ y(t,-).d7, t€[0,T]
T

calculées pour chaque composante connexe I' du bord qui ne rencontre pas
la zone de controle X.

Par conséquent, si ces circulations calculées pour yg et y; different, on
ne peut pas espérer résoudre le probléme de contrélabilité approchée L°.
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Il est en revanche assez naturel de se demander si ces invariants consti-
tuent 'unique objection & la contrélabilité approchée L. C’est 'objet du
premier théoreme démontré en partie 3:

Théoré_r_ne 4 Pour tout T > 0, pour tout € > 0, et quels que soient yg et y1
de C®(Q; R?) vérifiant (1.3) , (1.4) et

/yo.di’: /yl.d'?, VT conneze de I'?, (1.15)
T r

il eziste une suite (y") de fonctions de C*®(Q x [0,T); R?) satisfaisant (1.2)
sur Q x [0,T], et telle que

y"(-,T) — y1 au sens W'P(Q), Vp € [1,+00). (1.16)

On obtient ainsi mieux que la contrélabilité approchée L*™°. Cependant
une fois encore ce résultat ne peut guere étre amélioré, car d’autres invariants
interviennent et empéchent la controlabilité W1, Cette fois-ci c’est la ré-
partition de vorticité sur chaque composante connexe du bord non atteinte
par la zone de controle, & difffomorphisme direct (qui conserve 'orientation)
prés qui constitue en effet une donnée permanente du systéme. La possibilité
d’un contréle W™ est ainsi limitée & des données yg et y; pour lesquelles,
sur chaque composante connexe de 02 qui n’intersecte pas ¥, roty; peut
s’écrire comme la composition de rot yo par un diffomorphisme direct de la
composante.

Il est encore naturel de se demander si, dans le cas ou précisément on se
limite & de telles données, la contrélabilité approchée W'* a lieu ou non. Le
second théoréme démontré en partie 3 répond positivement & cette question.
On a en effet le résultat suivant:

Théoréme 5 Pour tout T > 0, pour tout € > 0, et quels que soient yo et y
de C®(Q; R?) vérifiant (1.3) , (1.4), (1.15), et

(rot yo)jr = (roty1)r mod Diff (), VI conneze de e, (1.17)

il eziste une suite (y") de fonctions de C*®(Q x [0,T); R?) satisfaisant (1.2)
sur Q x [0,T], (1.18), et telle que

y*(-,T) — y1 au sens WP(Q), Vp € [1,+00). (1.18)

On obtient & plus forte raison la contrdlabilité dans W1,

Notons & présent que méme sous ces hypothéses supplémentaires, on n’a
pas de contrélabilité approchée W2, En effet, partons d’un profil de vitesse
nul. Maintenant, on peut considérer un autre profil de vitesse au voisinage
du bord tel que la vorticité correspondante soit nulle au bord, mais telle que
la dérivée de cette vorticité dans le sens de la normale au bord soit non nulle.
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«Complétons» ce profil de vitesse sur le reste du domaine de sorte que la
condition (1.15) soit vérifiée. Alors on n’a pas contrélabilité approchée W 2:>°
entre ces deux points, car on aurait alors convergence W1 de la vorticité.
Or, partant de 0, on aura forcément 4 la fin du processus une vorticité nulle
au voisinage des composantes du bord non contrélées.

Nous allons & présent exposer les méthodes utilisées pour parvenir 3 ces
résultats.

1.4.1 Controdlabilité Wir

Supposons donc disposer de ’hypothése supplémentaire que pour toute
composante connexe I' de 9 qui ne rencontre pas ¥, on a (1.15).

On peut alors tenter d’utiliser la méme stratégie que ’on utilisait pour
le cas de la contrdlabilité LP, a savoir que, dans un premier temps, on
«remplace» la vorticité de yo par celle de y; (ou par une répartition bien
choisie), en «soufflant suffisament fort» pour bien placer celle-ci. Puis dans
un deuxiéme temps, reste a régler le probléme suivant : méme si ’on a par-
faitement remplacé la vorticité et que 'on impose la bonne vitesse nor-
male au bord au temps T, cela n’assure rien du fait de la non-trivialité
du premier espace de cohomologie de de Rham pour les domaines qui nous
occupent dans cette partie. Concrétement, sur de tels domaines (non sim-
plement connexes) :

rot yo = roty; dans Q,
divyp = divy; = 0dans 2, » # yo = y; dans Q.
Yo-V = y1.v sur 0%,

En revanche, sous ces hypothéses, yo — y; est une combinaison linéaire des
fonctions V17;, pour i variant entre 2 et k, ou k est le nombre de compo-
santes connexes de 91, les fonctions 7; étant définies de la fagon suivante:

7, = 1sur I[;,
7; = 0 sur OQ\IYy,

ot ’on a numéroté les composantes connexes de 92 par I'y,...,[x en com-
mencant par exemple par les courbes qui rencontrent .

Il s’agit donc dans un deuxiéme temps de savoir «éliminer» ces courants
irrotationnels. Pour les indices 7 correspondant & des composantes connexes
qui coupent X, il n’y a pas de probléme pour régler le V-+7;. Il suffit en effet,
comme I’a démontré J.-M. Coron dans [6], de faire passer de la vorticité dans
le domaine, en entrant par I'y N X et en sortant par I'; N £. En réglant la
quantité de vorticité en question, on dispose parfaitement de la composante
de yj;= selon V1r;.
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Pour les autres indices ¢, on ne dispose pas de ce moyen. Dans [6], la
contrdlabilité approchée est obtenue en plagant de la vorticité supplémen-
taire prés de I'’, ce qui régle le probléme des V-1 7;, mais qui a évidemment
un prix en termes de qualité du contrdle approché (en particulier en ce qui
concerne la norme W1?).

Ajoutons qu’ un probléme se superpose a celui-ci, & savoir que I’'on sou-
haite, en plus de la contrélabilité WP, & obtenir au final un champ des
vitesses qui coincide avec y; sur le domaine privé des points les plus proches
des composantes du bord «incontrdlées». Les deux problémes sont réglés
simultanément dans une sorte de couche limite prés de I'®.

Dans [6], la valeur finale de la fonction solution pour le probléeme li-
néarisé autour de 7 s’exprime de facon relativement simple en fonction des
fonctions de courant de yg et y; et du flot de 7. Ici, celle-ci est obtenue par un
procédé un peu plus complexe (valable grace & ’hypothése supplémentaire),
qui permet a la fois d’obtenir la condition de coincidence et de résoudre le
probléme des V+7;, et ce d’une maniére pas trop coiiteuse en norme W1P.
Cette résolution fait appel & une probléme de type controlabilité mentionné
dans [26, p. 86].

1.4.2 Contrdlabilité W?2?

Le probleéme de la contrélabilité W?2P lorsque ’on a I’hypothése supplé-
mentaire (1.17), est de nature un peu différente & celui considéré au para-
graphe précédent.

Pour ce résultat en effet, on doit modifier le «z» pour obtenir le résultat,
c’est & dire que 'on doit ajouter une «préparation» supplémentaire avant
de revenir & une action semblable & celle utilisée précédemment. En effet,
grice & I’hypothése précédente, on peut passer dans un premier temps de ¥y
A une répartition de vitesse qui, sur les composantes de I'* a un rotationnel
proche (en norme C') de celui de y;. Par la suite, un procédé similaire au
précédent (mais encore légérement adapté) permet d’obtenir le résultat de
controle approché voulu (aprés réexamen de la partie du domaine proche de
I®).

Pour ce qui est de «bien répartir» la vorticité initiale sur chaque com-
posante de I'®, on fait encore appel & la méthode du retour. Si on trouve
un 7 (solution potentielle de 1'équation d’Euler partant et finissant en 0)
dont le flot sur chaque composante de I'® donne la bonne transformation,
on pourra espérer trouver une solution du systéme non-linéaire qui I'effectue
également.

L’argument central pour trouver ce nouveau «g» utilise I’outil complexe:
il s’agit d’approcher une fonction continue sur une courbe, & valeurs com-
plexes, par une fonction holomorphe sur un ensemble fixé & I’avance (& savoir
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(2), et satisfaisant la contrainte au bord. Précisément, la proposition suivante
est établie:

Proposition 1 Soit Q un ouvert non vide borné et régulier du plan. Soit ¥
une partie ouverte non vide de son bord 02. Soit ¥ un champ de vecteurs de
classe C*(0Q\Z;R?) (k € N) tel que:

/ .47 = 0, (1.19)
r

pour toute composante conneze I' de OS2 qui ne rencontre pas X.
Alors pour tout € > 0, il existe § € C°(Q;R) tel que

A6 =0 dans 12, (1.20)

V6 — 3llcran\z:r2) < € (1.21)

Dans notre cas, cette proposition peut se démontrer de maniére élémen-
taire, en utilisant le théoréme de Runge (notons que, ainsi, ’élaboration de
cet écoulement potentiel est encore une fois non constructive).

1.4.3 Une remarque supplémentaire

Dans ce paragraphe, nous donnons une petite conséquence supplémen-
taire du lemme que nous venons d’évoquer.

Nous pouvons remarquer que la Proposition 1 permet de mettre en évi-
dence de nouveaux types d’écoulement potentiel tels que ceux utilisés pour
le contréle de I’équation 2-D. En effet, on peut dans ce cas controler non
seulement la trajectoire d’un point par le flot, imposer une vitesse normale
nulle sur une partie précise du bord, mais également imposer (approximati-
vement, dans une bonne norme) la vitesse tangentielle sur la méme partie
du bord. On peut par exemple obtenir le résultat suivant :

Proposition 2 Soit Q un ouvert borné régulier non vide de R?. Soit T une
partie ouverte non vide de son bord. Soit Q# une partie ouverte non vide de
Q. Considérons k € N. Soit enfin e > 0.

Alors pour tout = de R, il existe r(z) > 0 et une fonction 6 de classe
C®(Q x [0,T);R) qui satisfait les conditions suivantes :

Af =0 dans 1, (1.22)

8 = 0 sur OQ, (1.23)
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VOl cogo,y,cx(00\5)) < € (1.24)

¢V%(B(z,r(z)),1,0) C ¥, (1.25)

ot B(z,7(z)) est la boule fermée de centre x et de rayon r(z), et $V° désigne
le flot du champ de vecteurs V6.

Ce résultat généralise un résultat de J.-M. Coron, & savoir le Lemme A.1
de [7], qui au lieu de (1.24), donne

o0 026
llgﬂcown\z) + ”53”00(39\2) <¢ (1.26)

ou 7 est la tangente unitaire & 02 orientée directement.

Cette derniére proposition est utilisée pour établir la controlabilité ap-
prochée de I’équation de Navier-Stokes avec condition de glissement de Na-
vier sur le bord. Aussi une ouverture vers une prochaine recherche peut étre
de voir si le résultat de contréle de Navier-Stokes peut étre ainsi amélioré. En
particulier, il serait intéressant de chercher & renforcer la qualité du contréle
approché ou de traiter la condition de non-glissement de Stokes.

De maniére générale, on peut espérer trouver par ce biais d’autres «y»
qui satisfont des contraintes supplémentaires par rapport a ceux considérés
jusqu’ici.
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Chapitre 2

Controle des fluides
tridimensionnels

Résumé

Nous prouvons la contrélabilité de ’équation d’Euler tridimen-
sionnelle pour les fluides parfaits incompressibles sur un domaine
borné et régulier, lorsque le controle opéere sur une partie ouverte
du bord qui en rencontre les différentes composantes connexes.

Abstract

We prove the exact boundary controllability of the 3-D Euler
equation of incompressible inviscid fluids on a regular connected
bounded open set when the control operates on an open part of
the boundary that meets any of the connected components of
the boundary.

2.1 Introduction

Let Q be a non-empty, open, connected, bounded and regular (say C*°-
regular) subset of R3. Let 'y be an open and non-empty subset of its boun-
dary 0%, which meets any connected component of 9f2. We are interested
in the exact boundary controllability of the 3-D Euler equation of inviscid
incompressible fluids for (€2, Ty), that is, the following question: given 7" > 0,
given y and y; two solenoidal vector fields, i.e. satisfying

div yp = divy; =0, (2.1)
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regular (in this paper, C%® for some Holder coefficient o € (0,1)) and which
satisfy

yo-n = y1.n = 0 on N\ Iy, (2.2)

where n is the outward unit normal vector field on 912, does there exist a
solution y of the Euler system

Oy + (y.V)y =Vp in Q, (2.3)

for some p € D'(Q2 x (0,T)) and

divy=0in Q, (2.4)
with
y(z,t).n =0, Vte[0,T], Vz € IQ\Iy, (2.5)
and such that
Yjt=0 = Yo in (2.6)

Y= = y1 in Q7

This problem, raised by J.-L. Lions in [25], was solved by J.-M. Coron
in [5] and [6] in the two-dimensional case. In a previous paper [18], we have
sketched a proof of a solution to this problem in dimension 3 when €2 is
simply connected. Here we give the details of the demonstration and prove
that, as announced in [19], the result still holds when § is not necessarily
simply connected. Actually, we prove the following result:

Theorem 2.1 Given a € (0,1), two functions yo and y; in C>*(Q;R?)
satisfying (2.1) and (2.2) and T > 0, then there ezists a function y in the
space C([0,T]; CH(Q; R3))NL>([0, T); C?*(Q; R®)) such that (2.3) to (2.7)
hold for some p € D'(2 x (0,T)).

Remark 2.1 As noticed in [6], the condition that T'g meets any connected
component of the boundary is necessary for the ezact controllability as a
consequence of the Kelvin law.

Indeed, suppose that we choose y; = 0 on some connected component I'*
of the boundary, which does not meet I'g. Then the existence of y and the
Kelvin law for any loop 7 in this connected component of the boundary

imply that
/yodT = /y1d7' =0,
o v
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where ¥ is the loop obtained when transporting v by the flow of y. This
necessarily implies that yoir+ is a gradient, which is not generally the case.

Now we briefly describe the method. As in [5] and [6], the steps of the
proof of Theorem 2.1 are the following: first, we prove that this question
can be reduced to the problem of zero-controllability with small initial data
(that is y; = 0 and ”y()llcz‘a(ﬁ;ks) < €) and small time 7.

To be more precise, we prove in section 5 that Theorem 2.1 is a conse-
quence of the following proposition:

Proposition 2.1 There ezists v > 0 such that if yo € C>*(Q;R3) satisfies
(2.1), (2.2) and lvollc2a@prsy < v, then there ezists a function y in the
space C([0,1]; CH*(Q; R3)) N L*([0, 1]; C%*(Q; R®)) and p € D'(Q x (0,1))
satisfying (2.3) to (2.7) for y1 =0, and T =1, and also

1

y=0andp=0, Vte [5, 1]. (2.8)

In order to prove the last proposition, we use a method called the “re-
turn method”, used in [5] and [6] and introduced in [3] for a stabilization
problem. Precisely, — since the linearized Euler equation around y = 0 is not
controllable — we consider the linearized system around other solutions of
the Euler control system ¥ satisfying 3j;—o = Jj;=1 = 0 (a kind of “loop”).
If this linearized control system is controllable, then for yy small enough,
one can hope to find y close to ¥ answering to the general problem. In order
to prove the existence of y, we use a construction of solutions of the Euler
system due to C. Bardos and U. Frisch (see [2]).

In the previous presentation of the problem, the control itself was not
explicit. As a control, we can take for example y.n on I'g X [0,7] and the
tangent part of the vorticity where the fluid enters, that is w A n where
y.n < 0 in Ty (see for that [24]).

In the next section, we will present the different tools we need to intro-
duce the particular solution 7. This function will be found in the particular
potential form “V@”, in order for its flow to satisfy precise properties. In
the simply connected case, as in dimension 2, 7 has the property that any
particle in Q following the flow of § must go out of Q. The major difference
is that in dimension 3, as in the 2-D case for the Navier-Stokes equation [7],
this “V#” can no longer be chosen stationary. In the multi-connected case,
we will have to introduce an other type of “V6” (which we need to append
to the previous one), whose flow moves certain Jordan curves properly.

In section 3, we define a function F on a certain functional set, of which
y will be found as a fixed point. Given y near 7, F' associates the solution
of a linear control problem relied to (2.3)-(2.7).

In section 4, we prove Proposition 2.1, by showing that F' admits a fixed
point which gives a solution to the non-linear problem.
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Section 5 deduces Theorem 2.1 from Proposition 2.1.

Section 6 is devoted to the proof of Lemma 2.1, which corresponds to
the first type of “V0”.

Section 7 corresponds to the second type of “V6” presented in Lemma
2.2.

In sections 8 and 9, we give the details of the proofs of technical lemmas
needed in sections 6 and 7 respectively.

2.2 The particular solution of Euler system: 7

We first set up the following lemma, which stands for any regular boun-
ded open set §2 such that §2 contains 2. This ¥ is useful to get rid of vorticity
in Q.

Lemma 2.1 For all a in Q, there ezists € C*® (6 x [0,1]; R) satisfying:

Supp 6 C Q x (0,1), (2.9)
0=0inQx (0, }1] U [%, 1)), (2.10)
A8 =0 in 0 x [0,1], (2.11)
‘—;% =0 on (89Q\T'o) x [0, 1], (2.12)
$V%(a,0,1) € Q\Q, (2.13)

where we denote by ¢V : Q x [0,1] x [0,1] — 6, (z,t1,t2) = ¢VO(z,11,12)
the flow of V0, i.e. the function which satisfies

0p
¢(.’E,t1,t1) =z (215)

With the help of that lemma, we will be able to single out a solution of
the Euler system, which makes each part of the fluid go out 2 (far enough),
and then go back the same way.

*

In the multi-connected case, we will also need another type of “V@”,
in order to control flows without vorticity, which class in de Rham’s first
cohomology space is not trivial. Let us describe these flows (we use the
description of [33, Appendix I]).
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We introduce, in the multi-connected case, precisely when Hq(Q2) = Z*
with s > 1, s smooth hypersurfaces X1, ... ,5, included in Q, with bounda-
ries in 02, not tangent to 0, such that:

S
Q\(U %;) is simply connected, (2.16)
=1

and such that if the ¥; have mutual intersections (which, in some cases,
cannot be avoided), these have to be transversal.

For i € {1,..., s}, we distinguish the two sides &;, that we denote by T}
and X7 . For a function f defined in Q\ Uj_; ¥;, which trace on E;*' may
differ from the one on X, one defines [f]; : = fIE?' - fIE,-' considered as a
function on ¥;.

We introduce the functional space

X;: = {p € H(Q\ LSJ ¥;) / [pli = constant, [p]; =0 for j # z}
i=1

(The transversality allows the proper definition of the X;, and particularly
the fact that X; # X; for i # j.)

Then using the Lax-Milgram theorem on X;/R (R representing the cons-
tant functions), one easily deduces the existence of a function ¢} in X; such
that:

| veivo =l Vo e X (2.17)
This leads to the existence of a function g; € X; such that:

S

Agi=0in Q\ U Zj, (2.18)
=1

Ong; = 0 on 09, (2.19)

[qi]i = 1, (2.20)

[g:); = 0 for j # i, (2.21)

[Ongili = 0. (2.22)

By (2.20), (2.21) and (2.22), the Q; : = Vg; are in C%(Q). In fact they are
in C*°(Q) (see [33, Appendix I, Remark 1.3.ii]). This can be easily obtained
by considering in a neighbourhood V of a point in ¥; the function §; equal
to g; in the part of V situated on the “T;” side of £; and equal to ¢; — [g;];
on the “T}” one. This function appears to be H' and harmonic.

Remark 2.2 One deduces from the previous construction (see [33, Appen-
diz I, Proposition 1.1]) that any (regular) vector field X satisfying

curl X =0 in Q, (2.23)
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can then be written as
S
X =Vx+ Z a; Q;,
=1

for some function x and some real numbers o, 1 € {1,...,s}. If we add to
(2.28) the conditions:

divX =0in Q, (2.24)
X.n =0 on 09, (2.25)
then we obtain
S
X=) 00
=1

In the multiconnected case, it is hence not sufficient to find a control
which makes the vorticity vanish, to reduce the flow to zero.

This fact will oblige us to set up a second lemma to define our particular
solution 7 and to get rid of the terms “Q;”. It is in particular necessary to
treat the problem with (for instance) yo = Q; and y; = 0. Roughly speaking,
the following lemma solves this precise case.

Lemma 2.2 There ezists v > 0, such that for i in {1, ..., s}, there ezists
6i € C°(Q x [0,1];R) and N* € C®(;R3) satisfying:

Supp 6* C 2 x (0,1), (2.26)

6 =0 in Q0 x ([0, %] u [2, 1)), (2.27)
A9 =0 in 0 x [0, 1], (2.28)
%‘9’;; =0 on 0Q\TI'y x [0,1], (2.29)
Supp R ¢ N\, (2.30)

and such that for any f € C([0, 1],02’“(6; R3)) with

“f - Vei”C([O,l]XE) < U’ (231)
if we define w* € C°°(5 x [0,1]; R3) by
wi(-,0) = curl(X) on &, (2.32)

' + (f.V)w' = (w'.V)f —widivf on Q x [0,1], (2.33)
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and if we define the function ¢* in C°°(6 x [0,1];R3) by

curl¢* = w' in Q@ x [0,1], (2.34)
div ¢=01inQx[0,1], (2.35)
in = 08,0' on 8Q x [0,1], (2.36)
/ ¢*(0).Q;dz = (2.37)
/Q (B¢ + F Acurl(¢h)).Qjdz = 0, Vj € {1,...,s}, (2.38)

then we have
Supp w'(-,1) Cc Q\Q, (2.39)

and

¢ = Q. (2.40)
As we will see in section 6, T : = V0 in this lemma will be chosen, not

in terms of the flow of points, but in terms of the flow of certain Jordan
curves.

We can now present what our particular solution to Euler system 7 will
be.

We denote by B(z;,r;) the open ball of center z; and of radius r;, and
by B(z;,r;) its closure. By Lemma 2.1, one can find by compactness of
a positive integer k, k points z; in Q, k real numbers 7; > 0 and k smooth
functions 6; € C®°(Q x [0,1],R), i € {1,...,k}, satisfying (2.9)-(2.12), and
an open bounded regular set Q, with Q C 7 and also Qs such that

B(zi,ri) C O, (2.41)
Qc 1L=Jk B(zi, i), (2.42)
=1
¢V0,' (E(.’L‘i, T'i), 07 1) N ﬁ2 = @ (243)

Let us split the time-segments [1/4,1/2] and [1/2,3/4] as follows:

1 .1
ti= i Vi € {0, ..., k}, (2.44)
1 1,1 . \
tipL= Vi (14 2)4k, Vi € {0, ...,k — 1}, (2.45)

1 ) 1 .
t; = §+(z_k)4_s7 Vi€ {k,....k + s}. (2.46)
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We can now define 8 in C*(Q x [0,1/2],R) by

8(z,) = 0, V(z,2) € O x [0, %], (2.47)

0(z,t) = 8k9j(l‘,8k(t - tj__l)), Vi e {1,...,k},
and ¥(z,t) € Q x [ti-1,t;_1], (248)

0(z,t) = —8k0;(z,8k(t; —t)), Vje{l,..,k},
and Y(z,t) € Q x [t;-1,t5]. (2.49)

During the interval of time [$, 1], we define 6 by

8(z,t) = 4567 K+ (z,4s(t - t;)), Vi € {k,....k +5—1}, (2.50)
and V(z,t) € Q x [tj, tj41]-

Let 7: = V0. We remark that  restricted to Q x [0,1] is a C* solution
of (2.3)-(2.7) with T = 1, yo = y; = 0 and with p(z,t) = 00/3t + |V6|?/2.

2.3 The application F'

2.3.1 Introduction

In this section,we use this particular solution to single out the application
F, the fixed point of which give a solution for Proposition 2.1. For that
purpose we first introduce a certain functional set X,.

Let p : [0,1] — [0,1] C*-regular, such that

0<up<1in|0,1],
p=1in[0,1/8], (2.51)
p=0in [1/4,1].
Then the set X, for » > 0 small enough, is defined as:
X, = {u e ([0, 1), C** (@ R)/ divu=0, Ju=Flooguon) <
u(z,t).n(z) = p(t)yo(z).n(z) + yn on 82 x [0,1]. }. (2.52)

The value of F Willbe a solution to a certain linear controllability pro-
blem in C([0, 1], C?¢(Q2)).
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We introduce a linear operator 7 which extends functions defined on Qto
functions defined on 2, and with support in {;. We will require also for it to
send continuously CNA-N((; R3) into CIA-IN(); R3), for all A € [0, 3)\N.

Now we define the application F. For u € X,,, we set

t =7+ m(u—7). (2.53)

Then F(u) will be a solution of the following problem:

F(u)(-,0) = yo in , (2.54)
F(u)(-,-).n = 0 on [0,1] x (82\To), (2.55)
divF(u) =01in [0,1] x £, (2.56)

and if we set w: = curl(F(u)), then it should satisfy

/ (B F(u) +iAw).Q =0in [0,1], Vi€ {1,...,s}, (2.57)
Q

Ow + (4.V)w = (w.V)@ in [0,1] x Q. (2.58)
The controllability problem is to find a F(u) such that
F(u)(1,-) =0in Q. (2.59)

Of course, this linear problem becomes “close” to the Euler problem as
w approaches curl u.

2.3.2 Preliminaries

Before making F' explicit, we introduce some notations.

For a regular open bounded subset E of R3, we denote by || - || o,z for
i € Nand a € (0,1), the usual norm for C»*(E) and by || - ||; & the usual
norm for C*(E).

We introduce a partition of unity adapted to the open covering of Q by
the open sets B(z;,r;) (described in (2.41)-(2.43)), that is some functions
ki € C3°(£;[0,1]) such that

Supp ki C B((Ei, T’i), (260) )
i=k
Y ki=1inQ. (2.61)
i=1
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In this section, we will frequently use the following lemma, of which we
postpone the demonstration to section 2.3.4.

Lemma 2.3 Let U be a function in cO([o, T],Cz’a(a, R?)), and Wy be a
function in CH*(Q,R%). Let W be a function in C°([0,T], C*(€, R3)) de-
fined by the following system

{ W(-,0) = W in £, ) (2.6
W + (U)W = (W)U — (divU)W in © x [0,T].

Then for all t € [0,T), one has
divW (-,2) = 0. (2.63)

Moreover, if divU = 0 in 2 and Wy = curlVg in Q, then there exists
V € C°([0,T],C%*(9,R?)) such that for all t € [0,T]

W(t) = curl V(t) in Q. (2.64)

2.3.3 Construction of F'

We now give an explicit formulation of F(u). Let v € X, for v small
enough (say v < vy with vy < 7). We associate 4 defined by (2.53).

We define F'(u) by its curl w in §2 and by its “coordinates” A; with respect
to the functions Q;. We define the functions w and A; in a first step, during
the times [0,1/2], and then we define them in the interval [1/2,1].

Along the construction of F', we will allow ourselves to reduce v in order
to make F' correctly defined.

We introduce a first function w* in C°([0, 1], C1 (5)) We define w* by
the relations

W' (,0) = curl (S, (mim(w))) in &, (2.65)
Aw* + (.V)w* = (w*.V)ii — (diva)w* in Q x (0,1).

By Lemma 2.3, w*(-,1/4) is a curl in Q: let us say
w*(-,1/4) = curlW in Q, (2.66)

with W € C% "‘(Q)
We define then the functions w' in C°([1/4,1/2], 01 «(§1)) by the equations:

wl(-,1/4) = curl(-ym(W)) in 8,
{ w' + (4.V)w' =l( lV)u—(dlvu)w in Q x [1/4,1/2]. (2.67)
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Of course, we have the relation for ¢ € [1/4,1/2]

l
Wt =) wh (2.68)
=1

Il
x>

Let us now build w : € x [0,1] — Rj , continuous in the variable ¢ from
[0, 1]\{ti_%, i € {1,...,k}} into C“*(), continuous at the right of each
t;,_1 and with a limit in Cl'a(ﬁ) at the left of each ¢, 1 (for i € {1,...,k}).
We will extract F(u) from this w.

Let us define w this way :

1
2

w(z,t) = w*(z,t) in Q x [0, i], (2.69)
then for ¢ € [1/4,1/2]:

Ow + (2.V)w = (w.V)a — (div &)w,

i=k—1 1 N
U (tiopotip1) Ulteoy, 5l x Q- (2.70)

.ol
. {[Z’ t%) i=0
Thus to define w properly, we have yet to define it at times ¢,_ 1. We do it in

order that, at time ¢;, only Zf:i 41 w'(z, t;) stays on Q, instead of w*(z, ;).
For that, we simply have to consider w at time b1 Let us suppose by
2

induction that, one has

Wt ) = > i, t;_1)- (2.71)
l=1
Then, we just have to define
k
+ )= I
Wzt ,) = Y 'ty (2.72)
l=i+1
with the convention
w(:z:,t;:_%) =0. (2.73)

So (2.70) and (2.72) do completely define w for ¢ in [1/4,1/2]. Note that by
(2.67), (2.70) and (2.72), one gets

w('9t) = Z wl('at)7 Vt € [ti—%7ti+%)' (274)
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Relations (2.43) and (2.53) imply that for ”“_yuco(ﬁx[o,l]) small enough
(that is, for a suitable choice of 1g), one has

¢ﬁ(§(mi’ri)a 1/41 ti—%) nQ=0.

But by (2.60) and (2.67), at time 1/4, the support of w' is included in
B(z;,r;). It follows from the form of (2.67) that the support of w* follows
the flow of 4. We deduce that

Supp wi(ti_%, N =0.

This way, we get that the restriction of w to 2x [0, 3] is C([0, 3], C*())-
regular and that we have in Q x [0, 1] the relation

8w + (@.V)w = (w.V)i. (2.75)

Furthermore, by Lemma 2.3, w stays divergence-free in  x [0, %]
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