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A nalyse de fiabilité des grands systèm es réparables m arkoviens stratifiés

R ésum é: L’objet de la thèse est l’analyse des grands systèmes réparables lorqu’il est pos­
sible d’établir une échelle de qualité de fonctionnement des états. L’exemple le plus simple est 
le nombre de composants en panne lorsque les composants jouent le même rôle. Pour la fiabilité, 
deux méthodes de calcul sont proposées. La première concerne l’analyse des trajectoires de panne. 
Une méthode basée sur des encadrements stochastiques permet de simplifier les calculs sur chacune 
des trajectoires. La deuxième repose sur les approximations pessimistes et utilise des encadrements 
spécifiques aux modèles stratifiés. En particulier la prise en compte du nombre de réparations per­
met d’affiner la méthode séquentielle. L’encadrement obtenu dans ce cadre markovien, améliore les 
encadrements classiques. En ce qui concerne la disponibilité, il est montré que le niveau de qualité 
d’un tel système converge vers le niveau stationnaire avec un phénomène de cut-off, résultat déjà 
connu dans le cas de composants identiques mais démontré ici pour des composants quelconques.

M ots clés : fiabilité, inégalités stochastiques, systèmes markoviens, cut-off

C lassification AM S (1991) : 60K10, 60J20, 90B25, 62N05

R eliability A nalysis o f Large Reparable M arkovian Stratified System s

A b stra ct: The work deals with industrial systems composed of many markovian components for 
which it is reasonnable to define a level of working quality. The most simple example is the number 
of failed components. The first part is devoted to the approximation of the reliability. Two me­
thods are proposed. The first one is based on the failure trajectories analysis. The efficiency of the 
method is coming from a new result about stochastic inequalities. The second method is made in 
the way of exponential pessimistic approximations. The existence of a quality level permits to get 
a new bounding for the reliability. This bounding is more accurate than the classical boundings. 
The second part of the thesis is concerning the availibility. It is proved that the quality level of the 
system converges to stationnary level with a cut-off property. This result was known in the case of 
identical components but not in the case of different components.

K ey words : reliability, stochastic inequalities, markov systems, cut-off
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Introduction

La fiabilité des grands systèmes industriels modernes est une préoccupation im­

portante qui nécessite une analyse multidisciplinaire. En mathématique, elle est à 

l’origine de nombreux problèmes spécifiques. Qu’il s’agisse de réseaux de transport, 

de centrales nucléaires ou de composants électroniques, deux approches sont possibles 

pour évaluer la probabilité de défaillance. L’une est plutôt statique et privilégie les 

informations sur l’architecture du système. Schématiquement, on peut dire qu’il s’agit 

de l’approche anglo-saxonne développée dans les années 70 avec les techniques d’arbres 

de défaillance. L’autre approche est plutôt dynamique et utilise une modélisation sous 

forme de processus stochastiques. Elle trouve son origine, à la même époque, dans les 

travaux classiques de G nedenko , Solovyev  ... . Ici nous utilisons cette seconde 

approche et centrons notre travail sur les modèles markoviens à temps continu et à 

espaces d’états discrets. Nous cherchons dans cette étude à concilier l’analyse pratique 

des problèmes industriels et l’aspect théorique de toute recherche en mathématique.

Le calcul de la fiabilité pour les grands systèmes markoviens est un problème à 

la fois classique et ancien. Nous savons que les méthodes exactes sont la plupart du 

temps inapplicables. Les difficultés sont essentiellement de deux natures. L’une est 

liée à la taille des systèmes. Il n’est pas rare d’avoir des systèmes de plusieurs millions 

d’états. L’autre tient à la disparité des temps. Il est hautement souhaitable que les 

temps de défaillance des éléments soient très nettement plus grands que les temps de 

réparation. C’est pourquoi de nombreuses approximations ont été développées ces 

dernières années. Nous proposons ici de nouveaux encadrements qui soient utiles 

au moins pour les systèmes cohérents standard de grande taille. Les résultats sont 

démontrés dans le cadre de modèles stratifiés. Ils utilisent les outils classiques de 

l’agrégation dans les systèmes markoviens et la description par séquences des proba­

bilités de panne.
La thèse est divisée en 5 chapitres. La description de la famille de modèles étudiés 

est contenue dans le premier chapitre. Le chapitre 2 privilégie le point de vue séquentiel. 

Schématiquement la panne est décrite par quelques scénarios dont la durée est une
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convolution de variables exponentielles. C’est en étudiant la mise en pratique des 

calculs correspondants qu’a été développée une méthode réduisant sensiblement les 

temps de calculs. Cette méthode repose sur des comparaisons stochastiques qui ont 

aussi un intérêt en soi.

Le chapitre 3 est centré sur l’évaluation de la durée de vie du système à partir de 

la stratification par niveaux. Il s’agit de comparer la durée de vie du système à celle 

d’un système de type k/n  qui lui soit à la fois proche et pessimiste.

Dans le chapitre 4, nous évoquons les approximations pessimistes classiques développées 

ces vingt dernières années. Nous en déduisons plusieurs résultats dans le cadre des 

modèles stratifiés qui nous intéressent. En particulier, pour les études concrètes, nous 

savons que les trajectoires de panne sans réparations ont le plus de poids dans la 

probabilité de panne du système. Ceci réduit considérablement le nombre de trajec­

toires à observer. Ici nous prolongeons cette étude aux trajectoires de panne ayant un 

nombre fixé de réparations et en déduisons de nouveaux encadrements.

Dans le chapitre 5 nous étudions les problèmes liés à la disponibilité du système.

Les états de panne ne sont plus supposés absorbants et nous voulons décrire la faon 

dont le processus converge vers la loi stationnaire. Le modèle étant stratifié, nous 

étudions l’évolution de la loi donnant le nombre de composants en panne. Deux asymp- 

totiques sont envisagées. L’une avec un nombre fixe de composants, l’autre lorsque 

le nombre de composants est très grand. L’ensemble des résultats théoriques sont 

illustrés par des données numériques réalisées en ’’matlab”.
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Chapitre 1

Modélisation markovienne

L’objet de ce chapitre est de définir le cadre général de notre étude. Nous souhai­

tons analyser le fonctionnement d’un système industriel formé de nombreux compo­

sants. Chaque composant est soit en bon état de fonctionnement, soit en panne. Sa 

durée de vie et sa durée de réparation est supposée sans usure. On obtient ainsi un 

modèle markovien classique (cf B a r l o w , P r o sc h a n  o u  G n e d e n k o ). L’hypothèse 

que nous ajoutons au cas standard est l’existence d’un niveau de qualité. Par exemple, 

le nombre de composants en panne peut servir d’indicateur de qualité de fonctionne­

ment.

1.1 Système réparable

Nous rappelons le cadre markovien classique de modélisation des systèmes indus­

triels et en profitons pour introduire l’essentiel des notations qui seront utilisés dans 

cette étude

1.1.1 Structure du système

Considérons un système S  formé de n composants: c(1),c(2), ...  ,c(n) indexés par 

l’ensemble I  := {1,2,... ,rr}. On suppose que chaque composant é l\ i  G I, a deux 

états possibles qui sont notés: 0 pour le fonctionnement et 1 pour la panne. Soit 

E = {0,l}n =  {ej}jej, où J  = {0,1,...,2n -  1}, l’ensemble des états possibles 

du système, tels que, si e, = ... ,e$n)) G E , alors e f  indique l’état du

composant ¿ l\ i  G I. Notons e0 = (0,0,... ,0), l’état de fonctionnement parfait du 

système S, et ë =  (1,1,... ,1) l’état du système avec tous ses composants en panne.

La structure du système S  est caractérisée par la décomposition de E  en deux sous- 

ensembles: E + = {ej}j<zj+, l’ensemble des états de fonctionnement, et E~ = {ej}j£j-,

íe(1) e(2)
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l’ensemble des états de panne. Évidemment nous supposons e0 G E + et ë G E~. Les 

éléments de E+ := E + \  {eo} sont nommés des états critiques. Considérons sur E  

l’ordre partiel défini par

ej ■< ek &  e^  < ej^,Vi G I

Naturellement, on considère que E+ et E  sont compatibles avec la relation d’ordre 

” ■< ” dans le sens suivant :

ej ^  et ek G E  =̂ - ej G E  

ej ■< ek et ej G E~ =» ek G E~

L’évolution du système se fait par des défaillances et réparations successives de

composants. Ainsi l’état du système évolue-t-il par des basculements 0 — 1 ou 1 — 0

successifs. Nous appellerons pas tout couple (ej,ek) G E+ x ( E \ E f )  ayant la propriété

|e^ — ej^| =  1. Nous dirons alors que les états ej et ek sont des états voisins.

Chaque élément e de (E \  {ë}, a un ensemble de successeurs qui sont les états

e' plus grands, au sens de cette relation d’ordre, et tels que (e,e') soit un pas. Notons

E~ l’ensemble des successeurs des éléments de E +, qui se trouvent en E~. On dit que

E~ contient les états d’absorption. Soit E f := E~ \  E~ l’ensemble des états latents. 
/

Evidemment le système n’arrive jamais dans un état latent parce qu’il est déjà tombé 

en panne dans un état ” ̂  — inférieur” qui appartient à E~. On peut donc décomposer 

l’ensemble des états E = E + U E~ comme suit : E + = Eq U Ec où Eq := {eo} 
et Ec est l’ensemble des états critiques, c’est-à-dire les états dont un successeur est 

dans E~ = E~ U E f.  Il sera pratique dans la suite d’indexer les éléments de E  de 

sorte que, pour j,k,m  G J, si on a ej G E +, ek G E~ et em G E f,  alors j  < k < m.

Une trajectoire de longueur m, m > 1, est définie comme un m + 1—uple 7 = 

(ejo)eji> • • • )ejm) tel que chaque couple (ejk_1,6jk), 1 < k < m , est un pas. Donc les 

pas sont des trajectoires de longueur 1. Nous disons que la trajectoire 7 part de 

ej0, arrive à eJm et, pour m > 2, passe par ejk, k =  1,...  ,m -  1. Nous précisons 

sa longueur en écrivant ¿(7 ) = m. Il est utile de distinguer dans l’ensemble des 

trajectoires celles qui jouent un rôle important. Nous notons :

Tq l’ensemble des trajectoires de marche, celles qui partent de eo, et arrivent à un 

état de E+ sans visite à l’ensemble des états de panne;

rg l’ensemble des trajectoires de panne, celles qui partent de eo, et arrivent à un 
état de E~ ;

rg l’ensemble des trajectoires de retour parmi celles de Tq", qui arrivent à eo sans 
passer par e0;

e k
+ +

iLiei

d)
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Tq l’ensemble des trajectoires de panne directe, parmi celles de Tg qui ne re­

passent pas par e<).
Nous avons défini les éléments qui permettent de décrire l’état du système. Nous 

allons maintenant construire le modèle stochastique qui décrit l’évolution du système.

1.1.2 Dynamique du système

Nous supposons que S commence à fonctionner à l’instant t = 0 avec tous ses com­

posants en état de marche (donc son état initial est e0 ). Pendant son fonctionnement 

les composants se dégradent indépendamment, jusqu’à ce qu’ils tombent en panne. 

Quand un composant tombe en panne, sa réparation commence instantanément. Ainsi, 

l’évolution en temps du système S sera représentée par une succession d’états e G E, 

jusqu’à ’’l’apparition” d’un e* G E~ à un instant T que nous désignons comme la 

durée de vie de S.
Notons X  = {X(î)}î>o, X(0) = e0, X(t) G E, le processus correspondant. Nous 

pouvons définir le durée de vie du système S  comme:

T  -  inf{ t > 0 : X(t) G E~ }.

Le caractère markovien du comportement de X  est dû à l’hypothèse que pour chaque 

c(i) le temps de fonctionnement, T0W, et le temps de réparation, t {z\  sont des 

variables aléatoires de loi exponentielle, de paramètres = A* et respectivement

= fa. On suppose habituellement que 0 < À* <C ¿u,.

Il est connu que, dans ce cadre, le processus X  (t) est un processus markovien homogène 

avec états absorbants. Pour la description de X , il est utile de rappeler la signification 
des transitions. L’indépendance supposée du fonctionnement (réparation) des com­

posants permet de modéliser l’évolution en temps de chaque composant cw par un 

processus alterné de renouvellement, {N ^(t)} t>0 , avec les inter-arrivées { r ÿ  }fc>i, 

qui sont des v.a. indépendantes, ayant alternativement la distribution de la variable 

aléatoire T0(i) et T ^ .  Les instants de renouvellement sont définis par := 0, :=

EfeLoTie\ 771 — 1)2,__ De plus, tous ces processus qui correspondent chacun à un

composant sont indépendants puisque nous avons supposé l’indépendance des com­

posants.
Soit t > 0, fixé. Pour chaque i G I, le nombre de renouvellements dans l’intervalle 

[0,t] est fini, avec la probabilité 1. En fait nous avons la majoration suivante:

JP{N^{t) > m } =  P {$ 2  < t} < P-fm ax^; k = 1,... ,m) < t} =

(i)
«O

a}«

$í,° $(*)771



CHAPITRE 1. MODÉLISATION MARKOVIENNE 8

Puisque , i G I, k = 1,2,..., sont des variables aléatoires indépendantes, avec des 

densités continues, on a: F{ } = 0, pour tous i,i' G I, m,m' G IN \  {0},

tels que i ^  i' ou m  ^  m'. D’où on peut tirer la conclusion qu’avec la probabilité 1, 

on a une des deux assertions :

(») X(s) = e0, Vs G [0,i],
ou

(ii) il existe un 7  = (e ^ e ^ ,... ,eJm) G Tq U Tg ( où jo = 0 ) et des valeurs

0 = tQ < ti < ...  < tm < t tels que X(s) = ejA_1 Vs G [t*-i,i*), A; = 1, . . .  ,m ; et 

^ (s) = ejm, Vs G [tm,t]. Dans ce cas, si on note n* := N®(t), s* := alors on a:

m = E je/(n» “  1); ¿m = maxj€/ s*.
Décrivons maintenant l’évolution de X  après la date t.

Si X(t) G E~, alors X(s) = X{t), Vs > i.

Si X(t) G i?+, alors on s’intéresse au saut suivant (donc le changement d’état) du 

processus X. Le modèle du système indique qu’il va apparaitre au temps :

t' = t + mm[ Tÿ  -  (t -  Si) \ t® > t - S i].

Mais si V est une v.a. exponentielle, de paramètre a > 0 et si s,x > 0 , alors

P{F -  s > x\V > s} = —l'vv S+13:} = = e“01 = P{V > x}
1 TP{V > s} e~as 1 J

(la propriété de ’’perte de mémoire” de l’exponentielle), donc la variable aléatoire 

[rn? ~ (t ~ sî)lrn? > i — «t] a la même distribution que la v.a. rj$ (ou encore la v.a. 

^2.{(n<+i)/2})- Par l’indépendance des rW, i e  I, on obtient alors:

(1.1) P{t' > t + x) = n F ît-«  >x} = e x p ( - (£  0 % )x) .
iei iei  ■»"*

Précisons les lois des transitions conditionnées, dérivant de la relation (1.1). Sup­

posons donc que le système se trouve à un instant donné dans e G E +. Nous avons 

vu que le changement possible d’état, vers n’importe quel état voisin, aura lieu après 
un temps

Te := min T%

qui sera dénommé le temps de séjour en e. Conformément à (1.1), Te suit une loi 
exponentielle de paramètre :

¿e/

g - ( A  i+fjti)tyn

r(i)k
d>(0 = æ(* )

771 771

P Î F > s  + z} e~<s+xî

Ote : = E a i(0-

771

n
k=l

< t } < ( i - o, m

$ (0
n i —1)

tei

(0
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On sait (cf F el ler ) que la distribution de la durée de vie du système S  s’obtient 

par la résolution du système différentiel linéaire associé. Cette résolution n’est pas 

toujours possible pour des raisons de taille de matrice ou de disparité des taux de 

transition. Dans ce cas, il est fréquent de recourir à des méthodes de calcul utilisant 

la chaîne de Markov des états visités (la chaîne encastrée ou chaîne incluse).

1.1.3 Matrices, trajectoires

Nous avons vu précédemment, que, pour chaque t > 0 , il existe p.s. une trajectoire 

7  de U fg associée au processus X  sur l’intervalle [0,t]. Cette trajectoire peut être 

réduite à un seul point X  =  e0 si aucun élément ne tombe en panne entre 0 et t. Nous 

la notons = lt{X) . Alors :

(1.2) {T < oo} =  {37 G Tg : 7 =  7t} =  u7€fg{7 =  7r}-

Puisque les composants (donc les pas) sont supposés indépendants, la trajectoire 7 — 

(ejo,eh , . .. ,ejm) G fg a la probabilité (pour la chaîne encastrée) donnée par :

771
(1.3) P7 ~  P{7 = 7 t}  = I I  Pik-dk •

k=1

De plus, nous avons :

E  Py =  L
7efg

C’est ainsi qu’on peut associer p.s. au processus X  la chaîne de Markov (Xk)kew, X k G 

E  définie par Xk =  A: < m; Xk = X m, k > m, où 7t  = (ej0 ien 1 • • • >ejm) avec 
j Q = 0 , ejm G E ~ , m = Z(tït) >  1- Parce qu’on peut ignorer les états latents, notons 

J '  := { j  G J  : ej G E' :=  E + U E ~}.

La matrice des probabilités de transition, associée à cette chaîne, sera :

{
PejCji si fae?) est un pas
1 si j  = j  G Ea

0 ailleurs.
Si nous considérons les vecteurs des probabilités des états :

PW = (p fh tJ '  € [0,1]“ ’"' E  p f  = !. * =  °-1- • ■ • ’
j€J>

définis par = (1,0,0, . . .  ,0), p ^  =  p ^ .P k, k > 1, alors nous avons

P{ X k = ej } = p f \  j  £ J1, k >  0.
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Nous faisons aussi la remarque suivante :

E  _ î f ’ = _E Pi
j€J';ej€Ea 7€rg;Z(7)<m

En modifiant légèrement la matrice P  on obtient une matrice Q, utile à l’étude des 

trajectoires. Elle ne diffère de P  que sur les termes diagonaux des états absorbants :

^  / \ f Pu• si (e7-,e,/) est un pas
Q = f e 'W * . H f  = (  si^  ’

On remarque facilement (cf. (1.3)) que, si qffi (avec e, € E+, ey e E ')  désigne un 
élément de la matrice Qm, alors on a :

(1-4) $> = _ E  Py
7€rj'; «(7)=m

où r j ' est l’ensemble des trajectoires qui partent de e; et Arrivent à ey.

L’emploi de ces matrices sera présenté aux chapitres suivants. Dans l’annexe seront 
démontrées des propriétés spécifiques.

La décomposition de X  à partir des processus de renouvellements alternés, permet 

de montrer que si yx =  y  = (eo ,^ , • • • ,eJm) € Tg, alors la durée de vie du système 

(qui représente le temps de séjour sur la trajectoire yt ) est la somme des temps de 

séjour dans les états atteints par y, sans le dernier, c’est à dire

771—1

T = Tt  := £  2^  .
k=0

Dans ce cas on peut écrire : T p= T1t . D’où on obtient la distribution de T , dans le 
langage des trajectoires :

(1.5) Ft (x) = JP{T< x} = J 2  P W *  < x\yT = y} • P {yT = y} =
7 € f g

= ]jP p7P{T7 < z}, X > 0.
7efg

Grâce à ’’l’indépendance” (au sens où on remplace des v.a. indépendantes par des 

r. a. ayant la même distribution) de Tejk, k < m -  1, et puisque nous connaissons 

léjà la distribution de Te, nous pouvons aussi donner la distribution du temps T7 de 

)arcours de la trajectoire 7  pour y = (eJ0) • • • ,eJm) :

771—1

(1.6) Ft , (x )  := P{ T, < x } = P{ Y , T.lt < x } = F , lo* Ftji » . . .  » F., , (*)
k = 0 m
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où * désigne le produit de convolution et la distribution Fe de Te est donnée par

Fe{x) =  FTe{x) '■= 1P{ Te < x } = 1 — exp{-aex), x > 0 .

Parce que Tg contient des trajectoires finies, nous pouvons transcrire (1.5) :

00

(1.7) Ft {x) = Y ,  E  P*rFT,{x), x >  0
m=1 76fg; l(7 )=m

Cette relation est très importante au niveau des applications concrètes. Elle permet, 

dans certains cas, de bien mettre en relief les scénarios de panne prépondérants et 

donc d’agir sur les causes principales de panne.

1.2 Modèle stratifié par niveaux

Suivant une idée classique (Cf B on , C ourtois et al, Solovyev , P ourret , 

R ubino ,...), nous envisageons de simplifier l’étude de ce système markovien en par­

tageant ses états en différentes classes. Le plus naturel est de considérer comme 

une classe l’ensemble des états correspondants à un nombre fixé de composants en 

panne mais d’autres formes de stratification peuvent s’avérer utiles dans la pratique 

Nous appellerons cette agrégation le modèle stratifié. Ainsi, considérons la partition 

{Eq,Ei, ... ,En} de E  où Ej, dénommé niveau j, représente l’ensemble des états avec 

j  composants en panne, j  € {0,1,... ,n}. Alors :

e € Ej ¿ e (i)= j.
¿=1

Deux niveaux k et k représentant les frontières des états de panne seront utilises 

dans la suite.

Nous supposons que tous les états de panne du système S  ont plus de k composants 

défaillants. Plus précisément, nous supposons Uf=0Ej Ç E+ et' E~ Ç Û =!i+1Ej. 

L’entier k est choisi de sorte que E~ fl Ek+l ± 0, donc k + 1 est le ’’premier” niveau

ayant au moins un état de panne.
Le dernier niveau du système avec au moins un état de fonctionnement est note

A

k. Alors, pour j  > k tous les états du niveau j  sont des états de panne. Evidemment, 

on a
1 < k < k < n

La situation onk = k est spécifique aux systèmes notés simplement k/n, k = k + 1.



CHAPITRE 1. MODÉLISATION MARKOVIENNE 12

Dans les estimations que nous proposons dans la suite nous utiliserons les niveaux 

k et k pour exprimer les encadrements. Une autre idée importante est l’utilisation 

pour approcher un système donné par un système k/n.

Certaines notations seront employées au fil de l’exposé.

Ainsi, soit e un état de fonctionnement. Notons :

Ae = £ i;e(»)=0 Xi — le taux de dégradation; 

fie = Ej.e(i)=1 fa — le taux de réparation;

pe =  Ae+ — la probabilité de transition vers le niveau supérieur; 

qe = Xe+ng — Ia probabilité de transition vers le niveau inférieur.

Les expressions des bornes que nous allons proposer font appel à certains majorants 

ou minorants des taux de dégradation et de réparation. Usuellement nous employons 

les conventions suivantes :

¡i =  min{¿¿¿; i =  1, . . .  n}; A = min{A¿; i = 1, . . .  ,n};

71 = m a i = 1, . . .  ,n}; A = max{A¿; i = 1, . . .  ,n};

9 = j¿/ A; Q = ~p /  \ ,  avec 9 >6  

Observons que pour les systèmes industriels que nous étudions 6^> 1.

Pour un état de niveau k, le nombre de composants susceptibles de tomber en panne 

est n — k. Notons

Afc = max = max Ae
rc { i ,2 ,.. . ,n }  i € / ' eeEk  

|/ '|=n-Jfc

la borne supérieure des taux de dégradation des états appartenant au niveau k. De 
manière analogue, notons

Ak = min ^  A¿ = min Ae 
j 'c { i,2 ,... ,n }  i e r  e£Ek  

\ r \ —n —k

la borne inférieure des taux des états appartenant au niveau k. 

En particulier, on a les relations suivantes :

(1.8) An_! — A, An_! — A et Aq — Aq — A
¿=i

Remarquons qu’il existe une liaison directe entre les définitions ci-dessus de Ait et A* 

et l’ordre croissant des taux de dégradation :

A[i] < A[2] < . . < A[„].

Ainsi on a :
n —k n

Afc ^  et Ak y ! k = 0,1, . . . ,77» 1. 
i —l  i= k + 1
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Il se trouve que les suites (;^)o<fc<n-i et (^)o<fc<n-i sont en fait monotones.

Lemme 1.2.1

(i) La suite {£%)o<k<n-i est croissante par rapport à k.

(ii) La suite (^)o<fc<n-i est décroissante par rapport à k.

D é m o n s tr a t io n .  Soient k et l deux entiers tels que 0 < k < l < n  — 1.

(i) Puisque 1 < n  — l < n - k < n ,  pour tout sous-ensemble avec n — k éléments, 

de l’ensemble /  =  {1,... ,n} on a:

1 V  V A
2 ^ Ai ~  (n —k—i \  2 ^  2 ^  AJ -  ( n - k - l \  ~ n - l
iei> [ n - i - i )  r c I > tel” [n-i-i)

\I” \= n —l

En prenant le maximum sur tous les sous-ensembles on déduit l’inégalité 

d’où il résulte ^  < ^ j .

(ii) Le raisonnement est identique. □

D’après la relation (1.8) et le L emme 1.2.1 on déduit:

(1.9) À < <  A, V k,l G {0,1,... ,n — 1}
v 1 n — k n — L

Soient A* et À* définis par:

(1.10) A, = ~ fc-  et respectivement A* = .
v ’ n - k  n - k

Observons que d’après (1-9) et (1.10) nous avons:

(1.11) A < A* < A* < A

Les termes A, et A* permettent de prendre en compte la diversité des composants. Au 

lieu de prendre le taux maximum comme taux le plus pessimiste, nous proposons de 

prendre le taux A» ’’moyennement” le plus pessimiste.
Maintenant nous pouvons donner des encadrements pour le taux de dégradation 

et la probabilité de transition (vers le niveau supérieur) d’un état de fonctionnement, 

appartenant à un niveau connu.

Lemme 1.2.2 Soit e un état de fonctionnement appartenant au niveau j.

Notons 0* = (i/\* et 6* — Jl/A*.

(i) Si j  < k alors:

Ae < (n -  j ) A * ,  (¿e > m  e i  pe < n̂ _  ^  + ^
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(ii) Si j  < k alors:

T ï —  7
K > { n -  j) A„ fie < fp  et pe > -------

(n - j ) + j 9 *

D ém o n stra tio n . Soit e e E +nE j. Alors card{* : e(i) = 0 } = n - j  et cardjî : 

= 1 } =  j. D’après les définitions des taux de dégradation et réparation nous 

obtenons : Aj < Ae < Âj et jfx < ¡ie < jji.

Supposons j  < k. Alors du L emme 1.2.1 et de la relation (1.10) on tire

Aj < (n -  = ( n -  j ) A*.

Il suit :
p = Xe < (n ~-?)A* _  n ~ i

Ae + fj,e ~ ( n -  j) +  jjA (n -  j)  +  j6* ’

donc l’assertion (i) est prouvée.

De la même façon on obtient (ü)- C
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Chapitre 2 

Calcul séquentiel de fiabilité

Calculer la fiabilité du système en énumérant toutes les séquences de pannes pos­

sibles (les ’’scénarios catastrophe”) est une méthode naturelle très utilisée dans les si­

tuations pratiques. Mais il est clair que, pour les grands systèmes, d’une part le nombre 

de trajectoires est très grand, d’autre part, l’évaluation des lois de chaque trajectoire 

alourdit fortement les calculs. Le but de ce chapitre est de proposer une méthode per­

mettant de réduire sensiblement la lourdeur de ces calculs. Pour une trajectoire fixée, 

la loi du temps de parcours de la trajectoire est une somme de variables exponentielles 

de paramètres assez proches (de l’ordre de grandeur du taux de réparation) sauf pour 

létat qui ne concerne que des taux de dégradation. En remplaçant la loi de la somme 

des variables exponentielles de paramètres distincts (mais voisins) par une somme de 

variables exponentielles de même paramètre (loi d ’ERLANG) nous évitons la partie 

’’calcul de convolutions”. Il est tentant de prendre comme paramètre, le paramètre 

moyen mais nous montrons que la moyenne arithmétique n’est pas la plus pertinente. 
Les principaux résultats, ainsi que leur application en fiabilité sont nouveaux.

Avant d’en venir à ces approximations, rappelons la formulation matricielle de la 

méthode des trajectoires.

2.1 Écriture matricielle

Nous voulons ici représenter matriciellement la distribution de T. Pour cela, quelques 

notations sont nécessaires. Ainsi, notons :

J+ := {j G J  : ej G E+} , Ja := {j G J  : e,- G E~} , J' = J+ U Ja.

Supposons card J' = l. Ensuite: C désigne une matrice colonne d’ordre l avec les 

coefficients suivants :
_  i o si j  e J+ 

Cj \  1 si j  G Ja
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Nous avons remarqué que les coefficients des puissances de Q représentent les 

sommes des probabilités des trajectoires de longueur égale â l’exposant de Q. C’est 

cette propriété que nous exploiterons pour donner une formule matricielle pour la 

fonction de répartition Ft -

Ainsi, définissons la matrice fonctionnelle H = {hjji)(jji)çjixji, où:

h , = i qü'Fei Si j  e J+ 
33 1 0 si j  e Ja

Rappèlons que Fej est la fonction de répartition du temps de séjour dans l’état ej. 

Considérons les puissances de convolution de H  :

X -/ * hjl j2  *  • • • *  h j m - l j ' 1 1H 'm = (hffi) ; h$>:=

Ici le symbole * désigne la convolution des distributions. Soient F  et G deux distri­

butions, on a :

(2.1) F  * G(t) = f* F(t -  u)dG(u)
J o

Alors, en utilisant la relation (1.7), la définition du vecteur C et la linéarité du produit 

de convolution, on déduit une formule matricielle pour Ft -

Théorème 2 .1.1 La fonction de répartition du durée de vie T  du système S peut 

s ’écrire de la façon suivante:

OO OO

Ft =  E E 'to?) = p(0) • E H 'm ■ c.
m=lj£ja 771— 1

donc la fiabilité de S est donnée par

OO

(2.2) RT =  1 -  p(°> • Y , H*m ■ C.
771=1

Cette relation traduit matriciellement le calcul de fiabilité par la méthode des trajec­

toires.

2.2 Approximation par des distributions d’Erlang

La relation (1.7) décrit la fonction de répartition de la durée de vie T du système 

à partir des fonctions de répartition des variables aléatoires T7, 7 G rg. D’autre part, 

la relation (1.6) montre que la fonction Fry est une convolution de lois exponentielles.
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Ainsi la fiabilité peut être calculée à partir d’une somme de convolutions d’exponen­

tielles. Mais pratiquement les calculs sont très longs. Deux causes expliquent cette 

difficulté. D’une part le nombre des séquences est très grand, d’autre part la convo- 

lution d’un grand nombre d’exponentielles prend beaucoup de temps machine. Pour 

le premier problème il faut limiter les longueurs des séquences et pour le second 

nous proposons une approximation plus efficace que celles habituellement utilisées. 

Nous proposons une majoration raisonnable des distributions Fry par des distribu­

tions d’ERLANG ce qui permet un calcul pessimiste de la durée de vie du système. 

En fait notre étude a un caractère plus général et répond au problème du choix des 

meilleures bornes de type E rlang pour des sommes de variables aléatoires expo­

nentielles indépendantes. La comparaison est faite par rapport aux ordres usuels : en 

moyenne, stochastique, taux de défaillance et rapport de vraisemblance.

2.2.1 Notations; résultats envisagés

Nous nous plaons dans un cadre plus général que la théorie de la fiabilité car les 

résultats obtenus sont intéressants en eux-mêmes. Considérons des variables aléatoires 

exponentielles indépendantes et (li)i=i,...,n avec les paramètres a* et 6*.

Les distributions de Xi et Y* sont données par :

F  (Xi > t) = e~ait F  (Yi > t) = e-bit.

Notre but est de comparer les deux sommes de n variables Xi d’une part et Yi d’autre 

part. Cette comparaison n’est pas seulement faite sur les fonctions de répartition 

mais aussi pour les ordres stochastiques les plus usuels. Même si l’on quitte ainsi 
les applications directes en fiabilité, les résultats obtenus sont suffisamment plaisants 

pour être écrits en termes plus généraux. Notons :
n  n

Sn(a i,. . . ,an) := J2 X i et Tn(bu ...,bn) : = '£ * ■
¿=1 ¿=1

Soit b\ = . .. =  bn = b. Il est connu que si l’on choisit b = ttl+‘n'+a7t alors on a (voir 

S h ak ed , S h a n th ik u m a r )  :

(2.3) Sn(ai,... ,an) > ( ) Tn(6,. . . ,6),

où >( ) désigne les ordres usuels :
l’ordre en moyenne, >mn , l’ordre stochastique , >st , l’ordre d’après le taux de 

défaillance >hr et l’ordre d’après le rapport de vraisemblance, >lr (voir définitions 

ci-après). Nous nous proposons de trouver le meilleur paramètre b > 0 dans la relation
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(2.3). Il se trouve qu’en améliorant des résultats anciens (voir Barlow, Proschan ou 

Boland) nous arrivons à associer aux ordres classiques, des moyennes classiques des 

nombres ai,a,2, . . .  ,an :

Sn (a i,. .. ,  On) >mn Tn (&,..., b) b > -x  , n , j l ì
ai an

• • • j ^ n )  ^  ^nipi • • • 5 ^ )  ^  - ^ / Q - i  .  .  .  J

Sn{au ... ,an) >hr Tn(b, ... ,6) b > ÿa i . . .a n;

Sn{a>i,... ,an) >lr Tn(b,. .. ,6) ^  b > &±*±a*.

En fait, nous prouvons que l’inégalité Sn(ai,. ..  ,an) >hr (>5t) Tn(bi,. . .  ,bn) 

est vérifiée sous des conditions plus faibles que la majoration au sens de 

Boland et al. (1994). Mais la situation est différente pour l’ordre plus fort >lr .

2 .2 .2  C o m p a ra iso n s s to c h a stiq u e s

Rappelons d’abord la signification des ordres usuels dont on vient de parler. Dans 

les applications pratiques que nous envisageons, nous utiliserons l’ordre stochastique 

dans le calcul de la fiabilité par la méthode des trajectoires.

Définition Soient X ,Y  deux variables aléatoires positives, absolument continues, avec 

respectivement pour les fonctions de distribution Fx, Fy et pour les densités f x j y -  

Alors on définit les ordres partiels suivants, lorsque les expressions ont un sens :

X  >mn Y &  E(X) = /0°° Fx (t)dt > J0°° Fy(t)dt = IE(F);

X > “ Y  «• Fx (t) > FY(t), V Í > 0;

« ■ M 0  = £ $ < £ $ = M < ) . V t >  0;

X  >lr Y  est une fonction non décroissante.

Ici F  désigne la fonction de survie F = 1 -  F. Ces ordres sont utilisés habituellement 

pour comparer des durées de vie. Rappelons les implications classiques :

>lr > hr =>• >st => >mn .

On peut trouver les détails concernant ces différentes notions et leur utilisation dans 

les travaux de Ross (1983), Shaked et Shanthikumar (1994) ou Szekli (1995). 

Pour la variable aléatoire 5n(ai,...  ,an) = X { , notons :
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F(ai,...,an)(t) — la, fonction de répartition,

f(ai,...,an){t) -  la densité ,

h(ai,...,an)(t) — le taux de défaillance.

Nous employons des notations similaires pour Tn(bi,. . .  ,bn) = Yi-

Supposons que l’inégalité (2.3) est vérifiée par un ordre (fixé). Nous désirons ca­

ractériser le paramètre b. Il est intéressant d’analyser la situation au voisinage de 

l’origine.

Lemme 2.2.1 Les assertions suivantes sont vérifiées:

(2.4) F(ai...*.)(*) = +  <>(*"). i - > 0 , i > 0 ;Ifr.

(2.5) an)/ !  = - — -  -  E ^  +  o(l), t - + 0 , t > 0 .
f(air..,an)(t) t n

Démonstration. En utilisant l’expression classique de F(aij...;0n) (cf. Gnedenko 

et al. (1969), pp. 289), nous savons qu’il existe une fonction analytique 6 G C°°(IR+), 

telle que

*<......a * )  -  ( n * )  ( è * n -  + * « * * * )  ■ * *

De cette relation, un calcul élémentaire donne les résultats désirés. n

Dans la suite nous avons besoin du résultat suivant concernant la conservation de 

l’ordre >hr .

Lemme 2.2.2 Soient les entiers positifs k < n et les réels positifs a i , . . . ,an,bi,. ..  ,bn. 

Si h(aj...ai) < h(bl,...,bk) et ai <bi V i > k, alors fyair..,a„) < fy&i

Démonstration. Puisque la convolution des distributions exponentielles a un taux 

de défaillance croissant (cf. Théorème 4.2 de Barlow et P roschan, 1975), l’assertion 

est donné par le Lemme 3.9 de Shanthikumar et Yao (1991), p. 649. D

Utilisant le même type de concept que la majoration de Schur (notée par > m), 

définissons un nouveau préordre sur 1R+. Soient a[i] < • • • < ■  0[n] les composantes 

ordonnées du vecteur a = (a i ,. .. ,a n) G 1R” (avec des notations similaires pour 

b G R+).
Rappelons que a > m b signifie £7=1 «[¿] = %] pour 1 < k < n, J2i=i aH — 

EjL!&[»] (cf. Marshall et Olkin (1979)).
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Définition Nous disons que le vecteur a. est p — plus grand par comparaison 

avec le vecteur b, et nous écrivons a >p b, si l’assertion suivante est vérifiée:

k k
a >p b ^  JJ 0[<j < IJ 6[j], k = 1 ,... ,n. 

¿=1 ¿=1

Rem arque Signalons que, contrairement à la majoration de Schur, l’égalité n’est 

pas supposée pour k =  n. Nous pouvons vérifier a >m b a >p b, donc la relation 

>p est plus faible que >m . De plus, en écrivant log a pour le vecteur des logarithmes 

des composantes de a , nous avons

log a >m log b =>- a >p b.

Le lemme suivant donne une equivalence dans le cas particulier n =  2.

Lemme 2.2.3 Pour tous 01,02,61,62 > 0, les assertions suivantes sont équivalentes :

(z) £2(oi,ûte) > hr 52(61,62); 
(ü) 52(ai,a2) > st 52(6i,62);

{iii) (01,02) >p (61,62).

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer les termes or­

donnés 0[j] = ai, 6[t] =  6j, i =  1,2.

L’implication (i) => (ii) est classique.

(ü) => (iii). D’après le Lemme 2.2.1 nous obtenons

F(a1,a2){t) -  F Vu Jba)(t) =  &1&2  ̂a^ f2 + pQm t ^,Q

Il suit 6i62 — 0i02 > 0. On observe que, si on suppose ai > 61, alors :

lim £<"■«> W = 0

On a donc ai < b\ et a\a2 < bib2. Par conséquent l’assertion {ni) est vérifiée. 

(iii) => (i). Pour la preuve nous devons envisager deux cas.

a) 1er cas : bi > y'ôïô^.

Si ai = a2 alors a* < h , i  = 1,2 et nous employons le Lemme 2.2.2 pour obtenir

(̂oi,a2) ^  ^(61,62)*

Si Oi < 02, alors h(aija2)(t) ala2a2e(o2-o1)t_ai et (̂%/ai02,v/âIôi){t) — ala2i+t̂/aia2 • 

Pour finir, en référant toujours au Lemme 2.2.2, nous devons prouver que, pour tout 
t > 0,

(̂ai,a2)( )̂ 5: a,2,y/aia2)(^)•
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Cette inégalité se résume en > 0, V t > 0, où <j> est défini par :

M t )  =  i  +  U « - « ) «  _  i l  _  e<<‘J " a ‘ ) t - 1 ,

m  v ^ T + Æ ^  J (02-0l) i

D’après le développement en série entière, on peut déduire que la fonction définie par :

^  1 ^  ~  ^ ( 0 2  ~  Ol)* jfe

(* + 1)!

est positive pour tout t > 0.

b) 2®me cas : b\ < yja\ü2 - 
Sous l’hypothèse ci-dessus, nous obtenons oi < &i < y/ü\ü2 < < min{û2)̂ 2}- 

Alors, clairement \ hl^ ) < /i(bl,&2), et l’inégalité suivante s’avère être une condition 

suffisante pour l’assertion (i) :

(2.6) h(ai>a2){t) < V t > 0

Notons r =  A/ ^ ,  q = Alors r > q > 1 et nous pouvons réécrire la relation
y CL 1 0 1

(2.6) comme :

1 --------- n----- - <  t__ , i;---- - ,  V i > 0
r e y / â ï â ï ( r - $ ) t  _ _  1 q e y / â ï â 5 ( q - - ) t  _  1

Maintenant il suffit de montrer que la fonction $ u(æ) := xee„(X-i/*)_/ es  ̂ croissante 

de x sur (l,oo), pour chaque nombre positif u, fixe. Si nous notons y =  u(x — 1/x), 

alors nous avons y > 0 et $u(x) = x + u{J z Tj- Après dérivation, nous obtenons: 

$'u{x) = 1 -  (1 + 1 /g 2)e,(ff-~ i)^ - Mais e“y “  1 + y > 0 and 1 + ¿r < 2 donne 
^ ( z )  > 1 -  2 ^ y - ^  = V u > 0 , V ï > 1 .  On conclut grâce à l’inégalité

e2y -  2yey - 1 > 0 ,  V y > 0 (voir B o land  et al. (1994), pp. 159). n

2.2.3 Encadrement par des lois d’Erlang

Nous sommes maintenant en mesure de présenter les principaux résultats de ce 

chapitre. Le premier théorème est une extension naturelle du L em m e 2.2.3.

Théorème 2 .2.1 Soient a = (ai,...,an) et b = {bu ...,bn) avec des composantes 

positives. Nous avons les implications suivantes :

1) si a >p b, alors Sn(ai, ...  ,an) >hr Tn{b\ , ... ,bn).
2) si a >p b, alors Sn(ai,.. .  ,an) >st Tn(bi,. . .  ,bn).

De plus, de faon réciproque, si Sn(a\ , . . .  ,an) >st Tn(bi,.. .  ,bn), ou si 5n(ai,... ,an) >hr 

Tn(bi,.. .  ,bn), alors a[i] < b[ i] et aia2 . . . an < 6162 • • • &n-
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D é m o n s t r a t i o n .  Nous pouvons supposer a ^  =  a* et 6^ = 6*, i = 1 , . . .  ,n.

Preuve de l’assertion 1). Supposons a >p b (i.e., Y l^ a i  < n f= i^ , k =  l , ...,n ) .

Il suffit de montrer Sn(ai, . ..  ,an) >hr Tn(bi, . . .  ,bn). La démonstration est faite par 

récurrence. Ainsi, l’assertion est claire pour n — 1. Pour n = 2, l’inégalité suit 

d’après le Lem m e 2.2.3. Supposons maintenant que la propriété est vraie pour n — 1 , 

avec n > 3. En vue de la prouver pour n , nous analysons deux situations.

a) 1er cas : b\ < an.

Comme ai < bi , il existe un indice k G {1,... ,n — 1} tel que a* < b\ < ak+1. Ce 

qui donne aussi ak < a*‘̂ fc+1. Nous en déduisons

K a * +1) >”
Dl

et aussi

( a i , . . .  ,a*_i, k *+1,afc+2 ,. . .  ,a„) >p (62 ,... ,bk ,bk+1, . . .  ,bn ). 
Ol

D’après les lemmes 2.2.2 et 2.2.3 et l’hypothèse de récurrence, nous obtenons :

/la ^  „ u °fc°fc+l _ . \ ^  hbk*jj— ,â ._|_2v>ûn)

d’où

5„(ai,... ,an) >Ar (et aussi >st) Tn(bu ... ,bn).

b) 2®me cas : &i >  an.

Dans cette situation a* < 6*, i =  1, . . .  ,n, et nous pouvons utiliser directement le 
Lem m e 2.2.2.

Preuve de l’assertion 2). Supposons l’inégalité ¿'„(ai,... ,an) >st Tn(bi, ... ,bn). 
Alors, d’après le Lem m e 2.2.1, on a:

n»=l bi ni=i -^ (6i,. . . ,6n)(^) - ^ ( a i , - , a n ) f t )  ^  q

n! î—>-0; *>o pi —

Il suit n”=i ai < nr=i h- En supposant que les deux vecteurs a et b ont toutes leurs 
composantes distinctes, nous avons :

E M  =  » n * 1 ™  +  ,  - ,  n
r»(t) n<* &+au n** ̂  ’

(voir, par exemple, G n e d e n k o  et al. (1969), p. 288).

Puisque > 1, V t > 0, et ai — ai > 0, 6* — 61 > 0,V i = 2, . . .  ,n, nous avons, pour 

ai > h ,  lim^oo =^y = 0, ce qui est contradictoire. Ainsi, nous trouvons ai < 61.
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Si certaines composantes de a (ou b) sont égales, nous obtenons la même conclu­

sion en passant à la limite. □

Corollaire 2 .2.1  Tn(b, . . .  ,6) > si (>hr , >lr) Sn(au ...  ,an) b < aw

Maintenant nous pouvons donner, pour chaque ordre usuel, l’ensemble des valeurs 

de b, pour lesquelles l’inégalité (2.3) est vraie. Nous complétons ainsi certains résultats 

existant dans la littérature (voir en particulier B o lan d  e t  a l.. Nous montrons qu’il 

existe des liens forts entre les différents ordres stochastiques et les différentes notions 

de moyenne.

Théorèm e 2 .2.2  Soit le vecteur a =  (ai , ...  ,an) ayant des composantes positives et 

le réel positif b. Alors :

(i) 5n(ai , . ..  ,an) >mn Tn(b, . . .  ,6) si et seulement si b > j_ "; j_ ;a\ * an

(ii) 5n(ai , ...  ,an) >st Tn(&,...  ,6) si et seulement si b> ÿ a \ .. .an;

(iii) Sn(a i,... ,an) >hr Tn(b, . . .  ,6) si et seulement si b > ÿ a i . . .  an;

(w) Sn(al i . . .  ,an) >lr Tn(b, . . .  ,6) si et seulement si b > ai+'n±?IL-

D é m o n s t r a t io n . Bien sûr la première équivalence est immédiate puisque le pa­

ramètre de l’exponentielle est l’inverse de sa moyenne. D’après le T h éo r èm e  2.2.1 

nous obtenons les relations (ii) et (iii). La relation (iv) est montrée par l’absurde. 

Supposons 0 < b < ai+-+an. Alors la relation (2.5) donne:

/(a i,...,a n) ^ )  _  / ( 6 i , - ,6 n)(^ ) _  £ _  Ü1 +  0 ( 1 ) ? f  —> 0 , t  >  0 .

f(a i,...,an)( )̂ f n

Par conséquent est une fonction négative au voisinage de l’origine. Donc

la relation Sn(au ...  ,an) >lr Tn(b, . . .  ,6) n’est pas vraie. Alors :

S„(ai, ... A.) > lr ... ,b) => i>> g‘ + - -  + a" ,
/ b

L’implication réciproque peut être déduite de l’article de B oland  et al. (1994). □

Le théorème ci-dessus résume la liaison entre les ordres stochastiques pour les 

sommes de variables et les moyennes classiques de leurs paramètres. Pour illustrer cette 

situation, donnons une application directe du théorème. Notons -E(n;b) la distribution
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de Tn(b,. . .  ,6) qui est de type E r la n g - t î  de paramètre b. Sa densité est donnée, 
pour t > 0 par :

tfi+n-l

= ( ^ T ) ! e' 6‘

D’après le théorème nous obtenons :

^(n;atl]) <** K  <st E {̂

Cet encadrement indique en fait les meilleures bornes de type E r la n g -ti pour la 

distribution Fa de Y%= i Xi • Par conséquent nous pouvons dire que l’approximation 

de Fa par une distribution de type E^n-b) n’est raisonnable que si b € [a[i],v/ITôï].

E x e m p l e  Soit a  =  (2,6,18). Alors atl] =  2, ÿUcTi =  6 et ^  =  Ç.

1

0.9
E(3;26/3) (3;6)

F(2,6,18)

0.8
E(3;2)

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

00 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figure 2.1 Le meilleur encadrement de la convolution des trois variables exponentielles 

de paramètres respectifs (2,6,18) par des distributions E r la n g  et la comparaison avec 

la loi ¿ E r la n g  obtenue avec la moyenne arithmétique des paramètres.
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9

8 h (26/3,26/3,26/3)

7

6

5 h (6,6,6)

4

3

2
h (2,6,18)

1

h (2,2,2)

0u 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 2.2 La même comparaison en termes de taux de défaillance.

R em arque En relation avec la preuve du T h é o r è m e  2 .2 .1 , nous observons que 

l’allure du comportement est donnée par la borne supérieure et l’allure du comporte­

ment au voisinage de l’origine est celle de la borne inférieure. On peut voir clairement 

ce phénomène dans la Figure 2.2. Au voisinage de l’origine la meilleure approximation 

est /&6,6,6- Au contraire, la meilleure approximation au voisinage de l’infini est /i2,2,2-

2.2.4 Comparaison avec l’approximation de Barlow - Mar­
shall

Un problème plus général est l’approximation de la somme des variables aléatoires 

exponentielles par une distribution quelconque facile à calculer. Il est possible d’em­

ployer une approche plus globale. En effet, la somme des variables aléatoires exponen­

tielles a un taux de défaillance croissant (IFR). On peut alors utiliser les nombreux 

résultats concernant l’analyse des distributions vieillissantes. Parmi ceux-ci nous pri­

vilégierons les approximations de B a r lo w -M arshall  (1965) qui donnent un enca­

drement fin de ces distributions. Il est intéressant de comparer nos résultats à ces 

résultats plus anciens. La figure suivante illustre cette comparaison. En trait continu, 

on a l’encadrement de B a r lo w - M a r sh a ll , avec la borne supérieure (UP) et la 

borne inférieure (LB). Les paramètres ont été choisis pour faire apparaitre les qualités 

respectives des deux approches. Dans les applications, les paramètres de défaillance
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sont très petits et de même ordre. Dans ce cas, l’approximation par distribution E r- 

lang  est nettement meilleure. Mais pour des valeurs plus grandes de t , c’est l’ap­

proximation IFR qui s’avère la plus fine.

Approximations de la convolution de 3 exponentielles de paramétrés 2 ,3, 6
1

0.9

0.8 LB

0.7 UB

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0
0 0.5 1.J

Figure 2.3 Comparaison avec les approximations de Barlow - Marshall 

Dans la figure ci-dessus, la fonction de survie exacte est tracée avec des points 

les trois fonctions de survie d ’ERLANG sont en pointillés et l’encadrement de 

B a rlo w -M a r sh a ll  est en trait continu (UB et LB).

2.3 Utilisation pratique

En pratique, l’approximation des convolutions des variables aléatoires avec des 

distributions de type E r la n g  peut servir au calcul séquentiel de la fiabilité, à partir 

des relations (1.5) et (1.6). Cela demande une investigation des séquences de panne 

7  G Tq. Nous avons déjà vu que le temps de séjour T7 passé sur la trajectoire 7 , 

est la convolution des temps de séjour dans les états consécutifs de la trajectoire 

avant absorption. Donc il s’agit d’une convolution de lois exponentielles ayant comme 

paramètres les taux des états. Puisque les taux des états de fonctionnement, sauf l’état 

initial, ne sont pas très éloignés, il est raisonnable d’approcher une somme de temps 

de séjours passés dans ces états par une somme de temps de séjours identiques (en 

loi) de paramètre la moyenne géométrique des paramètres. Ainsi, par l’énumeration
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des séquences, on arrive (d’après (1.5)) à une évaluation pessimiste de la fiabilité 

du système. Les simulations numériques qui suivent, montrent la validité de cette 

approche.

Enfin, nous allons mentionner une autre idée d’approximation séquentielle de la 

fiabilité, à partir d’une propriété de convexité des lois d’ERLANG de même ordre.

Proposition  2.3.1 Soit a  =  (ai,a2, . ..  ,ak) et p =  (pi,p2, . . .  ,pk) deux vecteurs 

avec des composantes positives, telles que X^=i Pi = 1- Pour tout entier positif m, 

on a l’inégalité:

(2-7) Pi (̂m.oi) +  P2 E(m,a2) +  • • • +  Pk E(m,ak) E(m,a)

OÙ ä = {piá? +P2C¿2 + • • • +Pkàk)™-

Démonstration. Soit t > 0, fixé. Pour prouver que l’inégalité (2.7) est vérifiée 

en t, il suffit de montrer que la fonction de répartition E^m aJ^(t) considérée comme 

fonction /  de a de (0,oo) —>■ (0,oo), est concave sur l’intervalle (0,oo). Nous avons 
/'(a) =  ^ e-ta.™ et /" ( a) =  e~taW. Alors, puisque f"  < 0 sur (0,oo),

la propriété de l’énoncé est prouvée. □

En employant la propriété ci-dessus nous pouvons obtenir (à partir des relations 

(1.6) et (1.7)) une majoration de la fonction de répartition Ft  de la durée de vie 

du système par la somme d’une série de fonctions de répartitions de type ERLANG-m, 

m = 1,2,—
Le procédé consiste à regrouper les séquences de même longueur.

Ainsi, notons 7rm =  E 7€fâ. i(7)=m P7 la probabilité des séquences de panne de 

longueur m, m = 1 ,2 ,.... Pour chaque 7 € Tg, soit g1 la moyenne géométrique 

des taux des temps de séjour dans les états de 7. Alors nous avons la majoration 

suivante : OO
Ft  < E  P'ï î.K'r) >9-t) — E  ^m^m.aim))-

7 €fa m=l

où

<*(>») = (  E
\7:i(7 )=m m /

On observe facilement qu’on peut déterminer les paramètres des lois d’ERLANG de 

la somme ci-dessus par un calcul matriciel. La Figure 2.6 ci-après permet d’illustrer 

l’efficacité de l’approximation en termes de fiabilité .
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Exem ples num ériques

Supposons un système réparable avec 15 composants, dont les dégradations ont des 

taux proches de A =  0.01. Soit 7  =  (e0,ei,. . .  7e5,ee), € Tg une trajectoire de panne 

telle que e* G E +, i = 0 , . . .  ,5, et e6 € E~. Supposons que la succession des états de 

y suit la succession suivante d’événements :

eo —> ei : dégradation du composant (taux de réparation ¡i 1 =  10); 

ei —> e% : dégradation du composant (taux de réparation //2 =  2);

62 —► 63 : réparation du composant (taux de réparation =  10);

63 ^4 : dégradation du composant (taux de réparation ¿13 =  1); 

e4 —> es : dégradation du composant (taux de réparation /¿4 =  1.7);

65 —> e6 : dégradation du composant ;

Notons Ti le temps de séjour passé dans l’état e* et T7 =  S f=1 Ti le temps passé 

sur la trajectoire 7 . Soit U et V  des variables aléatoires (indépendantes de Tq ) de 

type E rla n g -5 , de paramètres égaux respectivement à la moyenne géométrique et à 

la moyenne arithmétique des paramètres des v. a. Xi, . . .  ,T5.

Notons Tjf) = T0 + U et Tjf) =  T0 +  V. D’après le T héorèm e 2 .2.2 nous 

avons T7 >st T ^  >st T ^  Soient F7, F ^  et respectivement F ^  les fonctions de 

répartition associées, pour lesquelles l’inégalité ci-dessus devient :

(2 .8) F7 < F® < F$a)

En fait, l’approximation de Fy par F ^  est raisonnable, même dans cet exemple où 

les taux ont été choisis pour faire apparaître l’écart. On remarquera la disparité des 

taux de défaillances qui pénalise la méthode. Plus précisément, nous avons une erreur 

relative plus petite que 0.165. Dans la réalité, nous avons plutôt des taux A proches 

de 10~4.

L’inégalité (2 .8) est illustrée par les figures suivantes où les différents taux de 

défaillance des composants ont été simulés entre 0.008 et 0.012. La première donne en 

traits continus la ’’vraie” distribution. L’approximation avec la moyenne artihmétique 

est en pointillés et celle avec la moyenne géométrique est en tirets. La deuxième figure 

donne l’écart en valeur absolue de chacune des approximations avec la distribution 

exacte.
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Les deux approximations : moyenne geometrique (-.) et arithmétique (..)
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00 1 2 3 4 5
temps : t

6 7 8 9 10

Figure 2.4 Les graphes des fonctions F^, F^9\  F^a\

Les écarts avec les approximations geometrique (-.) et arithmétique (..)
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Figure 2.5 Les graphes des fonctions F}9* — F7 et F^a> — F1.
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Dans le cas d’un systme de plusieurs composants, la méthode séquentielle consiste à 

énumérer toutes les trajectoires de panne et calculer pour chacune d’elle, la probabilité 

d’être parcourue en un temps t fixé. Regardons sur un exemple concret ce que donne 

la méthode d’approximation par les lois d ’ERLANG.

La figure suivante représente la fiabilité d’un système k/n de 6 composants non 

identiques, en panne pour k = 3. Les taux de dégradations sont compris entre 0.05 et 

0.09 et les taux de réparations entre 1 et 1.15. Dans les exemples réels, les écarts entre 

les taux de dégradation et de réparation sont, en général plus grands, ce qui améliore 

la qualité de notre approximation. Le calcul a été réalisé en séparant pour chaque 

séquence, le temps de séjour dans l’état initial, car il est assez nettement différent des 

temps de séjour dans tous les autres états. De plus les séquences n’ont pas pu être 

toutes énumérées mais on a privilégié les séquences à faible nombre de réparations 

(moins de quatre réparations par trajectoire). La comparaison n’est utile que pour 

des valeurs du temps comparables avec le temps moyen de vie du système.

La principale difficulté du programme matlab est d’ordre combinatoire lors de 

l’énumération des séquences mais le temps gagné par la suppression des calculs de 

convolution des distributions rend ce programme opérationnel.

CALCUL SEQUENTIEL DE LA FIABILITE (LA MEILLEURE MINORATION ■ERLANG")
1.005

0.995

0.99

0.985

0.98 * 6 composants

* défaillance pour 3 composants en panne

0.975
* taux de dégrad. entre 0.055 et 0.09

* taux de répar. entre 1 et 1.15
0.97

___ la valeur exacte de la fiabilité

0.965 minoration séquentielle par des lois Erlang

0.96
0 0.5 1 1.5 2 2.5 

temps : t
3 3.5 4 4.5 5

Figure 2.6 Approximation séquentielle de la fiabilité.
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Chapitre 3 

Calcul de fiabilité à peu-tir des 
strates

Que ce soit pour la durée moyenne de bon fonctionnement ou pour la probabilité de 

défaillance, les formules exactes pour les indicateurs classiques de fiabilité du système 

que nous étudions sont souvent d’un intérêt pratique limité. On ne peut pas les utili­

ser pour les grands systèmes parce que le volume des calculs dépasse les possibilités 

habituelles des logiciels. C’est pourquoi nous souhaitons déterminer des approxima­

tions à partir de systèmes plus simples. C. C o c o zza - T h iv e n t  et M. R o u ssign o l  

(1995) fournisent des encadrements à partir des méthodes de couplage. On retrouve 

ces préocupations dans le travail de C. C o cozza - T h iv e n t  et V. K alashnikov  

qui contient une approximation du taux de défaillance à partir du taux de V ésely . 

Dans ce chapitre nous partons d’une approche séquentielle pour obtenir un encadre­

ment simple du temps moyen de bon fonctionnement. Dans le cas des composants 

identiques on retrouve l’approximation classique du temps moyen. Cela permet d uti­

liser l’approximation exponentielle pessimiste du ’’type S o lo v iev ” (voir So lo v iev  

(1990), B o n , B r e t a g n o l l e , P a m p h il e , R aoult  (1990-93), B on  (1995), P am - 

p h il e  (1994)). Dans une deuxième partie nous comparons la fiabilité du système à 

celle d’un système de type k - s u r - n  (noté k / n )avec des composants identiques. Le 

but est de fournir un système k /n  bien adapte à une évaluation pessimiste. Ceci nous 

permet de calculer de façon pessimiste la fiabilité sans avoir recours à l’approximation 

exponentielle.
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3.1 Encadrement du temps moyen de vie

Dans cette première partie nous nous proposons d’encadrer l’espérance de vie 

du système réparable 5 , ce que l’on appelle usuellement le MTTF. Reprenons les 

notations précédentes (voir le paragraphe 1.2) et considérons de plus:

M, = E  (T.) =  j—
Ae i fJ*e

le temps moyen de séjour dans l’état e G E +. Nous allons utiliser la stratification du 

système et comparer Me au temps moyen de séjour dans la strate.

Si e appartient au niveau j , nous avons pour Me l’encadrement évident suivant :

M.j < M e < Mj, V e G E j , j  < k,

ou M j  -  -  et M j  -  J -  1 >2 , . . .  ,n.

On note Mq =  Meo = lE(Teo) =  ww- . le temps moyen de séjour dans l ’état
¿-¡i= 0 *

parfait.

L ’ensemble des trajectoires partant de e £ E + et arrivant à un état de E~ est 

noté rc. Nous utiliserons aussi les différentes notions suivantes :

M7 =  1E(T7) =  IEÎE^o1 Tejk ) = J2T=o ^ e jk le temps moyen de séjour sur la 
trajectoire 7  =  ( e ^ e ^ , . . .  ,eim) G Te;

M e le temps moyen de vie, à partir de l’état e G E +; naturellement, on convient 

M e = 0, V e G E~\

M? =  m ine^. M e, j  = 0,1,2,... ,n;

M 3 = maXe£Ej M e, j  =  0 ,1,2, . . .  ,n;

M° =  M eo le temps moyen de vie du système.

En vue d’obtenir l’encadrement du MTTF, nous allons établir des relations de 

récurrence, d’un coté pour M.(.) et M ^  et de l’autre pour ~M{.) et ~M^.

Le lemme suivant donne l’expression explicite du temps moyen de vie à partir de 

e G E + en utilisant sa décomposition sur les trajectoires (voir (1.2) et (1.3)).

Lem m e 3.1.1 Pour chaque e G E + on a

(3.1) M e = £  p7M7.
7€re

D é m o n s t r a t io n . Soit T e le durée de vie du système à p a rtir  de l’é ta t e G E +. 

On a

{ T e < a;} P= U7€r«{^e < 1t* =  7 } et IP{7Te =  7 } =  ^2  Pj = 1
7€re 7gre
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donc la fonction de répartition de Te est donnée par

Ft*(x) =  P {Te < x } =  Y ,  f {7t« = y}-{TP{Te < x  | 7Te = 7 } =  P7F ( T7 < z},
7ere 7€re

pour chaque x > 0. Par conséquent on obtient la relation (3.1). □

Puisque les pas permettent le changement d’un état avec un état voisin, on peut 

exprimer le temps moyen de vie à partir d’un niveau j  par rapport aux temps moyens 

de vie à partir des niveaux j  — 1 et j  + 1. Plus précisément, nous avons le lemme 

suivant :

L e m m e  3 .1.2 Pour j  G {1,2,... ,&} et e G Ej fl E + on a la relation

(3.2) M e = M e + E  Pee'M6' + E  Pee'M6'.
ef£Ej-i e'GEj+i

De plus,

(3.3) M° = Mq + E  Peoe'Me .
e'EE1

D é m o n s t r a t i o n .  Soit j  G { 1 ,2 ,... ,k} et e g Ej  n  E +( ^  0 ) .  D’après (3.1) et en 

tenant compte de la convention M e' = 0, Ve' G E~, on déduit successivement :

M e = E  P7-M7 — E  {Pee’[ E  P li^e  +  -^7)]} + E  Pee'Me
7€r* e'eE+] (e,e')-pas 7€r“, e'eE~; (e,e')-pas

= Me{ E  [Pee'( E  ^7)]+ E  Pec'}+ E  [Pee'( E  ^7^ 7)]
e '€ lS + ; ( e ,e ') - (p a s )  e '€ E â )  (e,e')—pas e £ E + \  (e ,e ')—pas

=  Me( J ]  P ee ')+  E  Pe,e>Me' = M e+ £  Pee'M 6' +  £  Pee'M 6',
e'G-E; (e,e')—pas e€l£; (eje')—pas e'GEj—i e '£ E j+1

donc la relation (3.2) est prouvée. Pour démontrer (3.3) on emploie le même raisonnement.n 

Corollaire 3.1.1

(3.4) V j  G {1,2, . . .  ,£} 3 ej G Ej C £ + : M 7 >  M,- +  q ^ K j 1 +  P^M.3*1]

(3.5) V jf G {1,2,... ,fc} 3 ëj G Ej n E + : < M j + qëjM 3 1 + .

D é m o n s t r a t i o n .  Soit j  G {1,2,... ,n}, fixé.

Si j  < k alors il existe un état e, G Ej n  E+ = Ej tel que M j = M% .

Si j  < k  alors il existe un état ëj G Ej D E + ^  0  tel que M 3 =  .

Ensuite, en utilisant la relation (3.2) et les propriétés qui découlent directement des 

définitions de ü£(.)> ^f(-) et on déduit (3.4) et (3.5). □
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La monotonie des fonctions et  ̂ permettra de remplacer d’une manière 

convenable les nombres , q^, Pêj et q̂ j dans les relations (3.4) et (3.5).

Lemme 3.1.3 Les fonctions

Aî  ̂  ̂ {0,1,... ,/j “I- 1} —̂ [0,oo) et  ̂ : {0,1,... -t- 1} —̂ [0,oo)

sont décroissantes.

D émonstration. Démontrons la monotonie de par récurrence. 

À partir de (3.3), on obtient

M° — M° =  Mo +  £  Peoe'M6' > M o + M 1 ¿2 peoe> =  Mo + M 1 > M \
e'eEl e'eEl

donc

(3.6) M° > M 1-

Supposons maintenant

(3.7) > M j , où j  e  {1,2,... ,£}.

La relation (3.4) implique M-7 > 1 +  d’où, en utilisant (3.7),

0 > g*.{Mj -  Mj~l) > Pe.(Mj+1 -  Mj ).

Il résulte

(3.8) M j > M j+1.

En employant (3.5), on peut prouverja monotonie de M  , aussi par récurrence, à 

partir de l’inégalité : M* > 0 =  M*+1. □

On peut maintenant écrire les encadrements de temps moyen de bon fonctionne­

ment à partir des niveaux et non plus à partir des états. Pour cela nous reprenons les 

notations : À* =  -=*=, A* =  -4=r, /i =  min* /¿¿, J1 =  maxj ^  et 0* = ¡jl /  A*, 6* =~p /  A*.71 K _ . ~•

Corollaire 3.1.2

(3.9) Vj 6 {1,2,... ,£} : M j > M é +  U jM ^1 + VjMj+1;

(3.10) V j€{ l,2 ,...,Jk}  : M j + VjMj+1.

où
^ n - j  .. 1  „
J n - 3 + j O -J

1¿7 — ------:---- — , tx7- =  1 — Va.
n — J + jO* 3
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D émonstration. Supposons j  < k. Puisque ej G Ej, le Lemme 1.2.2 (i) donne 

Vj > Pe.. Alors, d ’après le Corollaire 3.1.1 et le Lemme 3.1.3 on a

M j > M j +  qe-M? '1 + PejMj+1 = & j + M j ~l + Pe. (Mj+1 -  M-7-1)

> M j +  M 3~l +  Vj(Mj+1 -  M *-1) =  M j +  UjMj~l + VjMj+1,

donc l’inégalité (3.9) est démontrée. De la même manière, en utilisant l’inégalité Vj < 

Pëj, pour j  < k , on obtient (3.10). □

Regardons ce que cela donne pour le temps moyen de bon fonctionnement si au 

départ, le système est dans l’état parfait.

Corollaire 3.1.3

(3.11) M° = M °>  M0 + M 1

(3.12) M° =  m  < Mq + M

D ém onstration. On emploie la relation (3.3), les définitions de M1 et M 1, et la

propriété ^2e'£Ei Peoe’ 1 ■ I I
Maintenant nous sommes en mesure de donner le principal résultat de cette par­

tie. Il s’agit d’encadrer le MTTF (temps moyen de bon fonctionnement partant de 

l’état parfait) à partir des taux de défaillance et de réparation les plus pessimistes. 

Seule est nécessaire la connaissance des niveaux k et k de séparation entre états de 

fonctionnement et états de panne.

Théorèm e 3.1.1 Pour le système markovien S , nous notons: 

k — le dernier niveau ayant tous les états de fonctionnement; 

k — le dernier niveau ayant au moins un état de fonctionnement;

M0 =  M.j =  (n_j)A»+j7P M j = j  = 1>2> • • • ,n — 1;

: [0,oo) -4 [0,oo), k G {1,2,... ,n — 1}, j  G {0,1,... ,k +  1} 

la famille de fonctions définies par

^ ( * )  =  ( “ I  } )  I f  T ^ T ÿ  V  ̂> 0, «  i  =  1 ,2 ,...,

où k est un nombre entier positif\ plus petit que n.

Alors on a l’encadrement suivant du temps moyen de vie (MTTF) du système S :

£ M , ( 1  +  # ’(« .)+ ^ ( » J )  < E(T) < ¿ M i ( i  +  z f )( r )  +  z® (tf*))
j=0 3=0 V '
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Démonstration. 

Prouvons l’inégalité

£  {M j [ l + zfV,) + z® (#.)]} < E(T).
j=0

D’après (3.9) et (3.10) on a

(3.13) Vj{Mj -  M j+1) > M j +  U jiM i-1 -  M j ), j  = 0,1,

avec les notations Uq = 0, vq =  1, M 1 = 0.

Les relations de (3.13) donnent par récurrence:

(3.14) M.3 -  M J+1 > (1 +  Wj)Mj +  S  (1 +  —ii'^i+i—i+2 • • • mjMi,
0 <i<j

où Wj := Uj/ Vj, 0 < j  < n. Puisque M -+1 =  0, en sommant les inégalités de (3.14) 

on obtient l’évaluation suivante :

(3.15) E(T) =  M° > E ( 1  + ULj) (  1 +  E  iüj+m i+2 • • ■ 3fii) M.J
j—0 \  j<i<k /

On observe que le coefficient de M_i dans la partie droite de l’inégalité (3.15) est 

(3-16) yj = l+&j-+Zj+i,

OÙ
K

(3.17) Zj := J2  WjWj+1. . .  Wi, j  =  0 ,1 ,... ,£; zk+l = 0.
i=j

Mais Zq = 0 et pour 1 < j  < k on peut écrire

(3.18) Zj = = ( n ^  ( n ^  1
rn.i---m.j--i \ J - l y  è i  V * /

d’où l’on tire l’inégalité cherchée.

Naturellement, on emploie les même outils pour majorer 1E(T), à partir des relations

(3.10) et (3.12). D

R em arque Si le modèle est hautement fiable, on sait qu’on peut utiliser une approxi­

mation pessimiste efficace en négligeant le temps cumulé passé hors de l’état initial. 

On en déduit l’approximation classique (voir Gnedenko, 1969) :

JE(T) « 5̂ 2°)
6
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où £ est la probabilité de panne directe (panne avant retour à l’état parfait). Si nous 

reprenons l’encadrement de IE(T) donné par le théorème ci-dessus, nous obtenons :

(3.19) — +  ¿ ( 1  +  Zj +  Zj+i)M-j < 1E(T) < — 4- 5^(1 +  Zj +  Zj+i)Mj,
£ j=l £* j=i

Il se trouve que ces mêmes nombres e apparaîtront dans le chapitre suivant pour l’en­

cadrement de la probabilité de panne directe ( voir T h é o r è m e  4.4.1). La complexité 

des bornes données au T h é o r è m e  3 .1 .1  ci-dessus nous incite à chercher des bornes 

plus faciles d ’utilisation ( mais bien sûr plus larges). Ainsi, le théorème suivant donne 

une évaluation pessimiste de l’espérance de vie du système qui raffine quelque peu 

l’approximation de Gnedenko.

T héorèm e 3.1.2 La durée moyenne de bon fonctionnement d ’un système markovien 

S est minorée à partir

(3.20) E m ^  +  r g M j ,
£  -ir=1

où:

D é m o n s t r a t i o n  .

Puisque Wj > 1, Vj G {1,2,... ,£}, on déduit que la suite {y_J)\<j<k est décroissante, 

aussi comme la suite (M.j)i<j<k• Alors, en employant l’inégalité de T c h e b is h e v  on 

trouve k (  9 k \  k 
Ÿ.VjM.j > ( 1 + T E  Y,M.y
j=1 V -  3=1 J 3=1

Puis, en tenant compte de la croissance de la suite 

obtient

£* > Z(* +1 - • ■ • «i = t ik + l - A 1[6,y ■
j=1 3=1 ¿=1 i j J

D’après le T h é o r è m e  3.1.1 et les deux dernières inégalités, on a la conclusion 

désirée. □

où :
1

k
tjz 0

n—1
3

-1
93 j

ë
1

£
k
< j = 0

71— 1

3

- 1
ij

r 1
2

k J-l

k
k 1 3

n—1
j

9.
et A

n

Xi
1

E

s *

w11w2

w3
e.

n-j 3 1,2, jiü. on



CHAPITRE 3. CALCUL DE FIABILITÉ À PARTIR DES STRATES  38

R em arque Puisque ^  »  Xi, i =  1,2,... ,n, on peut encore tenir compte, dans la 

relation (3.20), de l’approximation (raisonnable) suivante:

Ainsi, dans le cas de composants identiques avec le taux de dégradation A, il est pos­

sible de mesurer la finesse de ce résultat en le comparant à l’approximation classique :

On constate que le terme r X)f=i M.j affinant l’approximation exponentielle a un poids 

relatif de 2n-̂ °sfc.à . C’est un terme d’ordre 1 si on considère un comportement asymp- 

totique dans lequel ^ tend vers 0. Mais si on prend en compte le nombre de compo­

sants, l’amélioration est significative pour les grands systèmes.

3.2 Comparaison avec un k / n  dans le cas des réparations 
homogènes

Nous voulons dans cette partie utiliser la spécificité des modèles stratifiés pour 

évaluer la fiabilité du système réparable considéré à partir des caractéristiques de 

ses composants (taux de défaillance et taux de réparation). Dans ce qui suit le 

nombre de réparateurs est supposé suffisamment grand pour couvrir tous les besoins 

de réparations.

Notre but est de réduire l’étude de fiabilité du grand système à celle d’un système 

beaucoup plus simple sans minimiser la probabilité de panne du système. On peut se 

restreindre à un système dont tous les composants sont identiques. Pour cela il est 

naturel de dramatiser les taux de défaillance en les augmentant. Ce nouveau système 

est en panne si au moins k des n éléments sont en panne. C’est ce qu’on appelle un 

système de type k /n  à composants identiques.

Commençons l’étude par la situation particulière correspondant à une réparation 

de même type :

jJ*i —  fl, % —  1,2, . . . ,71.

Nous verrons à la fin de la section que cette hypotèse peut être affaiblie. Les taux de 

dégradation À* ne sont pas supposés égaux.

Pour un état de fonctionnement e G E +, notons Te - le temps de séjour dans e, 

Fe(t) =  P{Te < i} =  1 — exp(—(Àe + He)t), t >  0 - la fonction de répartition de Te,

k

E
3 1

M-3
/-N-»

k

E
3= 1

1

j U
1

ß
log k

IE T
1

neA
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T e - le durée de vie du système à partir de l’état e, 

F e - la fonction de répartition de T e.

Soit aussi

Gj := max F 6, j  = 0 ,1 ,... ,k + 1.
e€.Ej

O bservations

1) Pour tout j  G {0,1,2, ...,& + 1}, Gj est une fonction de répartition.

2) Puisque k +  1 est le premier niveau avec au moins un état de panne, on a 

Gk+i =  II, où n  désigne la fonction de H e a v is id e .

Lemme 3.2.1 Les fonctions de répartition des temps du séjour et durée de vie, à 

partir d’un certain état, vérifient les relations suivantes:

(3.21) F ‘° =  £  pw F„ * F '
e<=Ei

(3.22) F e =  [ +  E Pee'F6' J * Fe, V e G Ej, j  = 1,2,... ,k.
X e ' e E j - x  e ’ e E j + x  J

D é m o n s t r a t i o n . L’analyse des transitions du système conduit aux relations:

P {T 0  < i} =  E  P ^ P { T n + T* < t}, t  > 0;
e £ E \

P {T e < t } =  E  pee,P{Te + T e' < t } , t  > 0, e G Ej, l < j < n - l .
e 'Ç E j - iU E j+ i

Alors, grâce à l’indépendance des v.a. Te et T e> pour les états voisins e et e', on ob­

tient (3.21) et (3.22), en tenant compte de la signification du produit de convolution. n

C orollaire 3.2.1

(3.23) Gq < Fq* G i ( Fq Feo )

Pour tout j  G { 1 , .  ,k} et t > 0 il existe e G Ej tel que:

(3.24) Gj(t) = F e(t) < {(qeG j-i + p eGj+1) * Fe}(t)

Rappelons les propriétés de monotonie de la convolution (voir F e l l e r )

Lemme 3.2.2 Si F, G, H  sont les fonctions de répartition associées à des v.a. po­

sitives, alors:
(3.25) F  < G = ï  F * H  < G * H

(3.26) F * G  < F

Vee' Fer
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Lemme 3.2.3 La suite des fonctions de répartitions (Gj)i<j<k+i est croissante:

Gj-1 .< Gj, j  — 1,2,...,& + 1

D é m o n s t r a t io n . Prouvons la monotonie par récurrence.

On a Go =  F eo < G\ * Fq < Gi, d’après (3.23) et (3.26).

Supposons G j-1 < Gj, pour j  G { 1 ,2 ,. . .  ,k} fixé.

D’après (3.24) et (3.26), pour chaque t > 0, il existe e =  e(j,t) G Ej tel que 

Gj(t) < {qeG j- i+ p eGj+i)(t). Alors:

Gj+l(t) -  Gj(t) > H 3 j ( t ) -  Gj_x(i)) > 0.
Pe

Mais t > 0 est arbitraire, donc il résulte Gj < Gj+\. □

Pour donner une majoration des distributions par niveaux nous utilisons les nota­

tions suivantes :

Fj{t) = 1 -  exp{-[(n -  j)X* + j(j\t}, t > 0,

______ÎR______ _  ( n - j ) X '

3 ( n -  j)X* + j p '  3 (n — j)X* + jix

pour tout j  G {0 ,1 ,. . .  ,£}. D’après la définition (1.9) nous avons À* =  ^zi(^[*+i] +  

A[£+2],. . . ,A[n]), où A[i] < A[2] < . . .  < A[n] est la suite croissante des taux de 

dégradation.

Lemme 3.2.4 Supposons u,i =  a, i =  1 ,... ,n. On a la relation:

(3.27) Gj < (qjGj-i +  pjGj+i) * Fj, j  — 1 ,2 , . . .  ,k

D é m o n s t r a t io n . Pour j  G {1 ,2 ,. . .  ^}  et t > 0, il existe e G Ej tel que (3.24) 

est satisfaite. D’après le L em m e  1.2.2, Ae < (n -  j ) A*. Alors Fe < Fj. Puis, 

pe = =  Pji donc, d’après (3.24), (3.25) et le L e m m e  3 .2 .3 , on a:

Gj(t) < {{qeGj^+PeGj+à * Fe} (t) = {(.Gj_! +Pe(Gj+1 -  G j . J )  * Fe} (t) <

< {(Gj-i + pj(G j+1 -  G j-1)) .* Fj} (t) — {(qjGj-1 +PjGj+1) * Fj} (i),

ce qui donne la conclusion. □  Nous donnons maintenant notre premier résultat de 

comparaison de fiabilité entre le système initial (avec composants non identiques) et 

un système k /n  avec composants identiques. Comme cette comparaison est centrée 

sur la fiabilité nous utilisons la notation R  (reliability) au lieu de ~F.

pe
Ae

Ae Pe
< n 3 A

n jA 3P P:j
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T héorèm e 3.2.1 Soit X* =  le taux moyen de défaillance défini au premier
TL AC

chapitre et fi le taux de réparation de chacun des composants.

Soit R  la fiabilité du système S , et R  la fiabilité d’un système associé S, de type 

k /n ,  sur l ’espace d’états {E0,E i,. . .  ,Ek,Ek+i} ayant l ’état de panne Ek+i et avec 

les taux de transitions donnés par :

n \ \  (n—fc+1)A* r__ fcU.
Eq El Ez . . .  Ek-i Ek Ek+1

Alors

R(t) > R(t), V t >  0.

Ce qui peut s ’exprimer sous la forme le temps de bon fonctionnement du système S 

est stochastiquement supérieur au temps de bon fonctionnement du système S

D é m o n s t r a t i o n . Pour le système S, notons Gj, j  =  1 ,.. .  ,k + 1, la fonction de 

répartition du temps de vie (i.e. le temps d’entrée dans l’état d’absorption E^+1 ) à 

partir (avec la probabilité 1) de l’état Ej. Ces fonctions de répartition sont liées par 

les récurrences suivantes, qui dérivent naturellement de l’analyse des transitions de ce 

système markovien :

(3.28) Go = Gi * F0

(3.29) Gj = (qjGj-1 +  PjGj+i) * Fj, j  — 1, . . .  ,k

De plus, Gk+i = II. Soit % la matrice fonctionnelle suivante :

T O  Fn 0 0 . . .  0 0 0 1
qiFi 0 piFi 0 ... 0 0 0

0 0 0 0 ... qkFk 0 PkFk
0  0  0  0  . . .  0  0  11 J

Notons aussi :
U q la matrice obtenue en remplaçant n  de la dernière ligne de U  par 0;

J  la matrice d’ordre k + 2, avec II sur la diagonale principale et 0 ailleurs;

2o la matrice obtenue en remplaçant II de la dernière ligne de J  par 0 ;

C la matrice colonne d ’ordre k +  2 ayant II comme dernier élément et nulle ailleurs;

g  = (G cG l . . .  ,Gfon )T; g  =  (g 0â  , . . .  ,Gb n f .

Observons d’abord:
%q = X q *'H

2 l l

n A

k u

n
o QiF2 0 P2F2 0 0 0
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Les récurrences établies précédemment peuvent être écrites sous une forme concentrée. 

Ainsi, (3.23) et (3.27) impliquent :

(3.30) n * g > g ,

tandis que (3.28) et (3.29) donnent :

(3.31) n * Ç  = Ç.

Pour le processus associé au système S,  l’élément (j,k +  1) de la dernière co­

lonne de la matrice 'Hon(t) (avec j  € {0,1,... ,k}, m  > 1, t > 0) est la probabilité 

d’absorption (entrée dans £*+ 1 ) avant le moment t , à partir de Ej , en suivant, une 

trajectoire comportant m  pas. Alors la somme sur m  =  1 ,2 ,... de ces éléments donne 

la probabilité d’absorption avant t à partir de l’état (niveau) Ej , c’est à dire Gj(t). 

De plus, la répartition du temps d’absorption à partir de l’état absorbant ü^+i est 

donnée par la fonction II de H e a v is id e . Par conséquent nous avons :

OO OO

g = z0*ç + c= '£n*0m*c + c=
m=l m=0

avec la notation H ° =  X.

Rappelons que le T h é o r è m e  2.1.1 donne une écriture matricielle de même type. On 

peut d’ailleurs vérifier directement que le vecteur fonctionnel colonne J2m=o ^o m * ^ 

satisfait la relation (3.31). Ainsi on a:

oo oo oo
= («o -  zi+2)* £  «r*c = («0 - 1<,)* £  «r*c+ e  «r«c

m=0 m=0 m=0
Mais I q*1îq = n 0 et I q*C = O (la matrice colonne nulle). On déduit que le premier 

terme de la somme ci-dessus est nul, donc il résulte :

Nous voulons maintenant prouver l’inégalité :

(3.32) g < g.

A partir de (3.30) on trouve To * (H * g) > 1q * g , ou 'Hq * g  — g + C > 0. 

La positivité de l’opérateur

n o
m * c .

00

E
m =0

n 0
rn

* C

n
oo
E

<m=0

n 0
m* c

oo

E
771—0

n 0
m

5k C.

* n *m
0 * k 0,1
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implique dans ce cas :
OO

J2̂*om*(̂ o*G-Ç + C)>0.
m — 0

Alors on déduit successivement :

G <G+jt'H*0m *('Ho*G - G  +  C)
772=0

OO OO OO

= G +  Y^n*Qm * G -  J2'H om * G +  Y,'H Zm *C = G - G  + G = G,
771= 1 771= 0  771= 0

donc (3.32) est démontrée.

De là on trouve Go < Go. Mais Go est la fonction de répartition de la durée de 

vie T du système S  (à partir de l’état e0), tandis que G0 désigne la répartition de 

la durée de vie T du systeme associé S  (à partir de l’état E0 ). L’inégalité prouvée 

peut être interprétée comme T  Xst T, ou R(t) > R(t), V t > 0. □

R em arque En écriture matricielle, on peut résumer le théorème ci-dessus par l’inégalité :

où C est la matrice fonctionnelle ligne d’ordre k + 2 ayant II comme premier élément 

et des zéros ailleurs (avec Ho et C définis au cours de la démonstration). Il s’agit 

donc bien d’une évaluation pessimiste de la fiabilité du système initial S .

Supposons maintenant que les taux de réparation ne sont pas égaux, mais suffisam­

ment proches. Dans ce cas on peut aussi obtenir de la même manière une évaluation 

pessimiste de la fiabilité du 5 , sans nous ’’écarter beaucoup” .

T héorèm e 3.2.2 La conclusion du Théorème 3.2.1 reste valable avec:
_ jç

¡i := fi =  min{/ij, i =  1 ,2 ,... ,n} et X** : = ----- rA n_¿ H---- ~ r ( /^  — pO
n rC Tb

D é m o n s t r a t i o n . Il suffit de prouver que la relation (3.27) du L e m m e  3.2.4 reste 

encore valable dans ces conditions. Plus précisément nous devons vérifier les inégalités 

et Ae +  \ie < (n -  j ) A** +  j p  pour tout e G Ej, j  =  1 ,2 ,... ,k.

A i n s i nous avons À** > ~ E t = ^ * d ’où ^  clairement j[i < fie. Alors
« =  _ J ^ _ <  (n—;•) a» "

Ae+/le — (n—j)\**+jn '
L’autre inégalité résulte du fait :

R > 1 C
OO

£
771= 0

n ■o
771 C t V t > 0

p e < fn .7 X
n j À’ JP

1

n 3
E

%e 1
u i ß < j

n j
ß ß <

k
n k ß ß V e € E'j- j 1,2 , k.

[n 3) et
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Il vient :

(n -  j) A** +  jn  -  (Ae +  jue) =

D’où le résultat. □

Les raisonnements ci-dessus sont basés sur l’idée d ’uniformisation des taux en vue 

d’approcher le modèle markovien donné par un modèle markovien pessimiste plus 

simple (de type k/n) .  L’inconvénient est la particularité supposée des taux //* de 

réparation. Nous nous proposons maintenant d’évaluer, toujours à partir du processus 

sur les niveaux, la fiabilité du système S  dans le cadre général. Il s’agit toujours d’une 

approche fonctionnelle dérivée du C o r o l l a ir e  3 .2 .1 . Nous gardons les notations 

précédentes, avec la convention =  mini<i<ra ¿¿¿.

Lem m e 3.2.5 Les fonctions Gj — maxee^. F e satisfont les relations récurrentes :

( 3 . 3 3 )  Gj <  Gj- 1  4 -  PjFj *  ( G j + i  — G j- 1 ) ,  j  — 1 , 2 , . . .  ,k.

D é m o n s t r a t i o n . Pour t  > 0 fixé, soit ip(x,y) =  ^ ^ (1  — e (x+y)i), x > 0, y > 0. 

Nous avons §£(x ,y) =  ( ^ ^ ( l - e _(x+y)i) +  ̂ e _(x+y)i > 0 et d ’autre part j£(x,y) = 

— (x + y )2 e~^x+y^ (ê x+y)i — 1 — t(x + y)) > 0; donc la fonction ip est croissante en x  et 

décroissante en v . Alors, pour tout j G i l , . . .  ,k \ et e € Es on a:

D’après le C o r o l l a ir e  3.2.1 et le Lemme 3.2.3 nous obtenons

Gj < Gj- 1  *  Fe +  pe(Gj+i — G j- 1) * Fe < Gj-i  +  PjFj *  (Gj+i — G j- 1) ,

où l’existence de e € Ej est assurée par (3.24). q  

Nous pouvons écrire (3.33) comme

( 3 . 3 4 )  Gj <  ( I I  PjFj) *  Gj—i  +  PjFj *  Gj+1, j  — 1 , 2 , . . .  ,k.

Soit K  la matrice fonctionnelle carrée d’ordre k +  2 définie par:

f O  F0 0 0 . . .  0 0 0 1
II — piF i 0 pi Fi  0 0 0 0

j ç _ o n — P2F2 0 P2F2 ... 0 0 0

0 0 0 0 ... n - p k F k 0 pfcFfc
L 0 0 0 0 . . .  0 o n .

n j
n k

An ■k Ae n f.
k

n k M
1

n 3
ße 3ß > 0.

peFe t
XC

Xe e
1 e Ae P*eIt < n 3

n 3 A + 3ß

À
1 e n 3 X jß V3F3 t
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D’après (3.23) et (3.34) nous trouvons :

(3.35) ) C*Ç>Ç.

Le raisonnement employé pour la démonstration du T h é o r è m e  3.2.1 permet d’ob­

tenir le résultat suivant. Nous ne le détaillons pas, dans la mesure où les utilisations 

concrètes qui en découlent sont peu efficaces.

T héorèm e 3.2.3 Si G = (G0,G i, . . .  ,Gk,Gk+i)T est le point fixe de l ’opérateur X  -> 

K * X , i.e. JC*G = G, alors on a G < G- En particulier on obtient

R(t) > 1 -  G0(t), V t >  0.

Pour illustrer l’évaluation de la fiabilité à partir de la stratification nous avons 

choisi un modèle de 6  composants, avec absorption au niveau 3. La comparaison de la 

fiabilité du système avec les fiabilités des deux modèles ”3 /6 ” , avec des taux égaux, est 

montrée par la figure suivante. La meilleure ” sous-évaluation” de la fiabilité, illustrée

par la courbe------— • • -, est obtenue pour le taux de dégradation À* =  A[4]+AW+AW.

L’autre sous-évaluation, illustrée par la courbe ”.... ” , est obtenue pour le taux de

dégradation A =  max(A*). Pour les deux derniers modèles, on a pris pour taux de 

dégradation ¡i = min(//j).

CALCUL DE LA FIABILITE A PARTIR DES NIVEAUX ( EVALUATION PESSIMISTE )
1

0.9

0.8
* 6 composants

0.7 * défaillance pour 3 composants en panne

* taux de dégrad. : [0.08 0.06 0.06 0.055 0.07 0.09]0.6

* taux de répar. : [1 1.15 1.05 1.08 1 1.1]

0.5

___ la valeur exacte de la fiabilité
0.4

minoration avec le taux de dégrad. "moyen"

0.3 .....  minoration avec le taux de dégrad. max.

0.2

0.1

0
0 50 100 150 200 250 

temps : t
300 350 400 450 500
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Figure 3.1 Evaluation pessimiste de la fiabilité par la réduction du modèle initial 

à des modèles k/n,  avec des taux égaux.

3.3 Fiabilité par comparaison avec un k / n  dans le 
cas général

Afin d’obtenir une extension du Théorème 3.2.1 dans le cas des composants avec 

des taux différents de réparation, nous allons réduire l’étude d’un processus en temps 

continu à un processus dérivé en temps discret, par la technique classique de chan­

gement d ’échelle dite aussi uniformisation. En même temps nous faisons appel à la 

méthode de majoration précédemment employée.

T héorèm e 3.3.1 Soit À* =  le taux moyen de défaillance défini au premier 

chapitre et /£ le plus petit taux de réparation des composants.

Soit R  la fiabilité du système S , et R  la fiabilité d’un système associé S , de type 

k / n ,  sur l ’espace d ’états {Eq,E\, . . .  ,Ek,Ek+i} ayant l ’état de panne Ek+i et avec 

les taux de transitions donnés par :

n \ \  (n—1U* (n-fc+l)A*
771 ^  771 ^  771 771 ^  771 ( W  k\̂  771

0  ̂ n  2(J. 2 • • • •C'fc-1 k j j . ----- > -ftfc+1

Alors

R(t) > R{t), 'i t>  0.

D é m o n s tra tio n . Pour le système S , notons A = {aeé){e,e')^E-xE la matrice carrée 

d’ordre 2n des taux de transition, associée au processus en temps continu X  sur 

l’espace d’états E  =  {0,l}n. Soit K  =  (K e)eeE la matrice ligne de la probabilité au 

temps t =  0, définie par K eo =  1 et K e =  0 ailleurs. Soit aussi la matrice colonne 

L  =  (Le)'eeE définie par Le =  0 si e G E + et Le = 1 si e € E ~ . Alors la fiabilité du 

système S , à partir de eo, est donnée par la formule matricielle classique :

R(t) = 1 -  K e tAL, t >  0.

Soit a > nX* + Z^=i M* uû paramètre positif de changement d’échelle. Soit U la 

matrice identité d’ordre 2n. On voit bien que la matrice B  := U + ^ A  est stochastique 

avec les éléments
e > e E - { e }

6gĝ  — ^
a-T,e>eE-<e| / _

k rv 5 e —  e

Ak
n k

ace
a
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De plus on peut écrire :

OO (yS+S

(3.36) R(t) = 1 -  e~atK e at û+^ L  = 1 -  e -atK eatBL = 1 -  e“0* £  ——K B SL.
s=0 S'

Pour tout entier positif s notons F(s) =  (Fe(s))'e€E la matrice colonne définie par

F{s) — B s L

Posons aussi F(0) =  L. Il est facile d ’interpréter la signification des éléments Fe(s) 

comme la probabilité d’absorption, en s pas au plus, à  partir de l’état e G E, 

pour la chaîne de Markov discrète sur l’espace E, dont la matrice des probabilités de 

transition est B.

Les suites (Fe(s))sejti, e e  E  satisfont les relations récurrentes suivantes:

(3.37) ^ ( s )  := Feo(s) =  beoeoFeo(s — 1) +  ^
e'GEi

et, pour j  =  1 ,2 ,... ,n — 1 :

(3.38) F„(s) =  £  6ee,Fe. ( s - l )  + 6eeFe( s - l ) +  E  b * F * ( s - l ) , e e E j , 3 > l
e ' Ç E j - i  c* €.Ej+ 1

De plus, pour tout s G IN et e G E~ on a Fe(s) = 1. Comme auparavant, notons

Gj(s) = max F e(s), j  =  0 ,1 ,... ,ra; s = 0,1,2,----
e€Ej

Alors, en particulier on a Go = Fq et Gj =  1, j  > k + 1. D’après la relation (3.37) 

et la définition des éléments bee' de la matrice S , nous trouvons

Par définition, pour tout e e  E, la fonction Fe(s) est non-décroissante en s. 

Cette propriété et la relation (3.39) impliquent

G i( s - 1 ) - G 0( i - 1 )  > ^(G o(s)-G o(*-1)) =  | ( F „ ( s ) - F „ ( s - l ) )  > 0, 5 = 1,2,... ,

donc
(3.40) Go (s) < Gi (s), s =  0,1,... .

A son tour, la relation (3.38) donne l’assertion suivante pour j  G {1 ,2 ,... ,n -  1} :

Vs > 1 3 e G Ej t.q. Gj(s) <  ^  bee'Gj- i(s—l)+beeGj(s—1)+ bee'Gj+i(s 1)
e 'e E j - 1 e’€E j+1

(3.41)

Fo s b.Sie e Fe' 1 S 1,2,

(3.39) Go 5 <
a A

a
Go s 1

A
a

G i s 1 s 1 ,2 ,

E
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L’inégalité (3.41) peut être aussi écrite (en employant les anciennes notations) comme

(3.42) (x,-+i(s — 1) — Gj(s — 1) > Y~(Gj(s — 1) — Gj-i(s — l)) + —  (Gj(s) — Gj(s — 1))

Puisque les fonctions Fe(s), e G Ej sont non-décroissantes en s, il suit que la fonction 

Gj(s) = maxeeEj Fe(s) est aussi non-décroissante en s.
Alors, d’après (3.40) et (3.42), un raisonnement par récurrence donne la non- 

décroissance de la suite finie (Gj)o<j<n, donc pour tout entier s > 0 on a

Gj(s) < Gj+i(s), j  =  0 ,1 ,... n -  1.

Dans ce cas, puisqu’on a les inégalités Àe < (n — j)X* et fj,e > jf± pour tout 

e G Ej, j  = 0,1, des écritures convenables des relations (3.39) et (3.42) nous

assurent que pour s = 1 ,2 ,... on a

, Gj(s) < ÿ=Gj-i(s — 1) H-----( J) q ^ s — i) +  Gj+i(s —
(3.43)

Notons ensuite H  (s) la matrice colonne d ’ordre k + 2 définie par

H (s) = {Gj(s))j=0yj!i+1, s = 0,1,2,....

E n suivant successivem ent les définitions des m atrices L  e t .F(O), la  définition des 

nom bres G j(0 ) e t la  signification niveau Ek+i, nous observons que la  m atrice  colonne 

H ( 0) a tous les élém ents nuls, sau f le dernier qui est égal à  1.

Appliquons maintenant le même changement d’échelle au processus en temps 

continu qui modélise l’évolution en temps du système k/n ,  où k = k + 1, sur les 

niveaux E0, E i , . . .  ,Ek, Ek+1 (seul le dernier est absorbant) avec les paramètres À* 

et fi.

Notons B, K , L les matrices correspondant respectivement aux B , K, L, mais 

ayant évidemment d’autres dimensions. Soit R  sa fiabilité.

Alors les relations du système (3.43) et la définition de la matrice H  impliquent

H{s) < BH(s -  1), s = 1,2,....

D’autre part, on a

B SL = B  ( B ^ L )  , s = 1 ,2 ,...

Go s < a nXa Go s 1 7 2 À

a Gi s 1

n 3alA G3 1 S 1 3> 1

k.
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De plus, on déduit facilement H(0) = L = B °L . 

D’où l’on tire (par récurrence) :

H  {s) < B sL , s  = 0 ,1,2 , . . . .

En particulier nous obtenons :

K B SL = F0{s) =  G0(s) < K B SL, s =  0,1,. . . .

Enfin, dans ce cas, les relations qui expriment les fiabilités R  et R  comme des séries 

matricielles (voir (3.36) qui exprime R) donnent

R(t) > R(t), V t > 0 .

□

3.4 Sur l’uniformisation optimale des taux

Dans le paragraphe précédent nous avons trouvé (à partir de la stratification) une 

sous-évaluation de la fiabilité du système donné, par la fiabilité d’un système beau­

coup plus simple. En fait, dans une première étape, masquée par la démonstration, 

nous avons réduit le système initial à un k/n,  avec k =  k + 1, en gardant les anciens 

taux différents. Dans une deuxième étape on a ’’uniformisé” les taux afin d’obtenir un 

système k / n  avec des taux égaux, sans augmenter la fiabilité. Il est intéressant, au 

moins dans un but d’analyse théorique de ces comparaisons, de connaître la manière 

optimale d’uniformiser les taux pour un système général. Le problème peut se rencon­

trer dans la situation suivante. Nous avons un système qui est formé de n composants 

provenant de différentes sources (par exemple, des constructeurs différents). Nous 

voudrions imposer à chaque composant une fiabilité minimale, sorte de fiabilité de 

référence. Cela revient à comparer le système initial à un système à composants iden­

tiques. Le taux ’’optimal” au sens précédent serait une bonne référence pour le taux 

à exiger pour les composants de sources distinctes.

Pour simplifier le problème, supposons dès le début que tous les taux de réparation 

sont égaux. Puisqu’il est clair que l’augmentation des taux de dégradations, au-delà 

d’un certain niveau, diminue la fiabilité, nous cherchons à trouver le plus petit taux 

A =  À(Ài,À2, . . .  ,An) qui convient à une sous-évaluation de fiabilité, indépendamment 

de ¡i, le taux unique de réparation.
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D éfinition Soient les entiers positifs n et k, k < n. On appelle fonction d ’unifor­

misation inférieure de fiabilité (UIF), de paramètres n et k, une fonction symétrique 

de n variables f n^ ■ H ” —> IR+, telle que pour tout fi > 0 et tout vecteur d =  

(Ai,A2, • • • ,A„) G 1R+ la fiabilité du système [k/n,  / n,A:(d), fi] ne dépasse pas celle du 

système initial [ k/n,  d, (i ].

On appele UIF-optimale une fonction f n>k qui minore toute fonction UIF f n^  •'

fn ,k  — fn ,k '

Nous avons prouvé dans le paragraphe 3.2 que la fonction A* : 1R” —> 1R+ définie 

par

est UIF.

Notons aussi

(

I
Z l < t l < Î 2 < . . . < t r < n  A j t \ j 2 • • • A j r \  T

(;) Jla moyenne d ’ordre r du d, r  =  1 ,2 ,... ,n. Observons que mnji(d) est la moyenne 

arithmétique des composantes du vecteur d tandis que mnjn(d) est la moyenne 

géométrique. Rappelons l’ordre classique de ces moyennes :

ran,i(d ) > ran,2(d) > . . .  > mn)n(d), V d =  (Ai,A2, . . .  ,An) G IR” .

Evidemment on a A* k > m n^.

A partir des fonctions ci-dessus nous pouvons fournir un encadrement d’une éventuelle 

fonction U IF  — optimale.

P ro p o sitio n  3.4.1 S ’il existe une fonction f Ujk UIF-optimale, de paramètres n et 

k, alors on a l ’encadrement suivant:

Tïï'n.k — fn .k  — A-n k

An,k d
A\k + Ak 1

n + 1 k
À n V d A1 A2 An G IRn

m n.x d

m n..1

D é m o n s t r a t i o n . L’inégalité droite est claire.

Pour l’inégalité gauche, prenons comme système initial le k /n  avec le vecteur des 

taux de dégradation d =  (Ai,A2, . . .  ,An) G 1R1 et le taux de réparation nul ( (j, = 0 ).

Soit Rd 0 sa fiabilité. Notons

taux de dégradation A.

A î n.k d et R \,o la fiabilité du k /n  avec tous les
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Un calcul classique de fiabilité donne les évaluations suivantes au voisinage de 

l’origine :

Alors, pour avoir R-^Q < Rd,0 i il est nécessaire que À > mn)fc(d), ou encore f n,k(à) > 

”VA:(d). Par conséquent, on obtient m„^ < f n,k- □

R em arque La proposition ci-dessus montre que si m n^  est une fonction UIF, 

alors elle est U IF  — optimale. Les différentes simulations numériques confirment que 

mn,jfc est un bon candidat pour la propriété d’UIF-optimalité. Comme illustration, voir 

la position de la courbe ”m3” en comparaison avec la courbe ”fiab” dans la Figure 

3.3.

Mais, jusqu’à présent, le problème de l’existence de la fonction U IF  — optimale 

reste ouvert.

MINORATION DE FIABILITE PAR COMPARAISON AVEC UN K/N AVEC DES TAUX EGAUX
1

* système 3/6

0.9 * taux de dégradation : [0.01 0.08 0.1 0.01 0.07 0.09]
* taux de réparation : [1 1.15 1.05 1.08 1 1.1]
* fi (ligne continue) -  la valeur exacte de la fiabilité

0.8 * ge -  évaluation par taux de dégrad. “moyen-géom"

'g©
* ar (.... ) -  minoration par taux de dégrad. "moyen-arith"

0.7 * mm -  minoration par taux de dégrad. "moyen-max"
* ma (.... ) -  minoration par taux de dégrad. "max'

0.6
\\

0.5

ar

0.4

0.3

0.2

mm

0.1
ma

0
0 100 200 300

temps : t
400 500 60C 700

Ed t 1 E quand  t  —> 00
1 i 1 i 2 i k n<<<<<

Ai 1Ai 2 Aife t k + 0 t k

R
A 0 t 1

n

k
Akt k + o t k quand t 0
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Figure 3.2 Comparaison avec k /n  pour différents choix du taux de dégradation.

ENCADREMENT DE FIABILITE PAR COMPARAISON AVEC UN K/N AVEC DES TAUX EGAUX
1

0.9 SYSTEME 3/6

igépm

0.8 m5

0.7

0.6

0.5

0.4
* lb=[0.1; 0.01; 0.02; 0.05; 0.003; 0.001]

* mu=1 arith

0.3 * taux moyens de dégradation :

arith=0.037; m2=0.034; m3=0.031 ; m4=0.029; m5=0.027; géom=0.025

0.20 100 200 300
temps : t

400 500 600 700

Figure 3.3 Comparaison avec k /n  pour les taux de dégradation mn>r(d).
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Chapitre 4 

Calcul par approximation  
exponentielle

Pour les grands systèmes, avec des réparations rapides, le temps passé dans l’état 

initial a un poids considérable dans la durée entière de la vie du système. En termes 

probabilistes, ce phénomène peut être décrit faisant appel aux notions de temps de 

retour (noté Y ) ,  temps de panne directe (noté Z )  et probabilité de panne directe 

(notée e) dont les définitions sont précisées dans la section suivante. La fiabilité 

peut alors être approchée par une exponentielle de paramètre Ae (voir par exemple 

G n e d e n k o - S o l o v ie v , 1975, P a m p h il e , 1994, B o n , 1995). Nous nous proposons de 

préciser ces paramètres dans le cadre markovien stratifié. Les résultats principaux de ce 

chapitre sont le calcul exact de la probabilité e et les différents encadrements obtenus 

a priori à partir des paramètres de base des composants. Le problème de l’évaluation 

de e est à l’origine de nombreux travaux. En utilisant une approche trajectorielle, il 

est possible de montrer que les séquences sans réparation fournissent l’essentiel de la 

probabilité de défaillance. Nous prolongeons ce résultat en introduisant les séquences 

à nombre fixé de réparations. Il est plaisant de constater que le poids des séquences 

décroît (à peu près) géométriquement. Nous en déduisons alors des encadrements 

pour e . La dernière partie de ce chapitre comprend une comparaison des inégalités 

de S o l o v y e v , B o n , B r e t a g n o l l e  démontrées dans un cadre plus général.

4.1 Approximation exponentielle pessim iste

Soit T  la durée de vie du système, £ la probabilité partant de l’état parfait 

d’aller à la panne sans retour à l’état initial. Le temps moyen de bon fonctionnement
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du système peut s’écrire :

(4.1) E (T) =  -{ IE (T 0) +  ( l - £)]E(r) +  £ E (2 )} ,

où Toi représentant le temps cumulé de séjour dans l ’état initial, est une variable 

aléatoire exponentielle de paramètre A := Y%=i Les variables Y  (resp. Z  ) représentent 

le temps passé à l’extérieur de l’état parfait conditionnellement à un retour à cet état 

(resp. à l’entrée dans les états de panne).

La connaisance de la probabilité s est évidemment importante pour l’évaluation 

du temps moyen de vie et de la jîabilité du système. Cela dérive de l’inégalité classique 

de S o l o v y e v  (1983) :

(4.2) Rj'(t) =  1 — Fr(i) ^  ®xp(—Ast)

En fait, on peut écrire :

(4.3) Rr(t) = exp(—A et) H- <5*, t > 0 ,

avec 5t > 0 , uniformément majoré par A{ (1 — £)IE(Y) + .Æ (Z) }. 

Ainsi, pour les systèmes hautement fiables on a :

P {T  > t} «  e~Ast, E (T) «
As

4.2 Les paramètres de l’approximation exponen­
tielle

Certains résultats d’approximation de la fiabilité du système S  demandent la 

connaissance du nombre de visites à l’état de fonctionnement parfait eo- C’est pour­

quoi nous allons considérer que eo devient, après le premier pas, un état d’absorption.

Considérons donc un nouveau système S ', dérivé de S, ayant comme ensemble 

d’états absorbants E'a E~ U {eo}. Supposons aussi que S' se trouve au moment 

t =  0 , avec la probabilité 1, dans Ei, défini comme l’ensemble des états voisins de 

eo- Plus précisément, S' se trouve à ce moment dans un des états e' e  Ei avec la 

probabilité peoe> > 0 du pas (eo,e').

Soit T® et T® les ensembles des trajectoires de panne de S' (donc qui ne passent 

pas par eo ) qui arrivent dans eo et E~ respectivement. Il y a une correspondance 

claire entre les ensembles T“ d’un côté et T®, Tq de l’autre: si à une trajectoire 

7  de panne directe ou de retour de S  on efface son premier état, eo, alors on a une 

trajectoire 7 ' de panne de S 1. Nous admettons que si 7  =  (eo,e) G Tg, pour e G
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Ei D E “, alors 7 ' =  (e) G T®, avec py = 1. 

C’est à dire :

r°~r°; r j - r ; .

Pour chaque trajectoire 7 , notons e7 son premier état (son point de départ). 

Enfin, soit T' la durée de vie de ce système modifié. Nous avons :

{T' < 00} =  {37 ' G r j  U TJ : 7 ' — 7 r'} =  (Uyero{7T' — 7 '}) U (Uyer«{7T' =  Y})

Comme antérieurement pour le système initial, nous avons aussi pour ce nouveau 

système (voir annexe) :

d’où P {  T ' < oo } =  1. Mais peoey -Py — Pj donc il suit :

T I  P'r Py —  ^  ’
7erg 7erg

Notons :

(4.4) s := IP{ 7 t1 G T“ } =  Y , py la probabilité de panne directe,
7erg

1 — e =  P {  7t> G T® } =  ^2  Pi probabilité de retour.
7€rg

En fait £ est aussi la probabilité que le temps d ’entrée dans E~ est inférieur au 

temps d’entrée dans ôq.

Définissons les lois conditionnelles de T 1 sachant 7t> G ou T®. Et considérons 

deux variables Y  et Z  dsitribuées suivant ces lois. Nous noterons de façon très schématique :

Y  := [ T ' | y r  € T” ],

appelé le temps de retour et

Z := [ T ' i T z - e r n

appelé le temps de panne directe. 

Le temps de retour a la distribution suivante :

Fy (x) := P {  Y  < x  } =  TP{ T ' < x  | 7T' G T? } =

E
7' €r01

p eD1e7 PT' + E
r era1

peoer pr 1

la
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= £  P{T' < x \ yt> = y'} • P{7t' = y' I yt> £ r?},
yer?

donc

Fy (x ) = E  pTP {  Ty < x } , x >  0.
1 £ TsrS

De la même manière nous obtenons aussi :

Fz (x) :=TP{Z < x }  =  -  P ^ i  T * < x } , x >  0.
£ 76rg

Notons v la variable aléatoire représentant le nombre des retours en e0 de la tra­

jectoire yt - Alors on peut décomposer la durée de vie du système T à partir de 

Teo, Y, Z  et v :

T =  £  (sk 4- rk) +  s„ +  Z,
l<k<V

où (sfc)fe>i et {rk)k>\ sont des suites des v.a. réciproquement indépendantes ayant 

respectivement les distributions Fq (de Teo) et Fy (de y ) .  La v.a. u a des valeurs 

entières positives et une distribution géométrique, de paramètre £ :

F  { u  = m }  = P m_1{ 7T' e r; } • P {  yT> G r? } =  e(l -  e)TO~ \  V m > 1.

Nous supposons toutes ces variables indépendantes entre elles. Par conséquent on peut 

évaluer la distribution de T  :

OO 771 771— 1

Ft (x) =  £  JP{u = m}  • P { £  sk +  £  rk +  Z  < x}, x > 0.
7n=l k=1 k—1

Donc on peut écrire :

Ft (x) = f £( l -  e)m- 1( i’5m * * Fz)(i),  x > 0.
771=1

R em arque II est possible aussi de déduire cette relation en utilisant l’approche 

séquentielle évoquée au premier chapitre, en particulier la relation (1.7) :

OO

F t =  £  £  P71P72 • • ■P'rmFj2™=lT~lk =
™=1 (7i,72,-,7m)€(r3)”*-ixrg

(  1 V (m_1) f i  \
=  £  e(l -  e ) m 1 Z— - £  P ^ T o + r ,  * ; E  P i F n + r ,  ] =

m=1 V 7€r8 )  '
00 00

= £  e(l -  e)m- ‘(Fy * ib)*'™-1» *Fz * F o =  £  s ( l  -  * F™ * Fz
m=l m=l

s m 1FY
m Fo

m Fz
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Ainsi l’approche analytique est reliée à l’approche séquentielle par le théorème 

suivant qui permet (au moins formellement) de déterminer les lois de y  et Z .

Théorèm e 4.2.1 Les variables aléatoires T  (durée de vie), Y  (temps de retour) et 

Z  (temps de panne directe), associées au processus markovien X, ont respectivement 

les fonctions de répartition

F t — YI — Y  (Peoejj Fo) * (Peh ej2 Fejl ) *• • • *  (i)eJm_1 ejm ) >
7 6 r g  7 = (e0)Cji

l  l
F y  =  1 _  Y  P y F r ,  =  , _  Y  Peoejl  (Peh ej 2F e j l )*- ■ ■* ( i?eJm_ 1eim F ejm_ i ),

£ 7€r§ & 7=(eo,ei l ,...)eJm)€r°

F z  — Y  P i F t ' — Y  Pe0eh  [Peh eh Feh ) * . . .  * (Pcim_ 1cJm-Îr’eim_ 1 ) ,
76rg c 7=(eo,ei-1>...,eJm)erg

où e est la probabilité de panne directe.

De plus, si Fq désigne la fonction de répartition du temps de séjour dans l’état initial, 

de fonctionnement parfait, alors on a
OO

Ft =  £  e(l -  e)m- \ F T  * i ? (m-1) » Fz ).
m—1

4 . 3  Calcul matriciel de la probabilité de panne

Ce qui précédé montre l’importance de la probabilité e de panne directe. Nous 

nous proposons, dans cette section, de calculer cette probabilité. La première méthode 

est une méthode matricielle. Nous donnons dans le paragraphe suivant une méthode 

qui prenne en compte la stratification. Ensuite nous verrons une troisième méthode que 

nous appelons séquentielle et qui permet des approximations efficaces. Commençons 

par formuler le principal résultat de cette section qui permet un calcul explicite de la 

probabilité de panne directe.

T héorèm e 4.3.1 Avec les notations précédemment établies, la probabilité de panne 

directe s ’exprime sous la forme :

(4.5) e = 1 ' % ’

où l’ordre des déterminants D et D\ est égal au nombre m  des états de fonctionne­

ment du système.

p FT.y

Gr a0
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D é m o n s t r a t i o n . Considérons

la matrice associée au système S' (correspondant à la matrice Q, associée au système

S  ). Observons que = p(°\ Le vecteur P  = (poj)jqj', la première ligne de Q (et 

P  ), représente le vecteur des probabilités des états initiaux de S'. Alors, en tenant 

compte de la définition de e et de la signification des puissances de Q on trouve :

e=ëee »m P =p(1) • ( E (or) • c
m = 0 j 'eJa  je j>  \ m —0 /

Mais (voir l’annexe) Ui — Q' est inversible (ici Ui est la matrice identité) , donc on 

peut encore écrire :

(4.6) £ =  p(1) • (iJi -  Q T 1 • C

Nous donnons maintenant une autre expression matricielle mieux adaptée au calcul 

de €. Soit m = card(J+) < l =  card(J'). Définissons la matrice B  restriction de Q' 

à J+ par:

— ( )  ( j , x J + )  ~  Qjf •

Alors nous avons :
OO OO

1 “  £ = Pi = 5-̂  P0jlPjlj2 • • mPjk- 1Û
fc=l 7çrg;Z(7)=A; k=l (ji,..-jk-i)€J+\{0}

oo oo

= E £ p o i $ - , , = E poÆ ^ o’)
k = l  j€ J +  j€ J +  k=0

Ainsi nous trouvons la nouvelle expression matricielle pour le calcul de la probabilité 

de panne directe :

(4.7) e = l -  p ?  ■ (Vm -  B )'1 ■ C

où: est la restriction de à J+, Um est la matrice unité d’ordre m, C  est

une matrice colonne d’ordre m  , de les coefficients Co =  1 et 

Cj = 0, V j  G J+ \  {0}.

La formule (4.7) est facilement utilisable pour les systèmes de petite taille. Elle 

peut être présentée sous une forme plus parlante. Ainsi, en tenant compte du calcul 

de l’inverse d’une matrice et des définitions de p+ et C, nous observons que p+̂  

(Um — B)~l • C est simplement le rapport des déterminants ^  où D =  det(Um — B) 

et D\ est le déterminant obtenu à partir de D en remplaçant sa première ligne par

D(1) mP+ • □

Q A33 (j f ej :J 33

o s i j O

Q33 SI J 0

E E E E

p
:ii

p':i)
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Pour les systèmes de grande taille, la formule exacte précédente n’est guère utili­

sable. Nous pouvons alors chercher une décomposition de la probabilité e qui tienne 

compte des propriétés usuelles des systèmes. Si on ne tient pas compte du temps (cal­

cul sur la chaine incluse et non sur le processus continu) il est raisonnable de supposer 

que les trajectoires avec peu de réparations ont plus de poids que les autres. Nous pro­

posons donc ci-dessous une formulation matricielle de la probabilité de panne directe 

par des séquences avec un nombre fixé de réparations. Ainsi, supposons que l’écriture 

de la matrice carrée Q, d ’ordre l = card E + U E~, est ’’compatible” avec l’ordre 

partiel sur E , i.e. :

V j,k  G J' ej ■< e* =3- j  < k

où J' est l’ensemble des indices des états de E + U E~. Considérons deux matrices 

triangulaires M  =  (rrij,*) et N  = (n j dérivées de Q, correspondant respectivement 

aux dégradations et aux réparations (sauf celles permettant le retour en eo ), définies 

par:
' Qj,k, 3 < k

mj,k = <
k 0, j  > k

{
qj,k, j  > k > o

0, j  < k ou k — 0

où (j,k) e J ' x  J'.

Observons d ’abord que nous avons:

(4.8) e =  pm ■ ( l t x M +  W)*) • C =  P(0) ’ (u‘ ~ ( M  + N ))-1 ■ C

comme variante de l’expression matricielle (4.6) de la probabilité de panne directe. 

Notons er - la probabilité de panne directe par des séquences avec r réparations, où 

r = 0 ,1 ,...

Nous avons, bien sûr :
OO

(4.9) € = E
r=0

Nous envisageons ensuite d’exprimer er sous forme matricielle.

Ainsi, soient r  et 5 deux nombres naturels arbitraires. Dans le développement de 

la puissance matricielle (M +  N ) s, considérons la somme 5s,r des tous les termes 

contenant r fois la matrice N  (pour les r  réparations) et s - r  (si r  < s ) fois la 

matrice M  (pour les s — r dégradations ’’restantes”). Dans le cas r > s, convenons 

Ssr =  0. Alors nous avons (M +  N )s = £*=0 s *,r = E £ o La signification de la

n ók

Er
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matrice 5s,r est claire : elle correspond aux probabilités des trajectoires (sans retour) 

de longueur s avec r réparations. La somme sur s des matrices S3j1. donne la matrice 

des probabilités des trajectoires (sans retour en eo ), ayant exactement r  réparations 

( r  fixé). D’où l’expression matricielle de er :

(4.10) e, =  p<°> • ff; • C, r =  0,1,2,.. .

Donnons le lien entre entre les différentes formules ci-dessus:

OO OO /  OO \  /  OO OO \

E er = E p m  f e d c - p (0)
r=0  r=0 \ s = 0  /  \ s = 0  r=0  J

Par cette méthode matricielle, nous avons une expression formelle de la probabi­

lité de défaillance. Certes elle n’est applicable que pour des systèmes de petite taille 

ou assez homogènes. Mais elle permet de mieux mesurer la qualité des différentes 

approximations que nous donnons dans la suite.

4.4 Encadrement de la probabilité de panne

Dans cette section, nous nous proposons donc d’évaluer la probabilité e de panne 

directe, dont l’importance pour l’étude de la fiabilité est montrée par les relations

(4.1) et (4.3), en utilisant l’hypothèse de stratification du système.

Le premier objectif est d’obtenir une sur — estimation (dépendante de k ) de e 

en approchant le processus initial par un processus de type k/n.

Soit e un état de fonctionnement appartenant à un niveau j, avec 0 < j  < k. 

D’après les définitions des probabilités pe et qe de transition à partir de l’état e on 

déduit les inégalités suivantes:

Pe < (rç~ j ) x K ('n ~ j ) A =  n ~ j
6 ~  ( n -  j ) \  +  £i;e«>=i H i ~  { n -  j)  A +  j j i  (n -  j )  +  j6

et
jd

Qe — 1 — Qe ^  7 -\ .
{ n - J )  +J&

Comme dans le chapitre précédent, nous notons :

M  ^  _  n ~ 3  _
— ?  —  "7 * \  *"77 î  ^ 7  —  /  • \  • / i  ^  'Uia .

( n - j ) + j 0 (n - j ) + j 9  3

p
o

OO

E
, 5 = 0

M + N S C e

c
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Ainsi on peut majorer les probabilités de transition sur une strate :

(4.11) V j  G {1 ,... ,£} ' i e e E j O E + : qe >u.j; Pe<Vj

Notre but est de comparer les probabilités de défaillance sur E  à celles d’un modèle 

sur les niveaux.

Notons pe la probabilité de panne directe en partant de e G E+.

Ainsi pe représente la somme des probabilités des trajectoires 7  qui partent de e, 

arrivent en E ~ , sans passer par eo- Dans ce contexte, définissons aussi, d’une manière 

naturelle, les probabilités des bords par :

peo = 0 ; pe = 1, Ve G E  .

Cet ensemble de probabilités vérifie les relations de récurrence suivantes :

(4.12) Pe = Pee'Pe' =
e'GE

= Y ,  Pee’P6' +  Pee'P6' , Ve G E+ fl Ej, 1 < j  < H.
e'ÇEj—i e'£Ej+i

Observons que, dans ces conditions, le vecteur colonne p = (pe)eeE satisfait la relation 

matricielle

P • p = p

où P  représente la matrice des probabilités des transitions (la matrice de la chaîne 

incluse), en considérant E~  U {e0} comme ensemble d’absorption.

Notons

(4.13) h(j) :=  max{pe, e G E j}  , j  =  0 ,1 ,... ,n  ,

la plus grande probabilité de panne directe à partir du niveau j .  Alors, en conformité 

avec les conditions aux bords, on a

/i(0) =  0 et h(J) =  1, Vj G {Al+ 1 ,... ,h}.

Puis, d’après (4 .12) et en tenant compte de la signification de pe, qe, et h(j), on 

déduit l’inéquation vectorielle :

(4.14) Vj G {1,2, . . . k }  3e € Ej t.q. h (j) < qe h{j -  1) + pe h(j + 1).

Montrons que la fonction h : {0,1,... ,n} -> [0,1] est croissante, ce qui semble 

naturel d’après la définition. Il suffit que nous prouvions par récurrence l’inégalité

h(j) < h(j +  1), j  = 0 ,1, . . . X
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Ainsi, nous avons h(0) =  0 < h{ 1). Supposons maintenant h(j — 1) < h(j), pour un 

j  G {1,2,... ,k}. Alors, il existe e G Ej pour lequel l’inégalité (4.14) est vérifiée et 

puisque p e,Qe > 0 , nous obtenons :

0 < qe(h{j) -  h(j -  1)) < pe(h(j +  1) -  h(J)),

d’où h(j) < h(j +  1).

Les inégalités (4.11) et (4.14), de pair avec la monotonie de h, impliquent alors 

h(j) < h(j -  1) + pe( h(j + 1) -  h{j -  1) ) < h{j -  1) + Vj( h(j + 1) -  h{j -  1) ), d’où

M i)  ^  î L j h Ü  ~  1) +  v j h { j  +  1)> Y? e  {1>2, • •  - , k }

On peut encore écrire cette inégalité sous la forme

( 4 . 1 5 )  h ( j  +  1 )  -  h { j )  >  Wj (  h ( j ) -  h ( j  -  1)  ) ,  j  =  1 , 2 , . . .  ,k

où
U a 7

M i  =  -z~ = -----:Q.
J Vj n -  j

représente une sorte de ’’raideur” du système (ici 6 > 1 ).

Le théorème suivant fournit un encadrement simple de la probabilité de panne 

directe.

T héorèm e 4.4.1 Si on note

k — le dernier niveau ayant tous les états de fonctionnement,

k — le dernier niveau ayant au moins un état de fonctionnement,

alors la probabilité de panne directe est encadrée par :

(4.16) e := —3—   ̂ < £ < —-— 7~~T'-ï—  =: £-
("J1) . ("J1)

D é m o n s t r a t i o n . Puisque h{0 )  =  0  et que la fonction h est croissante, la relation

(4.15) donne par récurrence les relations:

h(j +  1) -  h(j) > w.iW.2 •. • Wjh( 1), j  — 1,2 , . . .  ,k.

D’où, en sommant sur j  , on trouve :

_  -
h(k + 1) — h{ 1) >  y ^vhw.2 . .  -Wjh( 1) . 

j =i

e mmle i n ß%
9

max%E- 1 Ai

maxIE 1 n Ui
min i € 1 71 AI
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Mais h(k +  1) =  1, donc :

De plus, d’après les définitions de e, pe et h on a

(4.18) £ =  Y  PeoeP6 < J 2  PeoeH1) =  M 1)
e£E\ eÇzE\

Enfin, à partir de (4.17) et (4.18) on déduit la majoration suivante de e :

C’est un majorant très facile à calculer à partir des taux de défaillance et de réparation.

On souhaite maintenant minorer e. Rappelons que le dernier niveau du système 

avec au moins un état de fonctionnement est noté k, 1 < k <  k < n. Alors, pour 

j  > k tous les éléments du niveau j  sont des états de panne. Notons

U j  ------- . . .  , - r r j  V.j 1  H j '
3 (n - j ) + j 6 3

Alors nous avons

(4.20) y  j  G {1 , . . .  ,k} V e G Ej fl E + : pe > v_j\ qe < U j .

La fonction

h : {0,1, . . .  +  1} -> [0,1], h(j) = min{pe, e £ Ej}

est croissante et satisfait les conditions aux bords h(0) =  0, h(k 4-1) =  1. Pour 

prouver (par récurrence) sa monotonie on peut employer la relation

qe(h(j) -  h(j  -  1)) >  pe(h(j + 1) -  h(j)),

valable pour au moins un état e € Ej, 1 < j  < k, à partir de l’inégalité h(k) < 1 — 

h(k 4" 1) .

Puisque

h(j )  > Ujh(j  — 1) + V jh ( j  4-1), Vj G {1 ,2 , . . .  ,k},

on déduit une inégalité analogue à (4.18)

'4.17 h 1 <
1

1 + E
k
3 1W 1W2 w3

1

1 + E
k

3 1
1

n •1
J

07

4.19 6 <
1

E
k

3 0
1

n- 1
3

e3

4.21 h >
1

1 - f E
k
3 1

ei

n 1
i
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Mais après la définition de h on a

S  =  P e o e P *  >  S  P e 0e h ( l )  =  h ( l)
eGEi e £ E i

et à partir de (4.21) on trouve la minoration de e. □

Ainsi avons-nous obtenu pour des systèmes markoviens de grande taille un enca­

drement de la probabilité de panne directe qui ne tienne compte que des tailles des 

premières coupes minimales et des taux (de défaillance ou de réparation) des différents 

composants. R em arques

a) Si on considère les paramètres moyens suivants :

k  =  \ ( k  +  k ) ,  0 = i  (fi + 0),

alors, pour 9 assez grand, on a une évaluation rapide de la probabilité de panne 

directe :

b) Un système de type k /n  classique où tous les composants sont identiques ( 

Xi =  A, fjbi = ¡i ) et de plus k = k correspond à un cas particulier intéréssant. Dans 

ce cas, à partir de (4.16) on retrouve la formule exacte de e :

(4.22) e = -------- ,
£ * ¿ 5  ("J1) ei

où k  =  k  + 1 =  k +  1 e t 9 =  x-

L’encadrement de la probabilité £ de panne directe donné dans le théorème ci- 

dessus peut être légèrement amélioré. Remarquons d’abord que les inégalités (4.11) 

et (4.20) correspondent au passage à ’’l’uniformisation” des taux de réparation et 

dégradation. En fait, le choix des taux extrêmes n’est pas le meilleur si on souhaite 

garder ce type d’inégalités, de façon que la démonstration de l’encadrement reste 

valable.

Un raisonnem ent sim ilaire à  celui employé pour ob ten ir le résu lta t du  THÉORÈME

4.4.1 perm et d ’affiner l ’encadrem ent de £ en p renan t en com pte une ra ideu r moyenne 

au  lieu de la  ra ideu r m axim ale.

T héorèm e 4.4.2 Soit 6* = /¿ / A* et 9* = ~p/  A*, où A* et A* ont été définis par 

(1.10). Alors:

(4.23) e ,  —  — -------- --------------  <  e <  ------------- --------------  = : e*.

i"]1) («*)3 £f=o C7l) (o.y

e e"*-» ns-»

n 1
k

9—h
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Evidemment, plus les taux de dégradations sont proches les uns des autres, meilleur 

est l’encadrement ci-desus.

4.5 Etude séquentielle de la probabilité de panne 
directe

L’encadrement précédent de e est somme toute assez brutal. Un autre façon d’ap­

procher e est de classer les séquences par nombre de réparations. Chaque réparation 

engendre un ’’aller-retour” qui prend du temps et qui est peu probable. Nous envisa­

geons maintenant le comportement de la suite (£y)r>o des probabilités de panne sans 

retour par des séquences avec un nombre fixé de réparations (voir (4.10) pour le calcul 

exact de £r ). Il est bien connu (voir G n e d e n k o  et S o l o v y e v , 1974) que le terme 

dominant de la somme £ =  (cf 4.9), est le premier, £0, qui représente la

probabilité de panne par des séquences sans réparations. On emploie souvent le terme 

de séquences monotones pour désigner les séquences de ce type. La connaissance du 

poids de eo dans la somme entière permet d’approcher £. Soit :

Nr le nombre des séquences de panne, sans retour en eo, avec r réparations

Notre étude concerne en même temps le comportement de la suite (N r)r>o. En fait, 

puisque £ = S 7erg P'y °ù Tg est l’ensemble des trajectoires de panne directe (voir la 

relation (4.4)), il existe un lien étroit entre les suites (iVr)r>0 et (er)r>o- Le phénomène 

assez surprenant que nous montrons est le comportement ’’presque géométrique” des 

suites (Nr) et (er).
Regardons d’abord le cas particulier d’un système k /n  avec des composants iden­

tiques.

4.5.1 Nom bre des séquences avec un nombre fixé de réparations

Dans ce paragraphe nous supposons A* =  A, /¿j =  fi, i = 1, . . .  ,n et k =  k. Nous 

sommes donc en présence d’un système k /n  avec k = k + 1 = k + 1.

Une trajectoire 7  a été définie comme une succession d’états. En fait, on peut 

aussi l’interpréter comme une succession de composants telle que chaque apparition 

d’un composant indique son changement d’état. Ainsi, une trajectoire 7  G Tg avec 

r réparations comprend une succession de k +  2r composants telle que on a fc ” ap­

paritions distinctes” (celles des composants non-réparés jusqu’à la fin) et r  ’’paires 

d’apparitions” (celles des composants réparés). Si on ’’éloigne” de cette succession

dominant de la somme £ Eoo
0r Sr
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les 2r  termes correspondant aux composants réparés, sans changer l’ordre des autres 

termes, on obtient une trajectoire 70 G Tg sans réparations. Nous allons dire que la 

séquence 7  avec r  réparations est ’’dérivée” de la séquence sans réparations 70. Cela 

nous permettra de simplifier l’étude de la suite (N r)r>0.

Lem m e 4 .5 .1  La suite (Nr)r>o des nombres des trajectoires de panne directe avec 

r réparations satisfait les relations :

(i) No = n\/ (n  — k)\

(ii) N r est multiple entier de N q.

D é m o n s t r a t io n .

(i) N q correspond au nombre des choix de k composants (en ordre) parmi les n 

composants.

(ii) On partage l’ensemble des trajectoires de panne, sans retour, avec r réparations 

en classes, tels que chaque classe contient toutes les trajectoires ’’dérivées” d’une 

trajectoire de panne directe fixée, sans réparations. □

Notons :

(a 9 /h _  N r ( l e  nombre des trajectoires de Tg avec r réparations, dérivées 
v ) Xr ~  Nq \  d ’une trajectoire (arbitraire, fixée) de Tg sans réparations

Pour r  € {1 ,2 ,...}  et j  G {2, . . .  ,k — 1}, soit :

le nombre des trajectoires de rg avec r réparations, dérivées
(4.25) x rj  < d ’une trajectoire (arbitraire, fixée) de rg sans réparations, 

ayant leur première réparation au niveau j

Evidemment nous avons :
A;—1

(4.26) xr = ^  ̂ r = . ..
j = 2

Nous pouvons établir des relations de récurrence entre les différents nombres de tra ­

jectoires.

Lem m e 4.5.2 Pour j  = 2, . . .  ,k — let  r = 1,2 , . . .  on a:

x i , j  — a j

(4.27) ^
x r + l , j  ~  0>j S i =m ax{ 2 , i - 1 }  x r,i

où aj := j ( n +  1 -  j).

D é m o n s t r a t io n . Si la (première) réparation intervient au niveau j  > 2, alors le 

composant réparé appartient à un ensemble comptant n — (j — 1) composants (ceux

1,2,Xr.
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distincts des premiers j  — 1 composants non-réparés). Evidemment, la dégradation de 

ce composant a eu lieu dans un niveau inférieur j '  6 {0 ,1 ,... j  — 1}. Par conséquent 

il existe exactement aj = j(n  4- 1 — j)  trajectoires de panne directe avec une seule 

réparation, passée au niveau j , qui dérivent d’une trajectoire sans réparation fixée. 

Ainsi on obtient X ij = aj.

Pour la deuxième relation, observons que chaque séquence avec r  +  1 réparations, 

dont la première a lieu au niveau j , peut être obtenue en ajoutant en ’’face” une 

réparation à une séquence avec r  réparations dont la première a lieu dans un niveau 

i , tel que m ax{2J — 1 } < i  < k — 1. Ensuite on emploie le même raisonnement que 

celui de la première relation. □

R em arq u e  Clairement les relations (4.24)...(4.27) sont définies pour k > 3. On 

observe facilement que pour k € {1,2} il n’existe pas de séquence de panne avec 

réparation, sans retour dans l’état parfait. De plus, pour k =  3, d ’après le lemme

précédent, nous obtenons x\ = Xi$ = a>2 = 2(n—1) et xr+\ = a2 xr, r = 1,2,----Alors

Nr+i =  2(n — 1 )Nr, r > 0, donc la suite (Nr)r>i est une progression géométrique. 

L’étude de la suite (iVr)r>i reste intéressante pour k > 4, ce que nous allons supposer 

désormais.

Notons
j i 

Aj .=  ^ ] i(ri “t- 1 ¿) ^ 1 ûî, j  3 , . . .  ,k 1. 
¿=2 i= 2

A partir du L e m m e  4.5.2 et de (4.26), on obtient directement des écritures nouvelles 

pour les nombres x r.

C oro lla ire  4.5.1 On a les récurrences:

x i = Ak-i
(4.28) i

x r+i =  x r^ A z  +  • • • +  x Ttk -2 A k ~ i  +  x r>k ~ i A k - i ,  r  >  1.

Pour obtenir des informations sur le comportement asymptotique des nombres Nr 

pour r  =  0 ,1 ,. . . ,  nous comparons les termes consécutifs de cette suite. Ainsi, 

définissons la suite (pr )r>i Par:

(4.29) P r: = ^ -  = ^ ~ ,  r = 1 ,2 ,...
Il j*—\ Jbf* —

Lem m e 4.5.3

(i) Les nombres pr, r = 2 ,3 ,. .. ,  sont majorés par pi = A k -1-
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(ii) On les inégalités:

D é m o n s t r a t i o n .

(i) D’abord, il faut observer que d’après (4.24) et la première relation de (4.28), nous 

avons: pi =  X\ =  A k~ i- Alors, pour r > 1, les relations (4.24), (4.26), (4.28) et la 

propriété A j < A k~ i, V j  G {3 ,... ,k — 1}, donnent :

N r  Xr Xi—i 2A3  +  . . . -f- Xi—i fc_2-<4 /5_ i  +  Xr —i k—\ A k—\
p r = --------= -------- = -------- ’■--------------------------------------------------- --------------<

iVr_ i  x r—i X f —\

^  A J 2 j = 2 x r - l , j  .
<  A k~ i ----------------- — A k- i  — Pi-,

xr~ i

d’où la conclusion.

(ii) Puisque p\ est un majorant de l’ensemble {pr}r>i, nous avons:

U \

Nr =  P1P2 ■ • • PrNo <  P \N q =  {A k - i ) r ^

(voir aussi L e m m e  4.5.1 pour la valeur de N o ) .  □  

Pour r = 1 ,2 ,... notons :

(4.31) 6rJ =  ^ - ,  j  = 2 , . . . , k - l ,
OCf

la proportion des trajectoires avec la première réparation au niveau j, parmi les tra­

jectoires avec r réparations.

R em arque  Pour k =  4 nous avons: x r = x r>2 + x r>3 et xr+i = A 3 x r>2 +  A^xr^, 

d’où arr+i =  A^xr, r = 1 ,2 ,... '. Alors pr =  A 3 =  2(n — 1) +  3(n — 2) =  5n — 8. 

Par conséquent, la suite (Nr)r> 1 est une progression géométrique (comme dans le 

cas k — 3 que nous avons déjà vu). De plus, la proportion des trajectoires avec la 

première réparation au niveau 2 ou 3 reste constante :

, a2 2n -  2 a2 3n -  6
Or 2 =  ---------  =  ---------, 0r 3 — ----------  =  ---------5 V r >  1.

a2 +  az 5n — 8 ’ a2 +  5n — 8

Par contre, la démonstration du lemme précédent montre que, pour k > 4, on a 

Pr < Pi, V r  >  1.

Le théorème suivant résume le comportement asymptotique de la suite (iVr)r>i.

4.30' N r <
n\

n k
A k 1

r
r O 1

n k
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T héorèm e 4.5.1 Pour un système k /n , avec 3 < k < n, soit Nr le nombre des 

séquences de panne qui partent de eo, ne reviennent pas en eo et comportent exacte­

ment r réparations.

Alors les assertions suivantes sont vraies :

(i) La suite (pr)r>i des rapports pr =  est décroissante vers une limite positive 

p =  p{n,k).

(ii) Les suites {br,j)r>i, j  =  2 ,. . .  k — 1, définies par la relation (4-31) convergent 

vers les limites respectives bj = bj(n,k) > 0, j  = 2 , . . .  ,k — 1.

(iii) Les limites ci-dessus satisfont le système:

pbj  — üj £ i =max{2j-l}  bit j  2 , . . .  ,k 1

(4.32)
l =  l

D é m o n s t r a t io n .

Pour k = 3 ou k = 4 nous avons vu que le problème ne posait aucune difficulté. 

Nous supposons donc k > 4.
(i) D’après le L e m m e  4.5.2 et la définition (4.31) des nombres brj , on obtient:

u _  ai 
Ah - 1

(4.33)
Pr+l K + l j  =  aj  23i=max{2,j-l} r  >  1>

pour tout j  G {2,3 ,... ,k — 1}. 

Montrons, par récurrence la relation :

(4.34) > >br, 2 &r,3

Pour r =  1, le système de relations (4.33) donne

£>2,2 _  a 2 _  &1,2 _  aj  &l,i ^  QJ _  bi;j

&2,3 a 3 &1,3 ^2,j+l ûj+1 ]£*=:/ &l,i a j+ l  ^1J+1

pour j  = 3 , . . .  ,k -  2. Il suit ^  2 < j  < k -  2.

Supposons maintenant que la relation (4.34) est vérifiée pour certain r >  1. 

En employant (4.33), nous obtenons:

br+2,j _  for+2,j+l _  P r+ l j ¿U=max{2,j-1} ^r+1 ,i _  ^ i = j  K+l, i  j 

br+l,j br+l,j+l Pr+2 X)i=max{2j-1} br,i X)i=j K,i J

pr NT
Nr 1 est décroissante vers une limite positive

E k ■ 1
j 2 bj 1

br 1k 1

br.k 7 > 1

4.35

b2 ,7

Ò1j
> b2 ,i 1

Ò1à i

a3E
k 1
i 7 1bi i

et
62 3
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pour tout j  G {2,3 ,... ,& — 2}. Mais l’expression r,+1,> — est
Z ^ t = m a x { 2 , i —1} 6 r '< 2 ^ i = j  6’-.‘

nulle pour j  = 2 et positive pour 3 < j  < k — 2.

Ainsi pour 3 < j  < k — 2, on a :

^t=m ax{2J—1} br+l,i ^  S jL j  br+l,i _  Ylj=j {br+l,j-lW,i br,j-lW +l,i)  ^
V fc_1 h ■ ~  Y,fc_1 h ■ ~  y^fc-1 t  . y^fc-l l  . ’
■^-'i=max{2,j—1} °»-,» n—j  ur,t 2^i=j-l ur,i 2^i=j ur,t

en conformité avec l’hypothèse (4.34). Alors, la relation (4.35) implique >

2 < j  < k — 2. Par conséquent la relation (4.34) est prouvée par récurrence. 

Nous avons (voir (4.26) et (4.31)) :

k—l
(4.36) £  brJ = 1, V r > 1

7—2

Alors la relation (4.34) assure l’existence d’un niveau ”de séparation” j* tel que 

6r&+1’̂ > 1, si 2 < j  < j* et 6rb+1,'?- < 1, si j* < j  < k — 1. D’autre part, la somme sur 

j  G { 2 ,... ,k — 1} des relations en rd u  système (4.33) donne:

Pr+l =  br,2As  +  ¿r,3-̂ -4 +  • • • +  &r)jfc_2 -Afc_i +  &r)fc_i^4fc_i.

Il faut mentionner que la relation ci-dessus peut se déduire aussi aussi à partir de 

la deuxième relation de (4.28), en divisant par xr. Alors, puisque Aj < A j+1, nous 

avons :

k—l
Pr+i ~ Pr+2 =  2̂ Aj(brij — br+\j) = 2̂ Aj(brj  — br+itj) — 2̂ Aj(br+ij — brJ) > 

3—2 j>jr 3<3r

— A?r ( S  (Pr,j br+l,j) ^2 {br+l,j brJ) J — Aj* i ^2 brj  ^2 br+lj J — 0. 
\j>3r 3 <3* J \3= 2 j=2 J

Rappelons aussi p2 < Pu l’assertion (i) du L e m m e  4.5.3. Il suit :

pr > Pr+l > 0 , V r > 1,

donc la suite (pr )r>i converge vers une limite p — p(n,k) > 0. Enfin, la relation

(4.32) donnera p > 0.

(ii) Pour prouver la convergence des suites (&rj+i)r>ij j  =  2, — 1, nous allons 

employer un raisonnement par réccurence sur j, à partir de la deuxième relation de

(4.33).

Ainsi nous avons br+ik- i  =  ^r^W k-u  d ’où: i*r+1,*~1 =  , 6r,fc~■■ >  v-- ’*-1 .
1 P r + l  ’ ’K &r+2,Jfc-l P r + l  t » r + l , f e - l  _  O r+ l,J fe -l

Mais, d’après le L e m m e  4.5.3, on a b2,k-i = < h,k-i-

E
f c-1
i max 23 1 b.r + 1i

E
fc 1
i: max 2,i 1 6ri

E
k 1hr 1 i est

E
k 1
i 3

br i

i

br ■2j
br 1J

>
br ■2 i 1
6r 1J 1 2 < j < k 2

ak 1
P2

6i * i <
ak 1
Ak 1bi M 1
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Les dernières inégalités assurent la décroissance de la suite (¿v,&-i)r>i> donc sa conver­

gence, puisque G [0 ,1].

Supposons maintenant que les suites (6r,i)r> i, i € { j , . .. ,k — 1}, sont convergentes,

où 2 < j  < k — 1. Mais la relation (4.33) implique 6rj-_i =  ^~Pr+ibr+i,j —

d’où la convergence de la suite (6rj-_i)r>i-

(iii) On passe à la limite dans les relations (4.33) et (4.36). □

R em arque 1

1) On observe facilement que les limites bj =  linv-^oo K,j, j  = 2 , . . .  ,k — 1 et p — 

linv^oo p,. sont uniquement déterminées par le système (4.32).

On peut vérifier cela sur l’exemple suivant. Prenons n = 6 et k =  5 le système (4.32) 

devient :
pb<i =  10(^2 4* 6 3  +  6 4 )

p & 3  =  1 2 ( 6 2  +  6 3  +  6 4 )

< pb± = 12(63 "H 6 4 )

6 2  +  6 3  +  6 4  =  1  

6 2 , 6 3 , 6 4  > 0 ;  p > 0

On obtient : p2 — 34p +  120 =  0, p >  10, => p = 30

et 62 =  l  = 0.3333, 63 =  % =  0.4, 64 =  =  0.2667
3 5 15

Le tableau suivant, réalisé à partir de matlab, montre la vitesse de convergence 

suivante: 6r , —»• bj, j  € {1,2,3}, et pr —> p:

r b<2>r 6 3 7 -  6 4 ^  pr
1 0.2941 0.3529 0.3529 34.0000
2 0.3282 0.3938 0.2780 30.4706
3 0.3326 0.3992 0.2682 30.0618
4 0.3332 0.3999 0.2669 30.0082
5 0.3333 0.4000 0.2667 30.0011
6 0.3333 0.4000 0.2667 30.0001
7 0.3333 0.4000 0.2667 30.0000

R em arque 2 La relation (4.34) montre qu’au ’’passage” de r  à r +  1 les nombres 

b.j augmentent pour des petites valeurs de j  et diminuent pour des grandes valeurs 

de j. Ce phénomène est illustré par la figure suivante, qui donne la variation des 

coefficients brj  pour différentes valeurs de r.

E
k 1
i 3

br,i

gence, puisque brk 1
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Le 'poids* des séquences d’ après le niveau de la première réparation
0.1

0.09
r=50

0.08 nombre de composants: n=50

0.07
rr=10

niveau de panne: k=40

0.06 nombre de réparations: r=1,3,7,10,50

r=7

g 0.05

0.04

0.03 r=3

0.02

t=1
0.01

00 5 10 15 20
i

25 30 35 40

Figure 4.1 Les coefficients brj  en fonction de j  G {2,3 ,... ,40}, pour r G {1,3,7,15,50}.

R em arq u e  3 La mesure de probabilité B  =  (bj) sur l’ensemble {2,3, — 1} 

est ’’proche” d’une distribution normale tronquée.

Evaluation de la mesure de probabilité B
0.1

0.09

0.08 nombre de composants: n=50

0.07 niveau de panne: k=40

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02 B=(bj)

0.01 approx. normale

0o 5 10 15 20 25 30 35 40

Figure 4.2 L ’approximation de la loi de probabilité B  =  (bj)2 <j<k-i par une dis-
(x-IE(-B))2

tribution normale tronquée de densité (pn,k(x) = ce k+s* ' ,  Z G [2,A: — 1]
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On peut aussi prendre /  continue t.q. f ( j )  «  bj, j  = 2, . . .  ,k — 1. 

Pour trouver /  on considère, à partir de (4.32), le système intégral:

' v{x) ( | / ( x )  +  /* 1 f{t)dt) = pf(x), x  G [3,fe -  1]

i

 ̂ ! t l f ( t ) d t  =  1 -  £ ( 7 n  -  8)

avec v(x) = x (n +  1 — x).

Le système ci-dessus a une solution unique /  sur l’intervalle [3, k — 2] :

f (x )  = ah(x)e h  x  £ [3^  _  2]

avec
L/„ \  _ v (x ) _  2 ( i  7 n  -  8 \
h^ ~ p - §„(s)’ “  3 V  3 ( * - l ) ( n  +  2 - * ) J

et

P =  \ v i k  -  !) =  \ i k  ~  X)(n +  2 -  fe)

En fait, p est une sous-évaluation de p. □

Dans la suite on s’intéresse au comportement assymptotique du rapport J , où 

p =  limr_,oopr est donné par le système (4.32). Ainsi, supposons k > 4, fixé, et 

n > k, variable. Pour indiquer la dépendance de p par rapport à n, nous notons 

désormais p(n) au lieu de p. On adopte la même convention pour les coefficients 

bj, j  =  2 ,3 ,... ,k 1.
La ’’réplique” suivante du THÉORÈME 4.5.1 permet d’approcher p(ri) pour n suffi­

samment grand.

T h éorèm e 4 .5 .2

(i) La suite (£̂ )n>A: est croissante vers une limite finie l = l(k).

(ii) Pour chaque j  G { 2 ,... ,fe -  1}, la suite (bj(n))n>k converge vers une limite

positive Cj  =  C j ( k ) .

(iii) Les limites ci-dessus satisfont le système

l Cj — j  S i =Inax{2,i-l} 2, . . . ,fe 1

(4.37) <
l Efe1 ^  = 1

D é m o n s t r a t i o n .

(i) Pour n  G IN, n > k, soit j n G { 2 , . . .  ,k — 1} tel que =  max2<i<A;-i •

Alors, d’après (4 .32), on obtient:

p{n) _  j n{n +  1 -  j n) y4 bj(n)

b'in. n

b3n n 1 max 2 %k 1
bi

bi n+1

n n i max 2jn 1 b3n n

ci J
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p{n)  <  j„ (n  +  2 -  j n) bj(n +  1) _  p (n  +  1)

71 71 +  1 i=max{2j'n—1} K  (n  +  X) _  71 +  1

Par conséquent,

D’autre part nous avons :

En sommant les inégalités ci-dessus nous obtenons :

Les relations (4.38) et (4.39) assurent la convergence de la suite (p(n)/n ) vers une 

limite finie l (qui depend évidemment de k).

(ii) En employant (4.32), nous obtenons la convergence des suites (bj(n))n>k par 

récurrence.

En effet, pour j  = 2 nous avons 62 (n) = ~* f * Puis nous utilisons l’écriture
bj+i =  (J+1Kn~;) bi(n)) à dans l’hypothèse où elle est valable pour tout

i < j-

(iii) En conformité avec les assertions antérieures, on peut passer à la limite dans 

la première relation de (4.32), divisée par n. Ainsi on obtient la première relation du 

système (4.37). La deuxième relation dérive directement de la deuxième relation de

(4.32). n

R em arque

Les nombres l et Cj sont uniquement déterminés par le système (4.37) et d’après le 

théorème précédent, on a :

p(n) =  l n  +  0(n), n —> 0 0 , A; fixé.

Pour la limite Z on a l’encadrement suivant (voir la remarque précédente et la relation

(4.39)) :
3(k -  1) (fc +  2)(fc — 1)

2 -  2

E
k 1

4.38 p n
n

< p n + 1
n + 1

V n > k

p n
n

bj
j n + 1 j

n

k 1
£

i: max 2.3 1
Ôi n < j j 2 k 1

4.39 p n
n

<
k 2

2
k 1

V n > k

b2 n 2 n 1
n

n

P\n
2
I Puis nous utilisons l’écriture

b3 1 j 1 n 3
n

n

P n
1 E

; i
i 2 b
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Il l u s t r a t io n  n u m e r i q u e  :

k | 3 4 5 I  ÏÔ I  30
p(n)/n W 1.999 4.999 7.998 ... 23.599 ... 93.978

l = limn_>oo p(n)/n  2_____ 5_____ 8 ... 23.6 ... 94

W n =  10 000

4.5.2 Séquences avec un nombre fixé de réparations

Venons en à l’étude de la suite (sr)r>o des probabilités de panne directe avec r 

réparations. Le système k /n  avec composants exponentiels identiques se modélise par 

un processus ”de vie et mort” sur l’ensemble des niveaux {0,1 avec les taux

de transition suivants :

Alors la probabilité de la transition j  —>• j  — 1 est qj — tandis que la

probabilité de la transition j  -> j  + l  est pj = pour j  = 0 ,1, . . . ,  k -  1.

Par conséquent on a :

Vt (71 ~  

(4 4 °) £° =  PoPi ■■ Pk~l = n  ( n - j ) \  + w

Le lien entre N0 et e0 est clair. Ainsi, d’après l’assertion (i) de Lemme 4.5.1, on peut

interpréter e o comme:

6q — N q Vi  3

OÙ k-l ^

Vl “  P 0 (n - j )  A +  j\i

désigne la probabilité d ’une séquence arbitraire 7  G Tg.

Soit r > 1. Le modèle stratifié nous permet de comprendre er comme la somme des 

probabilités des trajectoires sur les niveaux {0 ,1, . . .  ,k} qui partent de 0 , arrivent 

à k , sans retour en 0, avec exactement r ”pas en arrière” . Si on retient dans cette 

somme seulement les trajectoires dont le premier ’’pas en arrière” a lieu au niveau j  , 

on obtient le nombre erj  défini comme la probabilité de panne sans retour, par des

o
nA
p 1

n 1 A

2M
2 k 2

n k 2 A

fk• 1 ß
k 1

ri­ fe 1 A
k

iß
3 X 3 ß

n 3 A

n- 3 A 3P

,k
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séquences avec r réparations, dont la première au niveau j. Clairement nous avons

fc-i

£r =  £r,j • 
3=2

Nous nous proposons d’analyser la suite (sy)r>i en se référant aux récurrences vérifiées 

par les nombres £rj .

Lem m e 4.5.4 Pour j  G {2, — 1} et r > 1 on a les relations :

{ £i,j — a j 6o

£r+l,j =  Q!j2Jt=max{2,j-l} £r,ii

OÙ
= _________ j ( n - j  +  l)A/x__________

3 3 J_1 [ (n - j)A  +  j> ] [ ( n - j  +  l ) A + ( j - l ) A i ]

D é m o n s t r a t i o n .  On observe que si on ajoute l a ’’boucle” j  —> j  — 1 —ï j  à une 

trajectoire sur les niveaux, alors son nombre de ’’pas en arrière” augmente d’une unité. 

La probabilité de cette boucle est q j P j - Après un petit calcul, tenant compte de la 

signification des probabilités £q et £rj , nous obtenons les relations de récurrence de 

l’énoncé. □

R em arque

Le lemme ci-dessus est en liaison directe avec le Lemme 4.5.2, les réels aj  ’’rem­
plaçant” ici les entiers aj du lemme cité. En fait, si on considère dans le modèle 

non-stratifié une trajectoire arbitraire 7  =  (e,e',e”), avec e,e” G Ej  et e' G E j - 1 , 

alors on a aj  =  aj P l , où p7 =  [{n_j)x+jfJt] [{̂ j+l)x+{j_ 1)fi] est la probabilité de 7 . n

Corollaire 4.5.2 Notons A j = Ya= 2 a ii 3 =  3,4, . . .  ,k — 1. On a les relations de 

récurrence :

{ £1 =

ÊV+l =: £r,2-4-3 +  . • • +  £r>k-2Ak-l  +  £r,k - lA k- l ,  T > 1 .

D é m o n s t r a t i o n . On fait la somme sur j  des relations de (4.41). □

Pour les systèmes réels, les réparations sont beaucoup plus rapides que les défaillances 

et on a ¡jl A. Nous verrons dans la suite, que dans cette situation £\ <C £o- C’est 

ce qui justifie d’ailleurs, l’intérêt de l’inégalité de S o l o v y e v - B o n - B r e t a g n o l l e .

4.41

4.42
A k 1eo
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Une condition suffisante pour avoir l’inégalité précédente est formulée dans le lemme 

suivant.

Lem m e 4.5.5 Si ^ > n lo g n ,  alors £i < £o 

D é m o n s t r a t io n . Nous avons

__________ j ( n - i  + l)AjU__________  A /  n _  \
[(n  — ¿)A H- ifji\ [(h  — i +  1)A +  (î — 1)/^] fi \ i  — 1 J

Puisque J2i=i i  < l°g(^ -  2), nous obtenons :

A k -i  =  J2ai < -[»log(A; - 2 ) +n—(k- 2)].
i=2 V

En employant l’inégalité classique logrr < x -  1, V i  > 0, nous trouvons n log(A: — 

2) 4- n — (k — 2) < nlogn, d’où Ak-i < ^nlogn. Alors, d’après l’hypothèse et la 

première relation de (4.42), on obtient la conclusion. □

Nous nous intéressons au rapport entre er ( r  réparations) et er- i  ( r —1 réparations). 

Notons :

(4.43) Sr := r =  1,2, . . .
6r — i

Observons que le système de relations (4.42) donne £r+i < A.k-i( £ r ,2 +  . . .  +  £r,k- 2  +

£r,k—l) =  (^ l/^0)^r ^ .

(4.44) <5r+i < Su  V r  > 1

De plus, sous l’hypothèse ^ > nlogn, on a <5i < 1.

On peut mieux caractériser le comportement asymptotique de la suite (Ær)r>i. Ainsi 

le théorème suivant est l’équivalent du T h é o r è m e  4 .5 .1  pour la suite (<5r )r>i.

T héorèm e 4.5.3 Soit /3rJ := j  = 2 , . . .  ,k -  1, et ôr =  r = 1,2,. . . .  On a 

les assertions suivantes.

(i) La suite (<5r)r>i est décroissante vers une limite positive ô = 5(n,k,\,n).

(ii) Les suites (Prj)r>i, j  =  2 , . . .  fc — 1, convergent vers fc = pj(n,k,X,fj) > 0.

(iii) Les limites ci-dessus satisfont le système:

r i  f t  =  a j  E t ^ {2j. 1} A , j  =  2 , . . .  ,k — 1

(4.45) <
l Efc1 ft = 1

a i

ô16

e r
e r 1

er
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D é m o n s t r a t i o n . Elle est similaire à la démonstration du T h é o r è m e  4.5.1. □  

Maintenant nous avons la possibilité d’estimer le poids des séquences de panne sans 

retour, ayant un nombre fixé de réparations. En fait nous pouvons utiliser le théorème 

ci-dessus pour obtenir un l’encadrement de £ à partir de £o-

T héorèm e 4.5.4 Si f  > n logn, alors:

o ô est la limite de ôr quand r —>• oo.

D é m o n s t r a t i o n .

L’hypothèse ^ > n logn  assure (cf. L e m m e  4.5.5) Æi < 1. D’après le T h é o r è m e  

4.5.3 nous avons 0 < S <  ôr < Si, r =  1,2, . . . .  Alors, un raisonnement par récurrence 

à partir de la définition (4.43) des rapports Sr donne, £0Ær-1Æi < er < r =

1,2 , . . . .  La somme sur r de ces inégalités, à laquelle on rajoute le £o donne (d’après

(4.9)) la conclusion. □

R em arque Le calcul des bornes de l’encadrement ci-dessus ne pose pas de problèmes. 

Ainsi, la probabilité €o de panne directe par des séquences sans réparations est donnée 

par la relation (4.40), puis d’après (4.42) on a

x — a _  v -' __________ j(n  j  +  1 )X/j,___________
1 ~  fc_1 “  [(n -  j)X + jfj] [(n -  j  + 1)À +  (j -  1 )/x]

et enfin, pour avoir ô, il suffit de résoudre (numériquement si nécessaire) le système

(4.45). Rappelions aussi que la valeur exacte de e est donnée par les formules matri­

cielles (4.6), (4.7), (4.5) et (4.8) et la formule spécifique à un k /n  (4.22).

E x e m p l e  n u m é r i q u e  : Soit n = 15, A =  0.01, ¡i = 1.

a) Le comportement de la suite (£r)r>i, avec 6 r =  pour des valeurs différentes 

du niveau de panne k est donné par le premier tableau :

k____(5i______Ô2______^3______^4______Ô5______<5(}____ô
3 0.1153 0.1153 0.1153 0.1153 0.1153 0.1153 ... 0.1153
4 0.1740 0.1740 0.1740 0.1740 0.1740 0.1740 ... 0.1740
5 0.2114 0.1910 0.1888 0.1886 0.1885 0.1885 ... 0.1885
6 0.2377 0.2003 0.1933 0.1917 0.1913 0.1912 ... 0.1911
7 0.2570 0.2065 0.1958 0.1928 0.1919 0.1917 ... 0.1915
8 1 0.2716 0.2111 0.1974 0.1934 0.1922 0.1918 ... | 0.1916

4.46 eo 1 +
Si

1 ô
< e < eo

1
1 ö 1

eoôr
1 r
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b) Pour les même valeurs de k , le deuxième tableau suit l’encadrement de e par 

rapport à £q, en utilisant 5\ et 8 :

fe I £ q £ q[1 +  ¿ i/( l  ~  ¿)] £ o / ( l - £ l )  1 g
3 7.500 1(T3 8.500 10~3 8.500 10" 3 8.500 10_i
4 2.8828 ÎO" 4 3.4901 10" 4 3.4901 10" 4 3.4901 10" 4
5 7.7155 10" 6 9.7254 10" 6 9.7838 10" 6 9.7309 10~6
6 1.5128 10" 7 1.9573 10~7 1.9845 10~7 1.9616 10" 7
7 2.2357 10" 9 2.9464 10" 9 3.0090 10~9 2.9577 10" 9
8 2.5262 10~n  3.3749 10~n  3.4682 10~n  | 3.3926 10~n

D’après les résultats numériques ci-dessus on voit bien que la borne gauche de 

l’encadrement de £ est très bonne, donc on peut écrire

4.5.3 Cas général

Nous nous proposons de généraliser les résultats obtenus pour un système k /n  

avec composants identiques (voir paragraphe précédent) dans le cadre plus large du 

modèle stratifié considéré.

Supposons l’ordre croissant de e* =  m — Xi > 0 :

C[l] <  C[2] < • • • < € [ „ ]

Notons
77 =  maxi<i<n(Ai^i)

Aj := E ”=i +  Ei=i e[i]i A? E ”=i +  Z)i= 1 e[n+i-i]

Contrairement au cas particulier du système k /n  avec composants identiques, 

nous ne sommes pas en mesure de donner des résultats très concis. Pourtant on peut 

encore exploiter la nature ’’presque géométrique” de la suite étudiée. Ainsi le théorème 

suivant fournit des inégalités convenables pour l’évaluation de £ à partir de £$.

T héorèm e 4.5.5 Avec les notations ci-dessus, on a le système de relations suivant:

£ \ tj  ^  Oij£Q, j  2 ,  . . . , k

( 4 . 4 7 )  <

£ r + l , j  a j  E i= m a x {2 ,j '-1 }  £ r,h j  =  2 ,  . . . ,/c

e /%»/ £9 1 +
1

1 <5

a j
ni !» j 2 A i

n i \x j
Ai

aj J 2 k
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D é m o n s t r a t i o n . Les trajectoires de panne, sans retour dans l’état initial, arrivent 

dans les états absorbants qui se trouvent dans les niveaux k + l ,k  + 2, .. . ,& + 1. Alors 

elles peuvent enregistrer des réparations juqu’au niveau k. Ainsi, nous avons er =  

J2j=2£r,jj r > 1. Dans l’interprétation séquentielle, £rj  est la somme des probabilités 

de l’ensemble des trajectoires de panne directe de ’’type (r,j) ” . Pour comparer £r+i,j 

avec £r>i il suffit d’observer que chaque trajectoire 7 ' de ’’type (r -1- 1 ,j) ” peut 

être regardée comme ’’dérivée” d’une trajectoire 7  de ’’type (r,i) ” , i > j  — 1 (à 

laquelle on ’’ajoute” une réparation admissible), et d’estimer le rapport Après 

un raisonnement élémentaire nous trouvons :

p j i<r} rii<i<j-2
Pj Ui<i<j A*

Mais le nombre des trajectoires 7 ' de ’’type (r +  1 ,j) ” qui dérivent d ’une trajectoire 

fixée 7  de ’’type (r,i), i > j  — 1, est aj = j  (n + 1 — j)  (voir la démonstration du 

L e m m e  4.5.2).

Alors nous obtenons le système des inégalités (4.47). □

Comme application, nous obtenons la majoration de £ à partir de £0. 

T héorèm e 4.5.6 Si ô := J2j=2®j es  ̂ inférieur à 1, alors:

(4.48) £ < £o-i-=
l —  o

D é m o n s t r a t i o n . D’après (4.47), nous trouvons par récurrence:

£r  < £0p[<£oSr, r = 0 ,1,2 , . . .  ,

d’où la conclusion. □

On remarque que pour un système k /n  on a âj  — aj  et ô — ô\.

4.6 Conclusion

Pour calculer £ on a la formule asympthotique de S o l o v ie v

£ « £q.

Il est classique aussi d’approcher

£ £q + £\.

p
p7

Après

A
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On constate que c’est raisonnable mais qu’il est beaucoup plus intéressant de prendre

£o
C  S"***
G  i'v - f  ~

1_£L
£0

Pour l’évaluation de £0 on peut employer, par exemple, l’inégalité de Solovyev montrée 

dans B o n - B r e t a g n o l l e  (1998) :

où De est l’ensemble des composants en panne dans l’état e.

Dans le même article est donné un encadrement qu’il est intéressant de comparer aux 

résultats précédents.

Nous supposons tous les taux égaux :

Aj — A e t  fjiî — fji, % 1 ,2 , .  ■ .  ,îî.

Ecrivons l’encadrement de B o n - B r e t a g n o l l e  en l’adaptant à notre contexte. Nous 

avons :

En général le rapport ^  est très petit et on constate que le niveau de panne k 

n ’intervient qu’avec le logarithme dans l’approximation d’ordre 1.

Reprenons l’exemple numérique précédent avec les valeurs :

n =  15, k = 6, A =  0,01, ¡i = 1.

Notre encadrement donne :

1,294 e0 < e < 1,312 e0

alors que la formule ci-dessus donne :

0,972 a < £ < 1,01a

où a est une constante positive (sur-évaluation de £q ).

Une façon de comparer la précision des encadrements est de faire le rapport entre 

la borne supérieure et la borne inférieure. Pour notre encadrement, nous obtenons 

1,014 alors que l’encadrement de B o n - B r e t a g n o l l e  donne 1,039. Pour k = 5 ces 

rapports valent respectivement 1,007 et 1,037, donc notre encadrement est toujours 

meilleur. Il faut rappeler, cependant que l’encadrement de B o n - B r e t a g n o l l e  est

4.49 eo <
1

Ao E
e EE a

n A%

i ED e
i

E
i EDe

ß i

4.50
n 1
k 1

1
A

ß
1 + log k

A

ß

k 1
< £ <

n 1
k 1

e
A
P

A

ß

k 1
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établi dans un cadre beaucoup plus général puisque les taux de réparation ne sont 

pas supposés constants et donc le système n ’est pas markovien. De plus la nature 

de l’approximation est différente. Dans notre cas il s’agit d’un calcul séquentiel. On 

énumère les trajectoires ayant successivement 0, 1, 2, . . .  réparations et on approche 

e à partir des probabilités cumulées. Dans le travail de B o n - B r e t a g n o l l e , il s’agit 

d’un calcul analytique à partir des coupes minimales et des propriétés de vieillissement 

des réparations.
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Chapitre 5 

Evolution en tem ps de la 
disponibilité

5.1 M odèle stratifié sans absorption

Nous restons dans le cadre markovien. Les composants ont des taux de dégradation 

et réparation constants. Nous nous intéressons, maintenant, aux propriétés concernant 

la disponibilité d’un système à n  composants indépendants. Dans ce sens, nous sup­

posons que les états de panne de E~ ne sont pas absorbants. Autrement dit, tout 

composant est réparable, quel que soit l’état dans lequel se trouve le système à un mo­

ment donné. L’hypothèse assure l’irréructibilité du noyau de Markov correspondant 

et l’ergodicité du processus de Markov en temps continu qui décrit l’état du système 

(conditionné par l’état initial). Il s’agit d’une nouvelle perspective sur l’évolution en 

temps du système, mais qui présente certaines affinités avec la durée de vie du système, 

surtout dans le cas des réparations rapides.

Soit A* le taux de dégradation et le taux de réparation du composant cw , avec

i — 1 ,.. .  ,n. Notons (X iyt)t>o le processus aléatoire à valeurs dans l’ensemble {0,1}, 

indiquant l’état du composant c(i) au temps t > 0, sachant qu’au moment initial, il 

est en bon état. Pour t >  0 fixé, X i>t est une variable aléatoire de B e r n o u l l i  de 

paramètre .

(5.1) Vi t = Pi( 1 -  e~Ait), avec A* =  À* +  /¿j et p* =  j - ,

obtenue comme solution de l’équation différentielle associée :

dPi,t x _  n^  — AjÇî,t ViPi,t ) Pi, o 0.

nii

(5.2) qi,t := 1 -  Pi,t = Qi+ Pie A<i et ® =  1 -  Pi.
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De la même façon, si au moment initial t = 0 le composant se trouve en 

panne, alors son état sera décrit par le processus (Yi,t)t>o, où Y^t est une variable 

aléatoire Bernoulli de paramètre

Observons :

(5.4) =  AiPie~Ait > 0, V t > 0,
at

et par conséquent Piyt t  Pi-
J  . A

D’autre part on a r^t 4-p», puisque -¿f- =  —A¿«/¿e < 0, V t  > 0.

A partir de la stratification Sn = {E j}j=ot...in de l’ensemble des états E  =  {0,1}”, 

notons :

e'p â probabilité que le système se trouve au temps t dans Ej
\  (i.e. dans le niveau j) à partir de l ’état e = ( e ^ , . . .  ,e ^ )  G E

Pour e =  eo, nous allons noter simplement Vt(j) au lieu de e°Vt(j).

La signification de la probabilité ci-dessus est la suivante : sachant qu ’au début il y a. k 

composants en panne (donc e G Ek ), eVt{j) indique la probabilité d ’avoir au moment 

t > 0 exactement j  composants en panne. La mesure de probabilité ( eVt(j))j=o,...,n 

sur l’ensemble {0,1,.. .n} représente en fait la distribution de la variable aléatoire

Pour e =  eo on note SUtt = eoSn,t = Xi,t- Les termes des sommes sont des va­

riables aléatoires indépendantes d’après l’hypothèse d ’indépendance des composants. 

Un raisonnement classique nous donne le résultat suivant.

Lem m e 5.1.1 En terme de fonction génératrice nous avons:

r \

evt{j)=ip^n,*=j } =¡z3] < n  (x “ Pi,t+Pi,tz) n  o- ~ r*.t+^ ) ► »

où [z3] {Q(z)} représente le coefficient du zJ du polynôme Q(z).

Puisque lim^oo =  lim^oo riit =  pif i = 1, . . .  ,n, la loi stationnaire associée au 

processus de comptage eAfn = ( eSn,t)i>o sera (pour tout e e  E )  II =  (nj)j=Q,...,n 
définie par :

(5.6) tTj = [z3] j n ( f c  +Piz ) |

c i

5.3 ri.t pi 1 +
uI
X%

e Ai pi + QI e A i t

i e ri i O i e 1

I e O e 1

5.5 esn E A i t + E YÎ,

dPi t
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i.e. la  d istribu tion  de la variable aléatoire Sn =  où X i ,  i =  1 , . . .  ,n sont des

variables aléatoires B e r n o u l l i  indépendantes, respectivem ent de param ètres p{.

N otre étude est centrée sur la convergence de la m esure de probabilité  (Vt(j))j=o,...,n» 

que l ’on p eu t écrire (en ad ap tan t le résu lta t du  L em m e 5.1.1) com m e:

(5.7) V t {j) =  IP{5*1,t =  j }  =  [zj ] jn C ft,*  ,

vers la probabilité stationnaire II =  o , D ’après (5.4), on remarque:

n n

(5.8) Vt(0) = n %t i  n & = ̂ o,
1=1 i- 1

n  n

(5.9) 'Ptin) = Y[pi,t t  I[P i = «n
î= i  ¿ = i

En termes de variation totale, il est bien connu que de nombreux processus modélisés 

par des chaînes de Markov présentent un phénomène de cut-off (voir par exemple 

A l d o u s  (1983), D ia c o n is  (1995), S a l o f f - C o s t e  (1997), Y c a r t  (1998)). La 

présence de ce phénomène dans la convergence ci-dessus est prouvée dans le cas de 

composants identiques. Ici il s’agit d‘une situation plus délicate à cause du manque de 

symétrie. Nous analysons dans la suite, l’évolution du vecteur d’état, ce qui permettra 

de mettre en évidence un phénomène de cut-off. Ce phénomène peut être démontré 

directement à partir d ’un encadrement de finesse de la distance en variation totale 

entre deux sommes de variables aléatoires B e r n o u l l i  indépendantes. Pour obtenir 

cet encadrement nous allons rapprocher la distribution des sommes respectives de v. 

a. de type B e r n o u l l i  de la distribution normale en empoyant les résultats classiques 

de H o e f f d i n g  (1959), S a m u e l s  (1965), G l e s e r  (1975) et l’inégalité de B e r r y - 

E s s e n . Une préoccupation importante sera l’encadrement du niveau de séparation, 

notion que l’on définie dans le paragraphe suivant. D’autre part, d’après une idée de 

B r e t a g n o l l e , nous obtenons une bonne majoration de l’écart entre Vt et II qui 

peut servir elle même à une démonstration partielle du théorème sur le cut-off. En­

fin, il faut mentionner que le travail récent de W eba (1999) donne des bornes pour 

l’écart en variation totale entre une somme des v.a. de B e r n o u l l i  et la distribution 

de POISSON de même moyenne.

Les résultats théoriques de ce chapitre seront illustrés par des simulations numériques.

sn In
%. 1X i

pi tZ

7ri
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5 . 2  Niveau de séparation

Pour évaluer l’évolution de la probabilité d’être en j  au moment t > 0, nous 

allons étudier le comportement des fonctions ijjj, j  = 0 ,1 ,... ,n, définies par :

(5.10) ÿA t) = 5 ^ 1 ,  t > 0.
*3

Evidemment tous ces rapports tendent vers la valeur 1 pour t —¥ oo. Les relations 

(5.8) et (5.9) nous assurent les convergences monotones ipo(t) l  1 et ipn(t) t  1- 

Naturellement, se pose ensuite le problème du comportement de ipj(t) pour 1 < j  < 

n — 1. Voyons d’abord quelque relations récurrentes sur les nombres Vt(j)-

Ainsi, le conditionnement par rapport à la variable aléatoire X iit nous donne :

où :

(5-12) *TÜ) ==[**]{ II (ïM+PM )̂},

pour i G { 1 ,... ,n}, j  G {0 ,... ,n — 1} et t > 0. 

On peut aussi facilement déduire les identités :

' m j ) = e "=1 Pi,,v^u - 1) ,

(5.13) <

, (n - m U )  =  E ? = , ( l  -

Selon S a m u e l s  (1965) on a les inégalités:

(s-«) (pfü))2 > n(i)0' - 1 +1)

La proposition suivante donne la monotonie par rapport à t des fonctions

P ro p o sitio n  5.2.1 Pout tout j  G {1 ,... ,n}, la fonction : (0,oo) —> (0,oo) est 

croissante.

D é m o n s t r a t i o n . Pour j  — 1, la propriété de l’énoncé est évidente puisque on a 

S. f ô )  (*) =  ^  Dfc=i S T ^t4, > ° ’ v t > ° ’ en conformité avec (5.4).
Soit j  > 2. A partir de (5.11) on obtient la formule:

5.11 Vt Qi tV i)
t j + p%i Vt j 1

IG1 TI I

E n
%:1 1 pî t Vt

i
j :

5.15
V «

t 3 < T t
i

J
Vt

íi
j > T t

i
j + 1

si
SI

3
3

<
>

E
E

i i

I i PIt
Pi t

il
i- i t]

1¡>7

t j 1

5.16
d
dt

Vt 1

n

E
¿=1

Vt
i

j 1 T t
i

X
dPi.t
dt
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Après calculs, on arrive la forme suivante de la dérivée de

s (¿ r)(t) = «tw-vr Èi (p‘ >ü‘ 1))2(i) " *°ü- 2)*°ü)} ^
Alors, cf. (5.14) et (5.4), on déduit la croissance de par rapport à t > 0. □

C orollaire 5.2.1 Pour j  =  1 ,2 ,... ,n, on a l ’ordre suivant:

D é m o n s t r a t io n . On a  lim ^,* , =  1 or selon la P r o p o s it io n

5.2.1 -Êi— est croissante; on obtien t P < 1, V t > 0. □
Wj-1 ’ Wj-1(‘ ) ’ — “-J

E n fait cette  rela tion  p eu t ê tre  déduite d ’une propriété  plus générale des comparaisons 

de sommes de v.a. B e r n o u l l i .

P ro p o sitio n  5.2.2 Soient Xi  et X' i des variables B e r n o u l l i  indépendantes à de 

paramètres respectifs Pi et p'i: tels que 0 < p{ < Pi < 1, i =  1 ,.. .  ,n. Notons 

7Tj = P { Z t  1 X i = j }  et TTj = 1A  = j} ,  j  = 0 ,1 ,... ,n. Alors :

— l • -i 
-J—  > —  » 3 =
TTj—l TTj

D é m o n s t r a t io n . Pour la preuve, il suffit d’employer la croissance du regardé

comme fonction de (pi, . . .  ,pn), par rapport à chaque pi (cf. S a m u e l s , 1965) pour 
/

obtenir > -r*—, d ’où la conclusion. □
7Tj_ i . •

La propriété ci-dessus nous est également utile pour évaluer la distance en variation 

totale entre les mesures de probabilité ('PtO))o et ( ĵOo > donc entre les variables 

aléatoires Sn>t et Sn. Rappelons d’abord la définition (adaptée à notre situation) de 

cette métrique des distributions discrètes.

D éfinition Pour des variables aléatoires U et V  prennant des valeurs dans l’ensemble 

{0 ,1 ,... ,n} avec les probabilités fu (j)  = P{U  =  j }  et respectivement fv { j)  =  

P \V  = j} , j  = 0 ,1 ,... ,n, on appelle ”distance en variation totale entre les variables 

aléatoires U et V  ” (ou entre les mesures fu  et f y  de probabilité sur {0,1,... ,n} ) 

le nombre réel non-négatif défini par :

Il fu  ~  fv\\vT  •— -z ^2  I fu{j) ~  fv{j)\  
1 j= 0

Ainsi, donnons une première approximation de l’écart entre Vt et II. 

T héorèm e 5.2.1 Pour tout t>  0 on a la majoration suivante:

(5.18) ||v t -  n||vT < \  max { I K 1 +  Ait) - 1 » 1 -  ÔC1 _  e Aii) f
1  \  ¿=1 M» 2=1 )

ibj

j 1

%bLt
iPj 1 t

5.17 wj 1 t > w3 V t > 0

3 t
%í)

3 1t
lim

limt oo
ooib7
i/>3 1

t 1

7T

71i- 1

obtenir 7T

7Tj 1
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D é m o n s t r a t io n . En conformité avec(5.10) et (5.17) on a:

Mais ^ i  =  n L i i f  =  n L i ( l - e - A“ ) et d’autre part =  n îU  ^  =  ü?=1(l +  

Y^-e-Aii) =  n ”= i(l +  D’où l’on tire pour j  =  0 ,1 ,... >n :

(5.19) -  TTj [l -  n?=1(l -  e-^)]  < Vt(j) -  < «j fnr=1(l +  —e_A'f) -  1 .
L

Ainsi nous obtenons :

\ \ P t U )  -  * i \  <  ^  max| n?=1(l + ^ e -A<‘) -  1 , 1 -  n?=1(l -  e-A“) |

La somme sur j  de ces inégalités conduit à la relation (5.18). □

Ce résultat permet de majorer \\Vt — H \ \ v t  En fonction du paramètre A =  
min1<j<n Aj.

C orollaire 5.2.2 Soit A =  mini<i<n A*. Supposons A* < /¿j pour i = 1 ,.. .  ,n.

(i) Pour tout t > 0 on a:

(5.20) ||Pt -  n ||vr < i  [(1 +  e-*)"  -  l] ■

(ii) Il existe to > 0  tel que pour tout t >to on a:

(5.21) \\V, -  n ||v r  < \  [l -  (1 -  e~AÎ)n] .

D é m o n s t r a t io n . N ous avons n^i=1( l  +  j£e~Ait) -  1 <  (1 +  ^ e - ^ ) ” -  1 <  (1 H 

e- - ) n — 1 et 1 — n?=1(l — e~Ait) < 1 — (1 — e~At)n. Alors, d ’après le théorème 

ci-dessus, nous obtenons :

(5.22) \\Vt -  II||vr < i m a x  |n ”=1(l + ^ e - à ‘) -  1,1 -  (1- -  e- A“)"| <

<  ̂max{(l + e ~ - ) n — 1,1 — (1 — e~Aii)n} .

L’inégalité (1 +  x)n 4- (1 -  x)n > 2, V i e  [0,1] implique 1 -  (1 -  e~At)n < (1 +  

e ~ - )n — 1, V t > 0. Ainsi l’assertion (i) est prouvée.

Pour (ii), observons que pour tout t > 0 on a

n?=1(l + ^ e -At) + (1 -  e ' & y  < (1 + a e - M y  + (1 -  e~ A‘)n ,
Mi

T t n

71n
<

T t j
71j

<
T t

710

0
t > o j o 1 n

A

t
e Att

T 0
7ro
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avec a = maxi<j<n ^  < 1. La fonction /  : [0,1] —> [0,oo), f ( x ) =  (1 + ax)n + (1 — x)n
— — AH

est décroissante au voisinage de 0, puisque on a /'(O) =  n(a—1) < 0. Mais /(O) =  2, 

donc il existe ô > 0 t.q. f(x )  < 2, V x  G (0,<5).

Alors il existe to > 0 t.q. pour tout t >  to on a

n?=1(l +  - e ~ A') -  1 < 1 -  (1 -  e-à ‘)",
Mi

d’où nous obtenons (ii) comme conséquence de (5.22). □

Parmi les propriétés bien connues de la distance en variation totale rappelons 

seulement la suivante :

\\fu -  fvWvr =  max (P{U  S A } -  P { V  e  >1}).

Un problème naturel est de trouver un ensemble A* qui réalise le maximum. Nous 

verrons qu’à partir de la relation (5.17) il est possible d’exhiber un entier j* avec A* = 

{0 ,1 ,... ,j* — 1}. En fait on peut montrer un résultat de comparaison de distributions 

dans un cadre plus général.

Lem m e 5.2.1 Soit U et V  deux variables aléatoires à valeurs dans l ’ensemble 

{0 ,1 ,... ,n}. Notons fu ( j ) =  P{U  = j }  et f v (j) =  P {V  = j }  > 0, j  = 0 ,1 ,... ,n. 

puis Fu{j) = Ef=o fu(ï), et Fv {j) =  ELo fv (i)  Pour j  = 0 ,1 ,... ,n. Supposons :

Alors :

(i) il existe un unique entier positif j * < n tel que:

fu{j)  >  f v ( j ), si j  G {0,1, . . .  ,j* -  1},

f u { f )  >  si j  =  j* ;

fu( j )  >  f v ( j ), si j  G {j* +  1 , . . .  ,n}

(ii) Il fu  -  M W t  = ZjKj ï i fuÜ) -  fv ( j ) )  = Zj>rt (fvU ) -  f u ( M

(iü) \\fu ~ fvWvr = Fu(j* ~~ 1) — F vU ' — 1) =  maxQ<j<n (Fjj(j) — F y{j)) •

D é m o n s t r a t io n . Observons d’abord qu’on ne peut pas avoir jy fâ  ^  1* En effet 

dans le cas contraire on déduit > 0 pour j  < n, d ’où la relation

contradictoire :

1 = ¿ / ( i )  > ¿0Ü') = 1'
j =o j=o

j u J 1
1jVJ

> j u j

î V J
V 3 G 1 n

f u
f v

3
3,

> f v n
f v n

f v f
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On a donc < 1. De même façon on montre > 1.

Soit j* =  minj€{iv„)n}{ j  : < 1 }. D’après l’hypothèse, il suit :

M °) . fuÜ* ~ !) . -, > f u ( f )  M n)
fv(0) ' ' ' fv(j*  -  1) ~  fv{j*) ' ' ' f v (n ) ’

d’où on déduit l’assertion (i).

Pour (ii) on emploie la définition de la distance en variation totale :

II fu -  fvWvr = 2  Y  (fuij) -  f v ( j )) -  Y  (fu(j) -  f v ( j )) = Y  (MO -  MO)- 
[ j=j* J ¿=o

De la même manière on trouve \\fu -  fv\\vT = T,j>j;(fv(j) -  fu ij)-  

En fait nous avons \\fu — fvWvr =  Fu (j* — 1) — Fv {j* — 1) et pour prouver (iii) il 

suffit de vérifier Fv (j* -  1) -  Fv (j* -  1) =  maxo<.,<n (Fu(j) -  Fv ( j)). Cela résulte 

du raisonnement suivant :

si 0 < j  < j* -  1, alors Fuij) -  Fv (j) = Fuij* - 1 )  -  Fv (j* - 1 )  -  Zj<i<j*-i(fu(0  ~

M i ) )  =

F u ir  - 1) -  FvU* - 1) -  i M o  -  m o i  < F u (r  - 1) -  Fv i r  -  iy,

par contre, si j* < j  < n, alors Fu{j) -  Fv ij) = Fuij* -  1) -  Fv (j* -  1) +

E^^-tMO -  MO) =  F u ir  -  1) -  Fv i r  -  1) -  12j*<i<j \fuii) ~ MOI < Fuij* -  
1 ) - F v i r - 1 ) .  D

En particulier, la relation (5.17) nous permet de choisir U =  Snj  et V  = Sn dans 

l’énoncé précédent. Alors il existe un niveau unique j* à partir duquel le rapport 

(t) = devient inférieur à 1.

D éfinition Soit t  > 0. On appelle ’’niveau de séparation au moment t ” le nombre 

entier f i  défini par

(5.23) j* = min{ j  e {  1, . . .  ,n} : ^¿(0 < 1 }

Ainsi nous avons :

(5.24) \\Pt -  II||yT = Y  (PiU) -  Kj) = Y  f e  “  PiU)) =  m a x ^ ^ iiO  -  ni)
j<3t 3>3t 3 *=0

Comme application immédiate de (5.24), nous pouvons donner un autre majorant 

de la distance en variation totale. Il améliore (5.20) pour ’’des petites valeurs” du 

paramètre t .

P ro p o sitio n  5.2.3 Pour tout t > 0 on a:

(5-25) \\P, -  n||vT < 1 -  (1 -  e - * ) n,

fv n
f v n

i o
9 O

fu
f v

3
3.

E 3 i \3

j
T t î

7rj
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où A =  min* Aj.

D é m o n s t r a t i o n . D’après (5.24) et (5.19) nous avons:

Il P t -  nilvr = E fa - P*Ü)) < E - (! - «'-)"] < 1 - (1 - e--)",
i>Jt* 3>j*t

d’où la conclusion. □

R em arque Pour t <  ^ lo g |,  la relation (5.25) donne une meilleure borne pour 

||Vt — n ||v r  que (5.20). Evidemment, pour t suffisamment grand nous comptons sur

(5.21).

Il reste à déterminer de façon plus précise où se trouve le niveau de séparation. 

Nous proposons d’encadrer ce niveau à partir des moyennes des variables aléatoires 

Sn t et Sn. Notons :

(5.26) m t = '52pi,t = E (Sn!t) et m  =  ^ P i  =  E (Sn).
i=i ¿=1

En fait, les deux moyennes fournissent des bornes pour f i .

P ro p o sitio n  5.2.4 On a l ’encadrement suivant du niveau de séparation:

(5.27) m t — 1 < f i  < m  +  1, V t  > 0.

D é m o n s t r a t i o n . Pour avoir f i  > m t — 1, la propriété Vt(j) > ttj, V j  < m t — 1. 

est suffisante. Soit j < m t — 1 un entier positif. Notons

Cj,k =  [zj ] (IK1 “Pi + Piz) IK1 “Pu + PiJz)}» k = l , . . . , n  + l
i<k k

avec Cjti — Vt{j) et cjjn+1 =  7Cj. Soit

45 = M (IK1 ~Pi + Piz) ' IK1 ~ Pi,t+Pi,tz)}-
i'̂ .k

Pour 1 < k < n, fixé, on arrive facilement à l’identité: Cjtk — Cj,k+i =  (Pk—Pk,t){c^l —

cf-i,k)- Mais j  < m t - l  < J2 i<kPi + 'Ei>kPi,t +  ipk,t - 1) < J2 i<kPi +  Et>jfcK*- Dans 
ce cas, d’après la relation (5.15) (adaptée au contexte), on a c^2 — 4-i,*  > Puisque 

Pk ~Pk,t > 0, il résulte cj)k > cjik+1- Alors, par récurrence, on obtient Vt(j) >

Pour prouver l’inégalité f i  < m  + 1, il suffit de montrer Vt(j) < Kj, V j  > m  + 1. 

Ainsi, soient j  et k les entiers t.q. m + 1 < j  < n  et 1 < k < n. Le choix de j  

implique j  - l > m >  'Ei<kPi + 'Ei>kPi,t- Alors, en conformité avec la relation (5.15)



CHAPITRE 5. EVOLUTION EN TEMPS DE LA DISPONIBILITÉ 92

(adaptée), on a c^j — c ^ l fc > 0 . Il résulte Vt(j) < ^j- □

On peut compléter le résultat de la P r o p o s i t i o n  5.2.4 en observant que le type 

de monotonie des fonctions ^  dépend de la position de j  par rapport à m  = £ ( 11).

P ro p o s itio n  5.2.5 Les fonctions ÿ j, j  =  0 ,1 ,... ,n ont le comportement suivant

(i) ipo est décroissante sur [0 ,oo);

(ii) si 0 < j  < m  — 1, il existe 0 < tj < t” t.q. 'tpj est croissante sur [0 ,£'•] et 

décroissante sur [i”,oo).

(iii) si m  + 1 < j  < n, ipj est croissante sur [0 ,oo).

D é m o n s t r a t i o n . L’affirmation de (i) est évidente. Pour (ii) et (iii), montrons d’abord 

la croissance au voisinage de t = 0 des fonctions ipj pour j  > 1. Ainsi, la relation

(5.16) peut être écrite sous la forme suivante:

D’après l’inégalité de T c h e b y s h e v

S*--' : (S*) (S‘)
si (ai — aj)(bi — bj) < 0 , V i ^  j, nous obtenons :

Après (5.13) on déduit l’inégalité:

(5.29) V,(j) < "  ^ + l 'PtU ~  1) ( Ê  7 ^ - )
n3 \ i= il -Pi,tJ

Mais lim ^o SILi 1 ^ 7  =  0 et l’inégalité (5.29) donne dans ce cas lim ^o v?(j-i) = 0-

De la même façon, nous trouvons lim ^o wy f" : =  0. Alors selon (5.28) nous avons
'P t

dt'PtU) > 0 au voisinage de t =  0 , ce qui assure l’existence de £'• (pour j  < m  — 1).

Il faut remarquer aussi (cf. (5.15) et (5.16)) : j  < m t — 1 =>- jfcVt{j) > 0.

Supposons 1 < j  < m  — 1. Puisque m t î  m, il existe t” > 0 t.q. m t > j  + 

m a x ^ i ,...,^Pi > j  +  m axie^,...,«}^, V t > t”.

D’après (5.15) et (5.16) il suit Pt(j) < 0 V t > t”. Soit m  + 1 < j  < n. Alors 

j  — 1 > m  > m t. En employant toujours les relations (5.15) et (5.16) on obtient

5.28
d
dt

T t 3
n

£
1

V t
i

j r 1 t j

T t
i

J 1

d•Pl t
dt

n

E
¿=1

l %tP
t

t J 1 <
1
n

n

£ 1
Pi t

Pi t

n

E
t =  1

1 l t Vt
i) J 1
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V t > 0 £tV t (j) > 0. n

Illustrons les résultats ci-dessus par des simulations numériques réalisées avec le 

logiciel matlab. Par exemple, pour 100 composants, avec des taux de dégradation 

À* G [0.01,0.1] et des taux de réparation ¡±i G [0.8,1], le comportement des rapports 

'ipj (t) =  t > 0, pour j  au voisinage de m  = IE(II) est représenté par la figure 

suivante.

CONVERGENCE VERS LA STATIONNAIRE PAR NIVEAUX A PARTIR DU NIVEAU 0 (RAPPORT)
2

j=3
1.8

100 composants (n=100)1.6

taux degrad. dans [0.01; 0.1]

1.4 taux repar. dans [0.8; 1]

1.2

■eo
° -  1 Q. 1
S j=5

0.8
j=a

0.6 m= 5.2802

niveaux: j=0,1,.., 100

0.4 rapports “croissants" : j=6,...,100
> 8

0.2

0o 1 2 3 4
temps

5 6 7 8

Figure 5.1 Les graphes des fonctions îpj, j  G {3 ,4 ,... ,8}

Pour la simulation numérique ci-dessus on a employé des taux Xi et aléatoires, 

suivant des lois uniformes sur les intervalles indiqués. Pratiquement, les états dégradés 

sont ceux qui ont beaucoup de composants en panne. Si ce nombre est plus grand que 

m , on peut dire que la probabilité stationnaire est une vision pessimiste de l ’indispo­

nibilité.

t j t VtJ
7T3

ui
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5.3 Cas des composants identiques

Dans le cas particulier des composants identiques, on peut regarder ce que donne 

l’étude précédente. Il est possible d’identifier avec précision le niveau de séparation 

f i  et le comportement des fonctions ipj. Supposons donc À* = X > 0, ¿t* =  fj, > 

0, Ai =  A =  À +  // et Pi = p = pour i = 1, . . .  ,n. Alors Sn>t et Sn ont 

des distributions binomiales de paramètres pt = p( 1 — e~At) et p respectivement, 

d ’espérance m t = !E(<S'n)t) =  npt et m = E (S n) =  np.

Cette hypothèse supplémentaire permet une version plus forte de la P r o p o s i t i o n  

5.2.4. Présentons d’abord un lemme préparatoire.

Lem m e 5.3.1 La fonction va : (0,1) x (0,1) —> (0,oo) définie par va(s,x) =  (1 +  

as) l~x (1 — s)x, où a est une constante positive, vérifie la propriété suivante : 

pour chaque s E (0,1) il existe un unique x s G (0,1) t.q. va(s,xs) =  1; de plus

D é m o n s t r a t i o n . Puisque qu’on a va(s,ar) =  (1 +  as)(jj!̂ ) a: avec 0 < < 1, 

la fonction v est décroissante en i  (s  fixé). Puis va(s,0) =  l + a s > l > l  — s = 

v(s, 1). Alors pour tout s € (0,1) il existe un unique x s G (0,1) t.q. va(s,xs) =  1 et 

va(s,x) < 1  si et seulement si a: G [a;s,l). En fait

Î5 .3 1 Ï  .r I o g ( l  +
‘ log(l +  as) — log(l — s)

est obtenu comme solution de l’équation v(s,x) = 1. En développant x 3 par rapport 

à s au voisinage de l’origine, on obtient la relation (5.30). □

La proposition suivante montre que le niveau de séparation f i  se trouve au voisinage 

de la moyenne arithmétique des nombres m et m t.

P ro p o sitio n  5.3.1 Le niveau de séparation f i  (à partir du niveau 0) satisfait les 

relations :

(5.33) yjm tm  < f i  < w  mt +  m  +  i
Z i

où a lieu si X < [i.

D é m o n s t r a t i o n . Pour t > 0 fixé observons que ipj(t) peut s’écrire:

_  ( " H ( l - p t)"-j _  / -A,y' /  p Aty - 3'

*,(t) (”y d - p ) -   ̂ U 1+ ie J ’

5 . 3 0 Xs
a

a - f 1
1

1
s

2
+

a 1
12

s2 + O s2 s O

1 s
1 as

5 . 3 2 Jt >
m t + m

2
+ m

2p 1
12 1 P.

e 2A i + O e 2A t t oo

A
PA
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ce qui nous conduit à l’étude de la fonction va définie par le lemme précédent. Ainsi 

nous avons 'ipj(t) = v™{e~At,j/n ), pour a =  et nous obtenons: ipj(t) < 1 >

x e-At.  Alors, d ’après (5.30) et les définitions de m, m t et f i ,  on arrive à la relation

(5.32).

Pour l’inégalité gauche de (5.33), étudions la monotonie de la fonction 9b : (62,6] -» 

(0,oo),

où b G (0,1) est une constante. On a pour la dérivée de 9& la forme:

6b(x) -  b 2b(l b)( 1 b2)xb Q  _  p 'j  ^  ^  _  x ^ x  _  62)_ ’ x € (&2’6)-

Puisque, pour tout x G (b2,b), ¿ ( ^ z ^ p j )  =  (i - & £ p ÿ ï  < 0, nous trouvons 

(i-x)(x-<>2) >  (1- 6)2 > donc 0'b(x) <  0. Alors nous avons 9b(x) >  0b{b) =  1, V x  G (b2,b). 

En particulier, pour b = y/pïp (où t > 0 est fixé) et a = l’inégalité précédente 

et la décroissance de la fonction va(e~At,•) donnent :

i ’Àt) = < ( e - AtJ /n )  > vna{e~At,b) = 9?(Pt) > 1 , V j  < nb

Puisque nb = n^jptp = yjmtm, on déduit f i  >

Pour l’inégalité droite de (5.33), on s’intéresse à la monotonie de la fonction Sc : 

(0,c] -» (0,oo), Sc(x) =  (ÿ  -  l ) c( ^ = ^  -  l ) 1-0, où c G (0,§) est une constante. Sa 

dérivée

est négative, parce que 0 < x < c => 2cx — x 2 < c2 => 1_2c+(2cx-x2) < (i-c)a' j Alors,
Sc(x) > ôc(c) = 1, V x G (0,c). En particulier, pour c = < p < \  (puisque A < ¡j)

et a = t 5- ,  on déduit :
1—  p *

ÿj(t)  = va (e Aid /n )  < v£(e Ai,c) =  ôc n(pt) < 1 , V j  > ne.

Par définition du niveau de séparation j f  nous concluons f i  < ne +  1 =  m*+m +  1. q  

R em arque  L’hypothèse \  < ¡jl est raisonnable au point de vue fiabiliste. La relation

(5.33) du niveau de séparation est généralement valable pour deux variables aléatoires 

binomiales B(n,p’) et B(n,p), avec 0 < p1 < p <

Ainsi, dans ce cas, nous avons l’encadrement suivant du niveau de séparation j* :

[—, ^ •* ^ n(p + p‘) , n nyjppf < j  < -------------h l

& i
n

>

eb X b 2bXb 1 1 X

X b2

1 b
X e b2 b

V
1 p

Vm tm

ôc X 2 1 c 2X 2 2c
X

i
s.c X

1 2c
2 ex X2

2 ex X2

eÁ2

c 2

1
b 2
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La monotonie des fonctions ifij(t) est clarifiée par l’énoncé suivant.

P ro p o sitio n  5.3.2 (i) est décroissante sur [0,oo);

(ii) si 0 < j  < m, alors tpj est croissante sur [0,^] et décroissante sur [tj,oo) 

où tj = est s°luti°n de l ’équation m t = j;

(iii) si m  < j  < n, 'tpj est croissante sur [0,oo).

D é m o n s t r a t io n . On utilise la forme :

de la dérivée de ipj, j  =  1 , . . .  ,n — 1. □

On peut formuler un résultat plus général qui décrit le comportement des rapports 

eV t(j) /  TTj, e £ E, pour t assez grand.

T héorèm e 5.3.1 Si l ’état initial e G E  se trouve avec la probabilité 1 dans l’en­

semble Uk<mEk, alors il existe t* > 0 t.q. la fonction ê j(t)  =  est décroissante 

(resp. croissante) sur l ’intervalle [¿*,oo), pour tout j  < m  (resp. j  > m).

De même, si IP{e G Uk>mEk} =  15 alors il existe t* > 0 t.q. eipj(t) est décroissante 

(resp. croissante) sur l ’intervalle [i*,oo), pour tout j  > m  (resp. j  <m) .

D é m o n s t r a t i o n .  Soit e £ E  l’état initial. Supposons P{e G Uk<mEk} =  1* Evi­
demment, pour prouver l’affirmation de l’énoncé il suffit de prendre comme hypothèse 

P{e G Ek} =  1, pour k G { 0 ,1 ,...,n} fixé, avec k < m. Puisque les composants 

sont identiques (donc le choix de l’état dans le niveau k n ’a pas d’importance) notons 

kVt(j) = la probabilité d ’être au temps t dans le niveau j, à partir du niveau k. 

D’après (5.3) et le L em m e 5.1.1 on a:

(5.34) k'Pt(j) = [^i] { ( î - P i + P t z r - ^ i - n  + n z ) “} ,

où rt =  p ( l  +  At). Si désigne le rapport alors:

Le signe de la première dérivée de kipj(t) est indiqué par l’expression :

E Q K H ’¿=max(0,fc+j-n) W  \ J  1 J

où t3
1
A lo g

m .

m 3 est la

wo

drp3
dt

t) A 1 P.
ie At 1 e At J 1

1 4 P
Q

e Ai
n j 1

J m

cptL
7rj

est décroissante

k lbj
kptJ
7r;

k
W3 t

mir 3 k

E
2=max 0k 3 n

k
i

n k
3 -i 1 +

U
Ae At i

1 + A
ß
n
J

e At n ■i k 3
1 ë At k ■j 2 i
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avec

Uj{t )  =  (k +  j - 2 i ) ( l  +  f e - At)( l  +  y At) - f ( l  +  y At) ( l - e ~ At) -  

_ X(n+i-k-j) ^  +  _  e-Aty

Si on réécrit convenablement cette expression, on obtient une relation asymptotique 

très simple :

D’après l’hypothèse m  — k > 0 et dans ce cas (5.35) montre que pour chaque j  < m  

(resp. j  > m) il existe un tj > 0 t.q. < 0 (resp. > 0) pour tout

t > tj. Pour valider l’affirmation de l’énoncé, il suffit de choisir t* =  m ax^m tj . 

Evidemment, d’après (5.35), la situation sera ’’inversée” si on prend comme l’hy­

pothèse P{e G Uk>mEk} =  I- □

R em arque En fait, pour n  suffisamment grand, le phénomène décrit dans le THÉORÈME

5.3.1 reste valable pour des taux Ai et Hi différents. Les figures ci-dessous illustrent 

cette propriété. Par des simulations numériques, on y représente le comportement des 

fonctions eipj(t), avec e 6 Ek, dans les deux cas suivants: k < m  et k > m.

CONVERGENCE VERS LA STATIONNAIRE PAR NIVEAUX A PARTIR DU NIVEAU k<m (RAPPORT)
1.4

j=16

1.2

j =17

1 J=12=
¡=18-

> 2 1
0.8 100 composants (n=100)

■E
âo.2 taux degrad. dans [0.01,0.4]

0.6 taux repar. dans [0.7,1]

0.4 m :=18.6621

k=3

0.2

00 1 2 3 4 5
temps

6 7 8 9 10

A n -i k 3
ß 1 + ß

Ae A V 1 e Ai

5 . 3 5 lim
t OO

e \ t d k

dt

w3 t
Aî

nAu
m k 3 m

dw
k

i
at

á k)
W j
dt
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Figure 5.2 Les graphes des fonctions e,ipj, j  E {16,17,... ,21} pour un état initial 

e e E 3

CONVERGENCE VERS LA STATIONNAIRE PAR NIVEAUX A PARTIR DU NIVEAU k>m (RAPPORT)
1.4

j=21

1.2

j=2ü

1
j=19

0.8 j=/8
100 composants (n=100)■E

2 taux degrad. dans [0.01,0.4]

0.6
taux repar. dans [0.7]

0=16

0.4
m :=18.6621

k=25

0.2

0
U 1 2 3 4 5

temps
6 7 8 g 10

Figure 5.3 Les graphes des fonctions etpj, j  G {16,17,... ,21} pour un état initial 

e G i?25

5.4 Calcul direct de la distance en variation totale

Dans la section précédente nous avons décrit l’évolution de la p robabilité  d ’être 

dans un  é ta t donné. C e tte  étude a perm is de m ajorer la d istance en varia tion  to ta le  

en tre  Vt  et I I . E n  fait, nous pouvons fournir une m ajoration  directe de cette  distance 

en variation  to ta le  en u tilisan t le lien avec la distance de Hellinger (C f D a c u n h a -  

C a s t e l l e  e t  D u f l o ) .

Soient P  — {P(a;)}wGn et Q = {Q(w)}wen deux probabilités sur un même espace 

discret [^ ^ (Îî)] , où fi est un ensemble au plus dénombrable. On définit deux affinités 

de P  et Q par

(5.36) A(P,Q) := £  j p ( w) • Q(u)
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(5.37) B(P,Q) := £  min(P(u;),Q(a;))

Ces deux notions sont reliées par l’encadrement classique suivant. 

Lem m e 5.4.1

B(P,Q) < A(P,Q) < JB {P ,Q ){2 -  B(P,Q))

D é m o n s t r a t io n . La première inégalité vient de la propriété min(a,6) < \fäb, pour 

a,b > 0 ; la deuxième utilise y/âb = ^/min(a,6) • max(a,&), si a,b > 0, max(a,6) = 

(a +  b) — min(a,6) et l’inégalité de Cauchy. □

La distance en variation totale entre P  et Q s’exprime alors simplement en fonc­

tion de B(P,Q).

Lem m e 5.4.2
| |P  -  Q\\v t  =  1 -  B ( p tQ)

D é m o n s t r a t io n . On a

||P  -  Q ||v t = Î J 2  lP M  “  <2(w)| =  l  S  (p (w) +  Q(u ) -  2min(P(w),Q(o;))) =
^ w€f2 Z u€SÏ

=  £ ( £  p (u ) +  Q(w)) -  H  min{P(üj),Q(uj)) = 1 -  B(P,Q ),
(jüÇzÇI / CfcjÇÎÎ

d’où la conclusion. □

De façon similaire, la distance de Hellinger s’exprime en fonction de A. Rappelons 

sa définition.

D éfinition On appelle distance de Hellinger des mesures de probabilité P  et Q sur 

l ’espace discret [^ ^ (f i)]  le nombre réel non-négatif défini par :

H(P,Q) := \  E  (^ M  -  JÔ to f  = 1 -  A(P,Q)

Ce qui précède peut se résumer en un encadrement de i i  à partir de la variation 

totale.

Lem m e 5.4.3

1 -  v/l -  IIP -  Q\\2v t  < H(P,Q) < IIP -  Ollvr

D é m o n s t r a t io n . Il suffit de reprendre les résultats des deux lemmes précédents et 

la définition de H. □
R em arque  Pour obtenir un encadrement de la distance en variation totale, il suf­

fit donc d’encadrer H(P,Q). Ainsi, montrer qu’une suite de couples (Pn,Qn) a une
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distance en variation totale qui tend vers 0 ou 1 est équivalent à montrer la même 

chose pour la distance H.

Montrons maintenant un résultat général pour deux lois P  et Q , que nous applique­

rons ensuite aux lois Vt et II et qui fait intervenir la distance du chi-deux.

Nous supposons Q ■< P. Pour l’espace discret Q, il suffit P(oS) > 0 pour tout 

u) G Q,. Notons L la vraisemblance de la mesure de probabilité Q par rapport à la 

mesure de probabilité P  telle que on a Q =  L- P. Donc L est une variable aléatoire 

réelle sur ,-F*] de moyenne IE(L) =  1. Dans la suite, nous utiliserons aussi

£ =  L — 1 pour avoir une variable centrée.

Lem m e 5.4.4 Si IE(£2) < oo, alors:

(5.38) | |P - Q | |v r <  i ^ ( â

D é m o n s t r a t i o n . Dans ce cas,

£  |P(u) -  Q (u )| =  £  |£ («) -  l|P(w) =  E |f | <  y Ë C T ,

d’où l’on tire (5.38). □

Définition On dira que le couple (P,Q ) a une vraisemblance M-bomée, où M  est 

une constante positive, si

—1 < £ < M .

T héorèm e 5.4.1 Si le couple (P,Q) a une vraisemblance M-bomée, alors on peut 

minorer la distance de Hellinger par :

(5-39) H{P,Q) > 3 * 3 , ^ )-

D é m o n s t r a t i o n . D’après les définitions,

H (P,Q ) =  1 -  A(P,Q) =  1 -  E  P M  y Z M  =  1 -  E  ( v ' Ï T i )  •

Pour minorer H(P,Q ) , il suffit donc de trouver un majorant convenable pour y /l +

Il est possible d’exhiber un positif a tel que

rjß

y/l +  x < 1 +  — — ax2,

pour tout — 1 < x <  M. En utilisant la majoration du reste d’ordre 2 de la formule 

de T aylor, on vérifie que le nombre om =  8(ï+m)3/2 convient- Dans ce cas, pour 

l’inégalité de l’énoncé, nous aurons besoin de l’hypothèse de vraisemblance M-bomée

réelle sur n V a P

(JÜen cu en
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et du fait que E(£) =  0. □

Le théorème ci-dessus et les deux derniers lemmes donnnent un encadrement signifi­

catif de la distance en variation totale.

C orollaire  5.4.1 Si le couple (P,Q) a une vraisemblance M-bornée, alors on peut 

encadrer la distance en variation totale à l ’aide de £ par

(5.40) aME(S2) < | | P - Q | | ^ < - 0 Ë ( Î i )

avec üm — g(i+M)3/2 -

A p p lica tion  p o u r le cas d ’un  seul com posant.

Considérons, dans le contexte précédent, un composant exponentiel de taux respectifs 

A et fi. Soit t un réel positif. L’espace Q est {0,1} et les probabilités P  et Q sont 

définies par P ( l)  =  p = Q( 1) =  pt =  *+^(1 — e_(A+/i)i). La signification de 

ces probabilités est claire : P  est la probabilité stationnaire et Q est la probabilité 

transitoire (au moment t ) du composant respectif. Après un calcul facile on obtient

(5.41) IE(£2) =  ~ e~2At’

où A =  A +  ¡i. Puisque £ < — -e  At < 1, on peut prendre M  =  1. Alors,
L J) (M

d’après (5.40), nous trouvons que la distance en variation totale est encadrée par

Puisque en fait on a ||P  — Q\\vt  = x e_Ai’ on vo^  bien que l’inégalité droite est 

beaucoup satisfaisante que l’inégalité gauche. En particulier si des taux A et ¡i sont 

proches la partie droite est presque une égalité.

Mais nous désirons évaluer la distance entre "Pt et II. Afin de réaliser une majo­

ration convenable de cette distance, nous nous proposons d’étendre l’inégalité (5.38) 

à des produits de probabilités.

T héorèm e 5.4.2 Soient Pi et Qi des mesures de probabilité sur l ’espace discret 

[Qi,P(i2j)], i = 1,2, . . . ,n .  Supposons Pi{co) > 0 et notons & la variable aléatoire 

réelle centrée définie sur [f2j,7:>(f2i),.P*] par & =  ^  — 1, i = 1,2,. . .  ,n. Si IE(£2) <

oo, i = 1,2, . . . , n  et P  := x^=1Pj et Q := xf=1Qi sont des produits de mesures 

sur l ’espace produit Cl = x ”=1i7j, alors on a la majoration suivante de la distance en 

variation totale entre P et Q :

[5.42'
1

2'
9 2

A
e 2A t < P Q VT <

1
2 V ß

A
e Ai

5.43 p Q VT <
1
2N

n

n
i 1

JE *
2
z + 1 1

A
A P
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D é m o n s t r a t i o n .  Soient les variables aléatoires indépendantes £ 1,^2» •••>£»» définies 

sur l’espace Cl par ^(w) =  £(a;*), V w =  un) G iü. Alors les variables

aléatoires & et ont la même distribution (en particulier, on trouve que 

est aussi centrée).

Dans ce cas, nous avons :

n * - «iivt= 5 1 : p m  p g - i  = 1  e  p m  n | M _ 1 =

Puis, l’inégalité de C a u c h y  et l’indépendance des variables centrées i =  1, . . .  ,n 

donnent :

e  ( | ô ( & + d  - 1|) s  ^ e  + d  - 1)2=

= \ f [ E ( f i + l)2- 2 n i E ( i i +1) +1 =
\  i= 1 1=1

= , n ( E ( â + i )  - 1 = ,  û(E(«?)+i) -1.
\| Î= 1  \  i = l

d’où l’on tire la conclusion. □

A pp lica tion  p o u r u n  systèm e fini de com posants in d ép en d an ts .

Appliquons maintenant les résultats précédents aux cas d ’un système de n compo­

sants pour obtenir une autre majoration de la distance entre la mesure transitoire de 

probabilité au moment t et la mesure statonnaire, distribuées sur les niveaux. 

T héorèm e 5.4.3 Pour tout t > 0 on a la majoration :

(5.44) \Wt -  nilvr < L  n (^e'2Ail + l) - 1.

D é m o n s t r a t i o n . Soit t > 0, fixé. Comme dans l’application pour le cas d’un seul 

composant, soient l’espace S7* =  {0,1}, les probabilités Pi et Qi sur =  {0,1} et 

la variable aléatoire centrée avec 1E(£2) =  2^e-2Aii (cf. (5.41)), i =  1,2, . . . ,n.  

Soient aussi l’espace produit Q, = xf=1f^ et les produits de mesures de probabilités sur 

fi : P  =  x?=iPi et Q = 'x'i-iQi. Alors, puisque les variables aléatoires indépendantes

1
2 E P ÜJ

n

n
i = l

£ i ÍÚ + 1 1
1

IE
2

n
n
2=1

i i 1 1

n
n

i=1

I

UJ ÜJ1 ,ÜJn en

i
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et X iit ont comme distributions respectives Pi et Qi: pour i = 1 ,2 ,... ,n , on 

obtient :

Il Vt -  nilvr = \  è  I VtU) -  "il = 5 Ê  F i t  Ai, = j) -  P{¿X¡ = j}
Z j = 0 Z j = 0 i= 1 i = 1

E |P{X i,. =  Wi....... X „ ¿ = u n} - - p { X 1 = u 1, . . . , X n = wn}\ =
7 = 0

u}— {u\ , . . . ,u > n )ê Œ ;  

i * ; i4 - . . .+ ^ n = i

=  \  e  n <?*(«.) - n pi("i) = \  e  loM - p(w)i= ii-p - «iivr.
üj=( üji ,.. .,u;n )EÎ7 * = 1  ¿ = 1  cjGH

Alors il suffit d ’employer la majoration (5.43) du théorème précédent pour finir la 

démonstration. □

La vitesse de convergence vers la loi stationnaire est très bien mise en évidence par 

le théorème ci-dessus. Nous allons montrer à la fin du chapitre qu’on peut employer 

ce résultat pour prouver une partie du théorème concernant le phémonène de cut-off.

D’autre part, à partir de l’inégalité (5.44), sous une condition raisonnable, on arrive 

à une majoration simple, plus faible mais de même qualité.

P ro p o sitio n  5.4.1 Si ^  i = 1 ,2 ,... ,n , alors:

D é m o n s t r a t i o n . Pour tout t > 0 l’hypothèse donne :

Ui := —e 2Ait < —, i =  1 ,. . .  ,n. 
M* n

De plus, dans ce cas, en partant de l’inégalité élémentaire

^ i < t 1< t2< . . .< t fe< n  u i i u i 2 • • • u ik <  T —'i  ^ t = i u * k  =  1 2  n  

( « )  — \ n j  n

nous obtenons les majorations globales suivantes

n n

J J ( 1  +  U i )  — 1 =  ^  U i  +  ^ 2  u h u Ì2 +  • • • +  U \ U 2 • • . u n <
Ì =  1 2=1 1<21<22<TI

Alors, la relation (5.44) implique l’inégalité de l’énoncé. □
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Illustrons les différentes évaluations précédentes de la distance en variation totale 

par un exemple numérique. Le système est formé de 6 composants indépendants dont 

les taux de dégradation sont compris entre 0.05 et 0.09 et les taux de réparation sont 

compris entre 1 et 1.15. Ces valeurs sont raisonnables pour des applications concrètes.

CONVERGENCE VERS LA STATIONNAIRE EN VARIATION TOTALE ( ENCADREMENTS )
0.7

0.6

* 6 composants

0.5 * taux de dégrad. : [ 0.1 0.06 0.04 0.05 0.03 0.08 ]

* taux de répar. : [ 1 2 1.5 1.2 1.7 1.1]

0.4 * valeur exacte en ligne continue

0.3

0.2

0.1

00 1 2 3
temps : t

4 5 6 7

Figure 5.4 La valeur exacte de la distance en variation totale est en ligne continue. 

Les autres courbes représentent, dans l’ordre de la plus petite à la plus grande, les 

majorations respectives (5.44) - en traits alternés, (5.45) - en pointillés et (5.18) - de 
nouveau en traits alternés.

5.5 Temps critique de convergence vers la loi sta- 
tionnaire (cut-off)

Le phénomène de cut-off a, été déjà signalé pour les modèles markoviens en fiabilité 

quand le nombre des composants devient très grand. Des études récentes sur ce sujet 

ont été réalisées par Y c a r t  (1998). Nous nous proposons d ’étudier ce phénomène 

pour des composants différents dans le cas du processus de Markov réversible. Cet 

objectif demande un changement de modèle par rapport à ce qui précède: le pro­

cessus Aftj =  (5n,t)i>o ( n fixé) sera remplacé désormais par une suite de processus
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(A/"n)n>i- Cela revient à imaginer une suite infinie de composants . . .  à des

taux de dégradation Ai,À2, .. •, respectivement de réparation ^ 1^ 2?----En gardant

cependant la signification de A*, pi et Pi,t, i = 1 ,2 ,..., nous voyons que le processus 

Afn indique l’évolution en temps du nombre des composants en panne, parmi les 

n premiers composants c^\c^2\  . . .  ,ĉ n\  sachant toujours qu’au moment initial tout 

composant est en bon état. Pour marquer ce changement de modèle, notons ensuite 

Vn t (au lieu de V t) la distribution de la variable aléatoire 5n *, i.e.

(5.46) =  P{S„,t =  j )  =  [z3] {0 ( 1 ~Pi,t +  ,

comme réplique de (5.7). La mesure stationnaire associée sera noté IIn =  (7Tnj)j=o,i,...,n 

et les moyennes de Sn,t et Sn seront notées par m njt et m n.

Dans un premier temps, nous allons voir ce que devient le niveau de séparation 

dans ce nouveau cadre. Puis nous donnerons un résultat de cut-off pour ce modèle.

Il est raisonnable de supposer que l’ensemble des taux est inférieurement borné et les 

taux de dégradation sont (beaucoup) plus petits que les taux de réparation. Formu­

lons cela de façon plus précise.

D éfin ition  On dit que la suite de composants (c^)*>i satisfait la condition T) 

de paramètres (a,A), avec 0 < a < |  et A > 0, si

1) p i G [a,§], V i e l N

2) infjgiN A i =  A.

Dorénavant (¿n)n>i sera une suite (fixée) croissante de nombres réels positifs. 

Notons
! r a  rr\ „ Pi,tn __ i o(5.47) pu = — — -  n , n -  1 ,2 ,...

m n ¿^¿=1 Pi

le rapport des moyennes. Si pi = p G (0,1), alors évidemment 0 < p < pn <  Pn+i <

1, V n G IN.
L’encadrement (5.27), P r o p o s i t i o n  5.2.4, du niveau de séparation j n>tn à partir 

des moyennes a un caractère général. Ici nous nous proposons d ’affiner l’encadrement 

et nous donnons, ci-dessous une condition suffisante telle que mn;fn +  2 < j* tn < 

m n — 2 .

T héorèm e 5.5.1 Supposons que la condition V  est satisfaite et considérons pn, j* tn 

antérieurement définis. Si y/n(l — pn) > d := , V n  G 1N, alors il existe

N  G IN t.q.

m npn +  2 < j*ttn < m n -  2, V n > N.

c 1 c 2

V n t J pI t z

V
a,
3a

loe 2
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D é m o n s t r a t i o n .  D’après l’hypothèse, on a limn_J.00 n( 1 — pn) =  oo. Alors 3  N i  e  

1N t.q. V n > Ni : n( 1 — pn) > | .  Puisque pi > a, nous avons mn > na donc

V n > i V i  : 1 — pn > Après une manipulation simple on obtient l’inégalité 

équivalente :
I Q r f l n { \  -j- Pn) Q W 7\7■mnpn +  3 < ----——------  < mn — 3, V n > i V i

On déduit /Cn := { j  G 1N : m npn +  2 < j  < mn(12+pn) } ^  0 . Soit u;n =  card (/Cra) 

et =  min/Cn.

Nous allons utiliser l’approximation normale séparément pour Sn et Sn>tn . Cette 

approximation est classique pour des sommes de variables de Bernoulli. Elle est jus­

tifiée par les conditions de Lindeberg-Feller. Ainsi nous avons :

parce que Vn,tn( j) > 'PnjnU +  1),V j  > m npn = m n U  (cf. S a m u e l s ,  1965). Dans la 

relation ci-dessus Bnytn = D jLiPi,tn{l — Pi,tn) es  ̂ la variance de la variable aléatoire 

$n,tn •
De la même façon, puisque irnj  < nn,j+i, V j  < m n — 1, nous avons :

^  y -  _  ip ( 2 (mn m n%tn ) ^  Sn m n ^  m n mnttn \
Wn^n,kn ^  -  ^  ] / f f=  -  PS” — Ô~7W= I ’

_  , n ^ , ^ m n + m n,tn l V « V Bn W B n )
mn,tn +2 <3 S ----- 2—

(5.49)

où Bn = ~  Pi) est la variance de la variable aléatoire Sn.

Notons que 0 < B nitn < Bn puisque 0 < pijtn < P i < \ .

Soit :
(  n  — mn - m n,tn

an 2 Æ
<

/q _ rnn—mn,tn
, Pn 2v^ 5 T

D’après l’inégalité de B e r r y - E s s e n  (voir par exemple P e t r o v , 1995) il existe une 

constante A > 0 telle que :

(5.50) P  { - j L =  <  Snt" <  A  }  >  $  (A,) -  $  (2B $ ? )  -  2A LnU,
V  B n ,tn )

p {^5; "  2“ n -  ~  -  * (_ “ n) _  $ (2S;“1/2 2a")+ 2 A i'”

wn Tn tn k n >

5.48

E
m ntn 2 3

m n m.n tn
2

Vn tn 3 P
2

V BTI tn
<

sn tn m n tn <
V

En n

m '71 m n n

2 VEn n.

où B n E
n

1i Pi

m ntn

sn m n

V Bn
a n
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où :

I» =  Bn 5 E?=! E {\Xi -  Pi|3) = Bn1 E?=1 Pi(l -  P>)[P? + (1 -  Pi)2].

K u  = Bn,i E fe iE  (IXi*. -  Pi,u, I3) = B „ l £?= j pat. (1 -  ft,t.) [p?,t„ +  (1 -  p»,!,)2]

t 2
et $(rr) =  e~~ dt est la fonction de répartition de la loi normale centrée

réduite.

Les relations ( 5.48)... (5.50) donnent:

> [# (/?„) - $ (2B ? £ ) \ - [$ (-a„) - 4 (2B-1/2 - 2<*„)] - 2A  (L „  +  i„,tn). 

On a (3n > an donc <&(Ai) > ${an). Puis:

$(2Bn 1/2 -  2an) -  $ ( —an) > $ ( - 2 a n) -  $ ( - a n) =  <Ê(a=n) -  $(2an).

Ainsi, nous obtenons :

(5.51) wn CPnu (kn) ~  *n,kn) > H (an) -  [s (2BZli2) -  4>(0)J -  2A (Ln + Ln,tn) 

où H(x) = -$ (2 x )  + 2$(x) -  $(0), x  G IR.

Soit p =  {PI,P2 , • • • ,Pn)- La fonction v(p) = ^  = ¿ * ^ p .(i-pi) est croissante par 

rapport à chacune des variables Pi G [a,6] C (0,|), car

dv_( x (Er=ift)E"=iPi(l -  2Pi) + 2Pt(EP=iPi)] n
ELiw(i-«)]2

x 2 3 x 2

Mais d’autre part H  est croissante, avec H'(x) = * (1 — e s- ) > 0, donc

H(an) > H ( f v ^ r )  .

Puisque 1 -  piitn > \  on a Bn>tn > \m nU =  \p nmn > \npa  et par conséquent :

-  { $  (2B - j f  ) -  $(0)} > $(0) -  $(23/2(npa)-1/2) >

Enfin, devons majorer Ln et Ln,in. Ainsi,

n 1 n fi

E b(1 -  P iM  +  (1 -  P<)2] = 5 E(2R -  2PÏ)[1 -  (2ft -  2p2)] < g 
1=1  *=1

et $ X i
\ 2n J

X

oo

wTI T TI i n k n 7Tn kn >

Alors v P > na
1 a d’où

5.52 a n >
1
2 V n 1 Pn V 1 a

a
>

d

2 V 1 a
a

2

V7rpan
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et de façon analogue,

Puis Bn > na( 1 — a) > \na  tandis que BHytn > \npa , comme nous avons déjà vu. 

D’où les inégalités :
1 1

n 2 a \f 2 a/n n,tn 2 apy/2 apn

A  partir de (5.51) nous trouvons :

Mais H  y/rtz) > H (0 ) = 0 et wn > 1. Alors il existe N  G IN, N  > Ni, t.q. 

Vn,tn{kn) -  7Tntkn > 0 V n > N  et cela implique j n>tn > kn > m npn +  2 et la première 

partie de l’inégalité est prouvée.

La deuxième, j n,tn < m n — 2, pour n suffisamment grand, utilise la même tech­

nique. Ainsi, soit l’ensemble £ n := { j  e  1N : mn^2+Pn) < j  < m n — 2 } ^  0  

avec zn = card(£n) et ln =  m ax£n. E n employant les inégalités de S a m u e l s  et 

B e r r y - E s s e n , nous obtenons :

znPn,t„{ln) < ' n̂,tn{j) < $  feßn ~  — $  (ßn) +  2ALn,tn
mn + mn?en <j<mn_2

et

znKn,in > > $  (an) -  $  ( ^ )  -  2ALn.

La différence des inégalités ci-dessus conduit à :

zn('Pn,tn{ln) ^njn) — J{Pn) Ji&n) ^ ( ûn) +  (^(^§^) ^(0)) +  2.A (Ln +  Lnj n) ,

où J  est la fonction définie par J(x ) =  $(2:r) -  $(a;), x  G 1R. On observe que la 

fonction «7, avec la dérivée J '(x ) =  - ^ e ~ 2x2 ( 2  — e 2̂ - ), est décroissante sur l’intervalle

i v ^ 3 ^ ,0° )’ Mais, A» > Qn et de plus, d’après (5.52) et le choix du d (voir l’hy­

pothèse), on a an > • Alors J(j3n) — J(an) < 0. En comptant sur les relations 

antérieures, nous trouvons la réplique de (5.53) :

(5-54R,«. (l„) -  7rnt[n < i  \ - H  ( f y * )  + 4=  ( - ß =  + ~  + - 4 f = i  }
zn [ v '  y/n \y /¥pâ  ay/2 a apy/2 apJ j

Il suit jn,tn — ln — nin 2, V n > N . q

n

E P%Xn 1 P in P
2
i tn tn

2 <
n
8

5 .5 3 Vn t n k n 7rn.kn >
1

Wn

H d
2 V

a1 a

1

Vn
4

V 7Tpa
A

aV 2a
+

A

aPs/ 2iaP

E 2 B
i 2

n t n

mn ■mn tn
E

2 <J <m n ■2

V
2 log 2

3
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Nous avons déjà signalé l’importance du niveau de séparation j n!tn pour le calcul 

explicite de la distance en variation totale entre Snj n et Sn. Mais la difficulté d’en­

cadrer convenablement j n)tn nous conduit à l’idée de rapporter cette distance à une 

distance entre deux variables aléatoires binomiales (ou ’’proches” de binomiales). 

Dans la suite B(n,x) désigne la distribution binomiale de paramètres n £ IN et 

x  G [0,1]. Notons aussi X  * y  la distribution discrète obtenue par la convolution des 

distributions discrètes X  et y. Le théorème suivant donne un encadrement explicite 

de \\Vn,tn — n jy T .

T héorèm e 5.5.2 Supposons que la condition V  de paramètres (a,A) vérifiée. On 

fixe une suite croissante (tn) de nombres réels positifs tels que y/n(l — pn) > d := 

V 8( 3al0g2> V n G IN. Notons:„ -  Sfai ft -  ZtlPitn = Mn,«..
(5.55; p n . -  n  n , Pn,tn n  n  .

Alors, pour n suffisamment grand, on a :

(5.58) \\B(n,pntn) -  B(n,pn)\\vT < \\Pn,tn ~  n n ||vr

(5.59) si Ai =  A, V i G IN, alors \\Vn,tn — n n||v r < ||Un,tn ~  MnWvr

(Dans la relation (5.56), [ • ] signifie la part entière.)

D é m o n s t r a t i o n . L’hypothèse du T h é o r è m e  5.5.1 étant satisfaite, nous avons 

m npn +  2 < j * t < m n — 2, pour n assez grand. Mais d’après les définitions de 

l’énoncé nous obtenons E  (B(n,pntn)) = E(£4,t„) =  m n,tn IE(#(n,pn)) =  E  (Un) =  

m n. Notons j ntn le niveau de séparation associé au couple (B(n,pntn),B(n,pn)̂ j . 

Evidemment, pour n suffisamment grand, on a aussi m npn +  2 < j Uytn — mn ~  2. 

Pour A» égaux, soit j n,tn le niveau de séparation associé au couple de distributions 

(Un,tnMn)-, avec le même encadrement pour n grand. Soient les variables aléatoires

5 . 5 6 kn
m n n 2

1 2 a
cn m'n n 1 kn kn 2

un B n kn i a B hn i 2 B 1 c

5 . 5 7 atn a 1 e Atn b'tn 1 e A t n 2 ctTO C 1 e Ain

u n in B n k•n. 1 atn B kn l tn B 1 ctn
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Tn,tn! Tn, Un>tn, Un avec les distributions respectives B(n,pntn), B(n,pn), UnU et Un. 

Alors l’assertion (iii) du Lem m e 5 .2 .1  donne les relations:

IlV n ,tn -  nn||VT =  rnaxmnitn+2<i <mn_2 (FSn tn(j) -  FSn(j))

(5.60) ||B{n,pnU) -  B(n ,Pn) ||VT = maxmn tn+2<i < mn_ 2 (FTn tn (j) -  FTn (,j ))

\\un,tn — Un\\vT —  maxmntn+2<j<mn_2 (FUntn(j) — FUn(jŸ) , si Ai = A,

pour tout n > N  (où N  est celui du T h é o r è m e  5.5.1). 

D’après l’inégalité de H o e f f d i n g  (1956) on a:

j  F Tn,tn (i) <  F s n,tn C?), V j  >  m n U  +  2, 

1 FTn(j) > FSn(j), V j  < m n -  2.

d’où:

(5.61) FTn tn (j) -  FTn (j) < FSn tn (j) -  FSn (j ), m n>tn +  2 < j  < m n -  2.

Les relations (5.60) et (5.61) donnent l’inégalité

IlB(n,Pn,tJ ~ &{n,pn)\\vT < \\Vnu ~ nn|kr-

Pour l’autre inégalité nous supposons maintenant que tous les taux A* sont égaux. 

On note p  =  (p i,. . .  ,pn) et on définit xn =  (xi,n, . . .  ,xn>n) le vecteur ayant les 

composantes: x^n = a si i = 1, . . .  ,n -  kn -  1, xn_ ^ n = cn, et x ijn =  \  si i = 

n — kn + 1, . . .  ,n. On peut vérifier sans difficulté la relation xn p n où 

signifie la majoration de S c h u r .  En multipliant les deux vecteurs par le nombre 

positif pn = 1 -  e~-tn on a aussi pnxn > (m) pnpn. Alors, suivant G l e s e r  (1975), on 

obtient les inégalités :

Fsn,tn 0  ) — Fjjn̂ tn ( j) 5 ^  j i l  “I" 2,
<
. Fsn(j) > FUn(j), V j  < m n -  2.

donc

(5.62) FSn tn (j) -  FSn(j) < FUn tn (j) -  FUn(j), mnU +  2 < j  < m n -  2.

La relation (5.60) implique alors: \\7>n ,tn ~  nn||yr < ||U n U  -  U n \\V T . □

Exem ple num érique. Soit a = 0.1, b =  0.4, n = 50 et pn =  1 — e~-tn = 0.6.

> m > m

m ntn
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Après un tirage aléatoire (suivant un loi uniforme) des nombres pi G [a,6], un calcul 

réalisé en matlab donne :

m  := m n = 12.6436

m t := m n>tn = 7.5862

3 n , tn  3 n , tn j n , t n  1 ^

IlV nu  -  n j v r  =  0.6355

Les inégalités (5.61) et (5.62) sont illustrées par la figure suivante.

0.7

u
0.65 s

0.6
T

0.55

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3
7

mt
-Qr

8 9 10 11 12

m
~~o~

13

Figure 5.5 Les graphes des fonctions T (j)  := FTntn( j ) - F Tn(j), S(j) := FSn tn ( j ) -  

FSn(j) et U(j) := FUn>tn{j) -  FUn{j) pour j  G {8 ,9 ,... ,12} C [mt,m\.

La minoration de la distance en variation totale donnée en (5.58) sera utile dans 

la suite pour détecter un phénomène de cut-off.

B n Í n tn B n Pn VI 0.6281

lin t n Un VT 0.6645
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Lem m e 5.5.1 Supposons que l ’hypothèse du T h é o r è m e  5.5.2 est vérifiée,

(i) Pour nsuffisamment grand on a:

117’»,«. -  nn||vr > 2 {$ (Æ S -sü) -  $(0)} -  23>2A  (l +  p - '/2) a - ^ n - 1/2.

(ii) Si limn_4oo v/n( 1 -  pn) =  oo, alors lim^oo \\Pn,tn -  n n||FT =  1.

D é m o n s t r a t i o n . N ous maintenons les notations de l’énoncé et de la démonstration 

du théorème précédent. En conformité avec T h é o r è m e  5.5.2, L e m m e  5.2.1, (ii) et 

P r o p o s i t i o n  5.3.1 nous avons:

(5.63) IlVn,tn -  n n||v r  > yB{n,pn>tn) -  B(n,Pn)\\VT > Y  (/ r n,tn(j) ~  fr n(j))
rnn-\-rnntn

pout tout n > N  (où l’existence de N  est assurée par T h é o r è m e  5.5.1). 

Puisque p„t ( 1 - p „ tn) < pn( l - p n), l’inégalité B e r r y - E s s e n  donne:

E  (/T....Ü) -  Î tM )  > 2 (4 =  r  ê dt)~2A (¿»(P») +jy  n»n+mn.ttt \V^7T ■'0 /

(5.64) ~

où a n =  | y  I ^ “ ( l—Pn)y/n> Ln{x) = et A  > 0 est une constante. Mais pn >

a et Pn,tn = PnPm avec Pn > P > 0, d’où an > -  Pn)y/n > \y /â{l -  pn)y/n

(voir aussi (5.52)), Ln(pn) < - / J  et Ln{pnU) <

Alors, en employant les relations (5.63) et (5.64) on obtient (i).

La relation (ii) en est une conséquence immédiate. □

Maintenant nous donnons une majoration de l’écart en variation totale entre Vn,tn et

n n.

Lem m e 5.5.2 En présence de la condition T> et de la suite croissante des réels po­

sitifs ( i n )neiN , nous avons :

(il) linifj^oQ y/ïï(l. pn) — 0 =rr limn_).00 ||^n,tn ïïra||vT — 0*

D é m o n s t r a t i o n . En utilisant les relations (5.24) et (5.27) nous obtenons :

\ \V n,tn -  U n \\vT  <  Y  'Pnjtnü)— S
j<mn+ 1 3<™-n,tn- 1

Puis, l’inégalité de B e r r y - E s s e n  nous assure les majorations suivantes :

E  T’n.tÀi) <  *  (m"J£ÿ +-)  + A L „ ,t,  < $  ( ^ ( 1 - , . ) + ^ )  +
j<mn+1

A
2a f 2 apn

i V n t n n n VT < $ n
2ap 1 Pn

2
a on $ V

n
2a 1 pn 2

V a n + A
ao V 2apn

V
2

Tipa

1
2

a
1 aV

1—2x-f2x2
nx 1 XV

L n pn n
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(voir la démonstration du T h é o r è m e  5.5.1 pour les notations et plus de détails). 

Les inégalités ci-dessus nous donnent (i) et, par conséquent, (ii) aussi. □

Si le nombre de fois qu’on atteint À dans la suite (Aj) n’est pas négligeable, alors on 

peut rapprocher les suites y/n(l — pn) et (y/ne~-tn).

Lem m e 5.5.3 Si la condition V  est satisfaite et lim inf^oo card̂  1- ^ n : Ai=~) > 0, 

alors :
limn^oo y/n( 1 -  pn) = 0 <*=>• limn^oo y/ne - n =  0 

limn_).co y/n(l -  pn) = oo O  linv^oo y/ne~^tn = oo
r^n _A'£n

D é m o n s t r a t i o n . La définition de pn donne 1 — pn =  1 — .,

d’où, en notant s n '■= card̂  1 :^~i~n et Ai=- \  on obtient l’encadrement suivant:

2asne ~ -n < 1 -  pn < e ~ -n.

Mais l’hypothèse assure l’existence d’un réel e > 0 tel que, pour n suffisamment 

grand, s n > e. Alors la conclusion suit facilement. □

Le cadre établi antérieurement nous permet de constater que la convergence en temps 

de la disponibilité du modèle markovien stratifié vers la mesure stationnaire, à partir 

de l’état parfait, présente le phénomène de cut-off en variation totale, avec les temps 

critiques tn =  Pour la définition complète du phénomène cut-off pour des chaînes 

markoviennes, on peut voir, par exemple, S a l o f f - C o s t e  (1997).

T héorèm e 5.5.3 Soit T  =  {{Sn,Vn,t^-n) ’ i > 0, n =  1 ,2 ,...} , où £n := {0,1,... ,n}, 

la famille infinie des mesures de probabilité, désignant la disponibilité d’un modèle 

markovien stratifié à partir du niveau 0 .

Si la suite des composants associée satisfait la condition V  de paramètres (a,A) 

et de plus la condition suivante est réalisée

„card{ i : 1 < i < n et A* < A +  e}
Ve > 0, lim inf------ —-------=—= --------- -— = ------  > 0,

n—>oo 77,

alors T  présente un cut-off en variation totale avec les temps critiques tn = 

c ’est-à-dire :
lim ^oo \\Vn)(i-£)tn -  n n||v r =  1, V £ G (0,1) 
limn—*30 11̂ 71,(1+6)4« — n n||vT =  0, V £ G (0,oo).

DÉMONSTRATION. Soit £ e  (0,1) fixé et t'n = (1 — £)tn = ^ 2A°g n > 71 =  -----

Alors s/ne~- = n% oo. De même façon, pour £ G (0,oo), si on définit t”n =

E
3 m n tn 1

7Tn3 < $ 771n 1 Pn +1
V Bfn + A Ln < $ V

n
2 a i Pn 2

V an + A
2 a 2 an

1 pn i mn,ta
m n

£
n
i P ip. Aiti

E i 1Pi

critiques tn
logn

2A

log Ti
2A
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(1 +  e)tn =  <'1+2a°SW> n = 1,2,... , alors on a y/ne~- =  n~ t -» 0. En utilisant les 

résultats du L e m m e  5.5.1, L e m m e  5 .5 .2  et respectivement L e m m e  5 .5 .3  on déduit 

la conclusion désirée. □

R em arques. Le résultat du théorème est plus fin que les inégalités (5.18), (5.20) 

où (5.25), puisqu’il ne peut pas être déduit à partir de ces relations. Par contre, sous 

une hypothèse encore plus faible que celle du théorème ci-dessus on peut prouver

Hm H'Pn.u+e)*« -  n n||yr = 0, V e G (0,oo)

à partir de l’inégalité (5.44) du Théorème 5.4.3.

Ainsi, supposons A = inf{Àj +  : i G 1N} > 0, et pi = ^  < 1. Alors, pour 

tn =  Jsjip, et e > 0, d’après (5.44), on a:

IIP»,(!+«),„ -  njvr < 1 /̂(1+ e-*âMi-K>)" -1  = i^ (l + _ i_ )n 17.

Mais

d’où l’on tire limn^.00\\'Pn^i+£)tn—Iln\\vT = 0. Par conséquent, l’hypothèse supplémentai 

du théorème et l’emploi de l’inégalité de B e r r y - E s s e n  restent motivés seulement 

pour avoir aussi lim^oo ||7\(i-e)tn -  IIn||vr =  1-

D’autre part le théorème confirme une fois de plus les résultats classiques du 

domaine ( D i a c o n i s ,  S a l o f f - C o s t e ,  Y c a r t )  qui montrent que le phénomène de 

cut-off est en liaison intrinsèque avec le saut spectral de la chaîne de Markov associée. 

Pour n fixé, les valeurs propres non-nulles de la matrice des taux de transitions sont 

&m  =  — E ieA fA i,  M  c  {1,2, ...,n } , M  ^  <f>, donc, sous notre hypothèse, la plus 

grande valeur negative est A (pour n assez grand).

5.6 Utilisation

La connaissance de la probabilité stationnaire peut servir à l’évaluation de la 

fiabilité du système. Par exemple, on peut approximer à partir de celle-ci la probabilité 

de panne directe (e). Cette approximation est explicitement montrée par S o l o v y e v  

et K a r a s e v a  (1998).

Nous voulons signaler un autre phénomène intéressant. Ainsi, la mesure de pro­

babilité sur les niveaux 0 ,1 ,... ,n se ’’propage” en temps comme une ’’vague” , dont

lim
n —> 0 0 V 1 +

1

n 1 •e

n
1 lim

71 ►OO N
i +

i
n i €

TI l + e n' £

1 o
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l’apogée se déplace du niveau 0 vers les grands niveaux. L’étude de la convergence 

vers la loi stationnaire que nous avons accomplie (dans le cas ”non-absorbant”) montre 

qu’il n’y a aucun ’’recul” de ce déplacement vers les hauts niveaux. Cela suggère d’ap­

procher la durée de vie du système au moment où la ’’vague” atteint son apogée au 

niveau k défini comme le dernier niveau avec tous les états de fonctionnement.

LA PROPAGATION DE LA "VAGUE"
0.18

0.16

1000 -  composants0.14

taux de degrad. -  1

0.12 taux de repar. ~ 10

0.1

\< -  la courbe des "apogees"

©
15ce.QQ
Q. 0.08

t=2

0.06

t=5
t=1Q

4=200.04

\l>200

0.02

00 20 40 60
niveaux: 0,1,...,1000

80 100 120 140

Figure 5.6 Les mesures de probabilité (sur les l ’ensemble des niveaux) Vt, pour les 

temps t =  2, 5, 10, 20, 200.
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Annexe

Lem m e .0.1 Chaque matrice complexe A  =  (aÿ) d ’ordre l satisfaisant : 1) |a^| >

Eĵ é* |aÿ|) Vi £ • • • J},

2) VJ Ç {1 ,2 ,...,/} , 1 ^  <f>, 3 i e l  t.q. [o^l > Eje/\{i} \aij l  

est inversible.

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons par l’absurde det(A) =  0. Alors il existe une solu­

tion non-triviale (Zj) G  <C? du système homogène de matrice A. Soit 5 := maxi<j</ \zj\ > 

Oet M : = { j  : \Zj\ = S }, M c := {1,2,... ,1} \  M.

Si M c = <f>, alors E j=i aijzj = 0 implique \auZi\ < E jy #  |aÿ ^  |,d’où, simplifiant 

par ô et employant 1), on déduit |a^| =  E jj^ i Wijl> î =  1,• • • , ,̂en contradiction avec 

2).
Si M c /  <f> et aij =  0, V* € M, Wj G  M c,alors EjeAf Q-ijZj =  0, Vi G  M,donc on 

peut employer le même raisonnement qui conduit aussi vers la contradiction de 2). 

Enfin, si 3i' G  M, 3j' G  M° t.q. ay? ^  0,alors :

l’inégalité stricte provenant de la comparaison des j-èmes termes ; mais cette relation 

est contraire à 1).

Ainsi, on déduit l’existence de A-1.q

C orollaire .0.1 La matrice Ui — Q admet un inverse qui s ’écrit:

OO

(U, - Q)-1 = £  Q*.
k=0

D é m o n s t r a t i o n .  Soit A := Ui -  Q . Nous avons: aj5 =  1, Vj G J'; ajf = 

e  J ' x J', j  + j'.

Cette matrice satisfait évidemment la condition 1) du L em m e 1. Mais elle satisfait 

aussi la deuxième condition car, si J ” Ç J7, alors pour chaque élément maximal em 

de le ({ej : j  G J ”}, :<), nous avons E je j”Pmj < 1-

a %V < £
3 j

a V 3

Zi

Ô
< E

3\3 tí1

ai13

pj f ,v J J
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Donc, d’après le lemme précédent, la relation de l’énoncé suit . □  

Notons D la matice colonne d’ordre /avec les coefficients dk = 1 — ck. 

Lem m e .0.2 On a la relation matricielle :

(Ut — Q )  • D  =  Q  • C  .

D é m o n s t r a t i o n . La relation

dj ^ 1 Qjk 'y ] Qjk (Cfc “1“ dk) y   ̂ Çjk^k "H y 1 Qjkdkt Vj G J  
kç.j' k£j> k£j> k£j'

implique l’égalité matricielle de l’énoncé. □

T h éorèm e .0.1

E î ’7 =  1'
7€fg

D é m o n s t r a t i o n . Suite à la relation (1.4) et au corollaire précédent nous avons suc­

cessivement :

Py =  1(7)=t Py =  P (0) • Q k C  =

=  P (0) ' ( £ & i  Q * - 1 ) • ( Q  ■ C )  =  p<°> • ( U , - Q ) ~ l - { U , - Q ) - D  =  p<°> • D  =  1 D

R em arque  On trouve un résultat similaire pour le système S' en remplaçant Q 

par Q', par J+ par J+ \  {0} et Ja par Ja U {0}.

E. E oo
k :1

p o
p 1
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