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Analyse de fiabilité des grands systémes réparables markoviens stratifiés

Résumé: L’objet de la thése est l'analyse des grands systémes réparables lorqu’il est pos-
sible d’établir une échelle de qualité de fonctionnement des états. L’exemple le plus simple est
le nombre de composants en panne lorsque les composants jouent le méme role. Pour la fiabilité,
deux méthodes de calcul sont proposées. La premiére concerne ’analyse des trajectoires de panne.
Une méthode basée sur des encadrements stochastiques permet de simplifier les calculs sur chacune
des trajectoires. La deuxiéme repose sur les approximations pessimistes et utilise des encadrements
spécifiques aux modeles stratifiés. En particulier la prise en compte du nombre de réparations per-
met d’affiner la méthode séquentielle. L’enicadrement obtenu dans ce cadre markovien, améliore les
encadrements classiques. En ce qui concerne la disponibilité, il est montré que le niveau de qualité
d’un tel systéme converge vers le niveau stationnaire avec un phénomeéne de cut-off, résultat déja
connu dans le cas de composants identiques mais démontré ici pour des composants quelconques.

Mots clés: fiabilité, inégalités stochastiques, systémes markoviens, cut-off

Classification AMS (1991): 60K10, 60J20, 90B25, 62N05

Reliability Analysis of Large Reparable Markovian Stratified Systems

Abstract : The work deals with industrial systems composed of many markovian components for
which it is reasonnable to define a level of working quality. The most simple example is the number
of failed components. The first part is devoted to the approximation of the reliability. Two me-
thods are proposed. The first one is based on the failure trajectories analysis. The efficiency of the
method is coming from a new result about stochastic inequalities. The second method is made in
the way of exponential pessimistic approximations. The existence of a quality level permits to get
a new bounding for the reliability. This bounding is more accurate than the classical boundings.
The second part of the thesis is concerning the availibility. It is proved that the quality level of the
system converges to stationnary level with a cut-off property. This result was known in the case of
identical components but not in the case of different components.

Key words: reliability, stochastic inequalities, markov systems, cut-off
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Introduction

La fiabilité des grands systémes industriels modernes est une préoccupation im-
portante qui nécessite une analyse multidisciplinaire. En mathématique, elle est a
l'origine de nombreux problémes spécifiques. Qu'il s’agisse de réseaux de transport,
de centrales nucléaires ou de composants électroniques, deux approches sont possibles
pour évaluer la probabilité de défaillance. L’une est plutdt statique et privilégie les
informations sur I’architecture du systéme. Schématiquement, on peut dire qu’il s’agit
de 'approche anglo-saxonne développée dans les années 70 avec les techniques d’arbres
de défaillance. L’autre approche est plutdt dynamique et utilise une modélisation sous
forme de processus stochastiques. Elle trouve son origine, & la méme époque, dans les
travaux classiques de GNEDENKO, SOLOVYEV ... . Ici nous utilisons cette seconde
approche et centrons notre travail sur les modéles markoviens & temps continu et a
espaces d’états discrets. Nous cherchons dans cette étude & concilier 'analyse pratique
des problémes industriels et I’aspect théorique de toute recherche en mathématique.

Le calcul de la fiabilité pour les grands systémes markoviens est un probleme a
la fois classique et ancien. Nous savons que les méthodes exactes sont la plupart du
temps inapplicables. Les difficultés sont essentiellement de deux natures. L’une est
liée a la taille des systémes. Il n’est pas rare d’avoir des systémes de plusieurs millions
d’états. L'autre tient & la disparité des temps. Il est hautement souhaitable que les
temps de défaillance des éléments soient trés nettement plus grands que les temps de
réparation. C’est pourquoi de nombreuses approximations ont été développées ces
derniéres années. Nous proposons ici de nouveaux encadrements qui soient utiles
au moins pour les systémes cohérents standard de grande taille. Les résultats sont
démontrés dans le cadre de modeles stratifiés. Ils utilisent les outils classiques de
P’agrégation dans les systémes markoviens et la description par séquences des proba-
bilités de panne.

" La thése est divisée en 5 chapitres. La description de la famille de modeles étudiés
est contenue dans le premier chapitre. Le chapitre 2 privilégie le point de vue séquentiel.

Schématiquement la panne est décrite par quelques scénarios dont la durée est une
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convolution de variables exponentielles. C’est en étudiant la mise en pratique des
calculs correspondants qu’a été développée une méthode réduisant sensiblement les
temps de calculs. Cette méthode repose sur des comparaisons stochastiques qui ont
aussi un intérét en soi. '

Le chapitre 3 est centré sur I’évaluation de la durée de vie du systéme & partir de
la stratification par niveaux. Il s’agit de comparer la durée de vie du systéme & celle
d’un systéme de type k/n qui lui soit & la fois proche et pessimiste.

Dans le chapitre 4, nous évoquons les approximations pessimistes classiques développées
ces vingt derniéres années. Nous en déduisons plusieurs résultats dans le cadre des
modeles stratifiés qui nous intéressent. En particulier, pour les études concrétes, nous
savons que les trajectoires de panne sans réparations ont le plus de poids dans la
probabilité de panne du systéme. Ceci réduit considérablement le nombre de trajec-
toires & observer. Ici nous prolongeons cette étude aux trajectoires de panne ayant un
nombre fixé de réparations et en déduisons de nouveaux encadrements.

Dans le chapitre 5 nous étudions les problémes liés & la disponibilité du systéme.
Les états de panne ne sont plus supposés absorbants et nous voulons décrire la faon
dont le processus converge vers la loi stationnaire. Le modele étant stratifié, nous
étudions I’évolution de la loi donnant le nombre de composants en panne. Deux asymp-
totiques sont envisagées. L'une avec un nombre fixe de composants, ’autre lorsque
le nombre de composants est trés grand. L’ensemble des résultats théoriques sont
illustrés par des données numeériques réalisées en "matlab”.
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Chapitre 1

Modélisation markovienne

L’objet de ce chapitre est de définir le cadre général de notre étude. Nous souhai-
tons analyser le fonctionnement d’un systéme industriel formé de nombreux compo-
sants. Chaque composant est soit en bon état de fonctionnement, soit en panne. Sa
durée de vie et sa durée de réparation est supposée sans usure. On obtient ainsi un
modele markovien classique (cf BARLOW, PROSCHAN OU GNEDENKO). L’hypothése
que nous ajoutons au cas standard est ’existence d’un niveau de qualité. Par exemple,
le nombre de composants en panne peut servir d’indicateur de qualité de fonctionne-

ment.

1.1 Systéme réparable

Nous rappelons le cadre markovien classique de modélisation des systemes indus-
triels et en profitons pour introduire ’essentiel des notations qui seront utilisés dans

cette étude

1.1.1 Structure du systeme

Considérons un systéme S formé de n composants: cM,c@ . ™ indexés par
I'ensemble I := {1,2,...,n}. On suppose que chaque composant i € I, a deux
états possibles qui sont notés: 0 pour le fonctionnement et 1 pour la panne. Soit

= {0,1}* = {e;}jes, o0 J = {0,1,...,2" — 1}, I'ensemble des états possibles
du systéme, tels que, si e; = (e(l), 52), ..,e§~")) € FE, alors eg-i) indique I’état du
composant ¢®,; € I. Notons ey = (0,0,...,0), I’état de fonctionnement parfait du
systeme S, et € = (1,1,...,1) I’état du systeme avec tous ses composants en panne.

La structure du systéme S est caractérisée par la décomposition de E en deux sous-

ensembles: E+ = {e;};cs+, 'ensemble des états de fonctionnement, et E~ = {e;}jes-,
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I’ensemble des états de panne. Evidemment nous supposons ¢y € ET et €€ E~. Les
éléments de E} := E+ \ {e} sont nommés des états critiques. Considérons sur F

’ordre partiel defini par
ej jep & eg-i) < efci),‘v’i el

Naturellement, on considére que E* et E~ sont compatibles avec la relation d’ordre

” <7 dans le sens suivant:
ejXer et e, € EY = e €eET

ej 2 e et ejEE— = e €FE”

L’évolution du systéme se fait par des défaillances et réparations successives de
composants. Ainsi ’état du systéme évolue-t-il par des basculements 0 —1 ou 1 —0
successifs. Nous appellerons pas tout couple (ej,ex) € E* x (E\ E;") ayant la propriété
Yiel |e§i) - eff)l = 1. Nous dirons alors que les états e; et e; sont des états voisins.

Chaque élément e de (E '\ {€}, <) a un ensemble de successeurs qui sont les états
¢/ plus grands, au sens de cette relation d’ordre, et tels que (e,e’) soit un pas. Notons
E7 'ensemble des successeurs des éléments de E'*, qui se trouvent en E~. On dit que
E_ contient les états d’absorption. Soit E;” := E~ \ E, I’ensemble des états latents.
Evidemment le systeme n’arrive jamais dans un état latent parce qu’il est déja tombé
en panne dans un état ” < — inférieur” qui appartient & E; . On peut donc décomposer
'ensemble des états E = E* U E~ comme suit: E* = Ef UE, ou Ef := {e}
et E. est ’ensemble des états critiques, c’est-a-dire les états dont un successeur est
dans E~ = E; U E;". Il sera pratique dans la suite d’indexer les éléments de E de
sorte que, pour j,k,m € J,sionae; € ET, e, € E; ete, € E, alors j <k <m.

Une trajectoire de longueur m, m > 1, est définie comme un m + 1—uple 7y =
 (€jos€j1s - - - 1€j,,) tel que chaque couple (ej,_,,€;), 1 <k < m, est un pas. Donc les
pas sont des trajectoires de longueur 1. Nous disons que la trajectoire < part de
€j,, arrive a e;, et, pour m > 2, passe par ej,, k=1,...,m — 1. Nous précisons
sa longueur en écrivant [(y) = m. Il est utile de distinguer dans 1’ensemble des
trajectoues celles qui jouent un réle important. Nous notons:

I‘O I’ensemble des trajectoires de marche, celles qui partent de €o, et arrivent & un
état de E* sans visite & I’ensemble des états de panne;

, fg I’ensemble des trajectoires de panne, celles qui partent de ey, et arrivent & un
état de E;
') I'ensemble des trajectoires de retour parmi celles de Far, qui arrivent & ey sans

passer par €p;
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I'¢ Densemble des trajectoires de panne directe, parmi celles de fé qui ne re-
passent pas par €p.
Nous avons défini les éléments qui permettent de décrire 1’état du systéme. Nous

allons maintenant construire le modeéle stochastique qui décrit ’évolution du systéme.

1.1.2 Dynamique du systéeme

Nous supposons que S commence & fonctionner a I'instant £ = 0 avec tous ses com-
posants en état de marche (donc son état initial est eg ). Pendant son fonctionnement
les composants se dégradent indépendamment, jusqu’a ce qu'’ils tombent en panne.
Quand un composant tombe en panne, sa réparation commence instantanément. Ainsi,
I’évolution en temps du systéme S sera représentée par une succession d’états e € E,
jusqu’a "’apparition” d’un e* € E; & un instant T' que nous désignons comme la
durée de vie de S.

Notons X = {X(t)}e>0, X(0) = e, X(t) € E, le processus correspondant. Nous

pouvons définir le durée de vie du systeéme S comme:
T=inf{t>0: X(t) € E; }.

Le caractere markovien du comportement de X est di a ’hypothése que pour chaque
c® le temps de fonctionnement, To(i), et le temps de réparation, Tl(i), sont des
variables aléatoires de loi exponentielle, de parametres oz((,i) = )\; et respectivement
agi) = p;. On suppose habituellement que 0 < \; < p;.

Il est connu que, dans ce cadre, le processus X (t) est un processus markovien homogeéne
avec états absorbants. Pour la description de X, il est utile de rappeler la signification
des transitions. L'indépendance supposée du fonctionnement (réparation) des com-
posants permet de modéliser I’évolution en temps de chaque composant ¢® par un
processus alterné de renouvellement, {N®(t)}s>o , avec les inter-arrivées { ) b1,
qui sont des v.a. indépendantes, ayant alternativement la distribution de la variable
aléatoire T, et T\, Les instants de renouvellement sont définis par ) =0, oW .=
Yo T,Ei) m = 1,2,.... De plus, tous ces processus qui correspondent chacun a un

)

composant sont indépendants puisque nous avons supposé I'indépendance des com-

posants.
Soit ¢ > 0, fixé. Pour chaque ¢ € I, le nombre de renouvellements dans I'intervalle

[0,t] est fini, avec la probabilité 1. En fait nous avons la majoration suivante:

P{N®(t) > m} = P{®%) <t} < IP{max(T,gi); k=1,...,m) <t}=
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=11 P{r) <t} < (1—-eXtwd)m 40 m - co.
k=1

Puisque (), 1€1,k=1,2,..., sont des variables aléatoires indépendantes, avec des
densités continues, on a: P{ @ = &) } = 0, pour tous 4,4’ € I, m,m' € IN\ {0},
tels que ¢ # ' ou m # m'. D’ol on peut tirer la conclusion qu’avec la probabilité 1,
on a une des deux assertions:

() X(s) = eq, Vs € [0,1],
ou |

(ii) il existe un v = (€jo,€js---+€jn) € ’I—%’ UTE (ol jo = 0) et des valeurs
0=t <t1 <...<tm <ttelsque X(s) =¢j,_, Vs € [tie1,te), k=1,....m; et
X(s) = ej,., Vs € [tm,t]. Dans ce cas, si on note n; := N (t), s; := Cfo'.)_l, alors on a:
m =Y icr(ni — 1); t,, = maxs;.
Décrivons maintenant 1’évolution de X apres la date t.

Si X(t) € E;, alors X(s) = X(t), Vs > t.

Si X(t) € E™, alors on s’intéresse au saut suivant (donc le changement d’état) du
processus X. Le modele du systéme indique qu’il va apparaitre au temps:

t’=t+m€i}1[n(,?—(t—si) | r,&? >t—s; |
1

Mais si V' est une v.a. exponentielle, de paramétre a > 0 et si s,z > 0, alors

P{V>s+z} e+

PV>s) ~ ew ¢ -riV>s}

P{V-s>z|V>s}=

(la propriété de ”perte de memoire” de I’exponentielle), donc la variable aléatoire
[7{) = (t — ;)| > ¢ — s;] a la méme d1str1but1on que la v.a. 7{) (ou encore la v.a.

Té'{(n -+1)/2})- Par 'indépendance des , ), i € I, on obtient alors:
(1.1) P{{'>t+z}= HIP{T(2 >z} = exp(— Za(’g)
iel icl  Cim

Précisons les lois des transitions conditionnées, dérivant de la relation (1.1). Sup-
posons donc que le systéme se trouve & un instant donné dans e € Et. Nous avons
vu que le changement possible d’état, vers n’importe quel état voisin, aura lieu apreés
un temps

T, := minT®
e o te®

qui sera dénommé le temps de séjour en e. Conformément & (1.1), T, suit une loi
exponentielle de parametre:

— (1)
Qe = Z iy

i€l
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On sait (cf FELLER) que la distribution de la durée de vie du systéme S s’obtient
par la résolution du systéme différentiel linéaire associé. Cette résolution n’est pas
toujours possible pour des raisons de taille de matrice ou de disparité des taux de
transition. Dans ce cas, il est fréquent de recourir & des méthodes de calcul utilisant

la chaine de Markov des états visités (la chaine encastrée ou chaine incluse).

1.1.3 Matrices, trajectoires

Nous avons vu précédemment, que, pour chaque ¢ > 0, il existe p.s. une trajectoire
~ de T} U T8 associée au processus X sur l'intervalle [0,¢]. Cette trajectoire peut &tre
réduite & un seul point X = eg si aucun élément ne tombe en panne entre 0 et . Nous

la notons 7v; = v;(X) . Alors:

(1.2) {T<oo}={Ielg:y=w}=Ugzlr=r}
Puisque les composants (donc les pas) sont supposés indépendants, la trajectoire v =
(€jos€j1s - - - 1€jm) € T2 a la probabilité (pour la chaine encastrée) donnée par:
m
(1.3) py = P{y =17} = [ Pir_ssi-
k=1

De plus, nous avons:

2 py=1L

verg
C’est ainsi qu’on peut associer p.s. au processus X la chaine de Markov (Xi)kenw, Xk €

E définie par Xi =e;,, k <m; Xp = X, k> m, ouyr = (€jo,€j1s - -+ 1€jm) BVEC
jo =0, ej,, € E7, m =I(yr) > 1. Parce qu’on peut ignorer les états latents, notons
J:={jeJ : eje E':=EtUE;}.
La matrice des probabilités de transition, associée & cette chaine, sera:

Peje, St (ejejr) est un pas

P = (pjj)Ggnerxs, Pig=\1 sij=j €k
0 ailleurs.

Si nous considérons les vecteurs des probabilités des états:

¥ = ()jer € DU, Y PP =1, k=01,
jeJt’

définis par p©@ = (1,0,0,...,0), p® =p@.P*¥ k > 1, alors nous avons

P{Xy=¢ }=p",5€J, k>0
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Nous faisons aussi la remarque suivante:

> ™ = > p
jeJej€E, . '7€f%;l(*y)5m
En modifiant 1égérement la matrice P on obtient une matrice @, utile & I’étude des
trajectoires. Elle ne differe de P que sur les termes diagonaux des états absorbants:

_ ) pjy st (ej,e5) est un pas
Q = (qjjl)(j,j/)EJ'XJl) gj = { OJ.7 SinO:’L- ’

On remarque facilement (cf. (1.3)) que, si q](.;'f) (avec e; € E*, ey € E') désigne un

élément de la matrice Q™, alors on a:

ver?'; i(y)=m

ol I‘j:' est I’ensemble des trajectoires qui partent de e; et drrivent & e;i.
L’emploi de ces matrices sera présenté aux chapitres suivants. Dans ’annexe seront
démontrées des propriétés spécifiques.

La décomposition de X & partir des processus de renouvellements alternés, permet
de montrer que si yr = v = (€0,€j,,- . -,€jm) € f‘%, alors la durée de vie du systéme
(qui représente le temps de séjour sur la trajectoire ~yr) est la somme des temps de
séjour dans les états atteints par +, sans le dernier, c’est & dire

m—1
T=T,:= ZTejk .
k=0

Dans ce cas on peut écrire: T 2 T,,.. D’oii on obtient la distribution de T , dans le

langage des trajectoires:

(1.5) Fr(z)=P{T <z} = ) P{T, <zlyr =7} -P{yr=1}=

verg
=Y p,P{T, <z}, z>0.
vers
Gréce & "I'indépendance” (au sens ol on remplace des v.a. indépendantes par des
v.a. ayant la méme distribution) de Tejk, k < m — 1, et puisque nous connaissons
déja la distribution de T¢, nous pouvons aussi donner la distribution du temps T, de
parcours de la trajectoire v pour v = (ejy,..-,€5,) :

m—1
(16) FT.,(SE) = ]P{ T’Y <z } = ]P{ ; Tejk Sz } = Fejo * Fe Koo Fejm-1 (.’L‘)

71
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ot * désigne le produit de convolution et la distribution F, de T est donnée par
F,(z)=Fr(z) =P{T. <z }=1-exp(—0ez), T2>0.

Parce que I'¢ contient des trajectoires finies, nous pouvons transcrire (1.5):

o]
(1.7) Friz)=Y, Y. pFp(z), 220

m=1 yerg; i(v)=m
Cette relation est trés importante au niveau des applications concretes. Elle permet,
dans certains cas, de bien mettre en relief les scénarios de panne prépondérants et

donc d’agir sur les causes principales de panne.

1.2 Modéle stratifié par niveaux

Suivant une idée classique (Cf BoN, COURTOIS et al, SOLOVYEV, POURRET,
RUBINO,...), nous envisageons de simplifier I'étude de ce systeme markovien en par-
tageant ses états en différentes classes. Le plus naturel est de considérer comme
une classe I’ensemble des états correspondants & un nombre fixé de composants en:
panne mais d’autres formes de stratification peuvent s’avérer utiles dans la pratique

Nous appellerons cette agrégation le modéle stratifié. Ainsi, considérons la partition
{Ey,E,,...,E,} de E ou Ej, dénommé niveau j, représente I’ensemble des états avec

j composants en panne, j € {0,1,...,n}. Alors:

n
BEE]‘ =4 Ze(‘) = J.
=1
Deux niveaux k et k représentant les frontiéres des états de panne seront utilisés

dans la suite.

Nous supposons que tous les états de panne du systéme S ont plus de k composants
défaillants. Plus précisement, nous supposons Ujk—-zoEj C E* et BT C Uj 4 E;
L’entier k est choisi de sorte que E~ N Ej.1 #0, donc k + 1 est le "premier” niveau
ayant au moins un état de panne. '

Le dernier niveau du systéme avec au moins un état de fonctionnement est noté
k. Alors, pour j > k tous les états du niveau j sont des états de panne. Evidemment,
on a

1<k<k<n

La situation ol k = k est spécifique aux systémes notés simplement k /n, k=k+1.
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Dans les estimations que nous proposons dans la suite nous utiliserons les niveaux
k et k pour exprimer les encadrements. Une autre idée importante est I'utilisation
pour approcher un systéme donné par un systéme k/n.

Certaines notations seront employées au fil de I’exposé.
Ainsi, soit e un état de fonctionnement. Notons:

Ae = Tier=g Ai — le tauz de dégradation,

Pe = 2ie)=1 b — le tauz de réparation,

= 2 _ g probabilité de transition vers le niveau supérieur;

pe - Aetpie
ge = 755~ — la probabilité de transition vers le niveau inférieur.

T Aette

Les expres;il:)ns des bornes que nous allons proposer font appel & certains majorants
ou minorants des taux de dégradation et de réparation. Usuellement nous employons
les conventions suivantes:

p=min{y; i =1,...n}; A=min{); i=1,...,n}

E=max{y; i=1,...,n}; A=max{\;i=1,...n}

6=p/X; 6=n/) avech>9
Observons que pour les systémes industriels que nous étudions 8 > 1.
Pour un état de niveau k, le nombre de composants susceptibles de tomber en panne

est n — k. Notons

Ay= max > A= max e
rc{1,2,..n} i€l €k
|I'|l=n—k

la borne supérieure des taux de dégradation des états appartenant au niveau k. De

maniére analogue, notons

A = min Z A; = min ),
r'c{1,2,..n} il e€Ej
|I'|=n—k

la borne inférieure des taux des états appartenant au niveau k.

En particulier, on a les relations suivantes:
n
(1.8) Ai=X Api=d et Ay=K =) N

Remarquons qu'il existe une liaison directe entre les définitions ci-dessus de A, et A

et ’ordre croissant des taux de dégradation:
)\[1] < /\[2] <...< )\[n].

Ainsi on a:

n—k n
Ay = Z’\[i] et Ay = Z Ai, k=0,1,...,n—1.

=1 i=k+1
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. x A .
Il se trouve que les suites (3% )ock<n—1 €t (7% )o<k<n—1 sont en fait monotones.

Lemme 1.2.1
(i) La suite (2k)ock<n—1 est croissante par rapport d k.

(1) La suite (nA_"‘;)osksn—l est décroissante par rapport d k.

DEMONSTRATION. Soient k et [ deux entiers tels que 0 < k<[l <n-—1.
(i) Puisque 1 < n — [ < n — k < n, pour tout sous-ensemble I’, avec n — k éléments,

de I’ensemble I = {1,...,n} on a:
n—k x
1 )M on—k—
iel’ (n.—l—]_) rcr jGI” (n—l—l)
|’ |=n-1

En prenant le maximum sur tous les sous-ensembles I’, on déduit I'inégalité

A < 2=kRA;, d’ot il résulte n—&E < ﬁ

(ii) Le raisonnement est identique. o

D’apres la relation (1.8) et le LEMME 1.2.1 on déduit:
A A

19) A<

< <A ce—
— < <X Vkle{01,...,n-1}
Soient A, et A\* definis par:

(1.10) Ae = nA—EE et respectivement A* = n‘/ik- %

Observons que d’aprés (1.9) et (1.10) nous avons:
(1.11) A< <A LA

Les termes )\, et \* permettent de prendre en compte la diversité des composants. Au
lieu de prendre le taux maximum comme taux le plus pessimiste, nous proposons de
prendre le taux A\, ”moyennement” le plus pessimiste.

Maintenant nous pouvons donner des encadrements pour le taux de dégradation
et la probabilité de transition (vers le niveau supérieur) d’un état de fonctionnement,

appartenant & un niveau connu.

Lemme 1.2.2 Soit e un état de fonctionnement appartenant au niveau j.
Notons 0, = p/\* et 6* =T/ ..

(i) Si j <k alors:

n—j

Ae S (n—g)X's peZju et PeS T g
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(ii) Si j < k alors:
n—j
(n—J) + 50

)‘eZ(n-j))\*a Meﬁjﬁ et Pe 2

DEMONSTRATION. Soit e € E*NE;. Alorscard{i : e =0} =n—j et card{i :
e® = 1} = j. D’aprés les définitions des taux de dégradation et réparation nous
obtenons: A; <X <A; et ju < pe < JE.

Supposons j < k. Alors du LEMME 1.2.1 et de la relation (1.10) on tire

Ay
n—k

K; < (n—j) = (n— )",

Il suit :
e (n—7)A* n—j
= < - — = - —,
Ae + e (n-9)+]ﬁ (n_])+.70*

donc 'assertion (i) est prouvée.

De

De la méme fagon on obtient (ii). o
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Chapitre 2

Calcul séquentiel de fiabilité

Calculer la fiabilité du systéme en énumérant toutes les séquences de pannes pos-
sibles (les ”"scénarios catastrophe”) est une méthode naturelle trés utilisée dans les si-
tuations pratiques. Mais il est clair que, pour les grands systémes, d’une part le nombre
de trajectoires est trés grand, d’autre part, I’évaluation des lois de chaque trajectoire
alourdit fortement les calculs. Le but de ce chapitre est de proposer une méthode per-
mettant de réduire sensiblement la lourdeur de ces calculs. Pour une trajectoire fixée,
la loi du temps de parcours de la trajectoire est une somme de variables exponentielles
de parametres assez proches (de I'ordre de grandeur du taux de réparation) sauf pour
1état qui ne concerne que des taux de dégradation. En remplagant la loi de la somme
des variables exponentielles de parametres distincts (mais voisins) par une somme de
variables exponentielles de méme parameétre (loi d’ERLANG) nous évitons la partie
"calcul de convolutions”. Il est tentant de prendre comme parameétre, le parametre
moyen mais nous montrons que la moyenne arithmétique n’est pas la plus pertinente.
Les principaux résultats, ainsi que leur application en fiabilité sont NOUVeaux.

Avant d’en venir & ces approximations, rappelons la formulation matricielle de la

méthode des trajectoires.

2.1 Ecriture matricielle

Nous voulons ici représenter matriciellement la distribution de T'. Pour cela, quelques
notations sont nécessaires. Ainsi, notons:
Jp={jeJ :e€E}, Jo,={j€J :¢€E}, J=J,UJ,.
Supposons card J' = I. Ensuite: C' désigne une matrice colonne d’ordre [ avec les

coefficients suivants:
i = O 37; ] € J+
7 1 sijeJ,
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Nous avons remarqué que les coefficients des puissances de @ représentent les
sommes des probabilités des trajectoires de longueur égale 4 I’exposant de Q. C’est
cette propriété que nous exploiterons pour donner une formule matricielle pour la
fonction de répartition Fr. '

Ainsi, définissons la matrice fonctionnelle H = (hj;)(jnes xJ, OU:

B = ij’Fej sij € Jt
7 0 sij € J,
Rappelons que F; est la fonction de fépartition du temps de séjour dans I’état e;.

Considérons les puissances de convolution de H :

™= (W7 K = 3 hijo % Ry % - % By, Y > 1
(j17j2)""jm—1)€‘]l(m—l)
Ici le symbole x désigne la convolution des distributions. Soient F' et G deux distri-

butions, on a:

2.1) FeGlt) = [ " Pt - w)dG(u)

Alors, en utilisant la relation (1.7), la définition du vecteur C et la linéarité du produit
de convolution, on déduit une formule matricielle pour Fr.
Théoréme 2.1.1 La fonction de répartition du durée de vie T du systéme S peut

s’écrire de la fagon suivante :

00 o0
Fp = Z ZhgT)zp(O),ZH*m.C’

m=1jeJ, m=1

donc la fiabilité de S est donnée par

(2.2) Rr=1-p0.% H*™.C.

m=1

Cette relation traduit matriciellement le calcul de fiabilité par la méthode des trajec-

toires.

2.2 Approximation par des distributions d’Erlang

La relation (1.7) décrit la fonction de répartition de la durée de vie T' du systéme
a partir des fonctions de répartition des variables aléatoires T, vy € fg. D’autre part,
la relation (1.6) montre que la fonction Fr. est une convolution de lois exponentielles.
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Ainsi la fiabilité peut étre calculée a partir d’une somme de convolutions d’exponen-
tielles. Mais pratiquement les calculs sont trés longs. Deux causes expliquent cette
difficulté. D’une part le nombre des séquences est trés grand, d’autre part la convo-
lution d’un grand nombre d’exponentielles prend beaucoup de temps machine. Pour
le premier probléme il faut limiter les longueurs des séquences et pour le second
nous proposons une approximation plus efficace que celles habituellement utilisées.
Nous proposons une majoration raisonnable des distributions Fr, par des distribu-
tions d’ERLANG ce qui permet un calcul pessimiste de la durée de vie du systeme.
En fait notre étude a un caractére plus général et répond au probleme du choix des
meilleures bornes de type ERLANG pour des sommes de variables aléatoires expo-
nentielles indépendantes. La comparaison est faite par rapport aux ordres usuels: en

moyenne, stochastique, taux de défaillance et rapport de vraisemblance.

2.2.1 Notations; résultats envisagés

Nous nous plaons dans un cadre plus général que la théorie de la fiabilité car les
résultats obtenus sont intéressants en eux-mémes. Considérons des variables aléatoires
exponentielles indépendantes (X;)i=1,..n €t (¥i)i=1,.,n avec les parametres a; et b;.
Les distributions de X; et Y; sont données par:

P(X; >t) =e™®! P(Y; > t) = e %,

Notre but est de comparer les deux sommes de n variables X; d’une part et ¥; d’autre
part. Cette comparaison n’est pas seulement faite sur les fonctions de répartition
mais aussi pour les ordres stochastiques les plus usuels. Méme si I'on quitte ainsi
les applications directes en fiabilité, les résultats obtenus sont suffisamment plaisants

pour é&tre écrits en termes plus généraux. Notons:

Sn(al,...,an) = ZX, et Tn(bl,...,bn) = Z}/’

i=1 i=1
Soit b, = ... = b, = b. Il est connu que si I'on choisit b = #+=*92 alors on a (voir
SHAKED, SHANTHIKUMAR) :
(2.3) Sp(a, ... an) >0 Tu(by. .. b),

ot >() désigne les ordres usuels:
Vordre en moyenne, >™" , Uordre stochastique , >** , Uordre d’aprés le tauz de
défaillance >h" et 'ordre d’aprés le rapport de vraisemblance, >' (voir définitions

ci-apres). Nous nous proposons de trouver le meilleur parametre b > 0 dans la relation
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(2.3). 11 se trouve qu’en améliorant des résultats anciens (voir Barlow, Proschan ou
Boland) nous arrivons & associer aux ordres classiques, des moyennes classiques des
nombres a,as,...,0, :

Sn(al,...,an) Zmn Tn(b,,b) = bZ —1—7"——1—

H+...+;7
Sn(@1,-..,0n) 2% Tp(b,....0) & b> par...an;
Splay,...,an) 2 Tp(b,....0) & b> #/a1...an;

Sn(al, “e ,an) er Tn(b, .. ,b) VI > a1t..+an

n

En fait, nous prouvons que l'inégalité Sy(a,...,an) > (>%) Tu(by,...,bn)
est vérifiée sous des conditions plus faibles que la majoration au sens de
BOLAND et al. (1994). Mais la situation est différente pour ’ordre plus fort > .

2.2.2 Comparaisons stochastiques

Rappelons d’abord la signification des ordres usuels dont on vient de parler. Dans
les applications pratiques que nous envisageons, nous utiliserons 1’ordre stochastique
dans le calcul de la fiabilité par la méthode des trajectoires.

Définition Soient XY deuz variables aléatoires positives, absolument continues, avec
respectivement pour les fonctions de distribution Fx, Fy et pour les densités fx,fy.

Alors on définit les ordres partiels suivants, lorsque les expressions ont un sens:

X>mYy & EX)=[CFx(t)dt> [P Fy(t)dt =EY);

X>%Y & Fx(t)>Fy(t),Vt>0;

X>hry o hx(t)z%—é%g%:hy(t),\ft>0;

x>y o %4(% est une fonction non décroissante.

Ici F désigne la fonction de survie F = 1 — F. Ces ordres sont utilisés habituellement
pour comparer des durées de vie. Rappelons les implications classiques:

>lr = >hr = >3t = >mn

On peut trouver les détails concernant ces différentes notions et leur utilisation dans
les travaux de Ross (1983), SHAKED et SHANTHIKUMAR (1994) ou SZEKLI (1995).

Pour la variable aléatoire S,(ai,...,a,) = >~ ; X; , notons:
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Fla,,..a0)(t) — la fonction de répartition,

Fatnam) () — la densité ,

h(a,,..an)(t) — le tauz de défaillance.
Nous employons des notations similaires pour T, (by,...,bn) = T, Yi.

Supposons que I'inégalité (2.3) est vérifiée par un ordre (fixé). Nous désirons ca-
ractériser le parametre b. Il est intéressant d’analyser la situation au voisinage de

Porigine.

Lemme 2.2.1 Les assertions suivantes sont vérifiées:

(2.4) Flay,..am)(®) = -—;}—“t Fo(t"), t—0,t>0;
f’a a t n—1 - 1
(2.5) fE Lo ";Et; =—" ’;1 %4 o(1), t—=0,t>0.
Q1 4..4,0n

DEMONSTRATION. En utilisant I’expression classique de Flg,, . q,) (cf. GNEDENKO
et al. (1969), pp. 289), nous savons qu'il existe une fonction analytique 6 € C* (R4),
telle que

(al,-..,a’n) (t) (i ; 'l) ( !t ( 1)!t O(t)t ) t 0

De cette relation, un calcul élémentaire donne les résultats désirés. o

Dans la suite nous avons besoin du résultat suivant concernant la conservation de

I'ordre >P .

Lemme 2.2.2 Soient les entiers positifs k < n et les réels positifs ai, ... ,an,b1, - - - ,bn.
Si hay,.ax) < Rby,pe) €80 S b Vi>k, alors ha,,..an) < Pier,....bn)-

DEMONSTRATION. Puisque la convolution des distributions exponentielles a un taux
de défaillance croissant (cf. Théoréme 4.2 de BARLOW et PROSCHAN, 1975), I’assertion
est donné par le Lemme 3.9 de SHANTHIKUMAR et YAO (1991), p. 649. o

Utilisant le méme type de concept que la majoration de SCHUR (notée par >™),

définissons un nouveau préordre sur IR’. Soient ap;; < ... < afn) les composantes

ordonnées du vecteur a = (ai,...,a,) € R} (avec des notations similaires pour
n

b e RY).

Rappelons que a >™ b signifie 7, ap = 275 by et, pour 1 < k<n, o, ap <
5 by (cf. MARSHALL et OLKIN (1979)).
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Définition Nous disons que le vecteur a est p — plus grand par comparaison
avec le vecteur b, et nous écrivons a >P b, si l'assertion suivante est vérifide:

k k
az”b =4 Ha[i]'SHb[i],k=1,...,n.
=1

=1
Remarque Signalons que, contrairement & la majoration de SCHUR, 1’égalité n’est
pas supposée pour k = n. Nous pouvons vérifier a >™ b = a >? b, donc la relation
>P est plus faible que >™ . De plus, en écrivant loga pour le vecteur des logarithmes

des composantes de a, nous avons
loga >™ logb = a >?b.
Le lemme suivant donne une equivalence dans le cas particulier n = 2.

Lemme 2.2.3 Pour tous ay,as,b1,b2 > 0, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Sa(a1,a2) > S(by,bo);
(14)  Sa(a1,a2) > Sz(b1,b2);
(112) (a1,a2) >P (b1,b2).

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer les termes or-
donnés ap) = a;, by = b;, i = 1,2.

L’implication (¢) = (it) est classique.

(it) = (441). D’apres le LEMME 2.2.1 nous obtenons

- _— biby — aqa
Fa1,2)(t) = Foy,2)(t) = £2—12t2 + o(t?), pour t — 0.

Il suit b1b; — ajas > 0. On observe que, si on suppose a; > b;, alors:

_F(al ,02) (t)

— = 0.
=00 Fp, o) (1)

On a donc a; < b; et ajas < biby. Par conséquent ’assertion (i44) est vérifide.
(441) = (¢). Pour la preuve nous devons envisager deux cas.

a) ler cas : b]_ > \/a1039.
Si a; = ay alors a; < b;, i = 1,2 et nous employons le LEMME 2.2.2 pour obtenir

Pay,a2) < P(by,ba)-

elag—a1)t__1

; — — t
Si a1 < ag, alors e a)(t) = G102 mmanizg, €t h(yaras,yamam () = 010217 Jaras
Pour finir, en référant toujours au LEMME 2.2.2, nous devons prouver que, pour tout

t> 0,
Par,a2)(t) < h(araz,varas) (t)-
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Cette inégalité se résume en @(t) >0,V t > 0, ol ¢ est défini par:

o(t) =1+ __\/L—;__ [e(az—al)t _ 1] _ e_(‘ﬂ)t;l.
Va1 + /a2 R

D’apres le développement en série entiére, on peut déduire que la fonction définie par:

B S N N
var + ez (o (k+1)!

est positive pour tout ¢ > 0.

b) 9fMe oo . b, < /a1as.
Sous I’hypothése ci-dessus, nous obtenons a; < b < (/@162 < 42 < min{as,b,}.
Alors, clairement A, 2oz < hsy,bs), €t I'inégalité suivante s’aveére étre une condition

¢(t)

suffisante pour 1’assertion (%) :

(2.6) h(al,az)(t) < h(bl,gﬁu)(t), Vi>0
Notons r = i—f, q= 3@ Alors 7 > ¢ > 1 et nous pouvons réécrire la relation
(2.6) comme:

evaa(r—1t _ 1 < e\/axaz(q—é)t -1
reveraz(r—1)t _ 1 — qes/alaz(q—i)t _1

T q

, V>0

Maintenant il suffit de montrer que la fonction ®,(z) := %1& est croissante
de z sur (1,00), pour chaque nombre positif u, fixé. Si nous notons y = u(z —1 /z),
alors nous avons y > 0 et ®,(z) =z + W;}I——l) Apres dérivation, nous obtenons:

P(r)=1-(1+ 1/:0%%#. Mais e —1+y > 0and 1+ 2 < 2 donne

P (z) >1— Qey((ee;"_;;j y) — 52’2;2_-’/16;';1, V4 >0,V z > 1. On conclut grace & 'inégalité

€% —2ye? —1> 0,V y >0 (voir BOLAND et al. (1994), pp. 159). o

2.2.3 Encadrement par des lois d’Erlang

Nous sommes maintenant en mesure de présenter les principaux résultats de ce
chapitre. Le premier théoréme est une extension naturelle du LEMME 2.2.3.

Théoreme 2.2.1 Soient a = (ay,--.,an) €¢ b = (b1,...,bn) avec des composantes
positives. Nous avons les implications suivantes :
1) si a>Pb, alors Sp(a,..-8n) 2 Tu(bs,. .. bn).
2) si a>P b, alors Sp(a,.--,an) >t T,(by,- - - ,bn)-
De plus, de faon réciproque, si Sn(as, . .-,an) 2 Tn(b1,---,bn), ou si Sn(as,. .. an) >hT

Tn(by, ... ,bs), alors ap) <byy et a102...an < biby ... bn.



CHAPITRE 2. CALCUL SEQUENTIEL DE FIABILITE 22

DEMONSTRATION. Nous pouvons supposer aj = a; et by =0b;,1=1,.
Preuve de lassertion 1). Supposons a >P b (i.e, [[5,a; <[5, b;, k = 1 ).
Il suffit de montrer Sy(ay,...,a,) >" T, (b,... ,bn). La démonstration est falte par
récurrence. Ainsi, I’assertion est claire pour n = 1. Pour n = 2, l'inégalité suit
d’apres le LEMME 2.2.3. Supposons maintenant que la propriété est vraie pour n—1,
avec n > 3. En vue de la prouver pour n, nous analysons deux situations.

a) 1T cas : b, < a,.
Comme a; < b, , il existe un indice k € {1,...,n — 1} tel que a; < b; < az,;. Ce
qui donne aussi ax < EL:T’”fi Nous en déduisons

axa
(ak,ar+1) =P (by, kbk+1)
1
et aussi
(07700
(a,]_, v ,ak_l,—bl"'—l—,ak+2, . ,an) Zp (bg, e ,bk,bk+1, e ,bn).

D’apreés les lemmes 2.2.2 et 2.2.3 et ’hypothése de récurrence, nous obtenons:

ha<h k41 < hp,

apa
(alr":ak—hbl’ by 1ak+21"'7an) -

d’ou
Sn(a1,...,an) =" (et aussi >) T, (by,...,by).
b) gtme ;o . by > a,.
Dans cette situation a; < b;, ¢ = 1,...,n, et nous pouvons utiliser directement le
LEMME 2.2.2.
Preuve de l’assertion 2). Supposons l'inégalité Sp(ai,...,an) >*t T, (by,...,bn).
Alors, d’aprés le LEMME 2.2.1, on a:

i1 b — Tl ai _ lim Floy,..50)(t) = Fla,,...an) (2) >0
n! t—0; t>0 tn -
Il suit [T, a; < [T, b;. En supposant que les deux vecteurs a et b ont toutes leurs

composantes distinctes, nous avons:

Fa() _ _(ou-anye i1 Gia = + Thog e BT iy S0
Fu(t) [T 52 b1+2 _g e (b bl)tn;ékb—_‘z;

(voir, par exemple, GNEDENKO et al. (1969), p. 288).

Pulsque F—‘u >1,Vt>0, et a;—a; >0,b;—b; >0,Yi=2,...n, nous avons, pour

,t>0

a; > by, l1mt_,oo F‘Et) = 0, ce qui est contradictoire. Ainsi, nous trouvons a; < b;.



CHAPITRE 2. CALCUL SEQUENTIEL DE FIABILITE 23

Si certaines composantes de a (ou b) sont égales, nous obtenons la méme conclu-
sion en passant & la limite.

Corollaire 2.2.1 T,(b,...,b) > (>F7, >I") Sp(ar,...,an) & b<ap

Maintenant nous pouvons donner, pour chaque ordre usuel, ’ensemble des valeurs

“de b, pour lesquelles I’inégalité (2.3) est vraie. Nous complétons ainsi certains résultats

existant dans la littérature (voir en particulier BOLAND ET AL.. Nous montrons qu’il

existe des liens forts entre les différents ordres stochastiques et les différentes notions
de moyenne.

Théoréme 2.2.2 Soit le vecteur a = (ay,...,an) ayant des composantes positives et
le réel positif b. Alors:

(7) Sn(ay, .- ,an) =™ Tn(b,...,b)  siet seulement st b 2> /"7

(22) Sp(ay, - --,an) 2% Ty(b,...,b) si et seulement st b > {/ai...an;
(111)  Sp(ai,...,an) 2" Ta(b,...,b)  siet seulement si b > {/a1...Gn;

(iv)  Sp(ai,...,an) 7 Tu(b,...,b)  si et seulement si b > St=ton,

DEMONSTRATION. Bien sir la premiére équivalence est immédiate puisque le pa-
ramétre de exponentielle est 'inverse de sa moyenne. D’aprés le THEOREME 2.2.1
nous obtenons les relations (ii) et (iii). La relation (iv) est montrée par l’absurde.
Supposons 0 < b < @t=tea  Alors la relation (2.5) donne:

f(,al’-—-:an) (t) _ f(/bl,...,bn) (t)
f(a‘l 1"‘:0'11) (t) f(bl,...,bn)(t)

=b——ii-1—gi+o(1), t—0,t>0.

!
Par conséquent <f7‘(%1—i:-%) est une fonction négative au voisinage de I’origine. Donc
1aeees n
la relation Sp(ay,...,an) =" Tn(b,...,b) n’est pas vraie. Alors:

a+...+ay
n .

Sn(a1, .. ,an) 27 Tp(b,...;0) = b>
L’implication réciproque peut étre déduite de I'article de BOLAND et al. (1994). o
Le théoréme ci-dessus résume la liaison entre les ordres stochastiques pour les

sommes de variables et les moyennes classiques de leurs parametres. Pour illustrer cette
situation, donnons une application directe du théoréme. Notons E(ny) la distribution
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de Ty(b,...,b) qui est de type ERLANG-n de paramétre b. Sa densité est donnée,

pour t > 0 par: .
A

finin)(2) = oD

D’apres le théoréme nous obtenons:

st st
E(n;a.[l]) S Fa S E(n; W)

Cet encadrement indique en fait les meilleures bornes de type ERLANG-n pour la
distribution F, de ¥_i-; X; . Par conséquent nous pouvons dire que ’approximation
de F, par une distribution de type E(,; n’est raisonnable que si b € [ap), VTl ai]-

EXEMPLE Soit a = (2,6,18). Alors ay =2, ¥/[[a; =6 et 2% = 2.

1 T

0.9F

E
(3;26/3) F 26,18

0.8

0.7

0.6

0.5

04

0.3

0.2 .

0.1 ]

0 0.5 1 1.5 2 25 3

0

Figure 2.1 Le meilleur encadrement de la convolution des trois variables exponentielles
de paramétres respectifs (2,6,18) par des distributions ERLANG et la COMPAraison avec
la loi d’'ERLANG obtenue avec la moyenne arithmetique des paramétres.
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h (26/3,26/3,26/3)

h (6,6,6)

h 26,18

h (222

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 2.2 La méme comparaison en termes de tauz de défaillance.

Remarque En relation avec la preuve du THEOREME 2.2.1, nous observons que
’allure du comportement est donnée par la borne supérieure et 1’allure du comporte-
ment au voisinage de I'origine est celle de la borne inférieure. On peut voir clairement
ce phénomeéne dans la Figure 2.2. Au voisinage de I'origine la meilleure approximation
est hgge. Au contraire, la meilleure approximation au voisinage de I'infini est hg2s.

2.2.4 Comparaison avec ’approximation de Barlow - Mar-
shall

Un probléme plus général est I’approximation de la somme des variables aléatoires
exponentielles par une distribution quelconque facile & calculer. Il est possible d’em-
ployer une approche plus globale. En effet, la somme des variables aléatoires exponen-
tielles a un taux de défaillance croissant (IFR). On peut alors utiliser les nombreux
résultats concernant ’analyse des distributions vieillissantes. Parmi ceux-ci nous pri-
vilégierons les approximations d¢ BARLOW-MARSHALL (1965) qui donnent un enca-
drement fin de ces distributions. Il est intéressant de comparer nos résultats a ces
résultats plus anciens. La figure suivante illustre cette comparaison. En trait continu,
on a I’encadrement de BARLOW- MARSHALL, avec la borne supérieure (UP) et la
borne inférieure (LB). Les parameétres ont été choisis pour faire apparaitre les qualités

respectives des deux approches. Dans les applications, les parameétres de défaillance
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sont tres petits et de méme ordre. Dans ce cas, ’approximation par distribution ERr-
LANG est nettement meilleure. Mais pour des valeurs plus grandes de ¢, c’est ’ap-
proximation IFR qui s’avere la plus fine.

Approximations de la convolution de 3 exponentielles de parametres 2, 3, 6

0.9

0.8

0.7

0.5

0.4

0.3

0.2

% 0.5 1 15
Figure 2.3 Comparaison avec les approzimations de Barlow - Marshall
Dans la figure ci-dessus, la fonction de survie exacte est tracée avec des points ”..”,
les trois fonctions de survie d’ERLANG sont en pointillés ”-.”, et I’encadrement de
BARLOW-MARSHALL est en trait continu (UB et LB).

2.3 Utilisation pratique

En pratique, ’approximation des convolutions des variables aléatoires avec des
distributions de type ERLANG peut servir au calcul séquentiel de la fiabilité, & partir
des relations (1.5) et (1.6). Cela demande une investigation des séquences de panne
v E fg. Nous avons déja vu que le temps de séjour T, passé sur la trajectoire 7,
est la convolution des temps de séjour dans les états consécutifs de la trajectoire
avant absorption. Donc il s’agit d’une convolution de lois exponentielles ayant comme
parametres les taux des états. Puisque les taux des états de fonctionnement, sauf I’état
initial, ne sont pas trés éloignés, il est raisonnable d’approcher une somme de temps
de séjours passés dans ces états par une somme de temps de séjours identiques (en
loi) de parameétre la moyenne géometrique des paramétres. Ainsi, par I’énumeration
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des séquences, on arrive (d’aprés (1.5)) & une évaluation pessimiste de la fiabilité
du systéme. Les simulations numériques qui suivent, montrent la validité de cette
approche.

Enfin, nous allons mentionner une autre idée d’approximation séquentielle de la
fiabilité, & partir d’une propriété de convexité des lois d’ERLANG de méme ordre.

Proposition 2.3.1 Soit a = (a1,a2,...,a¢) et P = (p1,p2,.-.,Pk) deux vecteurs
avec des composantes positives, telles que >% . p; = 1. Pour tout entier positif m,

on a l'inégalité :
(27) D1 E(m,al) + D2 E(m,a.z) + ...+ Dk E(m,a.k) SSt E(m,?i)
ot a= (pal+pa7 +... +pka11;n)#'

DEMONSTRATION. Soit ¢t > 0, fixé. Pour prouver que l'inégalité (2.7) est vérifiée

en t, il suffit de montrer que la fonction de répartition E(m a#)(t) considérée comme

fonction f de a de (0,00) — (0,00), est concave sur I'intervalle (0,00). Nous avons
m L 3 m —-m L .

fla) =5 e ™ et f'(a) = —fn!:alTe't“’". Alors, puisque f” < 0 sur (0,00),

la propriété de 1’énoncé est prouvée. o

En employant la propriété ci-dessus nous pouvons obtenir (& partir des relations
(1.6) et (1.7)) une majoration de la fonction de répartition Fr de la durée de vie
du systéme par la somme d’une série de fonctions de répartitions de type ERLANG-m,
m=12,....

Le procédé consiste & regrouper les séquences de méme longueur.

Ainsi, notons w, = E'yéf%; lyy=m Py la probabilité des séquences de panne de
longueur m, m = 1,2,.... Pour chaque v € I'}, soit g, la moyenne géometrique
des taux des temps de séjour dans les états de <. Alors nous avons la majoration

suivante : .
Fr< Y prEum),e) £ 2 ™mEim,am))-
’761:% m=1
ou , N
p’Y m i
a(m) = ( Z gy (g'y) )
Yil(y)=m "™

On observe facilement qu’on peut déterminer les parametres des lois ’ERLANG de
la somme ci-dessus par un calcul matriciel. La Figure 2.6 ci-aprés permet d’illustrer

efficacité de I’approximation en termes de fiabilité .
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Exemples numériques
Supposons un systéme réparable avec 15 composants, dont les dégradations ont des
taux proches de A = 0.01. Soit v = (eq,e1,- - -,€s5,66), € I'} une trajectoire de panne
telle que e; € E*,i=0,...,5, et eg € E;. Supposons que la succession des états de
y suit la succession suivante d’événements:

eo — e, : dégradation du composant ¢V (taux de réparation u; = 10);

e1 — ey : dégradation du composant c? (taux de réparation uy = 2);

ez — e3 : réparation du composant c*) (taux de réparation u; = 10);

es — e4 : dégradation du composant c® (taux de réparation uz = 1);

es — es : dégradation du composant c® (taux de réparation ps = 1.7);

es — eg : dégradation du composant ¢ ;

Notons 7; le temps de séjour passé dans I'état e; et Ty = 5, T; le temps passé
sur la trajectoire 7. Soit U et V des variables aléatoires (indépendantes de Tp ) de
type ERLANG-5, de parametres égaux respectivement a la moyenne géométrique et a
la moyenne arithmétique des paramétres des v. a. T3, ...,Ts.

Notons T,§9) =To+ U et T,$“) = To + V. D’aprés le THEOREME 2.2.2 nous
avons T, >* T,$9) >st T,s“) Soient FW,F,gg) et respectivement F,S“) les fonctions de

répartition associées, pour lesquelles ’inégalité ci-dessus devient :
(2.8) F, < Fl9 < F®

En fait, 'approximation de F, par F,sg) est raisonnable, méme dans cet exemple ou
les taux ont été choisis pour faire apparaitre ’écart. On remarquera la disparité des
taux de défaillances qui pénalise la méthode. Plus précisement, nous avons une erreur
relative plus petite que 0.165. Dans la réalité, nous avons plutdt des taux A proches
de 1074

L’inégalité (2.8) est illustrée par les figures suivantes ou les différents taux de
défaillance des composants ont été simulés entre 0.008 et 0.012. La premiére donne en
traits continus la ”vraie” distribution. L’approximation avec la moyenne artihmétique
est en pointillés et celle avec la moyenne géométrique est en tirets. La deuxiéme figure
donne I’écart en valeur absolue de chacune des approximations avec la distribution
exacte.
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Les deux approximations : moyenne geometrique (~.) et arithmetique (..)

0.8 T T T T T T T T

0.7
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031
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0.1

0 e 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8
temps : t

Figure 2.4 Les graphes des fonctions F, F,gg), F,g“).

Les ecarts avec les approximations geometrique (-.) et arithmetique (..)

10

0.08 T T T T T T T T
0.07}
0.06
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0.03f @ !/ N,
0.02f : ! ~

0.01} : ~.a

-~
~.

-

temps : t

Figure 2.5 Les graphes des fonctions F9) — F, et F{*) — F,.

29
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Dans le cas d’un systme de plusieurs composants, la méthode séquentielle consiste &
énumeérer toutes les trajectoires de panne et calculer pour chacune d’elle, la probabilité
d’étre parcourue en un temps t fixé. Regardons sur un exemple concret ce que donne
la méthode d’approximation par les lois d’ERLANG.

La figure suivante représente la fiabilité d’un systéme k/n de 6 composants non
identiques, en panne pour k£ = 3. Les taux de dégradations sont compris entre 0.05 et
0.09 et les taux de réparations entre 1 et 1.15. Dans les exemples réels, les écarts entre
les taux de dégradation et de réparation sont, en général plus grands, ce qui améliore
la qualité de notre approximation. Le calcul a été réalisé en séparant pour chaque
séquence, le temps de séjour dans 1’état initial, car il est assez nettement différent des
temps de séjour dans tous les autres états. De plus les séquences n’ont pas pu étre
toutes énumérées mais on a privilégié les séquences a faible nombre de réparations
(moins de quatre réparations par trajectoire). La comparaison n’est utile que pour
des valeurs du temps comparables avec le temps moyen de vie du systéme.

La principale difficulté du programme matlab est d’ordre combinatoire lors de
I’énumération des séquences mais le temps gagné par la suppression des calculs de
convolution des distributions rend ce programme opérationnel.

CALCUL SEQUENTIEL DE LA FIABILITE (LA MEILLEURE MINORATION "ERLANG")
1.005 T T T T T T T T T

0.995

0.99

0.985

0.98

* 6 composants

* défaillance pour 3 composants en panne

0.975} e
* taux de dégrad. entre 0.055 et 0.09
* taux de répar. entre 1 et 1.15
097} L de rop i
la valeur exacte de la fiabilité
0.965 .—-.—. minoration séquentielle par des lois Erlang e
N
0-96 1 1 1 1 1 1 1 1 L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

temps : t

Figure 2.6 Approrimation séquentielle de la fiabilité.



CHAPITRE 3. CALCUL DE FIABILITE A PARTIR DES STRATES 31

Chapitre 3

Calcul de fiabilité a partir des
strates

Que ce soit pour la durée moyenne de bon fonctionnement ou pour la probabilité de
défaillance, les formules exactes pour les indicateurs classiques de fiabilité du systeme
que nous étudions sont souvent d’un intérét pratique limité. On ne peut pas les utili-
ser pour les grands systémes parce que le volume des calculs dépasse les possibilités
habituelles des logiciels. C’est pourquoi nous souhaitons déterminer des approxima-
tions & partir de systémes plus simples. C. COC0OzzA-THIVENT et M. ROUSSIGNOL
(1995) fournisent des encadrements & partir des méthodes de couplage. On retrouve
ces préocupations dans le travail de C. COCOzZA-THIVENT et V. KALASHNIKOV
qui contient une approximation du taux de défaillance & partir du taux de VESELY.
Dans ce chapitre nous partons d’une approche séquentielle pour obtenir un encadre-
ment simple du temps moyen de bon fonctionnement. Dans le cas des composants
identiques on retrouve I’approximation classique du temps moyen. Cela permet d’uti-
liser ’approximation exponentielle pessimiste du ”type SOLOVIEV” (voir SOLOVIEV
(1990), BoN, BRETAGNOLLE, PAMPHILE, RAOULT (1990-93), Bon (1995), PAM-
PHILE (1994)). Dans une deuxiéme partie nous comparons la fiabilité du systeme a
celle d’un systéme de type k—sur —n (noté k/n)avec des composants identiques. Le
but est de fournir un systéme k/n bien adapté & une évaluation pessimiste. Ceci nous

permet de calculer de fagon pessimiste la fiabilité sans avoir recours & ’approximation

exponentielle.



CHAPITRE 3. CALCUL DE FIABILITE A PARTIR DES STRATES 32

3.1 Encadrement du temps moyen de vie

Dans cette premiére partie nous nous proposons d’encadrer l’espérance de vie
du systéme réparable S, ce que 'on appelle usuellement le MTTF. Reprenons les
notations précédentes (voir le paragraphe 1.2) et considérons de plus:

1
Ae + Le
le temps moyen de séjour dans ’état e € E™. Nous allons utiliser la stratification du

M, =E(T,) =

systéme et comparer M, au temps moyen de séjour dans la strate.
Si e appartient au niveau j, nous avons pour M, ’encadrement évident suivant :

M_j < Me < M—ja VeEEja ]S_]_C_,

ot M;=—L_— et M, = i=12,...n

1 1
(n=3)A*+j5 (n—7)A+jp’

On note My = M., = E(T,,) = ff’_l__oT le temps moyen de séjour dans l’état
parfait.

L’ensemble des trajectoires partant de e € Et et arrivant & un état de E; est
noté I'>. Nous utiliserons aussi les différentes notions suivantes:

M, = E(T,) = E(C7y T, ) = pIYiars M., le temps moyen de séjour sur la
trajectoire v = (€j5,€j,)- - -:€jm) € '

Me le temps moyen de vie, d partir de I’état e € E*; naturellement, on convient

M¢=0,YVe€ E,
M = mineeg; M®, j =0,1,2,...,n;

M’ = maxeeg, M®, j =0,1,2,...,n;
MO = M® e temps moyen de vie du systéme.

En vue d’obtenir ’encadrement du MTTF, nous allons établir des relations de
récurrence, d’un coté pour My et M) et de 'autre pour M, et .

Le lemme suivant donne 1’expression explicite du temps moyen de vie d partir de
e € E* en utilisant sa décomposition sur les trajectoires (voir (1.2) et (1.3)).
Lemme 3.1.1 Pour chaque e € E* on a
(3.1) M=) p,M,.

~yere

DEMONSTRATION. Soit T le durée de vie du systéme & partir de l’état e € E+.
On a

{T° <2} = Uyere{T® < ; yre =7} et XF: P{yre =7} = ZF py=1
yere Y€Te
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donc la fonction de répartition de 7 est donnée par

Fre(z) =P{T* <z} = ) P{yr- =17} {IP{T" <z |yre=7}= ) pP{T, <z},
el y€Te
pour chaque = > 0. Par conséquent on obtient la relation (3.1). 5
Puisque les pas permettent le changement d’un état avec un état voisin, on peut
exprimer le temps moyen de vie & partir d’un niveau j par rapport aux temps moyens
de vie & partir des niveaux j —1 et j+ 1. Plus précisément, nous avons le lemme

suivant :
Lemme 3.1.2 Pour j € {1,2,...,k} ete € E;NE™* on a la relation

(3.2) M® =M, + Z pee'MeI+ Z pee’Me’-
e'EEj_l e'EEj.H
De plus,
(3.3) M° = My+ 3 pee ME.
e'€E;

DEMONSTRATION. Soit j € {1,2,...,k} et e € E; N E*(# @). D’aprés (3.1) et en
tenant compte de la convention M ¢ =0, Ve' € E~, on déduit successivement :

= Z p"/M’Y = Z {pee'[ Z p’r(Me + M’Y)]} + Z Peer M

yere e'€E+; (e,e')—pas v€ry, e'€E;; (e,e')—pas
= M.{ Z [Deer ( Z p’r)]"' Z Pee' }+ Z [Pee ( Z pyM.
e'€Et; (e,e')—(pas) Y€l e'€Eg; (e,e')—pas e€E*; (e,e’)—pas €Ty,
= Me( }: pee’)+ Z pe,e’Me’ =M.+ Z pee'Me, + Z pee’Mela
e¢'€E; (e,e’)—pas e€E; (e,e')—pas eeE;_; e€FEj

donc la relation (3.2) est prouvée. Pour démontrer (3.3) on emploie le méme raisonnement.

Corollaire 3.1.1

(34) Vje{l2,....k} e €E CE" : M_J’zM_j+qngf—1+pe MY
(35) Vje{l2,...k} 3geENEY : MW <Mj+¢,M  +p, M.

DEMONSTRATION. Soit j € {1,2,...,n}, fixé.

Si j < k alors il existe un état e; € E; N E* = E; tel que M=

Si j <k alors il existe un état € € E; N E* # @ tel que M = M5,

Ensuite, en utilisant la relation (3.2) et les propriétés qui découlent directement des
définitions de M), M O, M, et M('), on déduit (3.4) et (3.5). o
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La monotonie des fonctions M©) et VAL permettra de remplacer d’une manieére
convenable les nombres pe , g, P;; €t gs; dans les relations (3.4) et (3.5).

Lemme 3.1.3 Les fonctions ‘
MO :{01,...k+1} > [0,00) et M7:{0,1,....5+1} — [0,00)

sont décroissantes.

DEMONSTRATION. Démontrons la monotonie de M) par récurrence.
A partir de (3.3), on obtient

MY =M"=Mo+ 3 pegeM® > Mo+ M" > peger = Mo+ M' > M,
e'eE, e'eE;

donc
(3.6) M > M.

Supposons maintenant

(3.7) M7t> M, ou je{12,...,k}.

La relation (3.4) implique M’ > Qe M+ pgj_M_j“, d’ou, en utilisant (3.7),
0 > g, (M) — M'™Y) > p (MIH — MY).

Il résulte
(3.8) M > ML,

En employant (3.5), on peut prouver la monotonie de M—('), aussi par récurrence, 3
partir de l'inégalité: M*° > 0 = M. g

On peut maintenant écrire les encadrements de temps moyen de bon fonctionne-
ment & partir des niveaux et non plus a partir des états. Pour cela nous reprenons les

notations: A\, = 2E, \* = ;I}f—k,gzminim,ﬁ=maaqm et u=p /X0 =T/ A

n—k’

Corollaire 3.1.2

(3.10) Vje{1,2,...,k} : M < M; +71J-I/[_j'1 +Qjﬁj+1_
ou -

S L o

BT h—je. WT T

n—j
v’=_—f——7
Ton—j+ 50
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DEMONSTRATION. Supposons j < k. Puisque ¢; € Ej, le LEMME 1.2.2 (i) donne
Uj 2 Pe;- Alors, d’aprés le COROLLAIRE 3.1.1 et le LEMME 3.1.3 on a

M7 > M;+ qngj—l +pngj+1 =M, + Mt + e, (MY — Mo

> M, + M7 45, (MIT — MITY) = M+ u MO+ T M

donc I'inégalité (3.9) est démontrée. De la méme maniere, en utilisant 'inégalité v; <
ps;, pour j <k, on obtient (3.10). o
Regardons ce que cela donne pour le temps moyen de bon fonctionnement si au

départ, le systéme est dans 1’état parfait.
Corollaire 3.1.3

(3.11) M =M > My+ M
(3.12) M =1 < Mo+

DEMONSTRATION. On emploie la relation (3.3), les définitions de M' et M, etla
Propriété > .cp Peer = 1. O

Maintenant nous sommes en mesure de donner le principal résultat de cette par-
tie. Il s’agit d’encadrer le MTTF (temps moyen de bon fonctionnement partant de
’état parfait) & partir des taux de défaillance et de réparation les plus pessimistes.
Seule est nécessaire la connaissance des niveaux k et k de séparation entre états de

fonctionnement et états de panne.

Théoréme 3.1.1 Pour le systéme markovien S, nous notons:

k — le dernier niveau ayant tous les états de fonctionnement;

k — le dernier niveau ayant au moins un état de fonctionnement;
= — 1 M, — —2L1 5= —1-

MO - ]E(Teo), Mj = =X +im’ M] — (=D +ip’ J = 172a <oyt 11

z§k) : [0,00) = [0,0), k€{1,2,....,n—1}, j€{01,...,k+1}

la famille de fonctions définies par

-1 k—j+1 s
z;.k)(x):(’_‘ 1) Y V220, sij=12,...,
I e (s+j—1)

ot k est un nombre entier positif, plus petit que .
Alors on a Uencadrement suivant du temps moyen de vie (MTTF) du systéme S :

k E _ _
> M (1+2420.) +226.)) < ET) < Y M, (1 +27(6%) + z§’521(9*))
=0 j:O

J
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DEMONSTRATION.
Prouvons 'inégalité

S, [1+420) + 49,60 )) < B,

D’apres (3.9) et (3.10) on a
(313) ﬁj(Mj - Mj+1) 2 Mj + uj(M_j_l - Mj)a .7 = 0111 s aE?

avec les notations uy =0, 7o =1, M~! = 0.
Les relations de (3.13) donnent par récurrence:

(3.14) M7 — MIH! >(1+ ’l_U_j)Mj + Z (1+ wi)wi+1w.,-+2 ... ijiy

0<i<j

ol w; == u;/T;, 0 < j < n. Puisque ME" =0, en sommant les inégalités de (3.14)

on obtient ’évaluation suivante:

(3.15) IE(T) = MO > i(l +wj) (1 + Z Wi 1Wigg-- -wi) Mj

J<i<k

On observe que le coefficient de M; dans la partie droite de I'inégalité (3.15) est

(3.16) Yy, =1l+z;+zn,

ou
k

(3.17) gj = zijj.{.l .. -Mia ] = 0)17 B ,Ea Z—lﬁ+1 = 0
=7

Mais 25 =0 et pour 1 < j < k on peut écrire

.4 k—j+1 -1
(3.18) z = Loimj Wiy - Wi (" - 1) zJ: (n N 1) gi-i+l.

J .
Wy .. Wi 1-1) = )

d’ou l’on tire ’'inégalité cherchée.

Naturellement, on emploie les méme outils pour majorer IE(T), & partir des relations
(3.10) et (3.12). o

Remarque Si le modele est hautement fiable, on sait qu’on peut utiliser une approxi-
mation pessimiste efficace en négligeant le temps cumulé passé hors de ’état initial.
On en déduit ’approximation classique (voir GNEDENKO, 1969) :

IE(Tq)

E(T) ~ -




CHAPITRE 3. CALCUL DE FIABILITE A PARTIR DES STRATES 37

ou ¢ est la probabilité de panne directe (panne avant retour & ’état parfait). Si nous
reprenons I’encadrement de IE(T) donné par le théoréme ci-dessus, nous obtenons:

E E(Ty) & _
(3.19) i 0) + Z(l +2z;+2;11)M; <E(T) < ( 0) Z (1+Z; +Zj41)M;,
j=1 =1
ou:
Ee = ! e = 1
*x = — n— -1 ) - n— —1 LVt
Tho (7)) 5o (7Y (0.

Il se trouve que ces mémes nombres € apparaitront dans le chapitre suivant pour I’en-
cadrement de la probabilité de panne directe ( voir THEOREME 4.4.1). La complexité
des bornes données au THEOREME 3.1.1 ci-dessus nous incite & chercher des bornes
plus faciles d’utilisation ( mais bien siir plus larges). Ainsi, le théoréme suivant donne
une évaluation pessimiste de l’espérance de vie du systéme qui raffine quelque peu

I’approximation de Gnedenko.

Théoréme 3.1.2 La durée moyenne de bon fonctionnement d’un systéme markovien

S est minorée a partir

(3.20) E(T) > M;,

%
>
EMI»

ou:

DEMONSTRATION.
Puisque w; > 1,Vj € {1,2,...,k}, on déduit que la suite (Ej)lsjﬁ est décroissante,
aussi comme la suite (M;)i<j<k. Alors, en employant I'inégalité de TCHEBISHEV on

trouve
k 2 k k
2yMiz|\1+p >z |2 M
ji=1 J -’-C— 7j=1 =
Puis, en tenant compte de la croissance de la suite w; = 1{{—‘}., j=12,...,k, on
obtient . . B
= = ' = (k+1—7)(0.)
Sz > S (k41w wy =3 )
3=1 j=1 3=1 ( j )

D’aprés le THEOREME 3.1.1 et les deux derniéres inégalités, on a la conclusion

désirée.
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Remarque Puisque y; > A, ¢ = 1,2,...,n, on peut encore tenir compte, dans la
relation (3.20), de 'approximation (raisonnable) suivante :

51

k
-Zle ~ Y
J:

1
~ —logk
DR B
Ainsi, dans le cas de composants identiques avec le taux de dégradation ), il est pos-
sible de mesurer la finesse de ce résultat en le comparant a "approximation classique:

1
E(T) ~ —
(T) neA
On constate que le terme 7 Efle M affinant I’approximation exponentielle a un poids
relatif de %ﬁﬁﬁ . C’est un terme d’ordre 1 si on considére un comportement gsymp-
totique dans lequel % tend vers 0. Mais si on prend en compte le nombre de compo-

sants, I’amélioration est significative pour les grands systémes.

3.2 Comparaison avec un k/n dans le cas des réparations
homogenes

Nous voulons dans cette partie utiliser la spécificité des modeéles stratifiés pour
évaluer la fiabilité du systéme réparable considéré & partir des caractéristiques de
ses composants (taux de défaillance et taux de réparation). Dans ce qui suit le
nombre de réparateurs est supposé suffisamment grand pour couvrir tous les besoins
de réparations.

Notre but est de réduire 1’étude de fiabilité du grand systéme & celle d’un systéme
beaucoup plus simple sans minimiser la probabilité de panne du systéme. On peut se
restreindre & un systeme dont tous les composants sont identiques. Pour cela il est
naturel de dramatiser les taux de défaillance en les augmentant. Ce nouveau systéme
est en panne si au moins £ des n éléments sont en panne. C’est ce qu’on appelle un
systéme de type k/n & composants identiques.

Commengons I’étude par la situation particuliére correspondant & une réparation
de méme type:

wi=ug t=12...n.

Nous verrons & la fin de la section que cette hypotése peut étre affaiblie. Les taux de
dégradation A; ne sont pas supposés égaux.

Pour un état de fonctionnement e € E*, notons T, - le temps de séjour dans e,
F.(t) =P{T. <t} =1 — exp(—(Ae + pe)t), t >0 - la fonction de répartition de Tj,
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T¢ - le durée de vie du systéme a partir de 1’état e,
F* - la fonction de répartition de T°.

Soit aussi

, 1= € '.=
G;: ﬂré%}-(F’] 0,1,...,k+ 1.

Observations

1) Pour tout j € {0,1,2,...,k+ 1}, G; est une fonction de répartition.

2) Puisque k + 1 est le premier niveau avec au moins un état de panne, on a
Gg+1 =11, ou II désigne la fonction de HEAVISIDE.

Lemme 3.2.1 Les fonctions de répartition des temps du séjour et durée de vie, a

partir d’un certain état, vérifient les relations suivantes:

(3.21) F® = Z Pegeley * Fe
ecE;

(3.22) Fe=( S peeFC+ Y pee;FeI) «xF,, VecE;, j=12,....k

eeE;_ e€eE;
-DEMONSTRATION. L’analyse des transitions du systéme conduit aux relations:

P{T® <t} =) pegeP{Te, +T¢ < t},t >0;
ecE,

P{T*<t}= 3  peeP{Te+T¢<t},t>0,ecE;;1<j<n-1

e'€E;j 1UE; 11
Alors, grace a I'indépendance des v.a. T, et T¢ pour les états voisins e et €', on ob-
tient (3.21) et (3.22), en tenant compte de la signification du produit de convolution. o

Corollaire 3.2.1
(3.23) Go L Fo*xGy (Fy:=Fe )

Pour tout j € {1,...,k} et t>0 il existe e € E; tel que:
(3.24) G;(t) = F*(t) < {(¢Gj-1 + PeGjs1) * Fe} ()

Rappelons les propriétés de monotonie de la convolution (voir FELLER)

Lemme 3.2.2 Si F, G, H sont les fonctions de répartition associées @ des v.a. po-
sitives, alors:

(3.25) F<G=>FxH<G+H

(3.26) FxG<F
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Lemme 3.2.3 La suite des fonctions de répartitions (Gj)i<j<k+1 est croissante:
Gj—l,S GJ’, i=12,...k+1

DEMONSTRATION. Prouvons la monotonie par récurrence.

On a Gy = F* < Gy x Fy < G4, d’apres (3.23) et (3.26).

Supposons Gj-; < Gj, pour j € {1,2,...,k} fixé.
D’aprés (3.24) et (3.26), pour chaque ¢ > 0, il existe e = e(j,t) € E; tel que
Gj(t) £ (¢eGj-1 + PeGj+1)(t). Alors:

de
Gin(t) = G5(t) 2 ~(G;(t) — G (#)) 2 0.
Mais ¢t > 0 est arbitraire, donc il résulte G; < Gj41. o

Pour donner une majoration des distributions par niveaux nous utilisons les nota-

tions suivantes:
Fy(t) =1 — exp{—[(n — 5)A* + jult}, t >0,

(n—X+ju 77 (n—5)X+jp’
pour tout j € {0,1,...,k}. D’aprés la définition (1.9) nous avons \* = g (A +

q; :

Ak+2]- -2 An))s Ou Ay < Ag £ ... < Ay est la suite croissante des taux de
‘dégradation.

Lemme 3.2.4 Supposons p; = p, i1 =1,...,n. On a la relation:

(3.27) G; < (qu’j_l +ijj+1) xF;, 7=12,... .k

DEMONSTRATION. Pour j € {1,2,...,k} et t > 0, il existe e € E; tel que (3.24)
est satisfaite. D’aprés le LEMME 1.2.2, A, < (n — j)A*. Alors F, < Fj. Puis,
De = ,\e’:fue < (n(:‘3312’¥j“ = p;, donc, d’apres (3.24), (3.25) et le LEMME 3.2.3, on a:

Gj.(t) L H{(@eGj-1 4 PeGjy1) * Fe} (t) = {(Gjo1 + 0e(Gjy1 — Gj—1)) x Fe} (8) <

< {(Gjor +2i(Gis1 — Gjm1)) * Fi} (8) = {(g;G51 + p;jGjt1) * Fj} (1),

ce qui donne la conclusion. ; Nous donnons maintenant notre premier résultat de

comparaison de fiabilité entre le systéme initial (avec composants non identiques) et
un systéme k/n avec composants identiques. Comme cette comparaison est centrée
sur la fiabilité nous utilisons la notation R (reliability) au lieu de F.
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Théoréme 3.2.1 Soit \* = ;_L—k le taux moyen de défaillance défini au premier
chapitre et u le tauz de répamtio—n de chacun des composants. |

Soit R la fiabilité du systéme S, et R la fiabilité d’un systéme associé S, de type
k/n, sur l'espace d’états {Ey,En, ... ,EE,E&H} ayant ’état de panne Eyi1 et avec

les tauz de transitions donnés par:

n\* (n—=1)A* (n—Ek+1)A* (nek)A*
Ey U E; 2% E, ... Elg-l ku E& — EE+1
— «— —

Alors
R(t) > R(), ¥ t>0.

Ce qui peut s’ezprimer sous la forme le temps de bon fonctionnement du systéme S
est stochastiquement supérieur au temps de bon fonctionnement du systéme S

DEMONSTRATION. Pour le systéme S, notons G'j, j=1,...,k+ 1, la fonction de
répartition du temps de vie (i.e. le temps d’entrée dans I’état d’absorption Ejgi;) &
partir (avec la probabilité 1) de 'état E;. Ces fonctions de répartition sont liées par
les récurrences suivantes, qui dérivent naturellement de ’analyse des transitions de ce

Systéme markovien :
(3.28) Go =Gy + F

(3.29) G; = (4Gj-1+p;Gis) ¥ Fy, §=1,....k

De plus, CA}"&.H = II. Soit H la matrice fonctionnelle suivante:

[ 0 Fy 0 o ... O 0 0 W
QIFI 0 p1F1 0 0 0 0
0 q2F2 0 ngQ 0 0 0
H =
0 0 0 0 quE 0 pEF_
o 0o o0 0 .. 0 0 I |

Notons aussi :
H, la matrice obtenue en remplagant II de la derniére ligne de H par O;
T la matrice d’ordre k + 2, avec II sur la diagonale principale et 0 ailleurs;
T, la matrice obtenue en remplacant II de la derniere ligne de Z par 0;
C la matrice colonne d’ordre k+ 2 ayant II comme dernier élément et nulle ailleurs;
G = (Go,G1, .- .,G,I)T; G = (Go,Gy,...,GeID) .
Observons d’abord:
Ho=To*xH
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Les récurrences établies précédemment peuvent étre écrites sous une forme concentrée.
Ainsi, (3.23) et (3.27) impliquent :

(3.30) H*xG >G,
tandis que (3.28) et (3.29) donnent :
(3.31) HxG=G.

Pour le processus associé au systtme S, 1’élément (j,k + 1) de la derniére co-
lonne de la matrice #Hg™(t) (avec j € {0,1,...,k}, m > 1,¢ > 0) est la probabilité
d’absorption (entrée dans Ej,;) avant le moment ¢, & partir de F;, en suivant une
trajectoire comportant m pas. Alors la somme sur m = 1,2, ... de ces éléments donne
la probabilité d’absorption avant ¢ & partir de 1'état (niveau) Ej, c’est & dire G;(t).
De plus, la répartition du temps d’absorption & partir de I’état absorbant FEj.; est
donnée par la fonction IT de HEAVISIDE. Par conséquent nous avons:

G=TxG+C= > H"*+C+C= S H™=C,
m=1 m=0

avec la notation H) = Z.

Rappelons que le THEOREME 2.1.1 donne une écriture matricielle de méme type. On
peut d’ailleurs vérifier directement que le vecteur fonctionnel colonne Y"50_, Hg™ = C
satisfait la relation (3.31). Ainsi on a:

’H*(Z He™ * C) = (Ho—To+I)x Y Hy™+C = (Ho — To)x 3 Hy™+C+ > Hi™*C

m=0 m=0 m=0 m=0

Mais Zoy*Ho = Ho et Zy*xC = O (la matrice colonne nulle). On déduit que le premier
terme de la somme ci-dessus est nul, donc il résulte:

H*(ZH;‘;’”*C) =Y HmsC.

m=0 m=0

Nous voulons maintenant prouver I’inégalité :
(3.32) G<G.

A partir de (3.30) on trouve Ly * (H*xG) > Zo* G, ou Ho*xG—G+C > 0.
La positivité de ’opérateur

X — H™x X, k=01,...,
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implique dans ce cas:

S HImx (Ho* G —G+C) > 0.

m=0

Alors on déduit successivement :

g<g+ZH *(Ho*xG ~G+C)

m=0

=G+ Hm*G— Y Hm"+G+ Y HmxC=G-G+G =,
: m=1

m=0 m=0
donc (3.32) est démontrée.

De 14 on trouve Gy < Go. Mais Gy est la fonction de répartition de la durée de
vie T du systéme S (& partir de ’état eg ), tandis que G, désigne la répartition de
la durée de vie T du systeme associé S (& partir de ’état Ej ). L’inégalité prouvée
peut é&tre interprétée comme T < T, ou R(t) > f{’(t), Vit>0. o

Remarque En écriture matricielle, on peut résumer le théoréme ci-dessus par I'inégalité :
RO >1—Lx S Hm+C(H), V>0,
m=0
ou L est la matrice fonctionnelle ligne d’ordre k+2 ayant II comme premier élément
et des zéros ailleurs (avec Ho et C définis au cours de la démonstration). Il s’agit
donc bien d’une évaluation pessimiste de la fiabilité du systeme initial S.

Supposons maintenant que les taux de réparation ne sont pas égaux, mais suffisam-
ment proches. Dans ce cas on peut aussi obtenir de la méme maniére une évaluation

pessimiste de la fiabilité du S, sans nous ”écarter beaucoup”.

Théoréme 3.2.2 La conclusion du Théoréme 3.2.1 reste valable avec :

_ k
p=p=min{u;, i=12,...,n} et A™:= An—g + ﬁ(ﬁ — 1)

n—k
DEMONSTRATION. 1l suffit de prouver que la relation (3.27) du LEMME 3.2.4 reste

encore valable dans ces conditions. Plus précisement nous devons vérifier les inégalités

pe < IS, et Aot pe < (n—j)A™ + ju pour tout e € By, j=12,... .k

Ainsi nous avons A** > %"_;,f = \* d’ol (n—7)A** > A, et clairement ju < pe. Alors
— A (n=g)A** B
Pe = 335 < opr—Tan-
L’autre inégalité résulte du fait:
1 j k
= > (- (B—p) <
M =] /=) -7 n—k

(E—p,VeeE;,j=12,... .k
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I1 vient:
(n —j)/\** +Ju— ()‘e +Ue) =

_[r=dx _ k
—[n_EAn_& /\] (n— J)[ ey Clal D

D’ou le résultat. o

—ju)| = 0.

Les raisonnements ci-dessus sont basés sur 1’idée d’uniformisation des taux en vue
d’approcher le modeéle markovien donné par un .modéle markovien pessimiste plus
simple (de type k/mn). L’inconvénient est la particularité supposée des taux u; de
réparation. Nous nous proposons maintenant d’évaluer, toujours a partir du processus
sur les niveaux, la fiabilité du systéme S dans le cadre général. Il s’agit toujours d’une
approche fonctionnelle dérivée du COROLLAIRE 3.2.1. Nous gardons les notations
précédentes, avec la convention y = min;<;<n ;.

Lemme 3.2.5 Les fonctions Gj = maxX.cg; F*® satisfont les relations récurrentes :
(333) Gj < Gj_l +ij},- * (Gj+1 - Gj_l), 7=12,....k.

DEMONSTRATION. Pour ¢ > 0 fixé, soit 4(z,y) = ;% (1 — e @), 2 > 0, y > 0.
Nous avons 2£(z,y) = e s (1— e~ (@) 4 Ee=(+0) > ( et d’autre part %'ﬁ(x,y) =

— gt e~ @Vt (elz+9)t — 1 —t(z +1y)) > 0; donc la fonction 1 est croissante en z et
décroissante en y. Alors, pour tout j € {1,...,k} et e € E; on a:

)-:ﬂe (1-— g~ Qetuelty < 0 (_”];;*)i\*_ j,u,(l - e—((n—j)A*+ju)t) = p; F;(t)

D’aprés le COROLLAIRE 3.2.1 et le Lemme 3.2.3 nous obtenons

peFe(t) = /\
(-

Gj £ Gjo1 * Fe + pe(Gjs1 — Gj-1) * Fe < Gj_1 + p;Fj * (Gjz1 — Gj-1),

ol 'existence de e € E; est assurée par (3.24). o
Nous pouvons écrire (3.33) comme

(3.34) G < (I —piF;)*Gj_1+piF; xGjq1, j=12,....k.

Soit K la matrice fonctionnelle carrée d’ordre k + 2 définie par:

[ 0 Fy 0 0o ... 0 0 0
H—plF]_ 0 p1F1 0 0 0 0
K= 0 II — szQ 0 szz ce 0 0 0
0 0 0 0 H—p&F]g 0 pEFE
0 0 o 0 ... 0 0 I |
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D’apres (3.23) et (3.34) nous trouvons:
(3.35) K+G>G.

Le raisonnement employé pour la démonstration du THEOREME 3.2.1 permet d’ob-
tenir le résultat suivant. Nous ne le détaillons pas, dans la mesure ou les utilisations
concrétes qui en découlent sont peu efficaces.

Théoréme 3.2.3 Si G = (Go,G1,...,Gk,Gr+1)T est le point fize de Uopérateur X —

K+X,ie. KxG =G, alors on a G < G. En particulier on obtient
R(t) > 1—Gy(t), Vt>0.

Pour illustrer ’évaluation de la fiabilité & partir de la stratification nous avons
choisi un modéle de 6 composants, avec absorption au niveau 3. La comparaison de la
fiabilité du systéme avec les fiabilités des deux modeles ”3/6”, avec des taux égaux, est
montrée par la figure suivante. La meilleure ”sous-évaluation” de la fiabilité, illustrée

par la courbe —--- — - - - , est obtenue pour le taux de dégradation \* = ﬂl—"‘—'\gﬂﬁ@l
L’autre sous-évaluation, illustrée par la courbe ”.....”, est obtenue pour le taux de

dégradation X = max()\;). Pour les deux derniers modeles, on a pris pour taux de
dégradation p = min(u;).

CALCUL DE LA FIABILITE A PARTIR DES NIVEAUX ( EVALUATION PESSIMISTE)

1 T 1 ] 1 1 1 1 1 1
0.9 i
2\
08f-:") -
"-_ \ * 6 composants
07F o i
. \ * défaillance pour 3 composants en panne
06} \ * taux de dégrad. : [0.08 0.06 0.06 0.055 0.07 0.09] 4
o\
A * taux de répar. :[1 1.15 1.05 1.08 1 1.1]
05} PR ]
N
SN ___lavaleur exacte de la fiabilité
0.4 ©N : .
. '\‘ .—.—. minoration avec le taux de dégrad. "moyen”
\ : 4
0.3 '\‘ ...... minoration avec le taux de dégrad. max.
\
"« |
0.2+ <
N
.
0.1+ N .
0 ] 1 L |\T‘_T ————— R —— p —
0 50 100 150 20 25 300 350 400 450 500

temps : t
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Figure 3.1 Evaluation pessimiste de la fiabilité par la réduction du modéle initial

a des modéles k/n, avec des tauz égauz.

3.3 Fiabilité par comparaison avec un k/n dans le
cas général

- Afin d’obtenir une extension du Théoreéme 3.2.1 dans le cas des composants avec
des taux différents de réparation, nous allons réduire 1’étude d’un processus en temps
continu a un processus dérivé en temps discret, par la technique classique de chan-
gement d’échelle dite aussi uniformisation. En méme temps nous faisons appel a la

méthode de majoration précédemment employée.

Théoréme 3.3.1 Soit \* = ﬁ le taur moyen de défaillance défini au premier
chapitre et p le plus petit tauz de réparation des composants.

Soit R la fiabilité du systéme S, et R la fiabilité d’un systéme associé S, de type
k/n, sur Uespace d’états {Fy,E,...,Ex,Exr1} ayant Uétat de panne Eyxy1 et avec

les tauz de transitions donnés par:

ni* (n—1)A* (n—k+1)A* (n—K)A
> > — n—k)A”
Eo u E; 2% Ey, ... E&—l ku E& — EE+1
— — —

Alors
R(t) > R(t), V t>0.

DEMONSTRATION. Pour le systéme S, notons A = (Gee')(e,e’)eExE 1a matrice carrée
d’ordre 2™ des taux de transition, associée au processus en temps continu X sur
I'espace d’états E = {0,1}". Soit K = (K¢)ecr la matrice ligne de la probabilité au
temps t = 0, définie par K., =1 et K, = 0 ailleurs. Soit aussi la matrice colonne
L = (L), définie par L, =0 si e€ E* et L, =1 si e € E~. Alors la fiabilité du
systeme S, & partir de ey, est donnée par la formule matricielle classique:

R(t) =1—- Ke'L, t>0.

Soit @ > nA* + Y, u; un parametre positif de changement d’échelle. Soit U la
matrice identité d’ordre 2”. On voit bien que la matrice B := U+ %A est stochastique

avec les éléments .
e, e € E— {e}

4]

bee’ =
a_ze’es_{e} Qee! ’
a y €
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De plus on peut écrire:
(o°] asts

|
8:0 Sa

(3.36) R(t)=1—e K U+aA[ =1 — e *Ke*PL =1— e KB°L.

Pour tout entier positif s notons F(s) = (Fe(s)).cg la matrice colonne définie par
F(s) = B°L

Posons aussi F'(0) = L. 1l est facile d’interpréter la signification des éléments F(s)
comme la probabilité d’absorption, en s pas au plus, & partir de ’état e € E,
pour la chaine de Markov discréte sur ’espace E, dont la matrice des probabilités de

transition est B.
Les suites (F.(s))sew, € € E satisfont les relations récurrentes suivantes:

(3.37)  Fo(s) := Feo(8) = begeg Feo(s — 1) + D be, e Fo(s—1), s=1.2,...

e'€Er

et,pour 7=12,....n—1 :

(338) Fe(S) = z beerFel(S— 1)+beeFe(8— 1) + Z beelFel(S— 1), e c Ej, s>1

eeE;_1 e'eEj41

De plus, pour tout s € IN et e € E~ on a F(s) = 1. Comme auparavant, notons
Gj(s) = Eré%}che(s), j=0,1,...,n; s=0,12,....

Alors, en particulier on a Go = Fy et Gj =1, j > k+ 1. D’apres la relation (3.37)
et la définition des éléments b.» de la matrice B, nous trouvons

Cx—AG’o(s—1)+éG'1(s—1), s=12,....
a a

(3.39) Go(s) <

Par définition, pour tout e € E, la fonction F,(s) est non-décroissante en s.
Cette propriété et la relation (3.39) impliquent

Gi(s—1)—Go(s—1) > %(Go(s)—Go(s—l)) = %(Fo(s)—Fo(s—l)) >0,s=12,...,

donc
(340) Go(S) < G1(S), s = 0,1, oo .
A son tour, la relation (3.38) donne 1’assertion suivante pour j € {1,2,...,n — 1}:

Vs 2 1 dee Ej t.q. G_,-(s) S z beelGj_l(S—l)—{—beeGj(8—1)+ Z beelGj+1(S—1)
eleEj"l B’EEJ'+1

(3.41)
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L’inégalité (3.41) peut étre aussi écrite (en employant les anciennes notations) comme

(3.42) Gyra(s=1) = Gj(s=1) 2 §(Gs{s ~1) = Gya(s= 1)+ 3(Gy(s) = Gy(s —1))

Puisque les fonctions F,(s), e € E; sont non-décroissantes en s, il suit que la fonction
Gj(s) = maxeeg, Fe(s) est aussi non-décroissante en s.

Alors, d’aprés (3.40) et (3.42), un raisonnement par récurrence donne la non-
décroissance de la suite finie (G;)o<j<n, donc pour tout entier s > 0 on a

GJ‘(S) < Gj+1(8), ] = 0,1, oo n— 1

Dans ce cas, puisqu’on a les inégalités A, < (n — j)A* et p. > ju pour tout
ec E;, j=0,1,...,k, des écritures convenables des relations (3.39) et (3.42) nous

assurent que pour s =1,2,... on a

Go(S) S a=n)® Go(S - 1) -+ ﬂf}:‘Gl(S - 1)

a

Gj(s) < %qu(s —1)+ ﬂ__c(,lej(s —1)+ 822G (s 1), 5> 1

(3.43)
Notons ensuite H(s) la matrice colonne d’ordre k + 2 définie par

H(s) = (Gj(5))j=0,..k+1> §=01,2,....

En suivant successivement les définitions des matrices L et F(0), la définition des
nombres G;(0) et la signification niveau FEj;1, nous observons que la matrice colonne
H(0) a tous les éléments nuls, sauf le dernier qui est égal a 1.

Appliquons maintenant le méme changement d’échelle au processus en temps
continu qui modélise I’évolution en temps du systéme k/n, ou k = k + 1, sur les
niveaux FEy, E\,...,Ey, Ext1 (seul le dernier est absorbant) avec les parametres \*
et p.

Notons B, K . L les matrices correspondant respectivement aux B, K, L, mais
ayant évidemment d’autres dimensions. Soit R sa fiabilité.

Alors les relations du systéme (3.43) et la définition de la matrice H impliquent

H(s)<BH(s—1), s=1.2,....

D’autre part, on a
B’L=B (Bs-li) L s=12,...
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De plus, on déduit facilement H(0) = L = B°L.
D’oui l’on tire (par récurrence) :

H(s) < B°L;s=0,1,2,....
En particulier nous obtenons:
KB°L = Fy(s) = Go(s) < KB°L, s=0,1,....

Enfin, dans ce cas, les relations qui expriment les fiabilités R et R comme des séries
matricielles (voir (3.36) qui exprime R) donnent

R(t) > R(t), Vt>0.

3.4 Sur 'uniformisation optimale des taux

Dans le paragraphe précédent nous avons trouvé (& partir de la stratification) une
sous-évaluation de la fiabilité du systéme donné, par la fiabilité d’un systéme beau-
coup plus simple. En fait, dans une premiere étape, masquée par la démonstration,
nous avons réduit le systéme initial & un k/n, avec kK = k+1, en gardant les anciens
taux différents. Dans une deuxiéme étape on a ”uniformisé” les taux afin d’obtenir un
systéme k/n avec des taux égaux, sans augmenter la fiabilité. Il est intéressant, au
moins dans un but d’analyse théorique de ces comparaisons, de connaitre la maniére
optimale d’uniformiser les taux pour un systéme général. Le probléeme peut se rencon-
trer dans la situation suivante. Nous avons un systéme qui est formé de n composants
provenant de différentes sources (par exemple, des constructeurs différents). Nous
voudrions imposer & chaque composant une fiabilité minimale, sorte de fiabilité de
référence. Cela revient & comparer le systéme initial & un systéme & composants iden-
tiques. Le taux ”optimal” au sens précédent serait une bonne référence pour le taux
3 exiger pour les composants de sources distinctes.

Pour simplifier le probléme, supposons dés le début que tous les taux de réparation
sont égaux. Puisqu'il est clair que augmentation des taux de dégradations, au-dela
d’un certain niveau, diminue la fiabilité, nous cherchons & trouver le plus petit taux
A= A(A1,A2,..-,Ax) qui convient & une sous-évaluation de fiabilité, indépendamment

de u, le taux unique de réparation.
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Définition Soient les entiers positifs n et k, k < n. On appelle fonction d’unifor-
misation inférieure de fiabilité (UIF), de paramétres n et k, une fonction symétrique
de n variables fpr : R} — IRy, telle que pour tout p > 0 et tout vecteur d =
(A2, .. ,An) € RY la fiabilité du systéme [k/n, fnox(d), u] ne dépasse pas celle du
systéme initial [k/n,d, p].

On appele UIF-optimale une fonction fnk qut minore toute fonction UIF f,; :

fak < fage

Nous avons prouvé dans le paragraphe 3.2 que la fonction A}, : R} — IR, définie

par
A+ Mg+ + -+ A .
AL x(d) = &l ::_1]1 _ Bovd=(Ae.. ) € RY
est UIF.
Notons aussi .
1<in<i ; Aig iy oA \ T
mn,r(d) — <21$z1<12<...<zr(§1)1 172 r>

la moyenne d’ordre rdu d, r =1,2,...,n. Observons que my,;(d) est la moyenne
arithmétique des composantes du vecteur d tandis que my,,(d) est la moyenne

géométrique. Rappelons 'ordre classique de ces moyennes :
mn,l(d) > mn’z(d) > ... 2 mn,n(d), Vd= (/\1,)\2, v ,/\n) S IR,:_

Evidemment on a A}, > my1.

A partir des fonctions ci-dessus nous pouvons fournir un encadrement d’une éventuelle
fonction UIF — optimale.
Proposition 3.4.1 S’il existe une fonction fn,k UIF-optimale, de paramétres n et

k, alors on a l’encadrement suivant :
rl *
Mnk < fap <AL

DEMONSTRATION. L’inégalité droite est claire.

Pour I'inégalité gauche, prenons comme systéme initial le k/n avec le vecteur des
taux de dégradation d = (A1,)Az,...,An) € IR} et le taux de réparation nul (= 0).
Soit Rgo sa fiabilité. Notons X = f~n,k(d) et ﬁ;’o la fiabilité du k/n avec tous les
taux de dégradation .
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Un calcul classique de fiabilité donne les évaluations suivantes au voisinage de
I’origine:

Rd’o(t) =1- Z )\.51}\,;2 cen )‘ik tk + O(tk), quand t—0

1<11<#2<...<tx <N

ﬁi,o(t) =1- ( Z ) Netk +0(¢%), quand ¢t — 0.

Alors, pour avoir EX,O < R4y, il est nécessaire que 2> mn x(d), ou encore fn,k(d) >
mn (d). Par conséquent, on obtient mux < fak. O

Remarque La proposition ci-dessus montre que si my,; est une fonction UIF,
alors elle est UIF' — optimale. Les différentes simulations numériques confirment que
Mn €st un bon candidat pour la propriété d’UIF-optimalité. Comme illustration, voir
la position de la courbe "m3” en comparaison avec la courbe "fiab” dans la Figure
3.3.

Mais, jusqu’a présent, le probléme de I’existence de la fonction UIF — optimale
reste ouvert.

MINORATION DE FIABILITE PAR COMPARAISON AVEC UN K/N AVEC DES TAUX EGAUX

1 T T T 1 1 i
AN * systéme 3/6
0.9 1 \ * taux de dégradation : [0.01 0.08 0.1 0.01 0.07 0.09] -
AN * taux de réparation : [1 1.15 1.05 1.08 1 1.1]
';~\ \.\ * fi (ligne continue) - la valeur exacte de la fiabilité
0.8 -3:-| \ * ge (.—.—.) — évaluation par taux de dégrad. *moyen-géom" T
4 '\ge *ar(.....) - minoration par taux de dégrad. "moyen-arith”
07} \ N, * mm (.—.—.) - minoration par taux de dégrad. "moyen-max" .
: \ : ‘.\ *ma(.....) - minoration par taux de dégrad. "max"
o6 :!
0.5F °)
0.4
0.3f
0.2f
0.1f
0
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Figure 3.2 Comparaison avec k/n pour différents choiz du tauz de dégradation.

1 . T | T 1 i Ll
&
N
IS
SNNNLS.
0.9 NN Y SYSTEME 3/6 ~
NN
.- ~ t.
TN gkom
0.8 SN e
O N M . ~ 7
NN ms T~
\. .\, .'". ~.
AN ~. \'\
0.7F N ~mé R .
N ‘\' \.\
N ~. ~.
N ~. =Sl
‘< \_\' ~ -
0.6F NN S ~
N, ‘'~
\' \.\
~. '~
0.5f N RN -
~, S~
\.
. \¢
0.4 ~.o .
*1b=[0.1; 0.01; 0.02; 0.05; 0.003; 0.001] '~
* mu=1 ."arith '\.\\
0.3} * taux moyens de dégradation : e e
arith=0.037; m2=0.034; m3=0.031; m4=0.029; m&=0.027; géom=0.025
02 1 1 1 ] 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700
temps : t

Figure 3.3 Comparaison avec k/n pour les taux de dégradation my,(d).

ENCADREMENT DE FIABILITE PAR COMPARAISON AVEC UN K/N AVEC DES TAUX EGAUX
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Chapitre 4

Calcul par approximation
exponentielle

Pour les grands systémes, avec des réparations rapides, le temps passé dans I’état
initial a un poids considérable dans la durée entiere de la vie du systéme. En termes
probabilistes, ce phénomeéne peut étre décrit faisant appel aux notions de temps de
retour (noté Y'), temps de panne directe (noté Z) et probabilité de panne directe
(notée ¢) dont les définitions sont précisées dans la section suivante. La fiabilité
beut alors étre approchée par une exponentielle de paramétre Ae (voir par exemple
GNEDENKO-SOLOVIEV, 1975, PAMPHILE, 1994, BON, 1995). Nous nous proposons de
préciser ces parametres dans le cadre markovien stratifié. Les résultats principaux de ce
chapitre sont le calcul exact de la probabilité € et les différents encadrements obtenus
a priori & partir des parameétres de base des composants. Le probléme de I’évaluation
de ¢ est & l'origine de nombreux travaux. En utilisant une approche trajectorielle, il
est possible de montrer que les séquences sans réparation fournissent 1’essentiel de la
probabilité de défaillance. Nous prolongeons ce résultat en introduisant les séquences
3 nombre fixé de réparations. Il est plaisant de constater que le poids des séquences
décroit (3 peu prés) géométriquement. Nous en déduisons alors des encadrements
pour €. La derniére partie de ce chapitre comprend une comparaison des inégalités
de SOI:OVYEV, BoN, BRETAGNOLLE démontrées dans un cadre plus général.

4.1 Approximation exponentielle pessimiste

Soit T la durée de vie du systéme, ¢ la probabilité partant de ’état parfait
d’aller & la panne sans retour & ’état initial. Le temps moyen de bon fonctionnement
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du systéme peut s’écrire:
1
(4.1) E(T) = —6-{ E(To)+ (1 —¢e)E(Y) +€IE(Z) },

ou Tp, représentant le temps cumulé de sé€jour dans l’état initial, est une variable
aléatoire exponentielle de parametre A := >, A;. Les variables Y (resp. Z ) représentent
le temps passé a l’extérieur de 1’état parfait conditionnellement & un retour a cet état
(resp. & l'entrée dans les états de panne).

La connaisance de la probabilité £ est évidemment importante pour I’évaluation
du temps moyen de vie et de la fiabilité du systeme. Cela dérive de I'inégalité classique
de SOLOVYEV (1983):

(4.2) Rr(t) =1— Fr(t) > exp(—Aet)
En fait, on peut écrire:
(4.3) Rr(t) = exp(—Aet) + 6, t >0,

avec 0; > 0, uniformément majoré par A{ (1 —¢)IE(Y) +cIE(Z) }.
Ainsi, pour les systémes hautement fiables on a:

1
P{T >t ~e ™ E(T)~ —.
(T>t~ e, BE)~—

4.2 Les parameétres de l’approximation exponen-
tielle

Certains résultats d’approximation de la fiabilité du systéme S demandent la
connaissance du nombre de visites & 1’état de fonctionnement parfait eg. C’est pour-
quoi nous allons considérer que e, devient, apres le premier pas, un état d’absorption.

Considérons donc un nouveau systéme S’, dérivé de S, ayant comme ensemble
d’états absorbants E := E; U {ep}. Supposons aussi que S’ se trouve au moment
t = 0, avec la probabilité 1, dans FE;, défini comme ’ensemble des états voisins de
eo. Plus précisément, S’ se trouve & ce moment dans un des états e’ € E; avec la
probabilité p.. > 0 du pas (eo,e’).

Soit T'? et I'Y les ensembles des trajectoires de panne de S' (donc qui ne passent
pas par ey ) qui arrivent dans ey et E, respectivement. Il y a une correspondance
claire entre les ensembles 'Y, I'¢ d’un coté et T'J, I'¢ de l'autre: si & une trajectoire
v de panne directe ou de retour de S on efface son premier état, ey, alors on a une
trajectoire 7' de panne de S'. Nous admettons que si v = (eg,e) € I'3, pour e €
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EiNE?, alors v = (e) € I'Y, avec py = 1.
C’est a dire:
[9~TY It~ I's.

Pour chaque trajectoire v, notons e, son premier état (son point de départ).
Enfin, soit 7" la durée de vie de ce systéme modifié. Nous avons:

{T' < o0} = {3y €eT{UT} : ¥ =90} = (Uyere{rr =7} U Uyers {7 = 7'})

Comme antérieurement pour le systéme initial, nous avons aussi pour ce nouveau

systéme (voir annexe) :

z Dege. s -Pvy' + Z Pege, Py = 1,
7' €T y'ers

d’ott P{T' < oo } =1. Mais pese, Py = py donc il suit:

§:<p7 + 2: py =1,

y€ery €Ty

Notons:

(4.4) e:=P{yp €T} }= > p, laprobabilité de panne directe,
€T}

l-e=P{yp e} = Dy la probabilité de retour.
1 Y
y€ery

En fait € est aussi la probabilité que le temps d’entrée dans E~ est inférieur au

temps d’entrée dans ey. ‘
Définissons les lois conditionnelles de 7" sachant yr» € I'Y ou I'¢. Et considérons
deux variables Y et Z dsitribuées suivant ces lois. Nous noterons de fagon trés schématique:

Y = [T’I’)’T’ EF(I)],
appelé le temps de retour et
Z = [T |y el{],

appelé le temps de panne directe.
Le temps de retour a la distribution suivante:
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= S P{T" <z |y =7} P{yr =+ |y €T},

¥ ery
donc
Fy(w)=—— > »P{T, <z}, z20.

7€F°

De la méme maniére nous obtenons aussi:

Fy(z) :=1P{Z§:v}=§ S pP{T, <z} 20
7€l'g
Notons v la variable aléatoire representant le nombre des retours en ey de la tra-
jectoire yr. Alors on peut décomposer la durée de vie du systeme 7' a partir de
Te,, Y, Z et v :
T= > (sk+7x)+38 +2Z,

1<k<v
olt (sk)k>1 et (Tk)k>1 sont des suites des v.a. réciproquement indépendantes ayant
respectivement les distributions Fy (de T, ) et Fy (de Y'). La v.a. v a des valeurs

entieres positives et une distribution géométrique, de parametre ¢:

P{v=m}=P" Y yp e} P{ypell}=c(l-e)™", Vm>1

Nous supposons toutes ces variables indépendantes entre elles. Par conséquent on peut

évaluer la distribution de T :

m—1
Fr(z) = ZIP{I/'—’ITL} ]P{Zsk-i- ork+Z<z},z>0.
m=1 k=1 k=1
Donc on peut écrire:
o0
Fr(z) =Y e(l—e)™ Y (Fg™ * F}™ Y« Fp)(z), z>0.
m=1

Remarque Il est possible aussi de déduire cette relation en utilisant I’approche

séquentielle évoquée au premier chapitre, en particulier la relation (1.7):

o

Fr= Z Z - PPy - - -p'yszz;l Ty, =
m=1 (71,72, ¥m )E(TY)™ 1 xT§
«(m—1)
oo
= z 6(1 - E)m—l 1 Z p’YFTo-l—T' ( Z p7FTo+T’ ) =

fo'e) o0
e(1— &)™ Y (Fy + Fo)*"™ ™V x Fy % Fp = zs(l—e)m—lF;;""‘l) * F3™ % Fy

m=1 m=1



CHAPITRE 4. CALCUL PAR APPROXIMATION EXPONENTIELLE 57

Ainsi I’approche analytique est reliée a ’approche séquentielle par le théoréme

suivant qui permet (au moins formellement) de déterminer les lois de Y et Z.

Théoréme 4.2.1 Les variables aléatoires T (durée de vie), Y (temps de retour) et
Z (temps de panne directe), associées au processus markovien X, ont respectivement

les fonctions de répartition

FT = Z; p'yFT., = Z _ (peoejl FO) * (pejlejz Fejl) ...k (pejm_le_,-m Fejm-l ))
76F8 fy:(eo,e_h 1e+2€5m )el‘g
F; —1 F ——1
Y =37 c Z Dy T.’,/ T 1—¢ Z Pege;y (pejleszeh)*' : '*(peim-1eimFejm—1)’
verg 7=(€0,j1 r---+€jm )ETQ
F 1 F 1
z=7 > Py T, =2 > Peoej, (Pejye5, Fejy ) * oo % (Des,_ o5 Fey, )y
v€r'g 7=(€0,€jy »--1€jm JET'§

ou € est la probabilité de panne directe.
De plus, si Fy désigne la fonction de répartition du temps de séjour dans l’état initial,

de fonctionnement parfait, alors on a

Fr=>Y e(l—g)™ Y (Fg™* F}™ 0 & Fy).

m=1

4.3 Calcul matriciel de la probabilité de panne

Ce qui précéde montre I'importance de la probabilité ¢ de panne directe. Nous
nous proposons, dans cette section, de calculer cette probabilité. La premiére méthode
est une méthode matricielle. Nous donnons dans le paragraphe suivant une méthode
qui prenne en compte la stratification. Ensuite nous verrons une troisiéeme méthode que
nous appelons séquentielle et qui permet des approximations efficaces. Commengons
par formuler le principal résultat de cette section qui permet un calcul explicite de la
probabilité de panne directe.

Théoréme 4.3.1 Avec les notations précédemment établies, la probabilité de panne

directe s’exprime sous la forme:
D,
-5
ot Uordre des déterminants D et Dy est égal au nombre m des états de fonctionne-

(4.5) e =1

ment du systéme.
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DEMONSTRATION. Considérons

0 s17=0
/ = '. ) . ! ! ! ,.., g . .
Q - (QJJ )(J,J YEJ' xJ 7'q_7] { gjj S1 J sé 0
la matrice associée au systéme S’ (correspondant & la matrice @), associée au systeme
S ). Observons que p®) = p(®. Le vecteur P = (po;)jcs, la premiére ligne de @ (et
P ), représente le vecteur des probabilités des états initiauz de S’. Alors, en tenant

compte de la définition de € et de la signification des puissances de @’, on trouve:

=3 S S m@p =" (S@)r)

m=0j'€J, jE€J' m=0

Mais (voir ’annexe) U; — Q' est inversible (ici U; est la matrice identité) , donc on
peut encore écrire:
(4.6) e=p" - (U-Q)'-C
Nous donnons maintenant une autre expression matricielle mieux adaptée au calcul
de e. Soit m = card(J,) <l = card(J’). Définissons la matrice B restriction de Q'
a J, par:
B = (bjj)Ggelexter bist = Gijr-

Alors nous avons:

o0 o0
l—e=Y > p=> > P0j1Pjrjz - - - P10 =

k=1 ~er;l(v)=k k=1 (j1,---jk-1)€J+\{0}
k—
= Z S post D = 3 oy (3 68
=1j€J+ JjeEJ+ k=0

Ainsi nous trouvons la nouvelle expression matricielle pour le calcul de la probabilité

de panne directe:
(4.7) e=1-p. (U,-B).T

oi: p est la restriction de p® & J,, Un est la matrice unité d’ordre m, C est
une matrice colonne d’ordre m , de les coefficients ¢y =1 et
¢;=0,Vje J\{0}.
La formule (4.7) est facilement utilisable pour les systémes de petite taille. Elle
peut étre présentée sous une forme plus parlante. Ainsi, en tenant compte du calcul

1) et C, nous observons que p(l)

de I'inverse d’une matrice et des définitions de p}
(Un—B)™'-C est simplement le rapport des déterminants 2& ot D = det(U,, — B)

et D; est le déterminant obtenu & partir de D en remplagant sa premiere ligne par
(1)
by O
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Pour les systémes de grande taille, la formule exacte précédente n’est guere utili-
sable. Nous pouvons alors chercher une décomposition de la probabilité € qui tienne
compte des propriétés usuelles des systémes. Si on ne tient pas compte du temps (cal-
cul sur la chaine incluse et non sur le procéssus continu) il est raisonnable de supposer
que les trajectoires avec peu de réparations ont plus de poids que les autres. Nous pro-
posons donc ci-dessous une formulation matricielle de la probabilité de panne directe
par des séquences avec un nombre fixé de réparations. Ainsi, supposons que 1’écriture
de la matrice carrée @, d’ordre | = card ET U E;, est ”compatible” avec ’ordre

partiel sur E, i.e.:
Vj,kEJ’ 6jj€k = 5 <k

ol J' est I’ensemble des indices des états de E* U E; . Considérons deux matrices
triangulaires M = (m,x) et N = (n;x) dérivées de @, correspondant respectivement
aux dégradations et aux réparations (sauf celles permettant le retour en eg ), définies

par:
Gk, J<k
mjk =
0, j>k
gk, J>k>0
nj,k =

0, j<kouk=0
ou (j,k) e J x J'.
Observons d’abord que nous avons:

(4.8) e =p®. (i(M + N)’) C=p. (U, -(M+N)1.C

s=0
comme variante de 1’expression matricielle (4.6) de la probabilité de panne directe.
Notons ¢, - la probabilité de panne directe par des séquences avec r réparations, ou
r=20,1,...
Nous avons, bien siir: -
(4.9) E=) &

r=0
Nous envisageons ensuite d’exprimer &, sous forme matricielle.
Ainsi, solent r et s deux nombres naturels arbitraires. Dans le développement de
la puissance matricielle (M + N)°, considérons la somme S;, des tous les termes
contenant 7 fois la matrice N (pour les r réparations) et s —r (si r < s) fois la
matrice M (pour les s — r dégradations ” restantes”). Dans le cas r > s, convenons
S,r = 0. Alors nous avons (M + N ) =350 Ssr =220 Ss, La signification de la
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matrice S;, est claire: elle correspond aux probabilités des trajectoires (sans retour)
de longueur s avec r réparations. La somme sur s des matrices S;, donne la matrice
des probabilités des trajectoires (sans retour en eg ), ayant exactement r réparations

(r fixé). D’oti expression matricielle de &, :

o0

(4.10) g =p©. (E S) .C, r=0,12,...
s=0

Donnons le lien entre entre les différentes formules ci-dessus:

Z Er = Zp(o) (Z Ss,r) C= p(O) (Z z Ss,r) C=
s=0

r=0 r=0 s=07r=0

= p© (fj(M o+ N)s) C=e¢

s=0
Par cette méthode matricielle, nous avons une expression formelle de la probabi-
lité de défaillance. Certes elle n’est applicable que pour des systémes de petite taille
ou assez homogenes. Mais elle permet de mieux mesurer la qualité des différentes

approximations que nous donnons dans la suite.

4.4 Encadrement de la probabilité de panne

Dans cette section, nous nous proposons donc d’évaluer la probabilité £ de panne
directe, dont l'importance pour 1’étude de la fiabilité est montrée par les relations
(4.1) et (4.3), en utilisant ’hypothése de stratification du systéme.

Le premier objectif est d’obtenir une sur — estimation (dépendante de k£ ) de €
en approchant le processus initial par un processus de type k/n.

Soit e un état de fonctionnement appartenant & un niveau j, avec 0 < j < k.
D’apres les définitions des probabilités p. et g. de transition & partir de ’état e on

déduit les inégalités suivantes:

(n—7)A =) = n-—j
Pe < = < ~ — = - -
(n=DA+ ez i ~ (m—=G)A+jp  (n—3)+38
et »
Je
e=1“62—.“"‘._-
4 ¢ (n—j)+ 38

Comme dans le chapitre précédent, nous notons:

Jjo _ n—7j
Y= +0 T n—j)+s0 g
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Ainsi on peut majorer les probabilités de transition sur une strate:
(4.11) Vie{l,....k} Ve€ E;NE" : ¢ .>u; p.<7;

Notre but est de comparer les probabilitéé de défaillance sur E a celles d’'un modele

sur les niveaux.

Notons p® la probabilité de panne directe en partant de e € E}.
Ainsi p® représente la somme des probabilités des trajectoires «y qui partent de e,
arrivent en E7, sans passer par ey. Dans ce contexte, définissons aussi, d’une maniere

naturelle, les probabilités des bords par:
p®*=0; p°=1,Vec E".

Cet ensemble de probabilités vérifie les relations de récurrence suivantes:

(4.12) P°= Y peet® =
e'ckE
= Z pee’pel + Z pee’pe,a Ve € Ec-:*- NE;,1<j<mn.
eeEj_ e€Ej1

Observons que, dans ces conditions, le vecteur colonne p = (p®).cr satisfait la relation

matricielle

~

P.p=p
ol P représente la matrice des probabilités des transitions (la matrice de la chaine

incluse), en considérant E~ U {ep} comme ensemble d’absorption.

Notons
(4.13) h(j) := max{p®, e € E;}, j=0,1,...,n,

la plus grande probabilité de panne directe a partir du niveau j. Alors, en conformité

avec les conditions aux bords, on a
h(0)=0 et h(j)=1,Vje{k+1,...,n}.

Puis, d’aprés (4.12) et en tenant compte de la signification de pe, ¢, et h(j), on
déduit I'inéquation vectorielle:

(4.14) Vje{1,2,...k} Je€E; tq. h(j)<qg h(j—1)+peh(j+1).

Montrons que la fonction A : {0,1,...,n} — [0,1] est croissante, ce qui semble
naturel d’apres la définition. Il suffit que nous prouvions par récurrence 'inégalité

A(j) <h(j+1),7=0,1,... .k
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Ainsi, nous avons h(0) = 0 < h(1). Supposons maintenant h(j — 1) < h(j), pour un
j € {1,2,...,k}. Alors, il existe e € E; pour lequel I'inégalité (4.14) est vérifiée et

puisque pe,g. > 0, nous obtenons:
0 < ge(R(§) — h(j — 1)) < pe(h(j +1) = h(5)),

d’ott h(j) < h(j +1).
Les inégalités (4.11) et (4.14), de pair avec la monotonie de h, impliquent alors
R(G) <SRG —=1)+p(h(i+1)—h(G-1) ) <h(G-1)+7;( A(j+1)=h(i-1)), dou

R(j) < wih(j — 1) +7;h(5 +1), V5 € {1,2, ... k}

On peut encore écrire cette inégalité sous la forme

(4.15) R(G+1) = h(5) 2 w;(h(H) —h(G-1)), 1=12,....k
ol ‘
w; = %— = J -0
v; n—]

représente une sorte de ”raideur” du systéme (ici 6 > 1).
Le théoréme suivant fournit un encadrement simple de la probabilité de panne
directe.

Théoréme 4.4.1 S7 on note

min;e(1,...,n} Mi g — DaXie1,..n}) M

0 = ] . 7
maX;e(1,...n} Ai min;e(1,...n} Ai
k — le dernier niveau ayant tous les états de fonctionnement,
k — le dernier niveau ayant au moins un état de fonctionnement,

alors la probabilité de panne directe est encadrée par:

(4.16) £ : L <e < 1 = E.

£ = ZE:O (n-.1)".19-1' =7 = Ejk;o (n;l)"lﬁj

J

DEMONSTRATION. Puisque A(0) = 0 et que la fonction h est croissante, la relation

(4.15) donne par récurrence les relations:

R +1) = h(j) > ww, ... w;k(1), j=12,... .k

D’ou, en sommant sur j , on trouve:

h(k+1) —h(1) > §M1M2 ...w;h(1) .

=1
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Mais h(k+1) =1, donc:

_ 1
(4.17) Al < —— I —
1+ Yo ww,y ... w; 1+ 350 men
J

De plus, d’apres les définitions de &, p® et h on a

(4.18) €= Z PegeP® < Z Pegel(1) = R(1)

e€E; ecE,

Enfin, & partir de (4.17) et (4.18) on déduit la majoration suivante de ¢ :

1
(4.19) E< rra
=0 (n-1) %

63

C’est un majorant tres facile a calculer & partir des taux de défaillance et de réparation.

On souhaite maintenant minorer €. Rappelons que le dernier niveau du systeme

avec au moins un état de fonctionnement est noté k, 1 < k < k < n. Alors, pour

j >k tous les éléments du niveau j sont des états de panne. Notons

_ J0 _
= — v, =1-1;.
Y=g +s0 u’
Alors nous avons
(4.20) Vie{l,....k} Ve€e E;NEY : p.>v; ¢ <7

La fonction
h:{0,1,...,k+1} = [0,1], A(j) = min{p®, e € E;}

est croissante et satisfait les conditions aux bords h(0) = 0, h(k +1) = 1. Pour

prouver (par récurrence) sa monotonie on peut employer la relation

ge(R(5) — h(j — 1)) = pe(h(j + 1) — h(3)),

valable pour au moins un état e € Ej, 1 < j <k, & partir de l'inégalité h(k) < 1=

h(k+1) .
Puisque
h(j) > wh(j — 1) + vh(j +1), Vi€ {1,2,...,k},
on déduit une inégalité analogue a (4.18)
1

(4.21) (1) > —————
1 + Z§=1 n0:1
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Mais apres la définition de A on a
€= Degel® > D Peseh(1) = h(1)
ecE; eckE;
et & partir de (4.21) on trouve la minoration de . 0
Ainsi avons-nous obtenu pour des systéemes markoviens de grande taille un enca-
drement de la probabilité de panne directe qui ne tienne compte que des tailles des
premiéres coupes minimales et des taux (de défaillance ou de réparation) des différents
composants. Remarques
a) Si on considére les paramétres moyens suivants:
k= l(&+E), 6 = l(Q+§),
2 2
alors, pour @ assez grand, on a une évaluation rapide de la probabilité de panne

s~< & )0 .

b) Un systéme de type k/n classique ol tous les composants sont identiques (

directe:

Ai = A, u; = p ) et de plus k = k correspond & un cas particulier intéréssant. Dans
ce cas, & partir de (4.16) on retrouve la formule exacte de €:
1

k-1 (n-:-l)_lej’

=0 \ j

(4.22) € =
ot k=k+1=Fk+1let 0=~,

L’encadrement de la probabilité £ de panne directe donné dans le théoreme ci-
dessus peut étre légérement amélioré. Remarquons d’abord que les inégalités (4.11)
et (4.20) correspondent au passage & "I'uniformisation” des taux de réparation et
dégradation. En fait, le choix des taux extrémes n’est pas le meilleur si on souhaite
garder ce type d’inégalités, de fagon que la démonstration de I’encadrement reste
valable.

Un raisonnement similaire & celui employé pour obtenir le résultat du THEOREME
4.4.1 permet d’affiner I’encadrement de € en prenant en compte une raideur moyenne

au lieu de la raideur maximale.

Théoreme 4.4.2 Soit 6, = u/ X" et 0* =G/, ot A et X* ont été definis par
(1.10). Alors:

(4.23) Ex 1= ! <e < 1 =:e".

()T ey T T s ()6
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Evidemment, plus les taux de dégradations sont proches les uns des autres, meilleur

est I’encadrement ci-desus.

4.5 Etude séquentielle de la probabilité de panne
directe

L’encadrement précédent de £ est somme toute assez brutal. Un autre fagon d’ap-
procher ¢ est de classer les séquences par nombre de réparations. Chaque réparation
engendre un ”aller-retour” qui prend du temps et qui est peu probable. Nous envisa-
geons maintenant le comportement de la suite (¢;),>o des probabilités de panne sans
retour par des séquences avec un nombre fixé de réparations (voir (4.10) pour le calcul
exact de &, ). Il est bien connu (voir GNEDENKO et SOLOVYEV, 1974) que le terme
dominant de la somme ¢ = Y 2,¢&., (cf 4.9), est le premier, £y, qui représente la
probabilité de panne par des séquences sans réparations. On emploie souvent le terme
de séquences monotones pour désigner les séquences de ce type. La connaissance du

poids de g9 dans la somme entiere permet d’approcher €. Soit:
N, le nombre des séquences de panne, sans retour en ey, avec T réparations

Notre étude concerne en méme temps le comportement de la suite (V;),>o. En fait,
puisque € = 3 crg py OU I est 'ensemble des trajectoires de panne directe (voir la
relation (4.4)), il existe un lien étroit entre les suites (/V;)r>o et (;)r>0. Le phénomene
assez surprenant que nous montrons est le comportement ” presque géométrique” des
suites (NV;) et (e). ‘

Regardons d’abord le cas particulier d’un systéme k/n avec des composants iden-

tiques.

4.5.1 Nombre des séquences avec un nombre fixé de réparations

Dans ce paragraphe nous supposons A\; = A, u; =, 1 =1,...,net k= k. Nous
sommes donc en présence d’un systéme k/n avec k=k+1= k+ 1.

Une trajectoire v a été définie comme une succession d’états. En fait, on peut
aussi I'interpréter comme une succession de composants telle que chaque apparition
d’un composant indique son changement d’état. Ainsi, une trajectoire v € I'y avec
r réparations comprend une succession de k + 2r composants telle que on a k ”ap-
paritions distinctes” (celles des composants non-réparés jusqu’a la fin) et r ”paires
d’apparitions” (celles des composants réparés). Si on ”éloigne” de cette succession
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les 2r termes correspondant aux composants réparés, sans changer ’ordre des autres
termes, on obtient une trajectoire vy € I'§ sans réparations. Nous allons dire que la
séquence 7y avec r réparations est ”dérivée” de la séquence sans réparations v,. Cela

nous permettra de simplifier I’étude de la suite (N,.),.ZO.

Lemme 4.5.1 La suite (N;),>o des nombres des trajectoires de panne directe avec
r réparations satisfait les relations:

(i) No =n!/(n — k)!

(ii) N, est multiple entier de Np.

DEMONSTRATION.
(i) Ny correspond au nombre des choix de k composants (en ordre) parmi les n

composants.

(ii) On partage I’ensemble des trajectoires de panne, sans retour, avec r réparations
en classes, tels que chaque classe contient toutes les trajectoires ”dérivées” d’une
trajectoire de panne directe fixée, sans reparations.

Notons:

(4.24) z, = N; { le nombre des trajectoires de I'§ avec r réparations, dérivées
: , =

_N—(; d’une trajectoire (arbitraire, fizée) de T'§ sans réparations
Pour r € {1,2,...} et j € {2,...,k— 1}, soit:

le nombre des trajectoires de I'§ avec r réparations, dérivées
(4.25) =, d’une trajectoire (arbitraire, fizée) de T'S sans réparations,
ayant leur premiére réparation au niveau j

Evidemment nous avons: -
(4.26) Tr= Y Trj, T=12,...
j=2 .

Nous pouvons établir des relations de récurrence entre les différents nombres de tra-
jectoires.
Lemme 4.5.2 Pourj=2,...,k—letr=12,... on a:

T1,j = G5

(4.27)
Tr41,j = Q5 Efz—r:xa.x{zj—l} Lri

ot a;j :=j(n+1—j).
DEMONSTRATION. Si la (premiére) réparation intervient au niveau j > 2, alors le

composant réparé appartient & un ensemble comptant n — (j — 1) composants (ceux
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distincts des premiers j —1 composants non-réparés). Evidemment, la dégradation de
ce composant a eu lieu dans un niveau inférieur j' € {0,1,...,7 — 1}. Par conséquent
il existe exactement a; = j(n + 1 — j) trajectoires de panne directe avec une seule
réparation, passée au niveau j, qui dérivent d’une trajectoire sans réparation fixée.
Ainsi on obtient z,; = a;.
Pour la deuxiéme relation, observons que chaque séquence avec r 4+ 1 réparations,
dont la premiére a lieu au niveau j, peut étre obtenue en ajoutant en ”face” une
réparation a une séquence avec r réparations dont la premiere a lieu dans un niveau
i, tel que max{2,j — 1} < i < k — 1. Ensuite on emploie le méme raisonnement que
celui de la premiere relation. o
Remarque Clairement les relations (4.24)...(4.27) sont définies pour £ > 3. On
observe facilement que pour k € {1,2} il n’existe pas de séquence de panne avec
réparation, sans retour dans 1’état parfait. De plus, pour £ = 3, d’apres le lemme
précédent, nous obtenons z; = 12 = a2 = 2(n—1) et 2,41 = axz,, 7 =1,2,.... Alors
Nyy1 =2(n —1)N,, r > 0, donc la suite (/V;)r>1 est une progression géométrique.
L’étude de la suite (/V,)r>1 reste intéressante pour k£ > 4, ce que nous allons supposer
désormais.
Notons ; ;

Aj=>in+1-9) =Y a;, j=3,....,k— 1.

i=2 i=2

A partir du LEMME 4.5.2 et de (4.26), on obtient directement des écritures nouvelles

pour les nombres z,.

Corollaire 4.5.1 On a les récurrences :

1 = Ag—1
(4.28)
Try1 = TrpAs + ...+ Trp_2Ar_1 + Trp_1A4k-1, T2 1.

Pour obtenir des informations sur le comportement asymptotique des nombres NN,
pour r = 0,1,..., nous comparons les termes consécutifs de cette suite. Ainsi,

définissons la suite (p,),>1 par:

(4.29)

Lemme 4.5.3
(i) Les nombres p,, r =2,3,..., sont majorés par p, = Ag_1.
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(ii) On les inégalités :

n!

(Ak_l)r, r= 0,1,...

DEMONSTRATION.

(i) D’abord, il faut observer que d’aprés (4.24) et la premiére relation de (4.28), nous
avons: p; = z; = Ag_1. Alors, pour r > 1, les relations (4.24), (4.26), (4.28) et la

propriété A; < Ax_;,V j € {3,...,k—1}, donnent :

N, Tr  Tro1pA3+ ...+ Troyp—2Ak—1 + Tr-1k-14%-1

<
Nro1 Tr Tr-1

k-1
2522 Tr-1,j

Tr-1

< Ag1

= Ag1 = P1,

d’ou la conclusion.
(ii) Puisque p; est un majorant de ’ensemble {p,},>1, nous avons:

. , nl
Ny = p1p2 ... prNo < p1No = (Ag-1) (n —k)!

(voir aussi LEMME 4.5.1 pour la valeur de Np). o

Pour r =1,2,... notons:

(4.31) bey=-0d j=2,... k-1,

Ty

la proportion des trajectoires avec la premiére réparation au niveau j, parmi les tra-
jectoires avec T réparations.
Remarque Pour & = 4 nous avons: z, = Z,2 + Zr3 et T,41 = A3Z,2 + A3T,3,
d'ol 7,4y = Asz,, 7 = 1,2,.... Alors p, = A3 = 2(n — 1)+ 3(n — 2) = 5n — 8.
Par conséquent, la suite (NNV;)r>1 est une progression géométrique (comme dans le
cas k = 3 que nous avons déja vu). De plus, la proportion des trajectoires avec la
premiere réparation au niveau 2 ou 3 reste constante:

as _2n—2 _az _ 3n—6
az+az; b5n-8 °

, Vr>1.

b.o = — -
i as+a3 5n—38

Par contre, la démonstration du lemme précédent montre que, pour £ > 4, on a
pr< p1, V7r>1.

Le théoréme suivant résume le comportement asymptotique de la suite (IV;),>1.
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Théoréme 4.5.1 Pour un systéme k/n, avec 3 < k < n, soit N, le nombre des
séquences de panne qui partent de ey, ne reviennent pas en ey et comportent ezacte-
ment r réparations.

Alors les assertions suivantes sont vraies:

(i) La suite (p;);>1 des rapports p, = Nl:’f; est décroissante vers une limite positive
p = p(n,k).

(#) Les suites (by;)r>1, J = 2,...k — 1, définies par la relation ({.81) convergent
vers les limites respectives b; = bj(n,k) >0, j=2,...,k— 1.

(111) Les limites ci-dessus satisfont le systéme:

W) pbi=a; T b =2, k=1
4.32

Yhabi=1
DEMONSTRATION.

Pour £k = 3 ou k = 4 nous avons vu que le probléme ne posait aucune difficulté.
Nous supposons donc &k > 4.
(i) D’aprés le LEMME 4.5.2 et la définition (4.31) des nombres b;,;, on obtient:

.
by = Ak

(4.33)
Pra1 bri1j = 05 Ximan(zj—1} Ori T2 1,

pour tout j € {2,3,...,k—1}.
Montrons, par récurrence la relation:

b b b _
r+1,2 _>_ r+1,3 Z o 2 r+1,k 1’ r Z 1.
br,2 br,3 br,k

(4.34)

Pour 7 =1, le systéme de relations (4.33) donne

bao a2 b brj Gy z—g P 1bus a; by

22 2 2 et

- - ’
brs a3 bip boji1 Q41 2iy b G4 bugn

pour j=3,...,k— 211su1t’12+z§§j:—1 2<j<k—2.

Supposons maintenant que la relation (4.34) est vérifiée pour certain r > 1.

En employant (4.33), nous obtenons:

k— -
br+2,j . br+2,j+1 _ Pr+1 (Z i=max{2,j—1} b1‘+1 i Zz—]l br+1 1'.)
- k—
Z:z'=rlla.x{2,j—l} b"ﬂ Z:-‘:_.71 b

4.35
( ) br+1,j b'r+1,j+1 Pr+2
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k—1
2 i—max(2,j-1) b’“' _ Ez—a briLi est

pour tout j € {2,3,...,k — 2}. Mais 'expression e -
Et:max{23 1} 21=J br,i
nulle pour 7 =2 et positive pour 3 < j <k — 2.
Ainsi pour 3<j<k-—2, ona:
z:1,—ma.x{2] -1} b"+1 i _ Zz__]l b1‘+1 i z—J (br+13 1brz —br TJ— lbr+1,i) >0
Sk ax(2j—1} bri >E1b,; YL b TE b, ’

en conformité avec I’hypotheése (4.34). Alors, la relation (4.35) implique Z—:j:—f—j- >

::—Ifi:—i, 2 < j < k—2. Par conséquent la relation (4.34) est prouvée par récurrence.

Nous avons (voir (4.26) et (4.31)):

k-1
(4.36) > bi=1,Vr>1
—

Alors la relation (4.34) assure l’existence d’un niveau ”de séparation” j: tel que
b'b—’:;i >1,s12<j<j’ et %—%L <1, si jf <j < k—1. Dautre part, la somme sur

j €42,...,k — 1} des relations en rdu systéme (4.33) donne:
Pro1 =broAs +br3As+ ...+ br 2451+ brk—14k—1.

Il faut mentionner que la relation ci-dessus peut se déduire aussi aussi a partir de
la deuxiéme relation de (4.28), en divisant par z,. Alors, puisque A; < A;;, nous

avons:

k—1
Pra1— Prez = 2 Aj(brj —bry1s) = D Aj(brg —brirg) — D Aj(brir — bry) 2
-

Jj2ir i<jr

_ k—1 k—1
Ajs (Z (brj — bra1g) — 2 (bry1j — bm')) = Ajs (Z brj— > br+1,j) =0
j=2 j=2

J2jr I<ir

Rappelons aussi p; < p;, cf. lassertion (i) du LEMME 4.5.3. Il suit:
perr+1>0, VTZ]-,

donc la suite (pr),>1 converge vers une limite p = p(n,k) > 0. Enfin, la relation
(4.32) donnera p > 0.

(ii) Pour prouver la convergence des suites (byjt1)r>1, J =2,...,k — 1, nous allons
employer un raisonnement par réccurence sur j, & partir de la deuxiéme relation de
(4.33).

Sl — Gk—1 ‘gty - Ortblk=1 _ _pr brk-1 ~ brk—1
Ainsi nous avons bri16-1 Pr+1 brj—1, d’ot: brt2,k—1 Pr41 bry16—1 = bri1k—1"

Mais, d’aprés le LEMME 4.5.3, on a byj_1 = *=1 by < jl"‘_ll b1 k-1 < byg—1.
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Les derniéres inégalités assurent la décroissance de la suite (b,x—1),>1, donc sa conver-
gence, puisque b,x_1 € [0,1].

‘Supposons maintenant que les suites (b,;)r>1, % € {J,...,k — 1}, sont convergentes,
ot 2 < j < k— 1. Mais la relation (4.33) implique b, ;_; = ;lj-pmbm,j — T b,
d’oli la convergence de la suite (by;—1)r>1.

(iii) On passe & la limite dans les relations (4.33) et (4.36). o

Remarque 1
1) On observe facilement que les limites b; = lim, 400 br, J = 2,...,k—1 et p=
lim, o p; sont uniquement déterminées par le systéme (4.32).
On peut vérifier cela sur I’exemple suivant. Prenons n =6 et k£ =5 le systéme (4.32)

devient :

( pbg = 10(b2 + b3 + b4)
,Ob3 = 12(62 + b3 + b4)

< pb4 = 12(b3 + b4)

by +b3+by =1

b27b31b4 2> 0) p> 0

On obtient: PP —34p+120=0, p>10, = p=230
1 2 4
=-=0. =-=04 = — =0.
et b2 3 0.3333, b3 3 0.4, by 15 0.2667

Le tableau suivant, réalisé & partir de matlab, montre la vitesse de convergence

suivante: b,; — b;, j € {1,2,3}, et p, — p:

b2,r b3,r b4,r Pr
0.2941 0.3529 0.3529 34.0000
0.3282 0.3938 0.2780 30.4706
0.3326 0.3992 0.2682 30.0618
0.3332 0.3999 0.2669 30.0082
0.3333 0.4000 0.2667 30.0011
0.3333 0.4000 0.2667 30.0001
0.3333 0.4000 0.2667 30.0000

N O O NS

Remarque 2 La relation (4.34) montre qu’au ”passage” de r & 7 + 1 les nombres
b.; augmentent pour des petites valeurs de j et diminuent pour des grandes valeurs
de j. Ce phénomene est illustré par la figure suivante, qui donne la variation des

coefficients b, ; pour différentes valeurs de 7.
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Le "poids® des séquences d’ aprés le niveau de la premiére réparation
01 T T T ] T ¥ T

nombre de composants: n=50 -

niveau de panne: k=40 e

nombre de réparations: r=1,3,7,10,50

0.01

Figure 4.1 Les coefficients b, ; en fonction de j € {2,3,...,40}, pour r € {1,3,7,15,50}.
Remarque 3 La mesure de probabilité B = (b;) sur ’ensemble {2,3,...,k—1}

est "proche” d’une distribution normale tronquée.

Evaluation de la mesure de probabilité B
0-1 T T 1] T 1 T T

0.09
0.08 nombre de composants: n=50 1
0.07 niveau de panne: k=40 B
0.05
0.041
0.03}

0.02

0.01f approx. normale

o L 1 1 d
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figure 4.2 L’approzimation de la loi de probabilité B = (b;)a<j<k—1 par une dis-

. oy _(==E(B)?
tribution normale tronquée de densité ¢ x(z) =ce  *+vr z € [2,k — 1]
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On peut aussi prendre f continue t.q. f(j) = b, j=2,...,k—1.
Pour trouver f on considére, & partir de (4.32), le systéme integral:

o(z) (3f(x) + [FH F(t)dt) = Bf(x), =€ [3k—1]

“Hf(t)dt =1~ 5(Tn - 8)

avec v(r) =z(n+1-—1x).
Le systéme ci-dessus a une solution unique f sur lintervalle [3,k — 2]:

F(z) = ah(z)e Js O 5 e 3k —2]

e _ v(=z) 2 ™ — 8
o) = 5@y “‘§<1‘3(k—1)<n+z-k>)
et
]o'=%v(k—1)=g(k—1)(n+2-k)

En fait, p est une sous-évaluation de p.

Dans la suite on s’intéresse au comportement assymptotique du rapport 2, ou
p = lim,_,eo pr est donné par le systeéme (4.32). Ainsi, supposons k > 4, fixe, et
n > k, variable. Pour indiquer la dépendance de p par rapport a n, nous notons
désormais p(n) au lieu de p. On adopte la méme convention pour les coefficients
bj, 7=23,....,k— 1.
La ”rephque suivante du THEOREME 4.5.1 permet d’approcher p(n) pour n suffi-

samment grand.

Théoréme 4.5.2

(i) La suite (ﬂnﬁl)n?_,c est croissante vers une limite finie | = (k).

(ii) Pour chaque j € {2,...,k — 1}, la suite (bj(n))n>x converge vers une limite
positive ¢; = cj(k).

(iii) Les limites ci-dessus satisfont le systéme

{ lc] = J Efz—-;la.x{zj-l} Ci, .7 = 21 s :k -1

23—2 G =

(4.37)

DEMONSTRATION.
(i) Pour n € IN, n > k, soit jn € {2,...,k—1} tel que _g;_;(,%_)ﬁ maXa<i<k—1 %‘%%
Alors, d’aprés (4.32), on obtient:

o) _ilnt1-gn) K i)

n n imman{2gn—1} Oin (n)
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p(n) < Jn(n+2—jn) ’“Z“:l biln+1)  p(n+ 1).

n ntl -y Y1) ntl
Par conséquent,
+ 1
(4.38) pn) o pntl) oSk
n n+1
D’autre part nous avons:
. 1 _ . k_l
E(n_)bJ:J(L_Q Y b(n)<j j=2...k—1.
n n i=max{2,j—1}

En sommant les inégalités ci-dessus nous obtenons:
pln) o (k=2(k—1) 4
n 2
Les relations (4.38) et (4.39) assurent la convergence de la suite (p(n)/n) vers une
limite finie ! (qui depend évidemment de & ).

(4.39)

(i) En employant (4.32), nous obtenons la convergence des suites (b;(n))n,>r par

récurrence.

En effet, pour 5 = 2 nous avons by(n) = g"ﬂ—'ll;(% — 2. Puis nous utilisons I’écriture
bjpr = HHm) it 3775 b;(n)) a dans ’hypotheése ou elle est valable pour tout
i < j.

(iii) En conformité avec les assertions antérieures, on peut passer i la limite dans
la premiére relation de (4.32), divisée par n. Ainsi on obtient la premiére relation du
systéme (4.37). La deuxiéme relation dérive directement de la deuxiéme relation de
(4.32). o

Remarque
Les nombres [/ et c¢; sont uniquement déterminés par le systéme (4.37) et d’apres le

théoreme précédent, on a:
p(n) =Iln+0(n), n— oo, k fixé.

Pour la limite ! on a I’encadrement suivant (voir la remarque précédente et la relation

(4.39)):
3(k—1) << (k+2)(k — 1)-

2 - 2
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ILLUSTRATION NUMERIQUE:

k 3 4 ) 10 30
p(n)/n 1.999 4999 7.998 .. 23599 .. 93.978
| =lim, y00 p(n)/n | 2 5 8 ... 236 .. 94
) n =10 000

4.5.2 Séquences avec un nombre fixé de réparations

Venons en & 1’étude de la suite (¢,),>0 des probabilités de panne directe avec r
réparations. Le systéme k/n avec composants exponentiels identiques se modélise par
un processus ”de vie et mort” sur ’ensemble des niveaux {0,1,.. . ,k}, avec les taux

de transition suivants:

A (n—1)A (n—k+2)A
0 1 '2;; 2 . k-2 g, E-10T
— il —

Alors la probabilité de la transition j — 7 — 1 est g; = (—njjl)’f\—%—# tandis que la
probabilité de la transition j — j+ 1 est p; = (%_1‘3_)—%:\]—#, pour j =0,1,..., k— 1.

Par conséquent on a:
L (n=9)A

4.40 = e Pl—l =
( ) €0 = PoP1 - --Pk—-1 E)(n—j)/\‘FjM

Le lien entre Ny et &g est clair. Ainsi, d’aprés P'assertion (i) de LEMME 4.5.1, on peut

interpréter €, comme:

€g = Nop-y,
ou -
- A
Py = - -
! }:I()(n—J)/\+Ju

désigne la probabilité d’une séquence arbitraire 7y € I'G.

Soit r > 1. Le modele stratifié nous permet de comprendre &, comme la somme des
probabilités des trajectoires sur les niveaux {0,1,...,k} qui partent de O, arrivent
a4 k, sans retour en 0, avec exactement 7”pas en arriere”. Si on retient dans cette
somme seulement les trajectoires dont le pre.mier ”pas en arriére” a lieu au niveau j,

on obtient le nombre &,; défini comme la probabilité de panne sans retour, par des
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séquences avec r réparations, dont la premiére au niveau j. Clairement nous avons

k—1
8,» = Z 81-’]'.
J=2
Nous nous proposons d’analyser la suite (e,),>1 en se référant aux récurrences vérifiées

par les nombres ¢, ;.

Lemme 4.5.4 Pour j€ {2,....k—1} et 7 > 1 on a les relations:

€1, = Q€&

(4.41)
Ert15 = ajzf;éax{z,j_l} Eryis

jn—j+1)Au
(n—A+ipl[(n -3+ 1A+ (G — 1)yl
DEMONSTRATION. On observe que si on ajoute la "boucle” j — j5—1 — j & une
trajectoire sur les niveaux, alors son nombre de ”pas en arriére” augmente d’une unité.
La probabilité de cette boucle est g;p;_1. Aprés un petit calcul, tenant compte de la
signification des probabilités &¢ et €, ;, nous obtenons les relations de récurrence de

Qj; = qijpj—-1 = [

2 7
I’énoncé. o

Remarque

Le lemme ci-dessus est en liaison directe avec le LEMME 4.5.2, les réels o; “rem-
plagant” ici les entiers a; du lemme cité. En fait, si on considére dans le modele
non-stratifié une trajectoire arbitraire vy = (e,e’,e”), avec e,e” € E; et € € E;_,

)y *12, 7
(=D = G- st la probabilité de . o

alorson a a; = a;p,, ou p, =

Corollaire 4.5.2 Notons A; = Yl o045, j=34,....,k—1. On a les relations de
récurrence :
g1 = Ax_180

(4.42)
Ert1 = ErpAs + ...+ ErpoaAk—1 +Erp—1Ak—1, 7> 1.

DEMONSTRATION. On fait la somme sur j des relations de (4.41).
Pour les systémes réels, les réparations sont beaucoup plus rapides que les défaillances

et on a u > A. Nous verrons dans la suite, que dans cette situation £; < gg. C’est
ce qui justifie d’ailleurs, I’intérét de l'inégalité de SOLOVYEV-BON-BRETAGNOLLE.
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Une condition suffisante pour avoir 1’inégalité précédente est formulée dans le lemme

suivant.

Lemme 4.5.5 §i § > nlogn, alors €1 <&

DEMONSTRATION. Nous avons

jln—i+1)Au %( n _1).

i = ; : : ; < -
G TMm—r+ig|[(n—i+ DA+ (G — D)yl i—1
Puisque Y %=2 % < log(k — 2), nous obtenons:

] A

Apo1 =D oy < ;[nlog(k -2)+n— (k- 2).
=2

En employant I'inégalité classique logz < z — 1, V > 0, nous trouvons nlog(k —

2)+n—(k—2) <nlogn, dou Ax_; < %nlogn. Alors, d’aprés ’hypothese et la

premicre relation de (4.42), on obtient la conclusion.

Nous nous intéressons au rapport entre &, (r réparations) et &,_; (r—1 réparations).

Notons:

(4.43) 6= ——, r=12,...
€r—1

Observons que le systéme de relations (4.42) donne e,y < Ag_1(€r2+ ... +Erp—2+
51-,Ic—1) = (51/60)61- - 6161-, d’ou:

(444) 61-4_1 S 51, Vr 2 1

De plus, sous 'hypothese & > nlogn, ona 6 <1.
On peut mieux caracteriser le comportement asymptotique de la suite (J;)r>1. Ainsi
le théoréme suivant est 1’équivalent du THEOREME 4.5.1 pour la suite (6,)r>1-

Théoréme 4.5.3 Soit f,;:= 24, j=2,....,k—1, et & ==, r=12,.... On a
les assertions sutvantes.

(i) La suite (3,);>1 est décroissante vers une limite positive § = 6(n,k,\,p).

(ii) Les suites (Brj)r>1, J=2,...k—1, convergent vers B; = B;(n,k,A,p) > 0.

(iii) Les limites ci-dessus satisfont le systeme:
{ 518.7 =aQ; Zfz—r;a.x{Z,j——l} :31:7 Jj= 2,... k—1

Y Bi=1

(4.45)
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DEMONSTRATION. Elle est similaire & la démonstration du THEOREME 4.5.1.
Maintenant nous avons la possibilité d’estimer le poids des séquences de panne sans
retour, ayant un nombre fixé de réparations. En fait nous pouvons utiliser le théoréme

ci-dessus pour obtenir un ’encadrement de £ & partir de &,.

Théoréme 4.5.4 Si £ > nlogn, alors:

01 1
. < < .
(446) €o (1+1_6>_6_€01_51

o 6 estla limite de 6, quand r — oo.

DEMONSTRATION.

L’hypothese 4§ > nlogn assure (cf. LEMME 4.5.5) 6, < 1. D’aprés le THEOREME
4.5.3nous avons 0 < § < 4, < 4;, r=1,2,.... Alors, un raisonnement par récurrence
a partir de la définition (4.43) des rapports J, donne, 06" 16 < &, < go6], T =
1,2,.... La somme sur r de ces inégalités, & laquelle on rajoute le &9 donne (d’aprés
(4.9)) la conclusion.

Remarque Le calcul des bornes de I’encadrement ci-dessus ne pose pas de problémes.
Ainsi, la probabilité €y de panne directe par des séquences sans réparations est donnée
par la relation (4.40), puis d’apres (4.42) on a

- | kel jln—j+ 1A
81 = Ap_ —J,Z::z [(n=)A+iu[(n—j+ DA+ (G - Dy

et enfin, pour avoir 4, il suffit de résoudre (numériquement si nécessaire) le systéme

(4.45). Rappellons aussi que la valeur exacte de ¢ est donnée par les formules matri-
cielles (4.6), (4.7), (4.5) et (4.8) et la formule spécifique & un k/n (4.22).

EXEMPLE NUMERIQUE: Soit n =15, A =0.01, u=1.

a) Le comportement de la suite (é,),>1, avec &, = ==, pour des valeurs différentes
du niveau de panne k est donné par le premier tableau:

k 01 ) J3 4 J5 6 J

310.1153 0.1153 0.1153 0.1153 0.1153 0.1153 ... | 0.1153
410.1740 0.1740 0.1740 0.1740 0.1740 0.1740 ... | 0.1740
5(0.2114 0.1910 0.1888 0.1886 0.1885 0.1885 ... | 0.1885
6 | 0.2377 0.2003 0.1933 0.1917 0.1913 0.1912 ... | 0.1911
7 10.2570 0.2065 0.1958 0.1928 0.1919 0.1917 ... | 0.1915
8 10.2716 0.2111 0.1974 0.1934 0.1922 0.1918 ... | 0.1916
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b) Pour les méme valeurs de k, le deuxiéme tableau suit I’encadrement de ¢ par

rapport & g, en utilisant 6; et d :

k €0 60[1+(51/(1 —6)] 80/(1—51) 5

3| 7.500 1073 8.500 1073 8.500 10~° | 8.500 10~
4| 2.8828 10~* 3.4901 10~ 3.4901 10~* | 3.4901 10~*
5| 7.7155 10~ 9.7254 106 9.7838 10~ | 9.7309 106
6| 1.5128 10~ 1.9573 107 1.9845 107 | 1.9616 10~
71 2.2357 10~° 2.9464 10~° 3.0090 10~° | 2.9577 10~°
8 | 2.5262 10711 3.3749 10~ 1! 3.4682 10~11 | 3.3926 10~

D’aprés les résultats numériques ci-dessus on voit bien que la borne gauche de

I’encadrement de € est trés bonne, donc on peut écrire

)
E R €y (1-{-1_15)

4.5.3 Cas général

Nous nous proposons de généraliser les résultats obtenus pour un systéeme k/n
avec composants identiques (voir paragraphe précédent) dans le cadre plus large du
modele stratifié considéré.

Supposons ’ordre croissant de €; = pu; — A; > 0 :

€[1] < €9 <...< €[n]

Notons
7 = maxi<i<n (Aifki)

A=Y N+ Y e, D= M+ T €ty

. VR
6-=77H1<‘<'2 aj, j3=2,...,k

1<i<j B

Contrairement au cas particulier du systéme k/n avec composants identiques,
nous ne sommes pas en mesure de donner des résultats treés concis. Pourtant on peut
encore exploiter la nature ” presque géométrique” de la suite étudiée. Ainsi le théoreme

suivant fournit des inégalités convenables pour I’évaluation de ¢ a partir de &o.

Théoreme 4.5.5 Avec les notations ci-dessus, on a le systéme de relations suivant:

(4.47)

{ 51,j§aj€0, J=2’1E

— % .
Er+l,j S Q; E'i=ma.x{2,j—1} €rgy J = 21 s :k
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DEMONSTRATION. Les trajectoires de panne, sans retour dans 1’état initial, arrivent
dans les états absorbants qui se trouvent dans les niveaux k+1,k+2,...,k+1. Alors
elles peuvent enregistrer des réparations juqu’au niveau k. Ainsi, nous avons &, =
Z]E:z €rj, T > 1. Dans I'interprétation séquentielle, €, ; est la somme des probabilités
de ’ensemble des trajectoires de panne directe de "type (r,j)”. Pour comparer €41,
avec &,; il suffit d’observer que chaque trajectoire 7' de "type (r + 1,j)” peut
- étre regardée comme "dérivée” d’une trajectoire vy de "type (ri)”, 1 > j—1 (3
laquelle on ”ajoute” une réparation admissible), et d’estimer le rapport %. Apres

un raisonnement élémentaire nous trouvons:

Py . n [licicj—2 A;

Dy Mh<icj A;
Mais le nombre des trajectoires +' de ”type (r+1,5)” qui dérivent d’une trajectoire
fixée v de "type (ri), ¢ > j—1, est aj = j(n+1—j) (voir la démonstration du
LEMME 4.5.2).
Alors nous obtenons le systeme des inégalités (4.47). o

Comme application, nous obtenons la majoration de £ A partir de &q.

Théoréme 4.5.6 Si § := Z;LZ @; est inférieur a 1, alors:

1
4.48 < _
(4.48) £ =013

DEMONSTRATION. D’aprés (4.47), nous trouvons par récurrence :

er < gop] <epd”, r=0,12,...,

d’ou la conclusion.
On remarque que pour un systéme k/n ona @; = a; et § = 6.

4.6 Conclusion
Pour calculer ¢ on a la formule asympthotique de SOLOVIEV
£ & £y.
11 est classique aussi d’approcher

EXR gy + €.
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On constate que c’est raisonnable mais qu’il est beaucoup plus intéressant de prendre

Pour I’évaluation de €y on peut employer, par exemple, ’inégalité de Solovyev montrée
dans BON-BRETAGNOLLE (1998):

Ai
ecE; \i€De M/ \ieD.

(4.49) g0 < L >
Ao

ou D, est I’ensemble des composants en panne dans 'état e.
Dans le méme article est donné un encadrement qu'’il est intéressant de comparer aux

résultats précédents.
Nous supposons tous les taux égaux:

M=Xet y;=p, t=12,...,n

Ecrivons ’encadrement de BON-BRETAGNOLLE en ’adaptant & notre contexte. Nous

avons:

(4.50) (: - i) (1 - %(1 +log k)) <£)H <e< (Z ~ i)‘f% (3)’°—1

En général le rapport ﬁl est trés petit et on constate que le niveau de panne k
n’intervient qu’avec le logarithme dans ’approximation d’ordre 1.

Reprenons 1’exemple numérique précédent avec les valeurs:
n=15 k=6, A=0,01, p=1.
Notre encadrement donne:
1,294 €0 < g < 1,312¢
alors que la formule ci-dessus donne:
0,972a < ¢ < 1,01a

oll @ est une constante positive (sur-évaluation de & ).

Une fagon de comparer la précision des encadrements est de faire le rapport entre
la borne supérieure et la borne inférieure. Pour notre encadrement, nous obtenons
1,014 alors que I’encadrement de BON-BRETAGNOLLE donne 1,039. Pour k=5 ces
rapports valent respectivement 1,007 et 1,037, donc notre encadrement est toujours
meilleur. 11 faut rappeler, cependant que ’encadrement de BON-BRETAGNOLLE est
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établi dans un cadre beaucoup plus général puisque les taux de réparation ne sont
pas supposés constants et donc le systeme n’est pas markovien. De plus la nature
de 'approximation est différente. Dans notre cas il s’agit d’un calcul séquentiel. On
énumeére les trajectoires ayant successivement 0, 1, 2, ... réparations et on approche
€ & partir des probabilités cumulées. Dans le travail de BON-BRETAGNOLLE, il s’agit
d’un calcul analytique a partir des coupes minimales et des propriétés de vieillissement

des réparations.
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Chapitre 5

Evolution en temps de la
disponibilité

5.1 Modéle stratifié sans absorption

Nous restons dans le cadre markovien. Les composants ont des taux de dégradation
et réparation constants. Nous nous intéressons, maintenant, aux propriétés concernant
la disponibilité d’un systéme & n composants indépendants. Dans ce sens, nous sup-
posons que les états de panne de E~ ne sont pas absorbants. Autrement dit, tout
composant est réparable, quel que soit I’état dans lequel se trouve le systéme & un mo-
ment donné. L’hypothése assure l'irréructibilité du noyau de Markov correspondant
et I’ergodicité du processus de Markov en temps continu qui décrit ’état du systeme
(conditionné par 1’état initial). Il s’agit d’'une nouvelle perspective sur I’évolution en
temps du systéme, mais qui présente certaines affinités avec la durée de vie du systeme,
surtout dans le cas des réparations rapides.

Soit ); le taux de dégradation et y; le taux de réparation du composant ¢, avec
i=1,...,n. Notons (X;s)e>0 le processus aléatoire & valeurs dans I’ensemble {0,1},
indiquant 1’état du composant ¢ au temps ¢t > 0, sachant qu’au moment initial, il
est en bon état. Pour t > 0 fixé, X, est une variable aléatoire de BERNOULLI de

parametre

i
(5.1) pie=pi(1—e™™), avec Aij=XA+pu et p= A

obtenue comme solution de I’équation différentielle associée:

d .
—%} = AiGit — MiDit, Dio = 0.

(5.2) Gizs=1-pig=aq+pe™ et ¢=1-p;.
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De la méme facon, si au moment initial ¢ = 0 le composant ¢ se trouve en
panne, alors son état sera décrit par le processus (Yj:)i>0, o Y;: est une variable

aléatoire Bernoulli de parameétre

(5.3) Tit = Di (1 + 'j\h e ) = p; + gie ¢
Observons::

dpi’t _ —A;t
(54) = Aipie >0,Vt>D0,

dt
et par conséquent p;;: 1 p;.
D’autre part on a 7;; | p;, puisque % = —ANigie ™™ <0,V t>0.

A partir de la stratification &, = {Ej};=0,.,n de ’ensemble des états E = {0,1}",
notons:

P,(j) = la probabilité que le systéme se trouve au temps t dans E;
tJ) = (i.e. dans le niveau j) & partir de l'état e = (e,....e(M) € E .

Pour e = ¢y, nous allons noter simplement P;(j) au lieu de ®P;(j).

La signification de la probabilité ci-dessus est la suivante : sachant qu’au début il y a k
composants en panne (donc e € Ey ), °Pi(j) indique la probabilité d’avoir au moment
t > 0 ezactement j composants en panne. La mesure de probabilité ( °P:(5));=o,. .n
sur I’ensemble {0,1,...n} représente en fait la distribution de la variable aléatoire

(5.5) “Snit = Z Xig + Z Yis
i:e(d=0 ize(d=1

Pour e = ¢y on note S,; = S,; =Y, Xi: Les termes des sommes sont des va-
riables aléatoires indépendantes d’apres I’hypothése d’indépendance des composants.
Un raisonnement classique nous donne le résultat suivant.

Lemme 5.1.1 En terme de fonction génératrice nous avons:

“Pi(j) = P{°Sns = j} = [¢’] { II Q-pig+pizz) JI Q—rip+ Tz‘,tz)} )

i:e(d) =0 i:e(i)=1
ot [27] {Q(2)} représente le coefficient du 27 du polynéme Q(z).

Puisque lim; ;o0 pis = limyyoo 75t = pi, 2 = 1,...,n, la loi stationnaire associée au
processus de comptage °A; = ( *Sp:)i>0 sera (pour tout e € E) II = (m;)j=0,..n
définie par:

(5.6) m = {1l )

=1
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i.e. la distribution de la variable aléatoire S, = > ; X;, ol X;, ¢ =1,...,n sont des
variables aléatoires BERNOULLI indépendantes, respectivement de parametres p;.

Notre étude est centrée sur la convergence de la mesure de probabilité (P;(j));=o,...n,
que 'on peut écrire (en adaptant le résultat du LEMME 5.1.1) comme:

n
(5.7) Pi(j) = P{Sn: = j} = [¢'] {H(Qi,t +pz',tz)} )
=1
vers la probabilité stationnaire II = (7;);=,. . D’apreés (5.4), on remarque:
(5-8) Pt(o) = H%‘,t { H g; = T,
=1 1=1
(5.9) Pi(n) =[[piz * [[pi = 7n.
i=1 i=1

En termes de variation totale, il est bien connu que de nombreux processus modélisés
par des chaines de Markov présentent un phénomeéne de cut-off (voir par exemple
ALpous (1983), Diaconis (1995), SALOFF-COSTE (1997), YCART (1998)). La
présence de ce phénomeéne dans la convergence ci-dessus est prouvée dans le cas de
composants identiques. Ici il s’agit d‘une situation plus délicate & cause du manque de
symétrie. Nous analysons dans la suite, ’évolution du vecteur d’état, ce qui permettra
de mettre en évidence un phénomeéne de cut-off. Ce phénomene peut étre démontré
directement & partir d’un encadrement de finesse de la distance en variation totale
entre deux sommes de variables aléatoires BERNOULLI indépendantes. Pour obtenir
cet encadrement nous allons rapprocher la distribution des sommes respectives de v.
a. de type BERNOULLI de la distribution normale en empoyant les résultats classiques
de HOEFFDING (1959), SAMUELS (1965), GLESER (1975) et l'inégalité de BERRY-
EsSSEN. Une préoccupation importante sera I’encadrement du niveau de séparation,
notion que I’on définie dans le paragraphe suivant. D’autre part, d’apres une idée de
BRETAGNOLLE, nous obtenons une bonne majoration de I’écart entre P; et II qui
peut servir elle méme & une démonstration partielle du théoréme sur le cut-off. En-
fin, il faut mentionner que le travail récent de WEBA (1999) donne des bornes pour
’écart en variation totale entre une somme des v.a. de BERNOULLI et la distribution

de POISSON de méme moyenne.

Les résultats théoriques de ce chapitre seront illustrés par des simulations numériques.
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5.2 Niveau de séparation

Pour évaluer I’évolution de la probabilité d’étre en j au moment ¢ > 0, nous

allons étudier le comportement des fonctions %;, j = 0,1,...,n, définies par:
(5.10) b;(t) = P;(] ) t>0.
j

Evidemment tous ces rapports tendent vers la valeur 1 pour ¢ — oco. Les relations
(5.8) et (5.9) nous assurent les convergences monotones () | 1 et w,(t) 1 1.
Naturellement, se pose ensuite le probléeme du comportement de ,(¢) pour 1 < j <
n — 1. Voyons d’abord quelque relations récurrentes sur les nombres P,(j).

Ainsi, le conditionnement par rapport & la variable aléatoire X;; nous donne:

(5.11) Pi(j) = 4PV () + i PO (G - 1),
(5.12) POG) =11{ TI (s +me2)},

le{1,..n}\{i}
pour i € {1,...,n},7€{0,...,n—1} et t > 0.
On peut aussi facilement déduire les identités :

iP() = S, i PO (G - 1),
(5.13)

(n = 5)P:(4) = Ty (1 — pig) P (5).

Selon SAMUELS (1965) on a les inégalités:

i), )2 i), . i), .
(5.14) (POG) > PPG-1)PPG +1),
(5.15) {Pé’?(j—l) <PPG)  si §< Tiumy
POG) > PPG+1)  si §2 Siumye

La proposition suivante donne la monotonie par rapport & ¢ des fonctions fi(l—t()ﬁ
i

Proposition 5.2.1 Pout tout j € {1,...,n}, la fonction ﬁf; : (0,00) = (0,00) est

croissante.

DE’:MONSTRATION Pour j = 1, la propriété de ’énoncé est évidente puisque on a
pr (%) ) =02, ql % >0,V t>0, en conformité avec (5.4).
Soit j > 2. A partir de (5 11) on obtient la formule:

(5.16) IR =3 (PG —1) - PO(7)) it

=1
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Apreés calculs, on arrive la forme suivante de la dérivée de Vi

Yi-1
d ¢j) { 0 o () dPit
e t) = PO - 1))’ (1) = PG — 2)PF } i
(%) 0=~ {(PP6-) 0 - P06 - 2700
Alors, cf. (5.14) et (5.4), on déduit la croissance de (t()t) par rapport at > 0.
Corollaire 5.2.1 Pour 7=1,2,...,n, on a l’ordre suwant.
(517) ’(/)_7'_1(t) > d)j(t)v Vt>0

DEMONSTRATION. On a lim;_,o % f(lt()t) = lli’:‘i*“w'/’f (t()
oo Yj—

5= 1 or selon la PROPOSITION
R’E i)

5.2.1 4" est croissante; on obtient -7 1/)]_ 5 <L Vt=>0. g

En fait cette relation peut étre déduite d’une propriété plus générale des comparaisons

de sommes de v.a. BERNOULLI.

Proposition 5.2.2 Soient X; et X; des variables BERNOULLI indépendantes ¢ de
pammétres respectifs p; et p;, tels que 0 < p'z < p; <1,i=1,...,n. Notons

=P{Tr, Xi=j} et m; = P{T, X; X; =3},7=0,,...,n. Alors:
A S W
i1 7r_7, ) ’

DEMONSTRATION. Pour la preuve, il suffit d’employer la croissance du w_:-rf_u regardé
comme fonction de (p1,..-,Pn), par rapport & chaque p; (cf. SAMUELS, 1965) pour

obtenir. —Ji—l > —-;J— .d’ou la conclusion.
La propriété 01-dessus nous est également utile pour évaluer la distance en variation
totale entre les mesures de probabilité (P:(j))§ et (m;)§, donc entre les variables
aléatoires S,; et S,. Rappelons d’abord la définition (adaptée & notre situation) de
cette métrique des distributions discrétes.
Définition Pour des variables aléatoires U et V prennant des valeurs dans l’ensemble
{0,1,...,n} avec les probabilités fy(j) = P{U = j} et respectivement fv(j) =
P{V =3}, j=0,1,...,n, on appelle distance en variation totale entre les variables
aléatoires U et V 7 (ou entre les mesures fy et fy de probabilité sur {0,1,...,n})

le nombre réel non-négatif défini par:
1-& . .
lfo = fellvr == 5 2 1fu(d) = fv ()
J=0

Ainsi, donnons une premiére approximation de ’écart entre P; et I

Théoréme 5.2.1 Pour tout t > 0 on a la majoration suivante:

(518) | P —Tllvr < %max{ TI+ dedty 1, 1- [[(1 - e }

=1 " =1
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DEMONSTRATION. En conformité avec(5.10) et (5.17) on a:

Pi(n) < Pi(4) < P:(0)

, t>20, 7=0,1,...,n.

Mais %ﬂﬁl =1, %ﬁ = 1™, (1 —e~A?) et d’autre part ﬂmf’l = [T, 11;_”;% =TI (1+
e M) =TI, (1 + %je”‘\‘t). D’ou 'on tire pour 5 =0,1,...,n :
. . Ai A,
(5.19) - [1 I, (1- e'A‘t)] S Pi(j) — 75 < my (TR, (1 + e — 1] :
(3

Ainsi nous obtenons:
1 . Ty n )‘i —Ast n —A;t
§Ipt(J)—Wj|S Emax Hi=1(1‘*‘;6 )—1 ’ 1_Hi=1(1_e )
1

La somme sur j de ces inégalités conduit a la relation (5.18).

Ce résultat permet de majorer ||P; — II||yr En fonction du paramétre A =
min;<;<n A;.
Corollaire 5.2.2 Soit A = minj<i<p Ai. Supposons \; < p; pour i=1,...n.
(3) Pour tout t>0 on a:

1
(5.20) P = Milvr < 5 [ +e72)m - 1].
(it) Il existe to > 0 tel que pour tout t >ty on a:

1
(5.21) 1P~ Tlvr < 5 [1- (1 - e72)7].

DEMONSTRATION. Nous avons II%, (1 + Zie™™f) — 1 < (1 + digmAh)n 1 < (14
e™dm — 1 et 1 — I, (1 — e ™M) < 1— (1 — e )" Alors, d’apreés le théoréme

ci-dessus, nous obtenons:

(522) P~ Mllyr < g max{ Ty (1 + e — 11— (1 e <

M
< %max {Q+e2)"—11-(1~ e M)}
L’inégalité (14+z)"+ (1 —2z)* > 2, V z € [0,1] implique 1 — (1 — e ™2™ < (1 +
e™d)" _ 1,V ¢ > 0. Ainsi I’assertion (i) est prouvée.
Pour (ii), observons que pour tout ¢ > 0 on a

Aq
L (1+ =) + (1 - e™)" < (L+ ae™)" + (1 — e729)",

1
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avec @ = MaXi<i<n ;’}: < 1. La fonction f :[0,1] = [0,00), f(z) = (1 4+az)"*+(1—2z)"
est décroissante au voisinage de 0, puisque on a f'(0) = n(a—1) < 0. Mais f(0) =2,
donc il existe § > 0 t.q. f(z) <2,V z € (0,9).
Alors il existe ty > 0 t.q. pour tout ¢ > to on a
s
I, (1+ je-ét) —1<1—(1-e4%)n,
i

d’otl nous obtenons (ii) comme conséquence de (5.22).

Parmi les propriétés bien connues de la distance en variation totale rappelons
seulement la suivante :
lfv — fvilvr = max (P{U € A} — P{V € A}).
Ac{o0,...,n}

Un probléme naturel est de trouver un ensemble A* qui réalise le maximum. Nous
verrons qu’a partir de la relation (5.17) il est possible d’exhiber un entier j* avec A" =
{0,1,...,5*—1}. En fait on peut montrer un résultat de comparaison de distributions

dans un cadre plus général.
Lemme 5.2.1 Soit U et V deuz variables aléatoires a valeurs dans l’ensemble

{0,1,...,n}. Notons fy(j) = P{U = j} et fv(j) = P{V=3}>0,7=0]1,...n
puis Fy(j) = S o fu(®), et Fy(j) = 1o fv(3) pour j =0,1,...,n. Supposons:

foG—1) _ ful@) .
=D foGgy Ve Lk

Alors :
(i) il existe un unique entier positif j* < n tel que:

fU(J)>fV(])7 81 je{oilﬁ"'hj*—l})
fu(G*) =2 (%), s j=7" ;

fu(3) > fv(9), si je{j*+1,...,n}
(i) | fv — Fvilve = Tj<ir (fu(d) = fv(5)) = Zjzj; (Fv(5) — fu(9));
(iii) | fu = fvllvr = Fo(5* — 1) — Fv(§* — 1) = mazogj<n (Fu(§) — Fv(9)) -

DEMONSTRATION. Observons d’abord qu’on ne peut pas avoir % > 1. En effet

dans le cas contraire on déduit ;38; > f"j EZ; > 0 pour j < m, d’ou la relation

contradictoire :
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On a donc }ﬂ(_zl) < 1. De méme fagon on montre ’%6% > 1.

Soit j* = minjeq1,.n3{ 7 : f%(% <1 }. D’apres I’hypothese, il suit :
fu(0) fo(G*—1) fu(5*) fu(n)
O T RG-D T E ARG T R

d’ol on déduit I’assertion (i).
Pour (ii) on emploie la définition de la distance en variation totale:

Ifo = frlve = 5 | S o J)—fv(J))—Z_(fu(j)—fv(j)) ='> (0l - (@),

De la méme manitre on trouve ||fu — fvllvr = ¥j»;: (fv () — fu(4)-

En fait nous avons ||fy — fv|lvr = Fy(j* — 1) — Fy(3* — 1) et pour prouver (iii) il
suffit de vérifier Fy(j* — 1) — Fy(5* — 1) = maxo<j<n (Fu(j) — Fv(j)). Cela résulte
du raisonnement suivant :

si 0<j<j*—1, alors Fy(j) — Fv(j) = Fy(j*—1) —Fy(5*—1) - Zj<i5j--1(fU(i) -
fv(@) =

Fy(5* =1) = Fv(5* — 1) = Zjcicjo 1fu()) — fr(9)| < Fu(5* - 1) = Fy(5* - 1);

par contre, si j* < j < n, alors Fy(j) — Fv(j) = Fp(G* - 1) — Fy(* - 1) +
Yje<ici(fu(®) = fv(3) = Fy(5* — 1) = Fy(5* = 1) = Zjecicj | fu (@) — fr(5)| < Fy(* —
1) -FG*—-1) g

En particulier, la relation (5.17) nous permet de choisir U = S,,; et V = S,, dans
I’énoncé précédent. Alors il existe un niveau unique j} & partir duquel le rapport
P;(t) = Z%Q devient inférieur & 1.

Définition Soit t > 0. On appelle "niveau de séparation au moment t” le nombre

entier j; defini par

(5.23) Ji=min{je{l,...,n} : ¥;(t) <1}

Ainsi nous avons:

(5.24) ||P: — Ollyr = D> (P(4) — m5) = 3 (mj — P:(4)) maXZ(Pt — ;)

i<s; 323 =0

Comme application immédiate de (5.24), nous pouvons donner un autre majorant
de la distance en variation totale. Il améliore (5.20) pour ”des petites valeurs” du
parametre t.

Proposition 5.2.3 Pour tout t >0 on a:

(5.25) |P: — O|lyr <1 - (1 —e™ 24",
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ol _1_\_ = min,- Ai.

DEMONSTRATION. D’aprés (5.24) et (5.19) nous avons:

1P =Ty = 3 (- PG < S ml-(1—e2)] <1- (1 - e,

J23¢ J2i¢
d’ou la conclusion.
Remarque Pour t < %Iogg, la relation (5.25) donne une meilleure borne pour
||P: — ||y que (5.20). Evidemment, pour ¢ suffisamment grand nous comptons sur
(5.21).

Il reste & déterminer de fagon plus précise ou se trouve le niveau de séparation.

Nous proposons d’encadrer ce niveau a partir des moyennes des variables aléatoires
Sn,t et Sp. Notons:

(5.26) me = Zpi,t = E(Sp:) et m= Zpi = E(S,)-
i=1 i=1

En fait, les deux moyennes fournissent des bornes pour j;.

Proposition 5.2.4 On a l’encadrement suivant du niveau de séparation :
(5.27) m—1<ji<m+1 V t>0.

DEMONSTRATION. Pour avoir jf > m; — 1, la propriété Pi(j) > m;, V j < my — 1.
est suffisante. Soit j < m; — 1 un entier positif. Notons

Cjk = [zj] {H(l — pi + pi2) - H(l —pit+piz)}, k=1,....n+1
i<k i>k

avec ¢j1 = Pi(j) et ¢jn41 = m;. Soit

C§'°13 = [Zj] {H(l — pi +piz) - H(l — Dit + Dip2)}.
i<k i>k

Pour 1 < k < n, fixé, on arrive facilement & lidentité: ¢;x—cjr+1 = (P& —Dr,t) (cgk,z —
Cgl-c-)m) Mais j < mi—1 < SicxPi + Disk Pig + (Pt — 1) < Tick Di + Xisk Pig- Dans
ce cas, d’apres la relation (5.15) (adaptée au contexte), on a cgk,g - g-k_)l’k > 0. Puisque
Dk — Dk > 0, il tésulte cjx > cjk41. Alors, par récurrence, on obtient P;(j) > ;.

Pour prouver ’inégalité j; < m+1, il suffit de montrer P;(j) < m;,Vj > m+1.
Ainsi, soient j et k les entiers t.q. m+1<j <m et 1 <k < n. Le choixde j
implique j —1 > m > ¥;ck Di + Sisk Pie- Alors, en conformité avec la relation (5.15)
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(adaptée), on a cg k) _ (k) 1k > 0. Il résulte Pi(j) < 7j. o

On peut compléter le résultat de la PROPOSITION 5.2.4 en observant que le type
de monotonie des fonctions 9; dépend de la position de j par rapport & m = E(II).

Proposition 5.2.5 Les fonctions v;, j =0,1,...,n ont le comportement suivant
(i) 1o est décroissante sur [0,00);
(ii) i 0 < j <m-—1, il emiste 0 < t; < t; t.q. ¥; est croissante sur [0,t;] et
décroissante sur [t;,00).
(153) si m+1<j<mn, v; est croissante sur [0,00).

DEMONSTRATION. L’affirmation de (i) est évidente. Pour (ii) et (iii), montrons d’abord
la croissance au voisinage de ¢ = 0 des fonctions v; pour j > 1. Ainsi, la relation

(5.16) peut étre écrite sous la forme suivante:

; ’P(z)( ) dp; ¢
(5.28) —Pt(J) }_:17’”( )(1—7??)( _1)> dt

D’apres I'inégalité de TCHEBYSHEV

> ab; < 1 (Z ai) (Z bi)
i=1 T \i=1 i=1
si (a;j —a;)(b; —b;) <0, Vi# j, nous obtenons:

S p PG - 1) < = (Z — )(i(l—pi,t)P?’(j—l))

i=1 -1 —Dig) \io

Apres (5.13) on déduit I'inégalité:

(5.29) P) < Lt p i - 1) (Z Pt )

nj pz t

Mais lim; 9 >, 1”‘; = 0 et 'inégalité (5.29) donne dans ce cas lim;_,o J—LPZ‘J. i o = 0.

().
De la méme fagon, nous trouvons lim;_,q P—Z‘)—((’—)) = 0. Alors selon (5.28) nous avons

4P,(j) > 0 au voisinage de t =0, ce qui assure I'existence de t; (pour j <m—1).
Il faut remarquer aussi (cf. (5.15) et (5.16)): j <m;—1 = dt’Pt(j) > 0.
Supposons 1 < j < m — 1. Puisque m; 1 m, il existe ¢; > 0 t.q. my > j +
MaXie(1,..,n} Pi > J + MaXie(1,..,n} Pity V t > ;.
D’apres (5.15) et (5.16) il suit 2P(j) < 0V ¢ > ¢;. Soit m+1 < j < n. Alors
j—1 > m > m;. En employant toujours les relations (5.15) et (5.16) on obtient
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Illustrons les résultats ci-dessus par des simulations numériques réalisées avec le
logiciel matlab. Par exemple, pour 100 composants, avec des taux de dégradation
Xi € [0.01,0.1] et des taux de réparation u; € [0.8,1], le comportement des rapports
Y;(t) = %ﬂ, t > 0, pour j au voisinage de m = IE(II) est représenté par la figure
suivante.

CONVERGENCE VERS LA STATIONNAIRE PAR NIVEAUX A PARTIR DU NIVEAU 0 (RAPPORT)

2 1 1 1 1 4 T 1
i=3
1.8 -
16 100 composants (n=100) -
taux degrad. dans [0.01; 0.1]
141 taux repar. dans [0.8; 1] .
1.2 i= -]
b =
[=}
Q = ——
Q.
]
m= 5.2802 -
niveaux : j=0,1,..,100
rapports "croissants" : j=6,...,100 -
1 1 1 1 1

3 4 5 6 7 8
temps

Figure 5.1 Les graphes des fonctions v;, j € {3,4,...,8}

Pour la simulation numérique ci-dessus on a employé des taux \; et u; aléatoires,
suivant des lois uniformes sur les intervalles indiqués. Pratiquement, les états dégradés
sont ceux qui ont beaucoup de composants en panne. Si ce nombre est plus grand que
m, on peut dire que la probabilité stationnaire est une vision pessimiste de l’indispo-

nibilité.
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5.3 Cas des composants identiques

Dans le cas particulier des composants identiques, on peut regarder ce que donne
I’étude précédente. Il est possible d’identifier avec précision le niveau de séparation
Ji et le comportement des fonctions ;. Supposons donc A\; = A > 0, pu; = p >
0, s =A=XA+pu et p,=p= Z\'-AT;I’ pour ¢ = 1,...,n. Alors S,; et S, ont
des distributions binomiales de paramétres p, = p(1 — e At) et p respectivement,
d’espérance m; = IE(S,:) = np; et m = IE(S,) = np.

Cette hypotheése supplémentaire permet une version plus forte de la PROPOSITION
5.2.4. Présentons d’abord un lemme préparatoire.

Lemme 5.3.1 La fonction v, : (0,1) x (0,1) — (0,00) définie par v,(s,z) = (1 +
as)=%(1 — 5)%, ou a est une constante positive, vérifie la propriété suivante :
pour chaque s € (0,1) il eziste un unique =, € (0,1) t.q. v,(s,zs) = 1; de plus

. a 1 a—1, 2)
(5.30) xs-—a+1(1 S5+ =52 +0(s%)), 50,

DEMONSTRATION. Puisque qu’on a v,(s,z) = (1 + as)({5%)* avec 0 < =% < 1,
la fonction v est décroissante en z (s fixé). Puis v4(s,0) =1+as>1>1—-s =
v(s,1). Alors pour tout s € (0,1) il existe un unique z,; € (0,1) t.q. v,(s,zs) =1 et
va(8,z) <1 si et seulement si = € [z,,1). En fait
(5.31) 5, = log(1 + as)

log(1 + as) — log(1 — s)
est obtenu comme solution de I’équation v(s,z) = 1. En développant z, par rapport
a s au voisinage de I’origine, on obtient la relation (5.30).

La proposition suivante montre que le niveau de séparation j; se trouve au voisinage
de la moyenne arithmétique des nombres m et m,.

Proposition 5.3.1 Le niveau de séparation j; (d partir du niveau 0) satisfait les

relations :

" me.+m 2p—1 _ _
(5.32) Ji 2 t 2 (me 2AL 4 0(e 2At)) , t—00
(5.33) Jmm < jp <® %—"—’ +1

ot <®) a lieu si A < p.
DEMONSTRATION. Pour ¢ > 0 fixé observons que ;(t) peut s’écrire:

o Qe —pr Ay (1 Poa\"”
"pj(t)— (?)pj(l—p)"‘j = (1"6 ) (1+56 ) )
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ce qui nous conduit & I’étude de la fonction v, définie par le lemme précédent. Ainsi
nous avons ¥;(t) = v?(e~,j/n), pour a = £, et nous obtenons: ¥;(¢) <1 <« L>
Zo-ae. Alors, d’aprés (5.30) et les définitions de m, m; et jf, on arrive a la relation
(5.32). '

Pour l'inégalité gauche de (5.33), étudions la monotonie de la fonction 8, : (b2,b] —
(O’OO)»

l1—=z
T — b2

ol b € (0,1) est une constante. On a pour la dérivée de 6, la forme:

1-b
0y(z) = b'2bxb+1( ) z e (%],

6,(z) = b~2(1 — b)(1 — b?)z® (;:2’2) ) [(1—11))2 - (1—3:)20—1)2) . z e ().

Puisque, pour tout z € (6%,0), =( o) = (1—;322(—;;2)2 < 0, nous trouvons

o= > (1_1b)2, donc 6;(z) < 0. Alors nous avons 6,(z) > 6,(b) =1, Vz € (*,b).
En particulier, pour b= /p;p (ot ¢t > 0 est fixé) et a = T;Lp, I’inégalité précédente
et la décroissance de la fonction v,(e~?,-) donnent:

P;(t) = (e M, /n) > vi(e™™b) =07 (p) >1, Vj<nb

Puisque nb = n/p:p = /mum, on déduit j; > /m.m.
Pour 'inégalité droite de (5.33), on s’intéresse & la monotonie de la fonction 4. :
(0,¢] = (0,00), b:(z) = (% — 1)¢(3=2 _1)1~¢ ol c € (0,3) est une constante. Sa

l—-z
dérivée
, 2c -1 2cx — z? c?
5.(z) = 2(1 — 2-2(——1) 5 _
() (1=c)z z o(2) 1—2c+ (2cz —12?) (1—c)?
est négative, parce que 0 <z <c = 2cz—z° < = 1_202i“z;c§2_x2) < (li2c)2' Alors,

b¢(z) > 6.(c) =1,V z € (0,c). En particulier, pour ¢ = 242 < p < £ (puisque X < p)

et a= Tf—p, on déduit :

W;(t) = v(e™Mj/n) < V2 (e ™M) =6;"(;) <1, Y j=>nc

Par définition du niveau de séparation j; nous concluons j; <nc+1 ="t 11, 4
Remarque L’hypothése A < u est raisonnable au point de vue fiabiliste. La relation
(5.33) du niveau de séparation est généralement valable pour deux variables aléatoires
binomiales B(n,p’) et B(n,p), avec 0 <p' <p < ;.

Ainsi, dans ce cas, nous avons l'encadrement suivant du niveau de séparation j* :

/
n(p+p)+1

m/pp < j¥ < 5
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La monotonie des fonctions ;(t) est clarifiée par 1’énoncé suivant.
Proposition 5.3.2 (i) ¥y est décroissante sur [0,00);
(it) si 0 < j < m, alors 1, est croissante sur [0,t;] et décroissante sur [t;,00)
ou t; = %log(;’%;) est la solution de l’équation m; = j;
(iit) si m < j <m, v; est croissante sur [0,00).
DEMONSTRATION. On utilise la forme:

. . . n—j—1
%(t) =A(l—p)le™ (1 — e‘At)] ' (1 + %ﬁ’“) (5 — ™)

de la dérivée de ¢, j=1,...,n—1.

On peut formuler un résultat plus général qui décrit le comportement des rapports
*Pi(j) / mj, e € E, pour t assez grand.

Théoréme 5.3.1 Si l’état initial e € E se trouve avec la probabilité 1 dans l’en-
semble Urem Ex, alors il existe t* > 0 t.q. la fonction ®;(t) = ﬂ;jﬁ est décroissante
(resp. croissante) sur l’intervalle [t*,00), pour tout j < m (resp. j > m).

De méme, si IP{e € UgsmEr} =1, alorsil existe t* > 0 t.q. ®;(t) est décroissante

(resp. croissante) sur lintervalle [t*,00), pour tout j > m (resp. j < m).

DEMONSTRATION. Soit e € E 1'état initial. Supposons P{e € UgcmEx} = 1. Evi-
demment, pour prouver 'affirmation de ’énoncé il suffit de prendre comme hypotheése
IP{e € Ex} = 1, pour k € {0,1,...,n} fixé, avec kK < m. Puisque les composants
sont identiques (donc le choix de I’état dans le niveau & n’a pas d’importance) notons
k¥P.(j) = la probabilité d’étre au temps t dans le niveau j, & partir du niveau k.
D’apres (5.3) et le LEMME 5.1.1 on a:

(5.34) *P.(5) = [#] {(1 — P+ )" (L =7+ th)k} )

ou r; = p(1+ ke™A¥). Si *4;(t) désigne le rapport k—i‘fﬁ, alors:

y;(t) = minX(Jfk) (1:) (z:f) (1 + ‘fe"‘t)i (1 + Z):_e—At)n'H_k‘j (1 . At)k+j—2i

i=max(0,k+j—n) (7)

Le signe de la premitre dérivée de *1;(¢) est indiqué par 1’expression :

S (6o

i=max(0,k+j—n) \¥/ \J — 1
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avec

Hi(t) = (k+7—2)(1+4e™™)(1+ Je™) — B(1+ 2e™M)(1 — e™)—

—Mnihog) (] | BemAt)(] — e=At),

u

Si on réécrit convenablement cette expression, on obtient une relation asymptotique

tres simple:

d kw A3
. : AtZ VI ) = — _ -
(535) Jim =2 (8) = 3 (m— K)(j ~ m)
D’aprés ’hypothése m — k > 0 et dans ce cas (5.35) montre que pour chaque j <m
k

*)
(resp. j > m) il existe un t; > 0 t.q. dd;'t (t) < 0 (resp. %—(t) > 0) pour tout

t > t;. Pour valider I’affirmation de I’énoncé, il suffit de choisir t* = max;jzm t; .
Evidemment, d’aprés (5.35), la situation sera ”inversée” si on prend comme I'hy-
pothése IP{e € UpsmEr} =1. g

Remarque En fait, pour n suffisamment grand, le phénomeéne décrit dans le THEOREME
5.3.1 reste valable pour des taux ); et u; différents. Les figures ci-dessous illustrent
cette propriété. Par des simulations numériques, on y représente le comportement des
fonctions ®;(t), avec e € Ej, dans les deux cas suivants: k <m et k> m.

CONVERGENCE VERS LA STATIONNAIRE PAR NIVEAUX A PARTIR DU NIVEAU k<m (RAPPORT)

1-4 I I I 1 I I 1 J 1
j=16
1.2 1
1
0.8 _
- 100 composants (n=100)
2
@' taux degrad. dans [0.01,0.4]
0.6 taux repar. dans [0.7,1] ’
0.4 m :=18.6621 ’
k=3
0.2 .
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Figure 5.2 Les graphes des fonctions °i;, j € {16,17,...,21} pour un état initial
e € F;

CONVERGENCE VERS LA STATIONNAIRE PAR NIVEAUX A PARTIR DU NIVEAU k>m (RAPPORT)

1.4 T T T T T T T T T
=21
1.2 B
=2
1
=1
= 08 =48 100 composants (n=100) i
g A
& taux degrad. dans [0.01,0.4]
0.6 taux repar. dans [0.7] )
j=16
041 m :=18.6621 i
k=25
0.2 -
0 H I 1 A 1 L 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

temps

Figure 5.3 Les graphes des fonctions ¢;, j € {16,17,...,21} pour un état initial
e € Exs

5.4 Calcul direct de la distance en variation totale

Dans la section précédente nous avons décrit I’évolution de la probabilité d’étre
dans un état donné. Cette étude a permis de majorer la distance en variation totale
entre P; et II. En fait, nous pouvons fournir une majoration directe de cette distance
en variation totale en utilisant le lien avec la distance de Hellinger (Cf DACUNHA-
CASTELLE ET DUFLO).

Soient P = {P(w)}uen et Q = {Q(w)}wen deux probabilités sur un méme espace
discret [Q,P(Q2)], ou  est un ensemble au plus dénombrable. On définit deux affinités
de P et Q par

(5.36) APQ) = > /Pw) Q)

weN
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(5.37) B(P,Q) := > min(P(w),Qw))

wenN
Ces deux notions sont reliées par ’encadrement classique suivant.
Lemme 5.4.1

B(PQ) < A(PQ) < /B(PQ)(2 - B(PQ))

DEMONSTRATION. La premiére inégalité vient de la propriété min(a,b) < v/ab, pour
a,b > 0 ; la deuxiéme utilise vab = \/min(a,b) -max(a,b), si a,b > 0, max(a,b) =
(a + b) — min(a,b) et I'inégalité de Cauchy.

La distance en variation totale entre P et () s’exprime alors simplement en fonc-
tion de B(P,Q).
Lemme 5.4.2

|P - Qllvr =1- B(P,Q)

DEMONSTRATION. On a

1P~ Qllvr = 5 3 P(w) = Q)| = 5 X (P() + Q(w) - 2min(P(),Q(w))) =

weﬂ weN

Z P(w) + Z Q(w)) — z min(P(w),Q(w)) =1 - B(P,Q),

weN wenN
d’otu la conclusmn. O
De facon similaire, la distance de Hellinger s’exprime en fonction de A. Rappelons
sa définition.
Définition On appelle distance de Hellinger des mesures de probabilité P et QQ sur
Uespace discret [Q,P(2)] le nombre réel non-négatif défini par:

HPQ) =1 > (VPW) - Jaw) =1- 4(PQ)

2 Jea
Ce qui précéde peut se résumer en un encadrement de H a partir de la variation
totale.
Lemme 5.4.3

1— 1= 1P - Ql}r < HPQ) < P~ Qllvr

DEMONSTRATION. Il suffit de reprendre les résultats des deux lemmes précédents et

la définition de H.
Remarque Pour obtenir un encadrement de la distance en variation totale, il suf-

fit donc d’encadrer H(P,Q). Ainsi, montrer qu’une suite de couples (F,,Q,) a une
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distance en variation totale qui tend vers 0 ou 1 est équivalent & montrer la méme
chose pour la distance H.
Montrons maintenant un résultat général pour deux lois P et (), que nous applique-
rons ensuite aux lois P; et II et qui fait intervenir la distance du chi-deux.

Nous supposons @ <X P. Pour l’espace discret €, il suffit P(w) > 0 pour tout
‘w € Q. Notons L la vraisemblance de la mesure de probabilité () par rapport a la
mesure de probabilité P telle que on a = L-P. Donc L est une variable aléatoire
réelle sur [Q2,P(Q2),P] de moyenne IE(L) = 1. Dans la suite, nous utiliserons aussi
& = L — 1 pour avoir une variable centrée.

Lemme 5.4.4 i IE(£?) < oo, alors:

1

(5.38) IP—Qllvr < 3 E(£?)

DEMONSTRATION. Dans ce cas,

> 1PW) - Q)| = 3 |L(w) — 1|P(w) = El¢] < y/E(£?),

weN weN
d’ou I'on tire (5.38).
Définition On dira que le couple (P,Q) a une vraisemblance M-bornée, ou M est

une constante positive, st
~1<E< M.

Théoréme 5.4.1 Si le couple (P,Q) a une vraisemblance M-bornée, alors on peut

minorer la distance de Hellinger par:

1 2
(5.39) H(PQ) > WE@ )-

DEMONSTRATION. D’apres les définitions,

HPQ) =1-APQ) =1-Y Pwh/Lw) =1-E (,/1 n g) .

Pour minorer H(P,Q), il suffit donc de trouver un majorant convenable pour /1 + €.
Il est possible d’exhiber un positif a tel que

v1+z§1+g—aa:2,

pour tout —1 < z < M. En utilisant la majoration du reste d’ordre 2 de la formule
de TAYLOR, on vérifie que le nombre a;; = 551-11\4—)3/—2 convient. Dans ce cas, pour
I’'inégalité de 1’énoncé, nous aurons besoin de I’hypothése de vraisemblance M-bornée



CHAPITRE 5. EVOLUTION EN TEMPS DE LA DISPONIBILITE 101

et du fait que IE(§) =0. o

Le théoréme ci-dessus et les deux derniers lemmes donnnent un encadrement signifi-
catif de la distance en variation totale.

Corollaire 5.4.1 Si le couple (P,Q) a une vraisemblance M-bornée, alors on peut

encadrer la distance en variation totale ¢ l'aide de & par

1

(5.40) amIE(E?) < |P - Qllvr < 3 IE(£2)

avec ay = W.

Application pour le cas d’un seul composant.
Considérons, dans le contexte précédent, un composant exponentiel de taux respectifs
X et p. Soit t un réel positif. L’espace Q est {0,1} et les probabilités P et Q sont
définies par P(1) = p = Xi_u’ Q) =p = ﬁ(l — e~(+m)t) | La signification de
ces probabilités est claire: P est la probabilité stationnaire et @ est la probabilité
transitoire (au moment t) du composant respectif. Aprés un calcul facile on obtient

(5.41) E(2) = %e-w,

ou A = A+ p. Puisque & < E% = %e‘“ < 1, on peut prendre M = 1. Alors,
d’apres (5.40), nous trouvons que la distance en variation totale est encadrée par
(5.42) 2—:/—2% e 22 < ||P - Q|lvr < %\/g e A

Puisque en fait on a ||P — Ql|lvr = %e‘“, on voit bien que l'inégalité droite est
beaucoup satisfaisante que I'inégalité gauche. En particulier si des taux A et u sont
proches la partie droite est presque une égalité.

Mais nous désirons évaluer la distance entre P; et II. Afin de réaliser une majo-
ration convenable de cette distance, nous nous proposons d’étendre I'inégalité (5.38)
a des produits de probabilités.

Théoréme 5.4.2 Soient P, et Q; des mesures de probabilité sur l’espace discret
[€u,P(Q)], 1 = 1,2,...,n. Supposons Pi(w) > 0 et notons & la variable aléatoire
réelle centrée définie sur [Q;,P(Q),P;] par & = %‘ —1,i=12,...,n. Si E(£) <
00,1 =12...n et P:= x" P, et Q := x,Q; sont des produits de mesures
sur l’espace produit Q = x_,Q;, alors on a la majoration suivante de la distance en

variation totale entre P et Q :

(5.43) |IP—Qllvr < %\l ﬁ (EE) +1) -1

=1
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DEMONSTRATION. Soient les variables aléatoires indépendantes &,,,, . .. ,£, définies
sur espace Q par & (w) = &(w), Vw = (wi,...,wn) € Q. Alors les variables
aléatoires &; et &; ont la méme distribution (en particulier, on trouve que §;
est aussi centrée).

Dans ce cas, nous avons:

I"I Qi(w;) _ 1. _

=1 R(wl)

IP-Qlvr =3 TP@(RD -1 =3 T Pw)

weﬂ ( ) w=(w1,...,wn)EN

( n
=1

[IE+1) - 1’)
£

Puis, I'inégalité de CAUCHY et I'indépendance des variables centrées

=

5 Z P(w)

wGQ

H(& (W) +1) -1

donnent :

f[(?ﬂrl)' - 1D < JIE @(&u) - 1)2 -

=1

=JﬁlE(Zi+1)2—2ﬁlE(Ei +1) +1=
1=1

=1

=\Jf[(1E(E?)+1) —1=Jf{l(m(£$)+1> -1

d’ot I'on tire la conclusion.

Application pour un systéme fini de composants indépendants.
Appliquons maintenant les résultats précédents aux cas d’un systéme de n compo-
sants pour obtenir une autre majoration de la distance entre la mesure transitoire de
probabilité au moment ¢ et la mesure statonnaire, distribuées sur les niveaux.

Théoréme 5.4.3 Pour tout t > 0 on a la majoration :

i=1 i

1 |& i
(544) ”’Pt H”VT < -2-\} H ()\—e_ZAit + 1) - 1.

DEMONSTRATION. Soit t > 0, fixé. Comme dans I’application pour le cas d’un seul
composant, soient ’espace ; = {0,1}, les probabilités P; et @; sur Q; = {0,1} et
la variable aléatoire centrée ¢;, avec IE(£7) = 1\16‘2/” (cf. (5.41)), i = 1,2,...,n.
Soient aussi ’espace produit Q = x2_;Q; et les prodults de mesures de proba.blhtes sur
Q: P=x2,P, et Q= x",Q;. Alors, puisque les variables aléatoires indépendantes
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Xi et X;,; ont comme distributions respectives F; et Q;, pour i = 1,2,...,n, on
obtient :
12 12
[P — L[y = 5_2;]7’;:( = = 3 2% IP{Zth =7} - IP{EX =j}
j= j=
1 n
EZ Z |1P{X1,t=w1,...,Xn,t=wn}—]P{X1 =U)1,...,Xn =wn}| =
3=0 w=(w1,--wn ) ESY;
wi+t...Fwn=j
1 . n n
=5 2 |II@w)-IIA Z QW) — P(w)| =[IP = Qllvr-
w=(wy,...,wn)EN li=1 i=1 wEQ

Alors il suffit d’employer la majoration (5.43) du théoréme précédent pour finir la
démonstration. o
La vitesse de convergence vers la loi stationnaire est trés bien mise en évidence par
le théoréme ci-dessus. Nous allons montrer a la fin du chapitre qu’on peut employer
ce résultat pour prouver une partie du théoréeme concernant le phémoneéne de cut-off.
D’autre part, & partir de 'inégalité (5.44), sous une condition raisonnable, on arrive
4 une majoration simple, plus faible mais de méme qualité.

Proposition 5.4.1 i <L =12 ...,n, alors:

wi — n’
e— o\ 24, A _on
(5.45)  ||Py — I|jyr < Z ZeMit) < 1D et V> 0.
4 i—1 Mi i1 Mi
DEMONSTRATION. Pour tout ¢ > 0 I'hypothése donne:
Uj = —)\—ie_m‘t < -1—, 1=1,...,n.
i n

De plus, dans ce cas, en partant de ’inégalité élémentaire

k—1
< i <m Wiy Wiy « - - Us u;
21<11<12<"'<sz" k2 'k < ( ) z =1 1'7 k == 172) “ . 7n
(”) n n
k
nous obtenons les majorations globales suivantes

H(1+uz)—1—2uz+ Z Ui Uiy + -« + UUs ... Up <
1<1<%2<n

Séﬁli(:)g”iz{<1+ ) —1}Zuz e—l)iz:;ui.

Alors, la relation (5.44) implique I'inégalité de ’énoncé.
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Ilustrons les différentes évaluations précédentes de la distance en variation totale
par un exemple numérique. Le systeme est formé de 6 composants indépendants dont
les taux de dégradation sont compris entre 0.05 et 0.09 et les taux de réparation sont
compris entre 1 et 1.15. Ces valeurs sont raisonnables pour des applications concrétes.

CONVERGENCE VERS LA STATIONNAIRE EN VARIATION TOTALE ( ENCADREMENTS )

0.7 T T T T T T
06 -
* 6 composants
0.5 — = * taux de dégrad. : [ 0.1 0.06 0.04 0.05 0.03 0.08 ] -
| .\'\ * tauxderépar.:[1 2 15 1.2 1.7 1.1]
0.4r \'\ * valeur exacte en ligne continue 1

Figure 5.4 La valeur ezacte de la distance en variation totale est en ligne continue.
Les autres courbes représentent, dans l’ordre de la plus petite d la plus grande, les
majorations respectives (5.44) - en traits alternés, (5.45) - en pointillés et (5.18) - de
nouveau en traits alternés.

5.5 Temps critique de convergence vers la loi sta-
tionnaire (cut-off)

Le phénomene de cut-off a été deja signalé pour les modéles markoviens en fiabilité
quand le nombre des composants devient trés grand. Des études récentes sur ce sujet
ont été réalisées par YCART (1998). Nous nous proposons d’étudier ce phénomene
pour des composants différents dans le cas du processus de Markov réversible. Cet
objectif demande un changement de modele par rapport & ce qui précéde: le pro-
cessus N, = (Spt)i>0 (n fixé) sera remplacé désormais par une suite de processus
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(Mn)n>1. Cela revient & imaginer une suite infinie de composants ¢M,c®,... & des
taux de dégradation Aj,),..., respectivement de réparation puj,us,.... En gardant
cependant la signification de A;, p; et p;¢, ¢ = 1,2,..., nous voyons que le processus
N, indique I’évolution en temps du nombre des composants en panne, parmi les
n premiers composants ¢V),c®, ... c™ sachant toujours qu’au moment initial tout
composant est en bon état. Pour marquer ce changement de modéle, notons ensuite
Pn: (au lieu de P;) la distribution de la variable aléatoire Spy, i.e.

n
(5.46) Pn,t(j) = IP{Sn,t = j} = [zj] {H;(l — Pit +pi,tz)} )

=
comme réplique de (5.7). La mesure stationnaire associée sera noté Il, = (75 ;);=0,1,...n
et les moyennes de S,: et S, seront notées par my; et m,.

Dans un premier temps, nous allons voir ce que devient le niveau de séparation
dans ce nouveau cadre. Puis nous donnerons un résultat de cut-off pour ce modele.
11 est raisonnable de supposer que ’ensemble des taux est inférieurement borné et les
taux de dégradation sont (beaucoup) plus petits que les taux de réparation. Formu-

lons cela de facon plus précise.

Définition On dit que la suite de composants (c);>1 satisfait la condition D
de paramétres (a,A), avec 0 <a < 3 et A>0, si

1)pi€laz],VieN

2) inf;enw A; = A

Dorénavant (t,)n>1 sera une suite (fixée) croissante de nombres réels positifs.
Notons s
m. "1 Di
(5.47) pn = Dotn _ Zi=tPitn g9
My i=1Pi

le rapport des moyennes. Si p; = p € (0,1), alors évidemment 0 < p < pp < pnt1 <

1, VneIN.
L’encadrement (5.27), PROPOSITION 5.2.4, du niveau de séparation jy ., & partir
des moyennes a un caractére général. Ici nous nous proposons d’affiner I’encadrement

et nous donnons, ci-dessous une condition suffisante telle que my;, +2 < jp, <
My — 2.

Théoréme 5.5.1 Supposons que la condition D est satisfaite et considérons pn, Jn ;.
antérieurement définis. Si \/n(l — p,) > d == \/gl—';?l—l%-z, V n € IN, alors il eziste

N eNN tgq.
mnpn+2 S j:;',tﬂ S mn_z, VnZN.
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DEMONSTRATION. D’aprés I’hypothése, on a lim, o n(l — p,) = co. Alors I N; €
IN tg. Vn>N : n(l—p,) > g. Puisque p; > a, nous avons m, > na donc
Vn>N : 1—p, > min. Aprés une manipulation simple on obtient I'inegalité

équivalente :
M (1 + pp)
2

On déduit £, :={j€N : mup, +2<j < M%t&‘l } # @. Soit w, = card (K,,)
et k, = min/C,.
Nous allons utiliser ’approximation normale séparément pour S, et S,:, . Cette

Mppn +3 < < mp,—3, Vn>N

approximation est classique pour des sommes de variables de Bernoulli. Elle est jus-
tifiée par les conditions de Lindeberg-Feller. Ainsi nous avons:

Sn tn my

3

P2 05 {f— o~ 2B
(5.48)
parce que Pp;. (5) > P, (4 + 1),V j > mppp = mpy, (cf. SAMUELS, 1965). Dans la
relation ci-dessus Byp:, = Y7 Pit, (1 — pit,) est la variance de la variable aléatoire
S tn-

De la méme facon, puisque 7, ; < M j+1, V j < m, — 1, nous avons:

2— (mp—mypy) _ Sp—my My —
< E . =TP il <L < =2 Tin
WnTnkn = e Tn,j { VB, - VB, ~ 2+/B,

M tn +2<j< TR nitn
(5.49)
ou B, =37, pi(l —p;) est la variance de la variable aléatoire S,,.
Notons que 0 < By, < By, puisque 0 < p;z, <p; < 3.
Soit :

Mp—Mn,t
_— TN
an -_— ,

2v/ B,

,B'n — Mn—Mn,ty

2+/Bn.tn
D’apres I'inégalité de BERRY-ESSEN (voir par exemple PETROV, 1995) il existe une
constante A > 0 telle que:

Sn,t,, — Mn,t,

2
3.50 P
( ) { \/ Bn,tn B \/ Bn,tn

- 2 n - n —_
P {— — 2a, < E__m_ < —an} <P(—a,)—@ (2Bn 172 _ 2an) + 2AL,,

< ﬁn} > & (8,) — @ (2B,41°) — 2ALn,,

VB, Y
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ou:

-3
L, =B Y1, E(X: - pil) = B Sy sl — po)lp? + (1 — pi)?),

-3
2

-3 ’
Log, = Bug S0y B (| Xig, — igal®) = BoZ, Sy Pige (1= piga) P2, + (1= pisa)?]

2
et o(z) = 7= [ e~Tdt est la fonction de répartition de la loi normale centrée

réduite.
Les relations ( 5.48)... (5.50) donnent :

Wn (Prta (kn) — Tnk,) 2
> [ (8a) — @ (2B,2%)] - [@ (—an) — @ (2B;%/2 — 204) | — 24 (L + Lis,) -
On a B, > oy donc ®(f,) > &(y). Puis:
®(2B1? - 2a,) — B(—0) > B(—20ap) — B(—an) = ®(an) — B(2am).
Ainsi, nous obtenons:
(551)  wn (Pasn(kn) = Tp,) = H(ew) = [ (2B71%) = @(0)] — 24 (Ln + Lnz,)

ou H(z) = —®(2z) + 2®(z) — ®(0), z € R.

. _ . _ ms (zn= Pi)2 :
Soit p = (p1,p2,.-.,pn). La fonction v(p) = F = m est croissante par
rapport & chacune des variables p; € [a,b] C (0,3), car

[ %)

2 0 = (Eie )X mi( - 2p) + 205 2]
Ip; [Eieip(1 —p)]?
Alors v(p) > %%, d’ol
(5.52) an > f (1 - pn) > ¢
1 —a
32
Mais d’autre part H est croissante, avec H'(z) = \/—e (1 e=*) >0, donc
H(an) > H (4/5) -
Puisque 1—p;z, >3 ona Bnyg, > 5Mag, = 1pnmn > $npa et par conséquent:
2
_ -1/2 _ o(932 ~1/2y o _
(@ (2B:1%) — 9(0)} > 2(0) — 2(2**(npa)™V/%) > —

Enfin, devons majorer L, et L,;,. Ainsi,

n

.ipi(l - p)lp} + (L - pi)’] = %Z(%‘ —2p2)[1 — (2pi — 2p7)] <

i=1

|3
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et de fagon analogue,

ool 3

n
Zpi,tn(l - Pi,t,,)[P?,tn +(1- Pi,t,,)z] <
=1

Puis B, > na(l —a) > %na tandis que Bp:, > ,%,npa, comme nous avons déja vu.

D’ou les inégalités: )

1
——, L,; < —————.
2av/2an ™t 2ap+/2apn

A partir de (5.51) nous trouvons:

1 1 4 A A
. n n) — \n _— H g =) —
(5 53)P ,tn(k ) Tn,kn > Wy, { (2 1 a) \/ﬁ (m + av2a + ap\/%)}
Mais H(g L) > H(0) = 0et w, > 1. Alors il existe N € IN, N > N;, t.q.

l—a

Prtn(kn) — Tk, >0V n> N et cela implique jpz, > kn > mpp, + 2 et la premiere

L, <

partie de I'inégalité est prouvée.

La deuxiéme, j,: < m, — 2, pour n suffisamment grand, utilise la méme tech-
nique. Ainsi, soit I’ensemble £, := { j € N : Mlzi"—"l <j<m,—2}#0
avec z, = card(L,) et I, = maxL,. En employant les inégalités de SAMUELS et
BERRY-ESSEN, nous obtenons:

2P (ln) < > Prn(7) < @ (28, — 2B1/%) — @ (Bn) + 2ALn,

T_’ﬁ%&sjsmn_g

et

2T, > 3 Tng 2 @ (o) — @ (73=) — 24Ln.

_"l’.‘_".';"_"zﬁa.stmn_z

La différence des inégalités ci-dessus conduit a:
Zn(Prta (In) — Tnp,) < J(Br) — J(n) — H(om) + (Q(ﬁ) - CI)(O)) +2A (L + Lng,)

ol J est la fonction définie par J(z) = ®(2z) — ®(z), z € IR. On observe que la

. ’ . , -— 2 ﬁ s . .
fonction J, avec la dérivée J'(z) = ﬁe 22°(2—e"2"), est décroissante sur I'intervalle

[ 2—1‘;,5-2,00). Mais, B, > an et de plus, d’apreés (5.52) et le choix du d (voir I’hy-
pothése), on a a, > /%2, Alors J(B,) = J(a) < 0. En comptant sur les relations

antérieures, nous trouvons la réplique de (5.53):

1 1 4 A A
. 4 n n) — n - _H ¢ —g-
(5.54)Pxt,, (In) W,zn<zn{ (4 1a)+\/ﬁ(\/7r—pa:+a 2a+a/0\/2a,0)}

Il suit Jng, <lp <mp,—2,Vn>N. o
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Nous avons déja signalé 'importance du niveau de séparation j,:, pour le calcul
explicite de la distance en variation totale entre S,; et S,. Mais la difficulté d’en-
cadrer convenablement j,:, nous conduit & 'idée de rapporter cette distance a une
distance entre deux variables aleatoires binomiales (ou ”proches” de binomiales).
Dans la suite B(n,z) désigne la distribution binomiale de parametres n € IN et
z € [0,1]. Notons aussi X ) la distribution discréte obtenue par la convolution des
distributions discrétes X et ). Le théoréme suivant donne un encadrement explicite
de [[Pps, — Tallvr.

Théoréme 5.5.2 Supposons que la condition D de paramétres (a,A) vérifiée. On
fize une suite croissante (t,) de nombres réels positifs tels que /n(l — p,) > d :=

\/ﬂ—l—_—g‘)#g—z, V n € IN. Notons:

- i1 Di __ My — o > i1 Ditn _ Mg,
(5.55) Poi==""="15 Pnt, = - =
(5.56) kn = [—7’17'/"2——_? o= — (n—1—kp)a—kn/2,

Uy = B(n — kn — 1,0) % B(kn,1/2) * B(L,cx)

(557) Qg

n

= a(l — e B, by, = (1—e)/2, ¢, = ca(l — e htn)
u'n, = B(n - En - 1,atn) * B(E’n)btn) * B(l’ctn)_

7t7lr :
Alors, pour n suffisamment grand, on a:
(5.58) |1B(n,Bnz,) — B(n:Ba)llvr < [|Pags — allvr

(559) st Ai = _A_, Vie ]N, alors ||Pn,tn — Hn”VT < ||Un,tn - L{n||VT

(Dans la relation (5.56), [ - | signifie la part entiére.)

DEMONSTRATION. L’hypothése du THEOREME 5.5.1 étant satisfaite, nous avons
MpPn +2 < Jng, < Mp— 2, POUr 1 assez grand. Mais d’apres les deéfinitions de
I’énoncé nous obtenons E(B(n,B,;,)) = E(Unt,) = May, et E(B(n,5,)) = ElUn) =
my,. Notons j,, le niveau de séparation associé au couple (B(n,p?n,tn),B(n,'p'n)).
Evidemment, pour n suffisamment grand, on a aussi mpp, +2 < Tng, < Mp—2.
Pour A; égaux, soit jn,tﬂ le niveau de séparation associé au couple de distributions

(U s, Un), avec le méme encadrement pour n grand. Soient les variables aléatoires
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Tntn> Tn, Unt,, Un avec les distributions respectives B(n,p,; ), B(n,B,), Uns, €t Uy,.
Alors I’assertion (iii) du LEMME 5.2.1 donne les relations:

1Pasn = Mallvr = maxm, ,, +2<j<ma-2 (Fs,., (5) — Fs,(5))
(5.60)  |IB(n,Pny,) — B(npy)llvr = maXm, o, +2<i<ma—2 (Froe, (7) — Fr.(5))

Ut = Unllvr = maxpm, ,, s2<icma2 (Fun,, () = Fu (1)), si Ai=A,

pour tout n > N (ou N est celui du THEOREME 5.5.1).
D’apres I'inégalité de HOEFFDING (1956) on a:

Fr,.,(4) £ Fs,,,(4), VJZ=mng, +2,
{ Fr,(j) = Fs,(4), Vij<m, -2
d’ou:
(5.61)  Fr,,,(4) — Fr,(j) < Fs,.,(§) = F5,(5), Mg, +2< 5 <mp —2.
Les relations (5.60) et (5.61) donnent ’inégalité
1B(72,Pn,t,) = B(n:Pu)llvr < |Pnyt — Mallvr.

Pour l'autre inégalité nous supposons maintenant que tous les taux A; sont egaux.

On note p = (pi1,...,pn) et on définit x, = (z1p,...,Tnn) le vecteur ayant les
composantes: z;, = asit=1,...,n — En -1, T, %n = Cn €l Tin = % sit =
n — ky + 1,...,n. On peut vérifier sans difficulté la relation x, > p, ou >

signifie la majoration de SCHUR. En multipliant les deux vecteurs par le nombre
positif p, =1 — e™%* on a aussi p,x, >™ p,p,. Alors, suivant GLESER (1975), on
obtient les inégalités:

{ FSn,tn (-7) < FUn,tn (.7)) V] > Mpt, + 2,
Fs,(7) > Fy,(4), Vj<m,—2.

donc
(5.62) Fs,,. (5) — Fs,(4) < Fu,,,(4) — Fu,(4), Mang, +2<j <my —2.

La relation (5.60) implique alors: ||Pp s, — Iallvr < |[Unt, — Unllvr. O

Exemple numérique. Soit a = 0.1, b = 0.4, n = 50 et p, = 1 — e~2t = (.6.
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Aprés un tirage aléatoire (suivant un loi uniforme) des nombres p; € [a,b], un calcul
réalisé en matlab donne:

m 1= m, = 12.6436

mt := My, = 7.5862

Trgtn = Jnge = Jnga =10
1B(nPn,,) — B(n,By)|lvr = 0.6281
|Pr,ta — Hn|lvr = 0.6355

lUn ¢, — Un|lvr = 0.6645

Les inégalités (5.61) et (5.62) sont illustrées par la figure suivante.

0.7 T T T T T

0.65

0.6

0.55

0.5

0.45

0.4

0.35

mt . m

0.3 © . . L . °
7 8 9 10 11 12 13

Figure 5.5 Les graphes des fonctions T(j) := Fr,, (5)—Fr.(5), S(§) := Fs,,. () —
Fs,(j) et U(§) := Fu,,, () — Fu,(4) pour j € {8,9,...,12} C [mt,m].

La minoration de la distance en variation totale donnée en (5.58) sera utile dans

la suite pour détecter un phénomene de cut-off.
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Lemme 5.5.1 Supposons que l’hypothése du THEOREME 5.5.2 est vérifiée.
(i) Pour nsuffisamment grand on a:

1Pate = Mallvr 2 2{® (Fgenl) — $(0)} — 2724 (1 + p7/2) /20012,

(i) Si limp_e0 v/n(1 = pn) = 00, alors limy e || Pr, — Mnllvr = 1.

DEMONSTRATION. Nous maintenons les notations de I’énoncé et de 1a démonstration
du théoréme précédent. En conformité avec THEOREME 5.5.2, LEMME 5.2.1, (ii) et
PROPOSITION 5.3.1 nous avons:

(5.63) [Pate — Mallvr 2 1B Bny) —Bmplve 2 Y (fruw () — fn(3))

> mn+my ¢

pout tout n > N (ou ’existence de N est assurée par THEOREME 5.5.1).
Puisque P, ., (1 —Dp;,) < Pn(l —Py,), l'inégalité BERRY-ESSEN donne:

> (i) = 00) 22z [ e Fat) 24 (La(pa) + Ln(Frs)

joIntinty

(5.64)
ol a, = 1/{8- 122 (1~pn) V1, Ln(z) = \1/% et A > 0 est une constante. Mais p, >
a et Ppy, = Pubn, AVEC pn > p >0, doll an > 3,/72(1 = p)v/n > 3/a(1 = pn)v/n

(voir aussi (5.52)), Ln(7,) < \/E et Ln(D,y,) < \/n_pa-

Alors, en employant les relations (5.63) et (5.64) on obtient (i).
La relation (ii) en est une conséquence immédiate.
Maintenant nous donnons une majoration de I’écart en variation totale entre P, ;. et

I1,.
Lemme 5.5.2 En présence de la condition D et de la suite croissante des réels po-

sitifs (tn)nemw, nmous avons:

(@) Page —Inllvr < @ (\/ﬁ—p(l—r’n)w%) - (—\/Ql;(l-f’n)—v%) +

(4) limpyev/n(l—pp) =0 = limg e ||Prt, — L|lvr = 0.
DEMONSTRATION. En utilisant les relations (5.24) et (5.27) nous obtenons:

1Pt —Mallve < Y. Pae(G)— D Ty

j<mn+1 J<Mma,tn—1

Puis, I'inégalité de BERRY-ESSEN nous assure les majorations suivantes:

<Z+1 Paga () < (maleendtt) + ALy, < @ (/- 7)) + s
Ji<mn
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= Y g < -0 (-malgmn) 4 AL < =@ (- /E (s 5 ) + i

J<mn,tn -1
(voir la démonstration du THEOREME 5.5.1 pour les notations et plus de détails).
Les inégalités ci-dessus nous donnent (i) et, par conséquent, (ii) aussi. o
Si le nombre de fois qu’on atteint A dans la suite (A;) n’est pas négligeable, alors on
peut rapprocher les suites /n(1 — p,) et (y/ne™4).

Lemme 5.5.3 Si la condition D est satisfaite et liminf,_,o, rdl 1sisn : A=A} o

n

alors :
lim,, 00 /7(1 — pn) =0 & lim, e /ne A =0

lim, e vR(l—pn) =00 & lim, e /ne 8 =00

pd 2’ L n i —Ait
DEMONSTRATION. La définition de p, donne 1 — p, = 1 — “in = —"i'n———z <kr ep. n,
=1t

Mn
card{ i : 1<i<n et A;=A}
n

d’ou, en notant s, := , on obtient I’encadrement suivant :

2aspe B <1 — p, < e7A,

Mais I’hypothése assure l’existence d’un réel € > 0 tel que, pour n suffisamment
grand, s, > e. Alors la conclusion suit facilement. o |
Le cadre établi antérieurement nous permet de constater que la convergence en temps
de la disponibilité du modele markovien stratifié vers la mesure stationnaire, a partir
de I’état parfait, présente le phénomene de cut-off en variation totale, avec les temps
critiques t, = %51\1‘- Pour la définition compléte du phénomene cut-off pour des chaines
markoviennes, on peut voir, par exemple, SALOFF-COSTE (1997).
Théoreme 5.5.3 Soit F = {(En,PnsIln) : t>0,n=12,...},02&, :={0,1,...,n},
la famille infinie des mesures de probabilité, dééignant la disponibilité d’un modéle
markovien stratifié a partir du niveau 0.

Si la suite des composants associée satisfait la condition D de paramétres (a,A)

et de plus la condition suivante est réalisée

card{ ¢ : 15i§netA,-<A+e}>
n

Ve > 0, liminf 0,
n—o00

alors F présente un cut-off en variation totale avec les temps critiques t, = —g—l‘; A",

c’est-a-dire : '
lim, 00 ”Pn,(l—s)tn - Hn“VT =1, Vee (0,1)
lim, 0 IIPn,(1+e)tn - I-In”VT =0, Vee (0,00)

1—¢g)logn

DEMONSTRATION. Soit € € (0,1) fixé et ¢, = (1 — &)ty = L—glAJ—, n=12....

Alors \/'r—ze‘étl = n% — o0o. De méme facon, pour ¢ € (0,00), si on définit ¢, =
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(1+e)t, = @—t—;)j—xl-"—gﬁ, n=12,..., alors on a y/ne " =n~% — 0. En utilisant les
résultats du LEMME 5.5.1, LEMME 5.5.2 et respectivement LEMME 5.5.3 on déduit

la conclusion désirée.

Remarques. Le résultat du théoreme est plus fin que les inégalités (5.18), (5.20)
oti (5.25), puisqu'il ne peut pas étre déduit & partir de ces relations. Par contre, sous
une hypotheése encore plus faible que celle du théoréme ci-dessus on peut prouver

n!hngo ||Pn,(1+6)tn - Hn”VT = 01 Vee (O)OO)

a partir de 'inégalité (5.44) du Théoreme 5.4.3.
Ainsi, supposons A = inf{\; +u; : 1 € N} >0, et p; = %: < 1. Alors, pour

th = l—ggAﬂ, et € >0, d’aprés (5.44), on a:

1 1 \"
lan,(1+s)tn _ Hn“VT < 5\/(1 + e—zAtn(1+e))n —1 = 5\[(1 + nl‘*‘e) —-1.

Mais

. 1\" . 1\ "
nlggo (1+n1+s) -1 =nll>r{.1° {<1+n1+5) } -1 =0,

d’ou ’on tire limy_;c0||Pn,(14€)t, —IIn||lvT = 0. Par conséquent, ’hypothése supplémentaire
du théoréme et ’emploi de 'inégalité de BERRY-ESSEN restent motivés seulement

pour avoir aussi lim,_, | 'Pn,(1—e)t,, - IL||lyr = 1.

D’autre part le théoréme confirme une fois de plus les résultats classiques du
domaine (DIACONIS, SALOFF-COSTE, YCART) qui montrent que le phénomeéne de
cut-off est en liaison intrinséque avec le saut spectral de la chaine de Markov associée.
Pour n fixé, les valeurs propres non-nulles de la matrice des taux de transitions sont
ay = —iemNi, M C {1,2,...,n}, M # ¢, donc, sous notre hypothése, la plus
grande valeur negative est A (pour n assez grand).

5.6 Utilisation

La connaissance de la probabilité stationnaire peut servir & 1’évaluation de la
fiabilité du systeme. Par exemple, on peut approximer & partir de celle-ci la probabilité
de panne directe (g). Cette approximation est explicitement montrée par SOLOVYEV
et KARASEVA (1998).

Nous voulons signaler un autre phénomeéne intéressant. Ainsi, la mesure de pro-
babilité sur les niveaux 0,1,...,n se "propage” en temps comme une ”vague”, dont



CHAPITRE 5. EVOLUTION EN TEMPS DE LA DISPONIBILITE 115

I’apogée se déplace du niveau 0 vers les grands niveaux. L’étude de la convergence
vers la loi stationnaire que nous avons accomplie (dans le cas ”non-absorbant”) montre
qu’il n’y a aucun "recul” de ce déplacement vers les hauts niveaux. Cela suggere d’ap-
procher la durée de vie du systéme au moment ou la ”vague” atteint son apogée au

niveau k défini comme le dernier niveau avec tous les états de fonctionnement.

LA PROPAGATION DE LA "VAGUE"
0.1 8 1 I I I 1 1

0.16 .

0.14 1000 - composants —
taux de degrad. ~ 1
taux de repar. ~ 10 =

[=]

-

N
I

<- la courbe des "apogees”

probabilite

0 20 40 60 80 100 120 140
niveaux: 0,1,...,1000

Figure 5.6 Les mesures de probabilité (sur les I’ensemble des niveauz) Py, pour les
temps t = 2, 5, 10, 20, 200.
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Annexe

Lemme .0.1 Chaque matrice compleze A = (a;;) d’ordre | satisfaisant: 1) |ai;| >
21751 !aijl, V'L € {1,2, e ,l},

2) VI C {1,2a v ,l}’ I # ¢7 diel tyg. la’ii| > ZjGI\{i} la'ijl,

est inversible.

DEMONSTRATION. Supposons par ’absurde det(A) = 0. Alors il existe une solu-
tion non-triviale (z;) € € du systéme homogene de matrice A. Soit § := max; ;< |2;| >
Oet M:={j : |z51=06}, M :={1,2,...,[}\ M.

Si M¢ = ¢, alors E§-=1 aijz; = 0 implique |a;z;| < ¥0;.54; |aijz;|,d’ou, simplifiant
par § et employant 1), on déduit |a;| = X;.;4 ail, ¢ = 1,...,l,en contradiction avec
2).

Si M® # ¢ et a;; =0, Vi € M, Vj € M¢alors 3 jcp aij2; = 0, Vi € M,donc on
peut employer le méme raisonnement qui conduit aussi vers la contradiction de 2).

Enfin, si 3’ € M, 35’ € M° t.q. ayjy # 0,alors:

z.
avel < X lossl 2 < 5 s,

i Fig A
I'inégalité stricte provenant de la comparaison des j-émes termes; mais cette relation

est contraire & 1).
Ainsi, on déduit I’existence de A™'.5

Corollaire .0.1 La matrice U, — Q admet un inverse qui s’écrit:
o0
U-Q) =3 Q"
k=0

DEMONSTRATION. Soit A := U; — @ . Nous avons: a;; = 1, Vj € J'; ajp =
—pii V(i) €T x I j# 7

Cette matrice satisfait évidemment la condition 1) du LEMME 1. Mais elle satisfait
aussi la deuxiéme condition car, si J” C J', alors pour chaque élément maximal e,

de le ({e; : j € J”}, <), nous avons ¥jes» Pmj < 1.



ANNEXE 117

Donc, d’aprés le lemme précédent, la relation de I’énoncé suit .
Notons D la matice colonne d’ordre lavec les coefficients dy = 1 — ck.

Lemme .0.2 On a la relation matricielle :
D)
Ui-Q)-D=@Q-C.
DEMONSTRATION. La relation

di =Y gir=D_ qik(ce +dr) = > grck + > qirdy, Vj € J'
keJ’ keJ! keJ' keJ’

implique I’égalité matricielle de I’énoncé.

Théoréme .0.1

> py=1
v€rg
DEMONSTRATION. Suite & la relation (1.4) et au corollaire précédent nous avons suc-

cessivement :
zvef‘% Py = 2% Zveﬁ)‘; i(y)=kPr = p9-TR,QF-C=
“=p(°)'(Z;}";IQ’“'I)-(Q'C)=p(°)-(Uz—Q)"l-(Uz—Q)'D=p(°)°D=1 O

Remarque On trouve un résultat similaire pour le systéme S’ en remplacant Q
par @', p© par p); J, par J, \ {0} et J, par J, U {0}.
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