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Résum é :

Cette thèse est consacrée à l’étude des points entiers sur les variétés arithmé
tiques. On y démontre une version effective du théorème d’existence de Rumely : 
on peut trouver beaucoup de points entiers sur des ouverts (assez grands) de 
variétés arithmétiques, tout en contrôlant la hauteur de ces points. La preuve 
est dans l’esprit des travaux de Moret-Bailly et d’Ullmo.

Dans le cas d’une surface arithmétique X  (ie dim(X) = 2), de tels points 
peuvent de plus être trouvés aussi près que l’on veut d’un compact assez gros 
(au sens de la théorie des capacités) dans la surface de Riemann X(C). Ceci 
est une généralisation du théorème de Fekete-Szegô. On prouve également un 
résultat d’équidistribution.

Dans le cas d’une variété arithmétique (de dimension quelconque), on décrit 
un analogue arithmétique des théorèmes de Bertini : moyennant une extension 
de la base, on peut couper X  par un hyperplan de telle sorte que l’intersection 
X '  conserve certaines propriétés géométriques de X  et que la hauteur de X '  soit 
bornée explicitement.

On donne aussi des applications du théorème de Rumely effectif aux schémas 
abéliens, aux équations diophantiennes, ainsi qu’au problème de Skolem.

Abstract :

This thesis is devoted to the study of integral points on arithmetic varieties. 
An effective version of Rumely’s existence theorem is shown : a lot of integral 
points can be found on (large enough) open sets of arithmetic varieties, with a 
bound for the height of these points. The proof is in the spirit of Moret-Bailly’s 
and Ullmo’s works.

In the case of an arithmetic surface X  (ie dim(Jf) = 2), these points can 
moreover be found as close as wished to a big enough (in the sense of capacity 
theory) compact set of the Riemann surface X(C). This is a generalization of 
the Fekete-Szegô theorem. An equidistribution result is also proved.

In the case of an arithmetic variety X  (of arbitrary dimension), an arithmetic 
analogue of Bertini’s theorem is described : after a base extension, we can cut 
X  by a hyperplane so that the intersection X ' keeps geometric properties of X  
and that the height of X f is explicitly bounded.

We also give applications of the effective Rumely theorem to abelian schemes, 
to diophantine equations, and to the Skolem problem.
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Chapitre A 

Une introduction

A .l Le sujet

Une partie de la Géométrie Arithmétique a pour objet d’étudier les solutions (x\ ; . . .  ; x r), 

à coordonnées dans l’anneau Z des entiers algébriques, de systèmes d’équations du type :

Vî G {1; . . .  ; n} Fi(xï , . . .  ; xr) =  0 , (*)

où les Fi sont des polynômes à r  variables et à coefficients dans Z. Pour formaliser cette 

étude, on utilise le langage des schémas :

Pour i G {1; . . .  ; n}, soit G i(X 0\ . . .  ; X r) le polynôme homogène associé à, Fi. On note K  

le corps de nombres engendré sur Q par les coefficients des (Fi), et O r  — K  H Z  l’anneau des 

entiers de K .  On pose

X  =  Proj ( 0 K [X0; . . .  ; X r] / ( G x- . . .  ; Gn>) ,

Z  le fermé de Zariski de X  défini par l’idéal homogène (X 0), et U =  X  — Z.  On appelle point 

entier sur U  tout sous-schéma fermé intègre de U qui est fini et surjectif sur B  — Spec(O^). 

L’ensemble des solutions de (*) dans Üf modulo l’action du groupe de Galois de Q sur K  est 

alors en bijection naturelle avec l’ensemble des points entiers sur U.

Un théorème de Rumely [36] (cf Moret-Bailly [29], [30] pour la formulation suivante) 

donne alors des conditions géométriques d’existence de tels points entiers :

Théorème A .1.1 (Rumely, M oret-Bailly) : On suppose X  irréductible et la fibre 

générique X% géométriquement irréductible sur K .  Alors :

U admet un point entier si et seulement si le morphisme U —> B  est surjectif.

Cet énoncé a une traduction sous la forme d’un principe local-global :
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8 CH APITRE A. UNE IN T R O D U C TIO N

On suppose X  irréductible et X k  géométriquement irréductible sur K .  Le système (*) 

admet une solution dans Zf si et seulement si pour tout idéal maximal P  de O k , le système 

(*) modulo P  admet une solution à coordonnées dans une clôture algébrique de O k / P -

Un problème naturel est alors d’obtenir, en plus de leur existence, des informations quanti

tatives sur les solutions de (*). Dans cette direction, Erné [16] et Mikkelsen [27] ont construit, 

sur certains U, des points entiers avec une majoration de leur degré.

Dans cette thèse, on construit des points entiers dont on contrôle la hauteur (la hauteur 

d’un point entier E  mesure d’une certaine manière la «complexité arithmétique» des solutions 

associées à E).

Pour ce faire, on utilise la théorie d’Arakelov [2], généralisée par Bost, Gillet, Soulé, et 

Zhang (c /[8], [9], [20], [44]). Lorsque £  est un faisceau inversible hermitien, on désigne par 

h'  ̂ la hauteur normalisée relativement à C.

Notons que pour déterminer explicitement des solutions de (*), il suffirait de savoir borner 

à la fois leur degré et leur hauteur.

Cette thèse s’inspire des travaux d’Ullmo, de Moret-Bailly, et de Rumely. Elle est divisée 

en deux parties :

On se restreint d’abord, dans le chapitre B, au cas d’une surface arithmétique. On peut 

alors démontrer le théorème de Rumely effectif :

Théorèm e (B .4.2.3) : Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k - Soient h,£ une 

assez bonne hauteur sur X ,  U un ouvert de Zariski de X  tel que l ’application U —> Spec(O^) 

soit surjective, et e >  0. Alors U admet une infinité de points entiers E  tels que h'g(E) <  

Tx .£ +  e, où Tx .£ est une constante explicite ne dépendant que de X  et C (mais pas de U).

Remarquons que la borne Tx .£ pour la hauteur est indépendante de U .

On s’intéresse aussi à la situation suivante :

Soit JC un compact de C. En théorie du potentiel, on associe à JC sa capacité 7 , qui est 

un réel positif. Ce nombre, défini de manière analytique, mesure en quelque sorte la «taille 

arithmétique» de JC. C’est ce qu’illustre le théorème de Fekete et Szegö [18] :

Pour U  C C, notons ici y (U )  l’ensemble des a £ Z tels que a  et tous ses conjugués (par 

Galois) soient dans U.
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Théorèm e A .1.2 (Fekete, Szegô) : Soient JC un compact de C symétrique par rapport 

à l ’axe réel, et 7 sa capacité.

- Si 7 < 1, il existe un ouvert U de C contenant K  tel que y ( U ) soit fini.

- S i  7 >  1, pour tout ouvert U de C contenant JC, y ( U )  est infini.

La théorie du potentiel se généralise en fait aux surfaces de Riemann compactes. Ceci 

permet d’étendre la situation précédente de la manière suivante :

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k - Soient Z  un fermé de Zariski de X  

purement de dimension 1 tel que Z (C) ne soit pas vide, et JC un compact à bord régulier 

de X  (C) invariant par conjugaison complexe. On suppose Z (C) et JC disjoints. On construit 

une matrice d’intersection A  à l’aide des potentiels conducteurs de JC par rapport à Z c  ; c’est 

l’analogue de — ln7 dans le théorème A. 1.2. A  est symétrique réelle. On montre le théorème 

suivant :

Théorèm e (B .4 .6 .1) : On suppose det(—A) > 0. Soit U un ouvert de X(C) contenant 

JC. Alors X  — Z  admet un point entier E  tel que E(C) C U, et on peut contrôler la hauteur 

de E  explicitement en fonction de A.

Enfin, dans le cas critique det(A) =  0, on montre une généralisation du théorème d’équi- 

distribution de Bilu [7], [38] :

P roposition  (B .4 .7.1) : On suppose det(A) =  0. Soit (En)n>o une suite injective de 

points entiers sur X  — Z  vérifiant :

On traite ensuite, au chapitre C, le cas plus général d’un fermé (de dimension quelconque) 

d’une variété arithmétique. On peut alors démontrer le théorème suivant :

Théorèm e (C .2 .1.3) : Soient X  une variété arithmétique, et h£  une bonne hauteur sur 

X .  Soient Y  un ferm é intègre horizontal de dimension > 2 , U u n  ouvert de Y ,  et e >  0. On 

suppose que U est dense dans chaque fibre de X  —ï Spec(Z) (ie que chaque ferm é (de Y )  

irréductible vertical de codimension 1 rencontre U).

Il existe alors une infinité de points entiers E  sur U vérifiant h'^(E) <  S  +  e, où S  est

Pour tout ouvert U de X(C) contenant JC, il existe no tel que pour tout n > n0, on ait

En(C) C U.

On pose en =  deg(EnK). Alors la suite de mesures de répartition { t ÔEn c ) converge fai-

blement vers une mesure explicite (à support dans la frontière dJC).



10 CHAPITRE A. UNE IN T R O D U C TIO N

une constante explicite ne dépendant que de X ,  C et Y  (mais pas de U ).

Plus précisément, l ’ensemble des points fermés x de Yq tels que l ’adhérence E  — {x }  

(dans Y ) soit un point entier sur U vérifiant h'^(E) <  S  +  e, est Zariski-dense dans Yq.

Notons que l’hypothèse sur U  est ici plus forte que celle du théorème A.1.1 : «U  —>■ B  sur

jectif». Il est possible que la conclusion du théorème C.2.1.3 reste vraie avec cette hypothèse 

faible (ie en permettant à U d’être disjoint de certains fermés verticaux de codimension 1), 

éventuellement avec une borne S  plus grande. C’est le cas lorsque Y  est régulier de dimension 

2 (théorème B.4.2.3).

On applique alors ce théorème aux schémas abéliens (proposition C.2.2.1).

On décrit ensuite un analogue arithmétique des théorèmes de Bertini :

On peut, moyennant une extension de la base, couper une variété arithmétique X  par un 

hyperplan de telle manière que l’intersection X '  conserve certaines propriétés géométriques 

de X ,  et cela avec un contrôle de la hauteur de X '. Plus précisément :

Théorème (C.3.3.3) : Soit M  un O¡(-module localement libre hermitien. On pose B  =  

Spec(O.K'), Pv =  P(M V), et C — Opv(l). Soit X  C Pv une variété arithmétique sur O k  de 

dimension d >  3, et e >  0.

Il existe alors une extension finie L  de K  et un hyperplan H  de n L tels que, en posant 

B' — Spec(Oi) et en notant g : B' —> B  le morphisme induit par O k  ^  O l , on ait :

- Le ferm é X '  =  H  D X o L est une variété arithmétique sur O l de dimension d — 1 ;

- Pour tout b e  B' tel que la fibre X g^  de X  au-dessus de g(b) soit lisse, la fibre X'b de 

X ' au-dessus de b est lisse;

- Pour tout b G B', le k(b)-schéma X'b et le k(g(b))-schéma X g(&) ont le même nombre 

géométrique de composantes irréductibles;

- h'~ (X ') <  -¿ rh 'J X )  +  S  +  e, où S  est une constante explicite ne dépendant que de M  

et d.

On remarque que l’on permet ici une extension de la base O k , ce qui n’est pas nécessaire 

dans les théorèmes de Bertini classiques (cf  corollaire C.3.1.2).

Enfin, on donne deux exemples de problèmes que l’on peut résoudre à l ’aide du théorème 

C.2.1.3 : le problème de Skolem effectif (cf proposition C.4.1.1), et l’étude du système (*) 

lorsqu’il est réduit à une seule équation (proposition C.4.2.1).
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Afin de ne pas alourdir la numérotation, on omettra la lettre du chapitre dans les réfé

rences au chapitre courant.

A.2 Quelques généralités

On introduit ici les types d’objets que l’on étudiera dans toute la suite de cette thèse.

Définition : Une variété arithmétique est un schéma X  intègre, projectif et plat sur 

Z, tel que la fibre générique Xq soit lisse sur Q.

X (C) peut alors être vue comme une variété analytique complexe compacte.

Définition : Soient K  un corps de nombres, et O k  son anneau des entiers. Une variété 

arithmétique sur O k  est un O A-schéma X  tel que X  soit une variété arithmétique et que la 

fibre générique X k  soit géométriquement irréductible sur K .

Définition : Une courbe —respectivement surface— arithmétique est une variété arith

métique de dimension 1 —respectivement 2—.

Remarque A .2.1 : Soit Y  un schéma intègre et propre sur Z. On a deux possibilités :

- Y  est plat et surjectif sur B 0 =  Spec(Z) ; Y  est alors dit horizontal ;

- Y  est au-dessus d’un point fermé b =  p h  de B 0 (ie Y  est un Fp-schéma) ; Y  est alors dit 

vertical.

Plus généralement, un schéma Z  propre sur Z sera dit horizontal lorsque chaque compo

sante irréductible de Z  est horizontale.

Définition : Soient Y  un schéma intègre, propre et plat sur Z, et U  un ouvert de Y.  

Un point entier sur U  est un fermé (de Y )  intègre horizontal de dimension 1 contenu dans U.

Définition : Soit X  une variété arithmétique. Un faisceau inversible hermitien sur

X  est un couple C — (C; || ||), formé d’un faisceau inversible C sur X ,  et d’une famille || || de 

normes hermitiennes sur Ce  variant de manière C°° sur X (C) et invariante par conjugaison 

complexe.

On note lü£ la (1 ;l)-forme de courbure (ou forme de Chern) de Ce sur X(C). Elle est 

caractérisée par la propriété suivante :
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Si M  est une composante connexe de -X’(C) et s une section rationnelle non nulle de Ce 

sur M, alors on a u>£ =  <W(S) — ~dd  ln ||s|| au sens des courants sur M .

Les classes d’isométrie de faisceaux inversibles hermitiens sur X  forment un groupe Pic(X) 

pour le produit tensoriel.

Rem arque A .2.2 : Dans le chapitre B, on considérera parfois des faisceaux inversibles 

hermitiens non nécessairement C 00. On précisera alors à chaque fois quelle «régularité» on 

considère. En l’absence de cette précision (en particulier au chapitre C), on sous-entend la 

définition ci-dessus.



Chapitre B 

Les surfaces arithmétiques

Un résumé du chapitre

Après quelques préliminaires, on rappelle la construction et les propriétés de la théorie 

de l’intersection dans les surfaces arithmétiques.

On démontre ensuite un théorème d’amplitude arithmétique de faisceaux inversibles her

mitiens (théorème 3.3.4) ; il étend le théorème de Zhang (théorème 3.1.2) à des structures 

hermitiennes non nécessairement C00. Le passage du cas C00 au cas général repose sur un 

procédé d’approximation de fonctions de Green qui utilise l’équation de la chaleur. Ce pro

cédé a l’avantage de préserver les propriétés de positivité (proposition 3.2.3). On a également 

besoin d’un théorème de Hilbert-Samuel arithmétique (proposition 3.3.3).

Au paragraphe 4.1, on décrit quelques applications de ces théorèmes au points entiers. 

On donne aussi un théorème d’équidistribution (proposition 4.1.4).

Au paragraphe 4.2, on montre le théorème de Rumely effectif (théorème 4.2.3). L’idée 

de la démonstration, dans l’esprit des travaux de Moret-Bailly ([30]) et Ullmo ([41], [42]), 

consiste à construire un faisceau inversible adapté au problème, puis une section globale d’une 

puissance de ce faisceau grâce au théorème d’amplitude précédent. Il suffit alors de regarder 

le diviseur de cette section.

Ensuite, après un rappel de théorie du potentiel et des capacités (paragraphe 4.3), on 

démontre le théorème 4.6.1 (Fekete-Szegô généralisé), par une méthode inspirée des travaux 

de Rumely [37]. On établit au passage (paragraphe 4.4) le lien entre la théorie du potentiel 

et la théorie de l’intersection.

13
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Enfin, on donne le théorème de Bilu généralisé (proposition 4.7.1). Remarquons que celui- 

ci est relié à la proposition 4.1.4.

B .l Une étude de la dimension 1

B .l . l  Les courbes arithmétiques

Soit K  un corps de nombres. Dans tout le chapitre B, on note G k  l’ensemble des plon- 

gements K  M- C, et S x  l’ensemble des places de K  à l’infini (ie G k  modulo conjugaison 

complexe). Pour a  G Sk ,  on pose égal à 1 si a  est réelle, à 2 sinon.

Soit C une courbe arithmétique. C est alors affine : C =  Spec (A), avec un ordre A d’un 

corps de nombres K. On a alors Gk — C(C).

/ S

Un faisceau inversible hermitien £  — (£; || ||) sur C est la donnée d’un faisceau inversible 

C — L (où L — r(C;£)) et d’une structure hermitienne || || sur Le (ie pour chaque a G Gk 

d’une norme hermitienne || \\a sur le C-espace vectoriel (de dimension 1) La =  LK C) 

invariante par conjugaison complexe.

Par l’identification Gk — G(C), tout a  G Gk correspond à un P  G C(C). Pour s G L, on 

note ||s(P)|| =  ||s||CT.

Définition : Soit £  =  (L; || ||) G Pic(C). Soit s une section globale non nulle de C,. On 

pose

d5(£)=ln#(L/yb)- Y. MMI.
o-ec(c)

(#  désigne le cardinal). Ce nombre réel ne dépend pas du choix de s G L — {0} ; il est appelé 

le degré arithmétique de C.

On définit ainsi un morphisme de groupes deg : Pic(C) R.

B .l.2 Les schémas de dimension 1

Soit K  un corps de nombres. On note ici

L{K)  =  Rs* et L'(K)  =  { (y , ) ,  e  L(K) \ £  y ,  =  o }

ct£Sk
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D’après le théorème des unités de Dirichlet, l’image de 0*K (plus généralement du groupe 

des inversibles d’un ordre quelconque de K ) par le morphisme logarithmique

<j>K -. K* -> L (K )

u m. (e<7ln|a(u)|)CT

est un réseau dans L '(K ).  On aimerait une généralisation aux schémas (de dimension 1) de 

ce théorème. Dans tout ce paragraphe 1.2, Z  désigne un schéma propre sur Z, de dimension 

1. Zq est alors un schéma fini, et pour tout x G Zq, le corps résiduel k(x) est un corps de 

nombres. On pose L (Z q ) =  L(k(x)).  Du morphisme de schémas Z q -* Z  on déduit une
X Ç Z q

application logarithmique

* :  r  (Z ;0 -z ) -> L(Zq)

“ ' h':" (j>k( »)(«(*»)

P roposition  1.2.1 : L ’image de $  contient un produit r æ, où r x est un réseau de
x ÇzZ q

L'(k(x)).

Démonstration :

Réduction au cas Z  réduit : Soit M  le nilradical de O z  (qui définit le sous-schéma fermé 

ZTe(i de Z ).  On a une suite exacte de faisceaux sur Z  :

1 - > 1 + M  - > O mz -> (O zfM )*  -» 1

On en déduit une suite exacte en cohomologie :

r  (z -  o j )  -» r  ( z „ d-, o i j  -> h \ z - i +  M )

Montrons que H X(Z\ 1 +  Ai) est fini : Il existe une suite croissante d’idéaux de O z

0 =  2o C Xi C • • • C X „-i C Tn=N

telle que pour tout 1 < i <  n, on ait 2? C J ^ i et X i/T ^ i  soit de support contenu dans une 

composante irréductible Zi de Z.

On a alors une suite exacte

1 —̂ 1 + 1*-1 —y 1 +  ï j  —>• Xi/Xi-i —> 0 

1 +  a i-)- a

On en déduit la suite exacte

H \ Z -1 +  2i_!) ^  H \ Z - 1 +  Xi) -> H \ Z -  Xi/Xi-Ù



Si Zi est affine, on a H l (Z \T i/X i_ i) =  0. Sinon, Zi est verticale et propre au-dessus d’un 

premier p. Alors H l {Z \I i /X i^ \)  est un -espace vectoriel de dimension finie. Dans les deux 

cas, H x{Z\Til'L i-\)  est fini. Donc H l (Z ; 1 +  2 i-i) fini implique H l (Z ; 1 + 2 j) fini.

D ’où, par récurrence, H l (Z\ 1 + N )  est fini.
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Donc l’image de F (Z ;O z ) est d’indice fini dans F(Zred] 0 Zred) . Et L (Z q ) — L ((Z red)q). 

On est donc ramené au cas où Z  est réduit.

Réduction au cas Z  intègre : Supposons donc Z  réduit. Soient Z\ \ . . .  ; Z r les composantes 

irréductibles de Z, Vi l’idéal cohérent de O z  définissant le sous-schéma fermé intègre Zi de 

Z. On a une injection
r

Q->Oz ->A = '[ [Oz/Vi .
<=i

Soit T  le conducteur de A  sur O z- l’injection O z / T  '->• A / T  induit la suite exacte

1 0*z -+ A* G =  { A /T ) * / { O z l î ) *  .

Le support de A/T est un ensemble fini de points fermés de Z, car il est contenu dans

U (Zi n Zj). Donc r(Z; Q) =  T(Z; A/1)*/T{Z] Oz /l)*, qui est fini puisque T(Z; A / l )  l’est.
i<j

Donc Y{Z-0*z ) est d’indice fini dans T{Z]A*) -  flT{Z]Oz /ViY -  f[T{Zi-0*z .). Et
i—1 i= 1

l (z q) = n  ¿«ZiW.
i= 1

On est donc ramené au cas où Z est intègre.

Fin de la démonstration : On suppose donc Z  intègre. Si Z  est vertical, on a L (Z q ) =  0. 

On suppose donc Z  horizontal : Z  =  Spec(^4), où A  est un ordre d’un corps de nombres K .  

Alors, d’après le théorème des unités, l’image de A* par 4>k  est un réseau de L ’(K ) .  D’où le 

résultat. □

Proposition 1.2.2 : Soit Z  un schéma propre sur Z, de dimension 1. Soit || || une 

structure hermitienne sur O zc invariante par conjugaison complexe. Pour chaque composante 

horizontale Zi de Z , on pose Ozi — {P z i \Il |||Zi)- On note || ||n la structure hermitienne 

produit sur O z ™ ~  O zc - On pose

• deg (0 Zi) 4 , dëg(Sî)
a =  mm r - , .— — • et a =  max r-, ' — .

< [k(Zi) : Q] i \k(Zi) : Q]

Alors il existe c ne dépendant que de Zq et de l ’image du morphisme $  (en particulier c 

ne dépend pas de || ||J, tel que pour tout n >  1, il existe u G T(Z\ 0*z ) tel que

V P  €  Z { C )  g - c - o ' n  <  | |U ( P ) | | B <  e c-an  ^



On a E  î-a — 0, et a <  mi <  a1. On cherche en fait u G T(Z; 0 *z ) tel que pour tout
o-eS'i

i et tout a  G Si, on ait biwn — c <  e^ln |cr(tt(a;j))| < b ^ n  +  c. Or, d’après la proposition
9

1.2.1, l’image de T(Z\ 0*z ) par le morphisme logarithmique $  contient un produit T*, où

T* est un réseau de L'(Ki). Il suffit donc de trouver, pour chaque i, un (ya)aeSi £ T* tel que 

y  a  G Si ¡Ver — bi-an\ <  c. On est ramené au problème de réseaux suivant :

Lem m e 1.2.3 : Soient L' =  j (yi;. . .  ; y s) G Rs Y  Vj =  0 f > ^ un réseau de L', et bj des
*• j =i >

S

réels vérifiant Y2 bj =  0. Alors il existe c ne dépendant que de Y (et pas des bj) tel que pour 
j =i

tout n >  1, il existe (y\ , . . .  ; y s) G T tel que \ / j  \yj — bjïi\ <  c.

Preuve du lemme :

Soit [| ||oo la norme sup canonique sur Rs. Posons /  =  (¿>i;. . .  ; bs) G L'. Soit {ei ; . . .  ; es_i}
S — 1

une base de T. f  s’écrit f  =  Y2 \ eji avec les \  réels. Soit fij l’entier le plus proche de Xjn.
i =i

5 —  1

Posons un =  Y2 £ T. On a alors
3 = 1

1 S_1
||un — n f  ||oo — 2 ^ 1 lleill°o 

j'=i

5 —  1

On en déduit le résultat en posant c =  |  Y  llej||oo et (j/i ; . . .  ; y s) les coordonnées de un
3 =1

dans la base canonique de Rs . □

R em arque 1.2.4 : Dans la proposition 1.2.2, le fait que c ne dépend que de Zq et de 

l’image de $  est utile dans la situation suivante : Si Z  est un,sous schéma fermé de Z\,  avec 

Zq =  Z iq et T(Z\\ 0 Zl) —>■ r  (Z; 0*z ) surjectif, alors la constante c convenant pour Z  convient 

aussi pour Z\.

Démonstration : Soit Xi le point générique de Z Z q  =  {x i ; . . .  ; x q}. On pose K i — k(x i) =  

k(Zi), et Si =  S k ,- Un Xi G Z q et un plongement a  : K i  M- C définissent un P  G Z ( C) ; on 

pose ai;CT =  ||1(P)||. Pour s G T(Z ;O z ), on a ||«(P)||B -  |s(P)|.||l(P )||»  =  |a(S(^ ))|.o^ . 

Posons
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m  =  yK  1 ^ deg( ô Zi) =  lna i'° et k p  =  -c«r(mi +  lnai;<7) .et bip =  - e ff(rrii + ln a i;<7) .
- 1

“ IâîTq ^  ̂C(T Iß O j;CT 

a eSi



Rappelons enfin un résultat dû à Moret-Bailly :

On note Pic°(Z) l’ensemble des £  G Pic(Z) tels que pour toute composante irréductible 

verticale C  de Z , on ait deg(£|c) =  0.
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Proposition 1.2.5 : Pic°(Z) est un sous-groupe fini de Pic (Z).  

Démonstration : C’est le théorème 2.3 de [30] p. 165. □

B.2 L’intersection dans les surfaces arithmétiques

B.2.1 Les fonctions de Green

Soit M  une surface de Riemann compacte connexe de genre g 1. Une forme volume 

normalisée sur M  est une (1; l)-forme C°° réelle définie positive de masse totale 1.

Exemple : Donnons un exemple de forme volume normalisée sur M  :

- Si g 1 =  0, M  est isomorphe à P^C). En fixant un tel isomorphisme, la mesure de Le- 

besgue habituelle sur la sphère de Riemann induit une forme volume normalisée ß  sur M.  

C’est aussi la forme de courbure de 0 (1 )  muni de la structure hermitienne de Fubini-Study.

" Si g1 >  1, on munit le C-espace vectoriel Q(M)  des différentielles holomorphes sur M  du 

produit hermitien \  J M (f) Aip. Q(M )  est alors un espace hermitien, de dimension g1.

. 3 1 _

Soit (0i ; . . .  ; (j)g\) une base orthonormée de Ü(M).  On pose ß  =  qui ne dépend
j =i

pas du choix de la base orthonormée (4>j)- La forme ß  est une forme volume normalisée sur M.

Soit donc n  une forme volume normalisée sur M .  On introduit les objets suivants (c/Bost 

[8] ) :

W 1(M )  désigne l’espace de Hilbert réel des /  G L2(M\ ¡j) tel que df  soit L 2 sur M .  On a, 

sur le quotient W 1( M ) / R de W l (M)  par l’espace des fonctions constantes sur M ,  le produit 

scalaire de Dirichlet : (gi.g2 )Dir =  i  f M dgx /\ dg^.

Pour un ouvert U de M, W ^ U )  désigne l’espace des /  G L20C(U; ¡j) tel que df  soit loca

lement L2 sur U. Les espaces W l (M)  et Wloc(U) ne dépendent pas du choix de \i.

Définition : Soit D  =  ^  np[P] un diviseur sur M ,  de support Y.  Une fonction de
p



Green W 1 —respectivement C°, C °°— pour D  est une fonction g G Wl0C(M  — Y )  — 

respectivement g G C ° ( M  — Y ),  g e  C °°(M  — Y )— telle que :

Au voisinage de P  G Y, g — —2np ln \z\ + a,  où z est une coordonnée locale au voisinage 

de P  (avec z ( P )  =  0) et a  est une fonction localement W 1 —respectivement C°, C00— au 

voisinage de P .
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P roposition  2 .1.1 : Il existe une et une seule fonction de Green C00 gr, pour D  telle 

que :

- Sur M  -  Y ,  ± d d g D =  deg(D)/i ;

- Jm 9dV =  0.

Pour P  7̂  Q, on pose g(P',Q) =  ^[p](Q)- Alors, en notant A la diagonale de M x M, g 

est C°° sur M  x M  — A, et pour P  ^  Q  on a g(P] Q ) =  g (Q ; P).

Rem arque 2 .1.2 : Soient D  un diviseur sur M , et g une fonction de Green W 1 —resp. 

C°, C °°— pour D. Alors g — gD se prolonge naturellement en une fonction W 1 —resp. C°, 

C00— sur M.

D éfinition : Soient D i  =  E  n p[P] et D 2 =  Y 171 p [P] deux diviseurs sur M  de supports 

disjoints. Soit g\ —respectivement g2— une fonction de Green W 1 pour D i  —respectivement 

D 2—. Notons ei =  deg(Di) et e2 =  deg(D2). On définit l’étoile-produit de g\ et g2 par :

(<7i * 92) — nPm Qg(P) Q) +  I ( e 29 i  +  6ig2)n — <  g\ — <7oi ; 92 — 9 d 2 ~>Dir 
p .Q J m

On remarque que (<7i * g2) — (g2 * gi)- Par ailleurs, l’étoile-produit ne dépend pas de la 

forme volume normalisée fi choisie.

Démonstration : cf par exemple [24] p. 26. □

gD est appelée la fonction de Green admissible, ou /¿-admissible pour être précis, de 

D sur M .

On a les propriétés suivantes : 

-  9 d  =  Y1 n p9[p\-

-S i  /  est méromorphe non nulle sur M, <7<wn =  —21n |/ |  +  2 c(/), où c( f )  est la constante

I m ln f \ß-
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Pour des précisions sur ce qui vient d’être introduit dans ce paragraphe (fonctions de 

Green, étoile-produit), on pourra consulter l’article de Bost [8] pages 254-256 et 268-269.

Définition : Soit £  un faisceau inversible sur M .  Une structure hermitienne C°  — 

resp. C°°— || || sur £  est la donnée, en chaque P  G M, d’une norme hermitienne || ||(P) sur 

le C-espace vectoriel (de dimension 1) résiduel de £  en P ,  telle que || || varie de manière C° 

—resp. C°°— sur M .

y s  y s

Posons £  =  (£; || ||). On note ui£ le courant de courbure de £  : c’est le (1 ;l)-courant 

réel sur M  caractérisé par la propriété suivante :

Si s est une section rationnelle non nulle de £  sur M, alors sur M, on a u g  =  Sdiv(s) — 

^ddln ||s|| au sens des courants (pour un diviseur -D =  ]Tnp[P], Æp désigne la combinaison 

linéaire de masses de Dirac Y^npàp)-

On dit que £  est admissible lorsque cj£ =  deg(£)/x sur M .

On verra au paragraphe 2.4 le lien entre fonctions de Green et structures hermitiennes.

B.2.2 Les diviseurs d’Arakelov

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k - Pour chaque a  G G k , on note X a =  

X k  <8>a- C et on munit XCT(C) d’une forme volume normalisée.

Un diviseur d’Arakelov W 1 —respectivement C ° , C °°— sur X  est un couple (D ; g) où 

D  est un diviseur de Weil sur X  et g est une fonction X (C) —> R invariante par conjugaison 

complexe, telle que pour tout a  G G k ,  si l’on note D a =  D K ®<r et ga la restriction de g à 

X ff(C), ga soit une fonction de Green W 1 —respectivement C°, C °°— pour D a.

(D ; g) est dit admissible si pour tout a  G G k, 9a — Qd„ est une fonction constante sur 

X a(C).

L’ensemble des diviseurs d’Arakelov W 1 —resp. C°, C°°— forme un groupe Div(14/1; X )  

—resp. Div(C'°;X), Div(C'°°; X ) — pour l’addition.

Pour /  rationnelle non nulle sur X ,  (div(f)-, - 2  ln |/c |) est un diviseur d’Arakelov C°°. 

On définit ainsi un morphisme k(X)*  —> Div(C00; X ) .  Tout élément de son image Pr(X) 

s’appelle un diviseur d’Arakelov principal sur X .

On pose CKC00; X )  =  Dh^C00; X ) / P i ( X )  ; de même CIC^0; X )  =  ^ ( C 0; X ) / P Ï ( X ) ,  et 

C \(W U, X ) =  D ivO ^jX V P rpr).
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B.2.3 Une construction de la forme intersection

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k - Soient D  et E  deux diviseurs de 

Weil sans composante irréductible commune. Pour un point fermé x de X ,  on définit de 

manière habituelle le nombre d’intersection ix( D ; E ) de D  et E  en x. On pose ( D . E ) f  — 

Z i x( D ; E ) \ n # k ( x ) .
X

Soient D\  — (Dx;gi)  et D 2 — (-D2; g2) deux diviseurs d’Arakelov W 1 tels que D \  et D 2 

soient sans composante irréductible commune. On définit leur intersection d’Arakelov 

par :

(D,.D2) =  (D,.D2), + i  £  <91* * «**> ■
ctE G k

On a le résultat suivant :

Théorème 2.3.1 : La form e  ( . ) ainsi définie induit une forme bilinéaire symétrique sur 

C\ { W l -,X).

Démonstration : c /[8] p. 274-275. □

Cette forme bilinéaire vérifie la variante suivante du théorème de l’indice de Hodge : 

Proposition 2.3.2 : Soit D  E Di\ { W l \ X )  tel que deg(Dk)  =  0. Alors on a (D .D ) < 0. 

Démonstration : C’est le théorème 5.5 2) de [8] p. 277. □

B.2.4 Les faisceaux inversibles hermitiens

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k - On suppose chaque Xo-(C) muni d’une 

forme volume normalisée.

Définition : Un faisceau inversible hermitien C° —respectivement C °°— C =  (£; || ||)

sur X  est la donnée d’un faisceau inversible C sur X  et d’une structure hermitienne C° — 

resp. C °°— ¡I II sur Ce (ie pour chaque o  G G K d’une structure hermitienne C° —resp. C °°— 

Il Ho- sur Cfj — C k  ®<j C) invariante par conjugaison complexe.
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Les classes d’isométrie de faisceaux inversibles hermitiens C° —resp. C°°— forment un 

groupe Pic: (C°]X)  —resp. Pic(C'00;X )— pour le produit tensoriel.

Soit D  — (D; g) G C^C10; X ) .  On lui associe le faisceau inversible O x { D )  muni de la 

structure hermitienne || || telle que ||1(-P)|| =  exp[— ̂ g(P)].  On note O x ( D )  ce faisceau 

inversible hermitien C°.  On définit ainsi un isomorphisme C1(C°; X )  Pic(C°;X).
/ s  ^

Décrivons l’isomorphisme réciproque : Soit £  =  (£; || ||) G C 1(C ;X ). Soit s une section 

rationnelle non nulle de £  sur X. A £  on associe (div(s)\  —21n ||sc||)-

Si D  est un diviseur d’Arakelov C°°, alors O x ( D )  est un faisceau inversible hermitien 

C°°. L’isomorphisme précédent induit donc un isomorphisme C1(C'00;X ) Pic(C'°°; X ) .

On identifiera diviseurs d’Arakelov C° —respectivement C°°— et faisceaux inversibles C° 

—respectivement C °°—.

Soit £  =  (£; ¡I II) G Pic(C°;X). On note £„  =  ( £ a; || ||or), et le (1 ;l)-courant réel sur 

X (C) égal à co-jT sur XCT(C).

On dit que £  est admissible lorsque, pour tout a  G G k ,  £<j est admissible (sur X a(C)).

Les faisceaux inversibles hermitiens admissibles correspondent bien sûr aux diviseurs 

d’Arakelov admissibles par l’identification précédente.

Remarque 2.4.1 : Le groupe C1(X) des classes de diviseurs de Weil sur X  modulo équi

valence linéaire s’injecte canoniquement dans C^C00; X )  par D  i-> (£>; gD), où gp  désigne la 

fonction sur X ( C )  égale à la fonction de Green admissible goa de D a sur Xo-(C).

B.2.5 Un lien entre intersection et degré ; La hauteur

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k - On munit chaque X^C) d’une forme 

volume normalisée

—----

Définition : Soient £  G Pic(C ,X),  et C  un diviseur de Weil premier sur X . On définit 

la hauteur de C  relativement à £  de la manière suivante :

- Si C  est vertical au-dessus d’un point fermé V  de B, £ \c  est un faisceau inversible sur

C.  On pose h¿(C ) =  deg(£|C) \h # ( 0 k /V ) .

y s

- Si C  est horizontal, £ \c  est un faisceau inversible hermitien sur C.  On pose h¿(C ) =  

deg(£|c)-



Proposition  2.5.1 : Soit D  =  (D ;g ) G Div(C°;X), et C  un diviseur de Weil premier  

qui n ’est pas une composante de D. On a alors

hB(C) = (D.C), + i f gSCc .
z Jx{C)
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Démonstration : Ceci est une conséquence directe de la définition du degré arithmétique 

(cf paragraphe 1.1). □

Proposition  2.5.2 : Soit C G Pic(C°; X )  tel que uj£  soit d ’ordre 0 (ie une mesure réelle) 

sur X (C ) .  Alors C peut être représenté par un diviseur d ’Arakelov W 1. Soit C  =  (C; g) un 

diviseur d ’Arakelov C° et W 1 tel que C  soit intègre. Alors

(C.Ô) =  hs (C) +  1- f  gU£ .
1 JX(C)

Démonstration : cf proposition 5.3 de [8] p. 275. On peut aussi démontrer cette proposi

tion à l’aide des résultats du paragraphe 3.2. □

---
P roposition  2.5.3 : Soit D  — (D ; g) un diviseur d ’Arakelov W 1. On pose D ad =  (D-, go) 

et f  — g — gD, où go désigne la fonction sur X  (C) égale à la fonction de Green admissible 

gDcr de D ff sur X a (C). Alors on a

(D .D )  =  (D ad.Dad) +  deg(£>*) Y ]  [
a ->Xa (C)

Démonstration : On remarque que D  =  D ad +  (0;/). On en déduit l’égalité (D .D ) =  

(Dad.Dad) + 2(Dad.(0] f ) )  +  ((0; /).(0; /)).
Or, par définition, on a

B.3 Le théorème d’amplitude arithmétique

B.3.1 Le théorème d’amplitude dans le cas C °°

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k - Rappelons d’abord le résultat suivant :

ftrf^a  2 EllM lk
a

D’où le résultat. □

f e . ( 0 ; / ) )  =  des(J'c )E /  I'» *  et ( (0 ;/)- (0 ¡/))  =  - Í E l l / « l l ^  -
a J x  * (C) a
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Proposition 3.1.1 : Soit C G Pic(X). Le faisceau C est ample si et seulement si pour 

tout diviseur prem ier vertical C , on a deg(£|c) > 0.

Démonstration : cf [25] p. 384-386. □

Le théorème ci-dessous, dû à Zhang, est un analogue arithmétique du théorème d’ampli

tude de Nakai-Moishezon :

D éfinition : Soit C  G Pic(C°; X).  On dit que C est arithm étiquem ent am ple lorsque 

les deux conditions suivantes sont vérifiées :

- C est ample ;

- Il existe c > 0 tel que pour tout A4 G Pic(C°; X) ,  pour tout n assez grand, F(X; C®n <S>A4) 

admette une Z-base constituée de sections de norme en tout point de X  (C) inférieure à e~cn.

Théorèm e 3.1.2 : Soit C G Pic(C'°°; X )  vérifiant :

- La (1 ;l)-form e réelle est définie positive ;

- (£.£) > 0 ;
- Pour tout diviseur de Weil prem ier C, h^(C) >  0.

Alors C est arithmétiquement ample.

Démonstration : c/ [43] p. 572 (voir aussi [41], [42]). □

On aimerait généraliser ce résultat aux faisceaux inversibles hermitiens C°.

On généralisera également le résultat suivant :

Soient M  une surface de Riemann compacte connexe, Y  une partie finie de M, £  — 

respectivement A4— un faisceau inversible muni d’une structure hermitienne C°° —resp. 

C °— tel que deg(£) > 0 et que la (1 ;l)-forme u>£ soit définie positive. On considère Y  

comme un sous-schéma fermé réduit de M . Alors pour tout n assez grand, le morphisme 

ipn : T(M; C®n ® M )  —¥ T{Y \C ® n <g> M \ y )  est surjectif.

P roposition 3.1.3 : Pour tout e > 0, pour tout n assez grand, pour tout u G T(Y; £®n <S> 

M .\y), H existe s G T(M; C®n <g> A4) tel que ipn(s) =  u et que max ||s|| <  een max ||w||.
M Y

S ’il existe une courbe algébrique réelle régulière M ' telle que M  =  M'c , et si Y ,  C, A4, 

et u sont invariants par conjugaison complexe, alors on peut imposer en plus s invariant par  

conjugaison complexe.
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Démonstration : C’est le théorème 3.2 de [43] p. 576. □

B.3.2 L’équation de la chaleur

Soient M  une surface de Riemann compacte connexe, et //, une forme volume normalisée 

sur M. Pour /  € C°°(M), on définit le laplacien A /  de /  par la formule : ^ d d f  =  A f/j, 

(A / G C°°(M)).

Soit /o une distribution réelle (ie un 0-courant réel) sur M . Une solution à l’équation 

de la chaleur avec condition initiale / 0 est une fonction /  E C °°(M  xK^.) telle que, si l’on 

note f t (x) =  f (x \  t ), et A  ̂ le laplacien à t  fixé, on ait :

- S u r M x i ;  : A xf  =  %  ;

- Lorsque t  tend vers 0, f t tend vers /o au sens des distributions.

Proposition 3.2.1 : Il existe une et une seule solution f  à l ’équation de la chaleur avec 

condition initiale /o- On peut expliciter f  de la manière suivante :

Il existe une base hilbertienne (4>n)n>o de L 2( M ; ¡x) et une suite croissante de réels positifs 

(An)n>o telles que :

- Pour tout n  > 0, 4>n : M  —>■ M soit C 00 et A <j)n — —\ n<i>n /

- On ait Ào =  0, 0o — 1> > 0, et l ’équivalent An ~  n ;

- <j)n(x) soit borné uniformément en x et n.

Posons an =  f M M n ix . Alors :

V ( x , t ) E M x R \  f ( x ; t )  =  ^ 2 a ne~Xnt(f>n(x) .
n>0

Démonstration : cf par exemple [6]. □

On a le résultat suivant :

Proposition 3.2.2 : Si fo est une fonction continue sur M , alors la solution f  se pro

longe en une fonction continue sur M x R+, avec pour tout x  E M  f (x;  0) =  fo(x).

Démonstration : cf [5]. □
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Par ailleurs, on a la version suivante du principe du maximum :

P roposition  3.2.3 : Si f 0 est une distribution positive et non nulle, alors pour tout t  >  0, 

on a min/irc; t) >  0.
xEM

Démonstration : c f [34]. □

Rem arque 3.2.4 : Si /o G W l (M ), alors pour tout t  > 0, on a :

W f tW l ir  =  X n a l e ~ 2Xnt ^  X n ü n =  W M l l i r  •

n>l n>1

Cette étude de l’équation de la chaleur permet de démontrer le résultat suivant :

P roposition  3.2.5 : Soient / 0 G W 1(M ) telle que fo soit continue sur M ,  et e > 0. 

Alors pour tout r assez grand et tout m  > 0, on a

r  2 r __  ̂ n -.  ̂ " TTb T*
m} n r [X J 9 +  m z Z  M xi)\ ^ — g'II/oIlLr +  mr(ao -  c) -  -  ln r -  0 ( r )  ,

’ ’ r i < j  i—1

où oq =  f M fofx, et le O ne dépend que de M .

Démonstration : On utilise les notations précédentes. On pose de plus, pour t  > 0 :

9t(x; y) =  T - e~Xnt<t>n(x)(t>n(y) •

n>l An

On a les résultats suivants (c/[6], [24]) :

- V(ar; y; t) G M  x M  x R* g(x\ y) > gt (x; y) -  t.

- Lorsque t tend vers 0, on a, uniformément en x G M  : gt (x) x) =  — ln i +  0(1).

Soit e > 0. Par continuité de / ,  on a, pour tout t  assez petit :

___  r r
Y ^ 3 ( xu x j ) + m ^ 2  f° (Xi) -  S #»(**;xi) +  m Y l  ~ r2t ~  mre ■
i < j  i=1 i < j  ¿=1

Après calcul, on trouve que le membre de droite vaut 

E ^ K a .  +  E e - V n ^ ) )  “  \\fo\\2D ir- ] : ' ^ g 2t ( x ï , X i ) + m r ( a Q- e ) - r 2t  .
n> l n i - 1  i= 1

On obtient le résultat en choisissant t =  i .  □2 r
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B.3.3 Le théorème d’amplitude dans le cas C °

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k , avec X k  de genre g 1. On suppose 

chaque X’o-(C) muni d’une forme volume normalisée ¡jLa comme dans l’exemple du paragraphe 

2 .1 .

D éfinition : Soit D  =  {D; g) G Div(C°; X ).

D  est e ffectif lorsque D  est un diviseur de Weil effectif et VP G X (C) g (P )  > 0.
/ N

D  est s tr ic tem en t effectif lorsque D  est un diviseur de Weil effectif et VP G X(C) g(P ) >  

0.

D éfin ition : Soit £  G Pic(C°;X).

£  est dit num ériquem ent p ositif  lorsque pour tout diviseur de Weil premier C , on a 

hj(C) > 0.

£  est dit num ériquem ent strictem ent p ositif lorsque pour tout diviseur de Weil premier

C, on a h^{C) > 0.

/N  y S

P roposition  3.3.1 : Soit D  — (D-,g) un diviseur d ’Arakelov strictem ent effectif. D  est 

numériquement strictem ent positif si et seulement si : D  est ample et pour toute composante 

horizontale C  de D , on a h g (C )  > 0.

Démonstration : C’est une conséquence immédiate des propositions 2.5.1 et 3.1.1. □

Lem m e 3.3.2 : Soient M  une surface de Riemann compacte connexe, ¡jl une forme volume 

normalisée sur M , et A4 un faisceau inversible muni d ’une structure hermitienne C°. Alors 

pour tout e >  0, il existe T  tel que

V n> 1 V sG r(X ;.M ® n) max ||s||2 < T é n [  ||s||2/x .
M J m

Démonstration : Soit e >  0. Pour tout x G M , il existe une carte locale <j)x : Ux —> B (0; 1) 

(B(a\ r) désigne ici le disque ouvert de C de centre a et de rayon r) telle que :

-  <f>x(x) = 0 ;

- A4\ux — O m \u x ;

- Vy G Ux ln ||l(y)|| -  ln ||l(x)|| < f  (en considérant || || comme une famille de normes C°  

sur O y x grâce à l’isomorphisme précédent).

Posons Vx — (f>~l (B{ 0 ; |)) . Par compacité de M, il existe ( x \ ; . . . ]  xi) G M 1 tel que 
i

M  =  \ j V Xi. Soient A la mesure de Lebesgue sur C, et Cj > 0 tel que /j, >  q,X sur
i=  i



r ( £ £ )  i
exP ~xrv7— —,- n +  en 

L 2[K : Q]  deg( £k )

Démonstration : On pose N  =  [K  : Q] et e =  deg(£^). La structure hermitienne de 

£  =  (£; Il d) s’écrit de manière unique sous la forme || || =  || ||ad£~^2 (c/remarque 2.1.2) 

avec :

- £ad =  (£; Il II ad) admissible;

- /  continue sur X  (C) ;

- V a e G K JXAC) f i i  =  0.

r(X ;£® n)]R =  r(X ;£® n) R  s’identifie à l’ensemble des éléments de 0  r (X <7-,C®n)
(TÇlGk

invariants par conjugaison complexe. Pour tout n >  2g1 — 1, on munit r(X ;£® n)R de la 

forme volume de Faltings induite par £ ad. Posons

Sffl={ser(I;£«')>VíECI f H V < i )  ,
k J x a{ C) J

et soit V ( R ) le volume de Faltings de B (R ).  On a (cf [17], [24]) :

où r  =  en +  1 — g1. En utilisant la proposition 3.2.5, on trouve, pour e' >  0 :

n2 ^
ln V(R) > NrinR -  -  £  [|/„|||,jr -  „V -  0(nlnn) .

<t€Gk

InV (R ) >  N r l n R  +  ^ ^
(tEGk

J3(0; 1) =  4>xi(UXi)• On pose c =  mine* > 0.
%
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Soit maintenant n > 1 et s G T(M -,M ®n). Soit x0 un point de M  où ||s|| atteint son 

maximum, et i tel que Xq G VXi. Alors, en posant B  =  B(<j)Xi(xo); |) ,  on a :

f  \ \ 8 \ \ ^ > a  (  |s|2||l ||2nA > c||l(a:o)||2ne~eTl f  |S|2A 
J m  J b  J b

Comme s est holomorphe sur B,  on a f B |s|2A > A(i?)|s(xo)|2. D’où le résultat. □

Proposition  3.3.3 : Soit C G Pic(C°;X) tel que d eg ^ # ) > 0 et que C puisse être 

représenté par un diviseur d ’Arakelov W 1. Alors pour tout e >  0, pour tout n assez grand, 

admet une section globale non nulle de norme en tout point de X (C) inférieure à

min
[Pu.^Pr^X^q

r

« £ / « ) ] - O ( r )  ,
i—1

9 a {Pii Pj) +
i < j



On trouve alors lnF(jR) — lnPr > e'n2 — O(nlnn). On en déduit, par le théorème de 

Minkowski (la dimension de V (X \ Cm )u est N r  =  o(e'n2)), que pour tout n assez grand, il 

existe s G r(X ; £®n) — {0} tel que s G B (R ).  On conclut par le lemme 3.3.2. □

Théorèm e 3.3.4 : Soit £  G Pic((70; X )  vérifiant :

- ui£ est une mesure positive ;
/ S

- £  est numériquement strictement positif ;

-  (£.£) > 0.

Alors £  est arithmétiquement ample.

Démonstration : D’après la proposition 3.3.3, on peut supposer £®fc représenté par un 

diviseur d’Arakelov strictement effectif D  — [D] / ) ,  pour un k assez grand.

La structure hermitienne de £  =  (£; || ||o) s’écrit de manière unique sous la forme 

Il 11o =  Il IUe_So/2 avec : (£; || ||ad) admissible, g0 continue, et Va G G K f x ^(c) g0ß  =  0.

Pour a  G G k , soient g^a la restriction de go à X a (C), et ga la solution à l’équation de la 

chaleur sur X a(C) avec condition initiale go-a. On pose gt-a(x ) =  9 a{x\ t ) .  Soit g la fonction 

sur X(C) égale à ga sur X CT(C). On pose gt (x) =  g(x]t ) ,  || ||t =  || ||ade~9t/2, et £¿ =  (£; || ||t).

£ t vérifie, pour tout i > 0 assez petit, les conditions du théorème 3.1.2. En effet :

- On a, pour tout t  >  0, =  ^ d d g t +  e/i =  (Agt +  e)n  au sens des courants, où 

e =  deg(£/c). Or Axg +  e est solution à l’équation de la chaleur avec condition initiale la 

distribution positive A<?0 +  e. Donc pour tout t  >  0, u)£t est définie positive (d’après la pro

position 3.2.3).

- (Ct.Ct) =  (£ .£) +  I E  (iboicrllLr -  h t A m r )  >  (£ ■£ )  >  0 (c/remarque 3.2.4).
a ' '

D’autre part, le théorème de Riemann-Roch arithmétique pour les faisceaux admissibles 

permet de calculer le covolume Vp du réseau T(X; £®n) :
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InT/r =  - ^ ( C adX ad) +  0 (n )  .

On prend alors ln R  =  —^§jQn 4- § n,

(£.£) =  ( Â r f X J  -  i  Y  I IM lo ir  •
<7 € G K

et e' =  ^ e .  On remarque (cf  proposition 2.5.3) que



- Pour tout diviseur de Weil premier C , on a h ^ (C )  =  (C). Et C f k est représenté 

par (D ; /  -1- k(gt — go)), qui est strictement effectif pour tout t  >  0 assez petit. D’après la 

proposition 3.3.1, il suffit donc de montrer que pour toute composante horizontale C  de D  

(il n’y en a qu’un nombre fini), on a h^®k(C) >  0. Or, par continuité de g , h^®k(C) tend vers 

h ^ k (C) quand t  tend vers 0 (cf proposition 2.5.1). D’où le résultat pour tout t  >  0 assez petit.

Donc Ct est arithmétiquement ample pour tout t >  0 assez petit.

Par ailleurs, g est continue sur X(C) x R+, donc pour tout e >  0, il existe t >  0 tel 

que VP G X(C) |<7t(P) — go(P)\ < €. Alors pour n >  1 et s G r(X ;£® n <g> M ) ,  on a 

VP G X (C )  ||s(P)||o < ||s(P)||iene/2. D’où le résultat. □

Proposition 3.3.5 : Soient M  une surface de Riemann compacte connexe, Y  une partie 

finie de M , C et M. deux faisceaux inversibles munis d ’une structure hermitienne C°, tels que 

deg(£) > 0 et que soit une mesure positive. Soit ij}n le morphisme ij)n : T(M ; £ m ® A 4) —> 

T(F; £®n ® A i\y ) ,  qui est surjectif pour tout n assez grand.

Alors pour tout e > 0, pour tout n assez grand, pour tout u G r(F; £®n ® A4\y ), H existe 

s G T(M;£®n 0  M )  tel que îpn(s) — u et que max||s|| <  em max||w||.
M  Y

S ’il existe une courbe algébrique réelle régulière M' telle que M  =  M'c , et si Y, C, M,  

et u sont invariants par conjugaison complexe, alors on peut imposer en plus s invariant par 

conjugaison complexe.

Démonstration : La démonstration est similaire à celle du théorème 3.3.4 : Soit fj, une 

forme volume normalisée sur M . La structure hermitienne de C s’écrit de manière unique 

sous la forme || || =  || ||ade_9o/2 avec : (£; || ||a<¡) admissible, go continue, et f M g0fi =  0.

Soit g la solution à l’équation de la chaleur sur M  avec condition initiale go- On pose 

gt(x) =  g(x;t), || ||t =  || ||ade~9t/2, et Ct =  (£; || ||t).

£ f vérifie, pour tout t  >  0, les conditions de la proposition 3.1.3 : En effet, d’après la 

proposition 3.2.3, u¡t est définie positive pour tout t  >  0.
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Par ailleurs, g est continue sur M  x K+, donc pour tout e > 0, il existe t  >  0 tel que

V i e M  \gt(x)-g<i(x)\ < f. Alors pour n > 1, u G r(F; C®n® M \y ) ,  et s G T(M ; C®n® M ) ,

on a ||«||i < en£/4||«||, et ||s|| < en€/4||s||t . D’où le résultat. □
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B.4 Quelques applications

B.4.1 De l’effectivité pour les points entiers

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k ■ Dans ce paragraphe, on généralise les 

résultats d’Ullmo [41].

-A, --
D éfinition : Soient C G Pic(C ; X ) et E  un point entier sur X .  La hauteur norm alisée 

de E  relativement à C est le réel

h' (F) =
hi{E) deg(E/c) ■

P roposition  4.1.1 Soit C G Pic(C70; X) tel que deg(£if) > 0 et que C puisse être repré

senté par un diviseur d ’Arakelov W 1. Alors pour tout e >  0, X  n’admet qu’un nombre fini de 

points entiers E  tels que

u  r p \  <  (■£••£) _

£( — 2deg(£/f)

Démonstration : D’après la proposition 3.3.3, pour n assez grand, C®n peut être représenté 

par un diviseur d’Arakelov D  — (D: g) tel que D  soit effectif et que

> {& £ )___________ 2 ^
9 ~ [K:Q]deg(£K)n [ ^ :Q ]n ‘

Soit E  un point entier sur X  qui n’est pas une composante de D. Alors, d’après la 

proposition 2.5.1 :
/N  /" S

h-t (E) = h ^ ( E )  = \(D.E), + l  gSEe > ( ¿ & L .  -  «) **(*,) .

D’où le résultat. □

Sous les conditions de la proposition 4.1.1, on peut donc définir le réel

A(C) =  inf h'JE ) où E  parcourt l’ensemble des points entiers sur X .
E ^

D éfinition : Soit £  G Pic(X). X  est verticalem ent p ositif lorsque pour tout diviseur 

de Weil premier vertical C, on a deg(£|c) > 0.

P roposition  4.1.2 : Soit C G Pic(C'°;X) tel que deg(£K-) > 0, que lü£ soit une mesure 

positive, et que C soit verticalement positif. Alors

Mh<JÊÊL- .
2 deg(£K)



Démonstration : Soit e > 0. D’après la proposition 3.3.3, pour n assez grand, C®n peut 

être représenté par un diviseur d’Arakelov D  — (D; g) avec D  effectif et
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D  s’écrit D  — Yhm i^i +  X !nj Ej  avec les ^  premiers verticaux et les Ei premiers hori-
i i

zontaux. Soient jo tel que h 'JE j0) =  minh'JE j), et E  =  Ej0. Alors, d’après la propositionc j c
2.5.2, on a

P roposition  4.1.3 : Soit C =  (£; || ||) G Pic(C'°;X) tel que C soit ample et que u>£ soit 

une mesure positive. Alors pour tout M. G P ic(C °;X ), pour tout e >  0, pour tout n assez 

grand, r(X; C®n ® A4) admet une 7i-base de sections de norme sup sur X (C) inférieure à

exp ( - p § a n +  m )-

Démonstration : Posons N  =  [K  : Q] et || ||' =  || || e x p ^ -^  — e). Il suffît de montrer que

C  =  (£; || II') vérifie les conditions du théorème 3.3.4 :

Soit C  un point entier sur X .  On a h'£l(C) — h'£ (C) — A(£) -f N e >  0.

D’autre part, on a

(£ '.£ ')  =  (C . j C ) — 2A(C) deg(£fc:) +  2deg(£x)A^e > 0 d’après la proposition 4.1.2. 

D’où le résultat. □

/ N  ----

Soit maintenant C G Pic(C ; X) tel que deg(£^) > 0 et que u £  soit une mesure réelle. Soit 

(En)n>o une suite injective de points entiers sur X .  Posons en =  deg(EnK), et e =  deg (£*;). 

D’après la proposition 4.1.1, on a : lim inf h!JEn) > La proposition suivante précise,
n->+oo ze

dans le cas «critique», la répartition des ensembles E„(C) dans A'(C) :

> ( tC .)___________ 2^ _

S -  [/f :Q]deg(£K) [K : Q]

n{£.£) =  (t . D ) =  Y ^ m ,hi(V,) 4
i

On en déduit

h'?{E)- 2 M b ) +€ ■

D’où le résultat. □

ni  deg ( E j K ^ i E j )  +  \  j  gu>£ 
j 1 Jx(c)

> h '£ (E )d eg ( /:K)n
(£ .£)

+V n"■ deg (CK)en .



P roposition  4.1.4 : Avec les notations précédentes, supposons que : lim h'-(En) =  .
n. C 2e
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Démonstration : Posons vn =  ~ S euC- Il s’agit de montrer que, pour toute fonction /  

continue sur X(C), la suite numérique ( f  f v n) converge vers \  J  f u £  (les intégrales sont ici 

sur X(C)).

Il suffit en fait de le vérifier pour /  de classe C°° sur X  (C). Soit t e  R. On pose C t — 

(£; Il | |e - " 2).

D’après la proposition 2.5.1, on a, pour tout n >  0, h'^(En) =  h'£ (En) +  |  f  f v n. On en 

déduit que

D’autre part, d’après la proposition 2.5.3, on a

(Ct .Ct) =  (£ .£) +  t  Í fu}£ -  — \\f\\2Dir 
J X ( C )  1

Alors, d’après la proposition 4.1.1, on a : lim inf h'^(En) >  £̂t2(f  ̂ . En remplaçant les deux 

membres, on trouve

lim inffi f  /z/n)  > -  f  f u £ - l ; \ \ f \ \ D i r  ■ 
n-^+oo \  Jx(C) ' e Jx{c) 2e

- par valeurs inférieures, on obtient : lim sup \  f v n <  i f  U)£.

On en déduit le résultat. □

D éfinition : Soit £  e Pic(C°; X). On dit que h£  est une assez bonne hauteur sur X  

lorsque : deg(£#) > 0, oj£ est une mesure positive, et £  est verticalement positif.

B.4.2 Le théorème de Rumely effectif

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k - Posons B  =  Spec(Oft-). Pour un point 

fermé b de B , on note N b le cardinal du corps résiduel k(b), X b la fibre au-dessus de 6, et nb 

le nombre de composantes irréductibles de X b- Soit J  l’ensemble des points fermés b de B

Alors la suite de mesures (îc)
mesure positive.

lim inf h'F (En)
n->+oo L ' t

+  l im in f( | [  fu n)  .
n —>-foo \  ¿ J x ( C )  '

En faisant tendre t  vers 0 :

- par valeurs supérieures, on obtient : lim inf

converge faiblement vers \ oj£ . En particulier, u>£ est une

(£ ■£ )
2e

f  fv n > f  f u c'i
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tels que X  ait mauvaise réduction en b. Cet ensemble est fini. On pose aussi

u x  = 'Y ^ (n b ~  l)lniV6 •

beJ

Lemme 4.2.1 : Soit A  =  [aÿ] une matrice (n; n) (n > 2) à coefficients entiers vérifiant 

toutes les conditions suivantes :

- A  est symétrique;

~ t 3 ®  ij  —  0 ;

- Vî E  aij = 0 ;
i=i

- i et j  sont dits adjacents lorsque a^ <  —1. Alors pour tout i , il existe i0- , . . . ; i q tels que 

i0 — i, que iq =  n, et que pour tout k, ik -i et ik soient adjacents.

Soit Ai la matrice (n—1; n —1) extraite de A en supprimant la dernière ligne et la dernière 

colonne. Alors A' est inversible et tous les coefficients de A /_1 sont dans [0;n — 1].

Démonstration : On vérifie que A' est symétrique définie positive (cf par exemple [24] p. 

61), donc inversible. Posons B  =  [6ÿ] l’inverse de A'.

On construit un circuit électrique à n sommets, numérotés de 1 à n, de la manière suivante : 

Pour tout (i; j )  tel que <  — 1, on place entre les sommets i et j  une résistance de — 

ohm.

Le circuit ainsi obtenu est connexe. On fixe la masse du circuit au sommet n.

Soit maintenant un sommet j  fixé. On applique un courant de 1 ampère entrant en j  et 

sortant en n. Alors % est la tension en volts au sommet i. La théorie des circuits électriques 

linéaires (cf [13]) montre les faits suivants :

- La tension est minimale en n et maximale en j ,  c’est-à-dire 0 <  < bjj.

- Dans chaque branche, l’intensité du courant est inférieure à 1 ampère.

Les résistances étant toutes inférieures à 1 ohm, on en déduit que la différence de tension 

entre 2 sommets adjacents est inférieure à 1 volt.

En considérant un chemin reliant j  à n et passant par au plus n — 1 branches, on voit 

que l’on a bjj <  n — 1. D’où le résultat. □

Lemme 4.2.2 : Soit C G Pic(X) verticalement positif tel que deg(£x) >  0. Alors il existe 

no >  1 et un diviseur de Weil effectif Vo à composantes verticales tels que £®n°(Vo) soit ample.

Démonstration : cf lemme 4.3 de [43] p. 578. On peut aussi le démontrer à l’aide du lemme



4.2.1. □
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Théorèm e 4.2.3 : Soit £  — (£; || ||) G Pic(C°; X ) tel que h£ soit une assez bonne hauteur 

sur X .  Soient Z  un ferm é de X  tel que l ’application X  — Z  —> B  soit surjective, et e >  0. 

Alors X  — Z  admet une infinité de points entiers E  vérifiant

A2(B)sdit£rx(£)+Kxdeg(£K)+e -

Démonstration : On procède en 6 étapes : grâce aux cinq premières, on montre qu’il existe 

un tel point entier ; dans la sixième, on en déduit le théorème.

Etape 1 : Quitte à l’agrandir, on peut supposer que Z  est purement de dimension 1, et 

que pour tout point fermé b de B , Z  contient exactement nb — 1 composantes irréductibles 

de X b. On peut également supposer que Z  a au moins une composante horizontale.

Soit F  —resp. V — la réunion des diviseurs premiers horizontaux —resp. verticaux— 

contenus dans Z . On verra aussi F  comme un sous-schéma fermé réduit de X .

D’après le lemme 4.2.2, il existe n0 > 1 et V0 à composantes verticales tels que £®no(Vo) 

soit ample. Alors pour tout ni >  n0, £®ni(Vo) est ample. On choisit ni tel que deg(C K)eni >  

2(£.Vo), et on pose £ i  =  £®ni ®Ox (Vo). Soit h tel que F  — (F ; h) soit un diviseur d’Arakelov 

C°° effectif. Posons jV =  O x ( —F ), et N  =  [K  : Q].

Etape 2 : On cherche un Q-diviseur de Weil effectif D  de support V  tel que, pour tout 

diviseur premier C  contenu dans V, on ait (C \.C) +  (D .C ) =  0.

Soit b G J. Si n¡> =  1, on pose A> =  0.

posant

aii =  T—^ rim iC i.m jC j)  et Si =  -^~r-{rnlCl .Cx) > 0 ,
J h iN b lu iVfr

nb- 1

cela revient à résoudre le système : E  aij^j ~  ^ Pour 1 < î < ^  — 1.
3 = 1

Supposons maintenant n b >  2. Soient Ci ; . . .  ; Cnb les composantes irréductibles de X b,
nb

avec Ci C V  pour 1 < i <  — 1. Soit la multiplicité de Ci dans Xb : m iCi-
i—l

nb- 1

On cherche D b =  Yh xj m jC j  que Pour 1 < ¿ < — 1, on ait (Ci.Db) =  — (C^jCi). En
3 = 1



Or la matrice A  — [aÿ] vérifie les conditions du lemme 4.2.1, donc le système précédent 

admet une solution (Ai;. . .  ; Xnb- i ) ,  avec
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Tib 1 .«

0 < A j <  Y ]  K  -  1 )ôi <  Y —— (X bX i )  =  (nb -  1) deg(CK )ni . 
èÎ l n N b

On obtient ainsi le D b cherché. On remarque que

n& — 1

(D bX )  =  XM ^ X )  <  (nb -  1) deg{CK )n i (X bX )  =  (deg(£*)) V ( n 6 -  1) lniV6 .
3 = 1

Alors D  — est le Q-diviseur de Weil cherché. On remarque que l’on a l’inégalité
beJ

(.DX) < kx (deg(£ii))2ni.

Prenons n2 > 1 tel que D i  =  n2D  soit un diviseur de Weil (à coefficients entiers), et 

posons M  =  C i* 2 <S> O x(D i)-

Etape 3 : Pour toute composante C de Di, on a —(D i.C )  =  n2(C \ .C ) >  0. On en déduit 

que O x {—D i )\Di est ample sur D \ (cf proposition 3.1.1). Il existe donc >  1 tel que pour 

tout n >  riz, on ait H l (Di,  O x (—nD i  — F)\Dl) — 0. On en déduit par récurrence les proprié

tés suivantes, pour tout n > n3 :

- Le morphisme T(nD i  +  F-, 0 ^ Dl+F) ->• r(n3Di +  F ; 0 * 3Dl+F) est surjectif ;

- Le morphisme Pic(n£>i +  F) —»• Pic(n3.Di +  F)  est un isomorphisme.

D’après la proposition 1.2.5, Pic0 (77.3 Di +  F)  est fini, et contient M.\U3Di+f , donc il existe 

n4 > 1 tel que M ^ * Dl+F ~  On3Dl+F.

Alors, d’après la proposition 1.2.2 et la remarque 1.2.4, pour tout n >  n3, il existe 

un G T(n^nDi H- F; A/i®”**£,1+F) tel que un ne s’annule en aucun point de n±nD\ +  F  et que

En outre, par application de la proposition 3.3.5, pour tout n assez grand, il existe s'n G 

r(X; M ® nm)wi tel que s^Fc =  unC et que

max Ils'Il < ec'n max ||unl| , où l’on a posé e' =  —Trninorue.
X(C) "  nM _  F (Q  11 "  y  4 N

|. /  A (A 4 ) \  
mæc ||un|| <  exp^c------——n±nj , où c est une constante.

Etape 4 •' Par l’amplitude de Ci,  on a, pour tout n assez grand, la suite exacte suivante :

o - ^ r x x j r f ^ i g i . A / ' )  -> r (X ;M 0n) -^ y (z -m ^Dî+f) - > o  . ( i )

Donc, pour tout n assez grand, il existe sn G F(X; A4®”4") tel que s n\n4nDl+F =  un.



Alors (s'n — sn)|i?c =  0, donc s'n — sn € p(X; £ f n2n4n ® A/")r d’après la suite exacte (1) 

tensorisée.

D ’après la proposition 4.1.3, T(X;  £®n2n4n <g> ^  admet une Z-base (ex;. . .  ; er) telle que 

pour tout i , on ait
n i, ( A(£i) , \

m ax||e,-|| < ex p l----- ——n2n4n +  e n )
X (C) \  1V /
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r
s'n — sn s’écrit alors s'n — sn =  Y2 \ e% avec les K  réels. Soient /i; l’entier le plus proche de

Z~1
r

Xi, et tn =  sn +  E  £„ est une section globale de M ® niTl. 
i~  i

La norme de A4®* étant plus petite que celle de £ f n2k on a

ii /  ̂ m ^ r /  -^(A) / \max sn -  t n\ < - e x p ----- —  n2n4n +  en  .
X(C) 2 \  N J

De plus, on a A ( M )  >  A (C i)n 2- On en déduit que

max lliJI < +  e0) e x p f - ^ ^ - n 2n4n + e'n) . 
x(C) \2  / V N  >

D ’après le théorème de Riemann-Roch sur X k , on a r — 0 (n ) .  Donc pour n  assez grand, 

on a |  +  ec <  e€'n.

Etape 5 : On a tn\n4n£>1+F =  un, donc le support de div (tn) est disjoint de Z. Ecrivons

d iv ( tn) — E  UWi +  YhPjEj avec les W i  premiers verticaux et les Ej premiers horizontaux. 
i j

Soient jo tel que h'JEj0) — m inh'JEj),  et E  =  Ej0. Alors, à l’aide de la proposition 2.5.2,c j  c
on obtient

n4n ( M X )  =  J "  kh £ (Wi) +  Y V -  deg{ E ^ t i A E j )  -  [  ln \\tn\\u£
i j  J x ( c )

>  h'£ (E) deg(Aiivr)n4n +  A(C i)  deg(£j<-)n2n4n -  2 deg(CK)Ne'n  . 

Or deg(.M*') =  deg(CK)n in 2, ^4(£i) > A (Z )n u et

(C .M )  =  (£X )n m 2 + (£.VÎ,)n2 +  (£. A )

< (C .C)nin2 +   ̂deg(£^)enin2 +  /cx(deg(£*-))2n1n2 .

Après simplifications, on obtient bien

¡¿¡¡(B)
< (C-C)

-  deg(CK )
-  A(C)  +  KX deg(£i^) +  e . (2)
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Etape 6 : Raisonnons maintenant par l’absurde en supposant que X  — Z  n’admet qu’un

nombre fini E\ \ . . .  ; Ek de points entiers vérifiant l’inégalité (2). En appliquant ce qui précède 
k

à Z' — Z  U |J Ei, on voit alors que X  — Z  admet un point entier E  vérifiant l’inégalité (2)
i = - l

et distinct des Ei. D’où une contradiction. □

Remarque 4.2.4 : La condition X  — Z  ~¥ B  surjective est nécessaire à l’existence d’un 

point entier sur X  — Z. Par ailleurs, on remarque que la borne pour la hauteur dans le théo

rème 4.2.3 est indépendante de Z.

B.4.3 Un peu de théorie du potentiel

Soit M  une surface de Riemann compacte connexe, munie d’une forme volume normalisée 

¡i. On continue d’utiliser les notations du paragraphe 2.1 concernant les fonctions de Green 

sur M .  Par ailleurs, on pose

[P-, Q]x =  exp ^ \g (P ‘, x) +  g {Q ; x) -  g(P\ Q)] •

Ceci mesure la «pseudo-distance» entre P  et Q (c’est l’analogue de la distance induite 

par la valeur absolue sur C).

Soit maintenant K, un compact non vide de M ,  et x G M  — JC. Pour une mesure de 

probabilité v  sur M  à support inclus dans K,  on pose

u„{P) =  -  [  \n[P-Q]xdp(Q) .
J k

uv est la fonction potentiel de v. On a les propriétés suivantes (c/[35], [37]) :

Proposition 4.3.1 : uv est harmonique sur M — (JCu{x\), sur-harmonique sur M  — { x } .  

Au voisinage de x , on a uv =  — | gx +  a  avec a  C°° au voisinage de x  et nulle en x. De plus, 

on a ~ dduu — ôx — u au sens des courants.

On définit ensuite l’intégrale d’énergie de v :

I ( u ) =  f uvdv =  -  [ f ln[P;Q]xdu{Q)du(P) .
J k. J k  J k

Le potentiel de K, par rapport à x  est VX(K) =  inf[/(¿y)l. La capacité de K  par rapport
U

à x est t X(K,) =  e~Vx(KK
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Si j x(JC) > 0 (ie si VX(JC) /  + 00), il existe une et une seule mesure de probabilité fi/c-x réa

lisant l’inf dans VX(JC). est appelée la distribution à l’équilibre. On note uK;X =

Proposition 4.3.2 : Soit D x la composante connexe de M  — JC contenant x. Alors :

- Sur M  — D x, uk.-,x est constante égale à VX(JC).

- Sur d D x, on a u/ç]X <  Vx (JC) avec inégalité stricte seulement sur un ensemble de capacité 

nulle.

- Sur D x, on a en tout point U)c.x <  VX(JC).

Remarque 4.3.3 : JC et d D x ont même capacité, même distribution d’équilibre, et même 

potentiel conducteur.

On suppose 7x(JC) >  0. On définit la fonction potentiel conducteur de JC par rapport 

à x : gtc-,x(P) =  2(14(/C) — Uic-x(P)).  Elle ne dépend pas du choix de (j,.

Proposition 4.3.4 : Soient P  et Q deux points distincts de M  —  JC. Alors g/c;Q (P )  =  

9jc-,p(Q)- On pose gic(P', Q) — 9k.-,p(Q)- Alors gjc est continue sur (M  — JC)2 — A , où A désigne 

la diagonale de (M  — K )2.

Proposition 4.3.5 : Soit P  G d D x. Soit C  la composante connexe de d D x contenant P .  

Si C  ^  {P } , alors gx;;x est continue en P  et gjc-,x(P) =  0.

Si JC est la réunion (non vide) de parties connexes non réduites à un point, on dit que JC 

est à bord régulier. Alors pour tout x G M  — JC, on a 7X(JC) >  0.

Pour un diviseur D  =  E  np[P] sur M  à support disjoint de JC, on notera gfc-D =  u p 9)C-,p  

la fonction potentiel conducteur de K  par rapport à D, et hjc-d =  E  tip I-lk -,p la distribution 

à l’équilibre correspondante.

B.4.4 Un lien entre intersection et potentiel

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k - On suppose chaque X a(C) muni d’une 

forme volume normalisée. On utilise les notations du paragraphe 4.3.

Soit JC un compact de X(C) invariant par conjugaison complexe. Pour o  G G K , on note 

JCc — X a(£)C\JC. On suppose K  à bord régulier (ie pour tout o  G G k , JCa est à bord régulier).



Pour un diviseur de Weil D  sur X  tel que D e  soit à support disjoint de K ,  notons Qk -d 

la fonction sur X(C) égale à la fonction potentiel conducteur gK^D.y sur X ff(C), et go  la 

fonction sur X  (C) égale à la fonction de Green admissible goa sur X a (C).

Proposition 4.4.1 : Posons £  = Ox(D\ grc^D), et C ad = Ox(D; go)- Pour o  G G k ,  

écrivons Da sous la forme Da =  E  n p[P}- On a les formules suivantes :
p

(£ .£ )  =  & d.Cad) +  E [ X > î , 2Vf(/C,t ) +  i  E  n°pn°Q(gK,(P;Q) - 9 „ ( i > ; 0 ) ) ]  i
a P P;Q

PÏQ

V a  G G k  ^ 2 ;  =  l^Ka-,Da =  E  npHica-p .
p

Démonstration : La seconde formule est une application de la proposition 4.3.1. 

Montrons la première. On pose /  =  g^D — 9d - f  se prolonge en une fonction C° sur 

-X’(C), et pour tout P  dans le support de D a, on a f ( P )  =  2npVp(Ka).

D’après la proposition 2.5.2, on a (£.£) =  h£ (D) +  \  Jx ^  gic-,D^£ — h£ (D ), puisque la 

mesure est à support dans dK  et gtc-D est nulle sur dK.
XV. /N

De même, on a (Lad. £ ad) — h£ad(D) +  2 Jx(Q 9DUcad =  h c j D )  par définition des fonc
tions de Green.

Par ailleurs, on a h£ (D) — h£^ (D )  =  |  JX(o f^Dc - On en déduit le résultat. □  

Proposition 4.4.2 : Soient D  et E  deux diviseurs sans composante irréductible commune
/S

et tels que D e  et Ee soient à supports disjoints de K . Posons D  =  (D-, g^ ü ) et E  — (E ; gjc-E)-

Pour o G G k ,  écrivons D a sous la forme D a — np[P], et E a sous la forme E a « n [Q] ■
p Q

On a alors

(D.Ê) =  (D.E), +  i E  E  nPmQ9K. (P; Q)
* P;Q

y s  y s

En particulier, si D  et E  sont effectifs, alors on a (D .E) >  0.

Démonstration : Posons £  =  Ox (D). D’après la proposition 2.5.2, on a (D .E ) — h£ (E) +  

\  f x(q  g/c-,E^c =  hc(E ),  car la mesure uj£ est à support dans d K  et g ^ E est nulle sur dK. Il 
suffit alors d’appliquer la proposition 2.5.1 pour conclure. □
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B.4.5 Des théorèmes d’approximation

On conserve les notations du paragraphe 4.3. On a les résultats suivants :

Proposition 4.5.1 : Soient JCq un compact à bord régulier de M , U un ouvert de M  

contenant JCo, Y  une partie finie de M  — U, et e >  0. Il existe alors un compact à bord 

régulier JC contenu dans U tel que M  — JC soit connexe et que :

Va: G F  VF G M |5jC;i(P) -  gKo;x(P)\ < e .

S ’il existe une courbe algébrique réelle régulière M' telle que M  — et si Y  et K  o 

sont invariants par conjugaison complexe, alors on peut imposer à JC d ’être invariant par 

conjugaison complexe.

Démonstration : cf [37] p. 167. □

Théorème 4.5.2 : Soient JC un compact à bord régulier tel que M  — JC soit connexe, U  

un ouvert de M  contenant JC, Y  =  {æi; . . .  ; x r} une partie finie de M  — U, et e >  0. Alors il 

existe 5 > 0 vérifiant la propriété suivante :

Soient D  un diviseur effectif de support Y , et C le faisceau inversible O x ( D ) muni de la 

structure hermitienne C° telle que ||1|| =  exp[~\gic-D\- Notons e =  deg(D). Pour  1 <  i <  r, 

soit Ui G T(xi \C\Xi) tel que e~Se <  |¡u¿|| <  eSe. Alors il existe n > 1 et s G Y(M\  C®n) tels 

que :

- Pour tout i, on ait S|æj =  u f n ;

- V P e M  ||s(P)|| < eeen;

- V P  e  M  -  U ||s(P)|| > e~een.

S ’il existe une courbe algébrique réelle régulière M' telle que M  =  M'c , et si Y ,  JC, D ,

(Ui) sont invariants par conjugaison complexe, alors on peut imposer à s d ’être invariant par  

conjugaison complexe.

Démonstration : cf [37] p. 173-174. □

B.4.6 Le théorème de type Fekete-Szegô

Soit X  une surface arithmétique régulière sur O k , avec X K de genre g1. On note a  : 

X (C) —¥ X  (C) la conjugaison complexe.



On s’intéresse ici au problème suivant :

On se donne un fermé de Zariski Z  de X  purement de dimension 1 tel que Z (C) ne soit 

pas vide, et un compact JC de X(C) invariant par a. On suppose que pour tout a  E G k , le 

compact fCa =  Xa(C) n K, est à bord régulier (donc non vide) et est disjoint de Za(C).

Sous des conditions suffisantes (heuristiquement, on demande à K  d’être assez «gros»), 

on cherche, pour tout ouvert U  de X (C) contenant /C, un point entier E  sur X  — Z , tel que 

Eç  soit à support dans U, avec un contrôle de la hauteur de E.
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Dans ce paragraphe et dans le suivant (4.7), on utilisera les notations suivantes :

Soit Z\ \ . . .  ; Zr les composantes de Z , avec Z \ ; . . .  ; Zq horizontales et Zq+1; . . .  ; Zr ver

ticales. Pour 1 <  i <  q, soit g^i la fonction sur X (C )  égale à gKa-,zia sur X (r(C), et 

Zi =  (Z í; g¡c-,i)- Pour q +  1 < i <  r, on pose Z{ =  (Z(; 0).

On note alors A  la matrice (r ; r ) de coefficients [(Zi-Zj)J. A  est symétrique réelle, à coef

ficients non diagonaux positifs (cf  proposition 4.4.2).

Dans tout ce paragraphe, on suppose A  définie négative. A ~ l est alors à coefficients néga

tifs (cela se démontre comme le lemme 4.2.1). Soit R  le vecteur colonne de i-ème coordonnée : 

—[k(Zi) : K )  si 1 <  i <  ç, 0 si q +  1 < i <  r.
Q

On note (A*) les coordonnées du vecteur A ^ R ,  et d = E  \ [k (Z i )  '■ K ]. On a Aj > 0 pour
¿=1

1 < * <  9) et Xi > 0 pour q +  1 < i <  r.

Théorèm e 4.6.1 : On conserve les notations précédentes et l ’hypothèse A  définie négative. 

Soient U un ouvert de X(C) contenant JC, hjq- une assez bonne hauteur sur X ,  et e > 0. 

Alors X  — Z  admet un point entier E  tel que E (C) c U  et que

r

h' d E ) S  2  E M M . Z J  +  i  deg( M k ) +  e .
i—1

Démonstration

Etape 1 : Quitte à restreindre U, on peut supposer U  et Z (C) disjoints. En utilisant la 

continuité de l’application A  i—> A ~l et la proposition 4.5.1, on peut se ramener au cas où 

pour tout a  G G k , X a(C) — K a est connexe, ce que l’on suppose désormais.

On pose N  =  [K  : Q], F  =  E Zt, et J\f — O x ( —F).  On pose aussi To =  max ¡(Zi.Zj)\, et
i — i i; i

cq =  N —grTo'1- Quitte a changer e, on supposera e < ^  et e: <  g ^ .



D’après le théorème 4.5.2, il existe Æ > 0 (<5 < e) vérifiant la propriété suivante :

Soit £  de la forme £  =  O x ( j [2  PiZi 4- avec $  >  1 et V  à composantes verticales.

Posons e =  deg(£^). Soit u G r(F<c;£|irc) invariant par a, tel que VP G ^(C) e~5e <  

||«(P)|| < eSe. Alors il existe n >  1 et s G r(Xc; C®n) invariant par a,  tel que :

- S|Fc =  «®";

- V P G l ( C )  ||s(P)|| < e£en;

- VP G X(C) -  U  ||s(P)|| >  e~een.
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Etape 2 : On considère le système de r — g équations à r  inconnues (z^;. . .  ; vr) suivant :

r

Vî G {g +  1;. . .  ; r} ^ ( Z i . Z ^ V j  =  0 .
j =i

Soient L  l’espace des solutions dans Q f , et Li l’espace des solutions dans Rr. Les coeffi

cients de l’équation i sont tous des multiples entiers de ln N bi pour un b{ G Spec(0#). On en 

déduit que Li =  L  ®o M. Donc L  est dense dans L\. Or (Ai;, . .  ; Ar) G Li, et A* > 0 pour

Soit n0 > 1 tel que pour tout 1 < i <  r, nQVi soit un entier. D’après le lemme 4.2.2, il existe
Q

un diviseur effectif Vo à composantes verticales et ni >  1 tels que le diviseur ni E  n 0UjZj+Vo
j=i

soit ample.

r

V » € { ï  +  l ; . . . ; r }  £  (Z.Zj)*; = -(Z,.V0) ■
J—7+1

Alors chaque v[ est rationnel et positif. Soit n 2 > 1 tel que pour tout q -t-1 < * <  r, 

n2ifi soit un entier. Soit n3 >  n in 2 tel que N̂ ° n3 >  (Vq.F) +  T0 E  u'j et que >
2 j

(Vo-M ) +  J 2 uj(Z j -M ) .  On pose alors 
3

q r

C[ =  Ox (w 3 n0VjZj +  n2Voj , D =  ^  (n3nQVj +  n2i/j)Zj , £  =  Ci ®  Ox (D) .
3= 1  3= q + i

Q
On note également e =  deg(£;r) = n3n0 E  uj[H^j) '■ K)-

j =1

Soit maintenant K + 1; • • •; v'r) la solution du système suivant :

tout 1 < i <  q. Donc, en notant NdS_ 
'I 8rT0 > i l  e x is te  ( i ^ i ; . . .  ; vr) G L te l que \vi — Aj|  <rj  p o u r

1 < i <  r  et que y  < ^  <  2A* pour 1 <  i < g. Alors, on a automatiquement V i>  0 pour 

tout 1 < i < r (car A[vî\ est à coordonnées négatives).



Résumons les propriétés des objets construits :

- Ci est ample sur X  ;

44 CHAPITRE B. LES SURFACES ARITHMÉTIQUES

Pour démontrer la deuxième propriété, on écrit :

Etape 3 : On procède ici comme dans l’étape 3 de la démonstration du théorème 4.2.3 : 

O x ( —D ) \ d  est ample sur D,  donc il existe n4 > 1 tel que pour tout n >  n4, on ait 

H l (D\  O x ( —n D  — F) \ d)  =  0. On en déduit, pour tout n >  n4, les propriétés suivantes :

- Le morphisme T(nD  +  F ; 0 * D+F) —> r(n4D +  F ; 0*uD+F) est surjectif ;

- Le morphisme Pic(nD +  F) —> Pic(n4£> +  F)  est un isomorphisme.

D’après la proposition 1.2.5, Pic0(n4_D+F) est fini, donc il existe n5 >  1 tel que C®™'°D+F ~  

O niD+F- Alors, d’après la proposition 1.2.2 et l’étape 2, pour tout n >  n4, il existe un G 

T(n5n D  +  F; C®™**D+F) tel que un ne s’annule en aucun point de n5n D  +  F  et que

w  D  /— Tr{tH\ (  , n 0 « 3 « 5  ^  u / m i l  - (  , Wot t3 t t 5 , 5 \VP G F(C) exp^-cH-----—— n -  n5n e - j  < ||u„(P)|| S  exp^c + — —— n +  n5n e - j  ,

où c > 0 est une constante. On peut supposer c > 1.

Par l ’amplitude de Ci, on choisit n6 > n4 tel que pour tout n >  ne, on ait H 1(X] C f nin ® 

M )  =  0 ; on peut aussi supposer que n5n6eS > 2c et n6 > 2g1 -  1. Alors, d’après l’étape 1, il 

existe n7 > 1 et s0 G r(X; £®n5n6n7)iR tel que, en posant m  =  n^nenj, on ait :

- So|Fc =  uc  ;

- VP G X (C )  |M P ) || < e x p ( » m  +  mee) ;

- VP G X(C) -  U  |M P )|| > e x p ( ^ m  -  mec).

Soit u G T (m D  -I- F;£® ^+ f) ne s’annulant en aucun point de m D  +  F  et tel que

u \nsneD+F  =  u n&7'

puis on majore chaque terme :

£
h ¿(Zi) +  nQn3[k(Zi) : K } <  n0n3r)rT0 +  n2(V0.F) +  n2T0 ^  */'■ <  N e -  .

i

- Pour 1 < i <  q, on a |h'¿(Zi) +  n0n 31 < N ef ;

- Pour q +  1 <  i <  r, on a (C.Zi) =  0 ;
r

- D  est effectif de support |J Zl .
i=g+ 1

h ¿(Zi) +  n 0n 3[k(Zi) : K]

r

= n0n3 y (̂vj
3 =1

r

+  n2(Vo.Zi) +  n2 v 'j(Zi-Zj) > 
j=q+1

-  Aj)(Z i.Z j)



Par ailleurs, on a la suite exacte de Z-modules libres suivante :

0 ->• r(X; C f m ® Af) T(X; £®m) -> T(mZ) +  F; ¿ ¡S ,+ i.) -»• 0 .

Il existe donc Si G T(X; £®m) tel que Si|TO£>+f =  u. Alors Si -  s0 € T(X; C f m0j\f)^.  Par 

densité de T(X; C f m ® AOq dans T(X; £ f m ® AOr, il existe s2 G T(X; C f m ® J\0q tel que, 

en posant s — Si +  s2, on ait :

- VP G X(C) ||s(P)|| < e x p +  2mee) ;

- VP G X(C) — U ||s(P)|| > exp^^jpra — 2raee).

B.4. QUELQUES APPLICATIONS 45

s est une section rationnelle de £®m.

Fiape  ̂ : D’après l’étape 1, £®m s’écrit £®m =  Ox  (Xj A ) > °ù Pour chaque i, A  est l’un

des Zj (pour un j G {1; . . .  ; r}) ou bien l’une des composantes (verticales) de Vo. Pour a >  0 

et 1 < b < k, on pose

b b

r w 6 = r(x;£®"“ ( ] [ > ) )  et n i+s = r(D6;£®>~(^A) ) .
i=  1 i= l  ' 6

Pour tout n > k +  1, on a les suites exactes suivantes :

o —> r n_! —> r n —)• et o —> r n_iQ —» r nQ —> r̂ q, —>■ o .

_ / \
Posons Ti =  max X) XI H/fty'CfOII) et ^ 2  =  expi^^pm — 2mee). On a 3Nee < n0n3, 

i ’eA'(Ç) j  V t

donc T2 > 1. Soit v > 1 tel que Tj >

D’après l’étape 3, on a s =  +  s2, avec Si G r fc et s2 G r(X; £ f m ® AÎ)q. Donc s2 s’écrit 

s2 = ¿S3, avec S3 G r(X; £ f m <g> Af) et Q > 1. Alors pour tout n > 1, on a

A i >  1 fixé, %■ est un polynôme en n à coefficients rationnels et admettant 0 comme 

racine. Il existe donc tu > 1 tel que pour tout i G {1;. . .  ; mv},  soit un entier. Alors, en 

posant

nsm = ̂ 2 
i= 0

§ U f (n_i) <g> s f  .
Ql 1 3

S' =  E # S'" <S 3
i= 0 ^

w r*i

et t=E#»r‘s»
i—v

Soit une Q-base de F^q contenue dans r*. Pour tout k +  1 < n < 2k,

des éléments de Tn dont les images dans en forment une Q-base.

soit



(les produits et puissances sont ici tensoriels), on a s®w =  s '+ t ,  avec s' G r wk, sjmD+F =  u®w, 

et t G r {w^v)kQ.

On construit 3 suites (s'), (U), (i-) par récurrence descendante sur i :

On pose tWk -Vk =  tn G TWk-vkQ- Soit i G {k  +  1;. . .  ; wk — vk } .  On écrit i sous la forme 

i — ak +  b, avec a > l e t l < b < k .  On a 2 cas :

- Si Db est vertical, alors IV iq =  On pose donc s' =  0, t\ — 0, et i*_i =  U.

-  On suppose maintenant D b horizontal, u 1̂  ® t i \ u b est un élément de r'fc+6Q ( u \Db 

est une section bien définie de car u est partout non nulle le long de Db), donc il 

s’écrit E  z j f k + b ; j \ D b avec les Zj rationnels. Soit z'j l’entier le plus proche de Z j .  On pose alors
j

4  =  S1_1 E  z 'jfk+b\j, t'i =  Sa_1 E(% -  zj)fk+b;j, et ti-1 =  U -  s'i - 1\. On a s) G 1 ,̂ £• G I\q , et
j  3

t i - i \D b =  0 dans r'Q donc G IViq. On remarque aussi que ||i'|| <  ||s||a_1|  E  \\fk+b-,j\\-
j

On a ifc G r fcQ, donc t k s’écrit 4  = E  z j fk - , j  avec les Zj rationnels. Soit z'j l ’entier le plus
3

proche de Zj. On pose s'k =  E  zj^k-,j, et t'k =  tk — s'k.
3

wk—vk
On pose finalement s =  s' +  E  s est une section globale de C®mw.

i—k
wk—vk

On a alors s®w — s =  E  t'i> donc :
i—k

w —v—l w—v—2

iis®»-sii<t, y M r 1in ir ,’-‘-', <T1 y, W“ ,
a=l a=0

où 1 est une section globale de £®m.

- Soit P  G X(C) -  U. Alors on a ||s®“'(P) -  s(P)\\ <  ^ t j T ^ v \\s(P)\\w < £ ||s (P )|r . Donc 

P (P )|| >  | | | s ( P ) r  > 0- On en déduit que §c ne s’annule en aucun point de X(C) — U.

-Soit P  G X(C). On a, de manière similaire, ||s®“'(P )-s (P )|| <  \  e x p ( j ^ m w + 2 m w e e ^ . 

On en déduit

HS(P)|| — 2 exP  ̂ jy  m w  +  2m w eej <  exp y —— m w  +  3m w eej

- Enfin, on a s\mD+F =  sjm£)+F =  u®w, et rriD +  F  est de support Z .
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R em arque 4.6.2 : En vertu de la proposition 2.3.2, la condition A  définie négative est 

équivalente à det(—A) >  0.

B.4.7 L’équidistribution dans le cas critique

On conserve les notations du paragraphe 4.6 concernant X ,  Z , JC, les Zi, A. On suppose 

maintenant A  négative non définie, et le morphisme X  — Z  —ï B  =  Spec(O^) surjectif. La 

matrice A  étant à coefficients non diagonaux positifs, il existe alors un vecteur colonne [Ai] 

dans K e r (A )  — {0} tel que : A* > 0 pour tout i Ç {1 ; . . . ; r}  (c’est une conséquence du
9

théorème de Frobenius). On pose d =  Y  Ai [ k ( Z i )  : K ] >  0.
j=i

Soit (En)n>o une suite injective de points entiers sur X  — Z  vérifiant :

Pour tout ouvert U  de X(C) contenant JC, il existe no tel que pour tout n >  no, on ait 

E n(C) C U.

On pose en =  deg(EnK). On note la mesure sur X (C) égale, sur chaque X ff(C), à 

l^Ka\Zia- La proposition suivante est une généralisation du théorème d’équidistribution de Bilu 

[7] (cf aussi [38]) :

Proposition 4.7.1 : Avec les notations précédentes, et sous les hypothèses X  — Z  —»■ B  

surjectif et A  négative non définie, la suite de mesures ( -¿-SehC ) converge faiblement vers

q
d S  AiM/cji- 
¿=i

Etape 5 : On écrit div(s)  — Y^kW i +  Y 2P j^ j  avec ês W* premiers verticaux et les Ej
* j

premiers horizontaux. Soient j 0 tel que h'~(Ej0) =  min h'~(Ej), et E  =  Ejo. Alors, d’après

l’étape 4, E  et Z  sont disjoints, et E (C) C U. On écrit alors, comme dans l’étape 5 de la 

démonstration du théorème 4.2.3 :
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m w (C .M )  > h'jr?(E)mwe — f  lnp||o;r^ .
JX( C)

Après simplifications, en posant ci =  et c2 =  3 deg (.M#) AT, on obtient :

r

h'jç^(E) <  -— deg(A/iJR:) +  e +  u ^ M .Z i)  +  c2e ,
i - 1

avec |z/j — Aj| <  C\e et — d <  code. On en déduit le théorème. □



de la proposition 4.1.4 : Soit /  une fonction C°° sur X (C), et soit e > 0. 

Soient (ai) des rationnels tels que :

- Pour tout i G {1 ;...  ; r}, on ait a* — < e et a* > 0 ;

- On ait ca[k(Zi) : K ]  =  1.
¿=i

On pose aussi T0 =  max \(Zi.Zj)\, Tx =  J2 f  ¡/¡Mm, et cq =  r 2T0 + T x +  |||/ | |2 ,ir.
¿=1

liminf ( t  [  f v n)  >  -^ T o n x e 2 +  t ^ 2  [  ~  ^tHI/IIL-
n ^ + oo  \  Jx (C )  '  J X ( C) ¿ n l

En choisissant t =  nie, on obtient : lim inf J  f u n > f  f u œ — coe.

En choisissant t  — —nie, on obtient : limsup f  f v n <  f  f u œ +  c0e.

D’où le résultat. □

Remarque 4.7.2 : Dans la proposition 4.7.1, l’hypothèse det(.A) =  0 est suffisante, car 

X  — Z  —> B  est alors surjectif (cf remarque 4.2.4), et on montre aisément, à l’aide de la 

proposition 4.1.1, que l’existence de la suite (En) implique la négativité de A.
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Démonstration : Posons vn =  “ <5e„c> et (i Xv
i =  1

On s’inspire de la démonstration

Soit ni > 1 tel que pour tout 1 < i <  r, n xüi soit un entier. On pose C — O x  (X) ni aiZ i}  •

L’hypothèse vérifiée par la suite (En) implique que : lim h 'JE n) =  0. Soit maintenant
n

t € R, et Ct =  C ® O x(0 ' ,t f ) .  Alors, d’après la proposition 4.1.1, on a : lim i n f ( Æ n) >

(Ct.Ct)
2ni *

En explicitant les deux membres (cf  proposition 2.5.3), et en utilisant l’inégalité

|(£X )| < r2Tonfe2, on trouve



Chapitre C 

Les dimensions supérieures

Un résumé du chapitre

Dans tout ce chapitre, les faisceaux inversibles hermitiens considérés sont supposés C 00 

(cf  Remarque A.2.1).

On commence par quelques rappels de la théorie des hauteurs (paragraphe 1.1) dévelop

pée par Bost, Gillet et Soulé.

On démontre ensuite le théorème de Rumely effectif (théorème 2.1.3), par récurrence sur 

la dimension de Y .  L’ingrédient clef est alors le théorème d’amplitude arithmétique de Zhang 

(théorème 2.1.1) ; on obtient un diviseur vérifiant de bonnes propriétés d’horizontalité, et de 

hauteur majorée (cf  proposition 2.1.2). Cette preuve s’inspire des travaux de Moret-Bailly 

[30] et d’Ullmo [42].

On en déduit une application aux schémas abéliens (proposition 2.2.1).

Ensuite, on donne un théorème de Bertini arithmétique (théorème 3.3.3). L’idée de la 

démonstration est d’utiliser la dualité entre points entiers et hyperplans dans l’espace pro- 

jectif. Par les théorèmes de Bertini classiques (théorème 3.1.1), on voit que les propriétés que 

l’on veut conserver sont «génériquement vraies» et constructibles, donc vraies sur un ouvert 

adéquat de l’espace projectif dual (cf  proposition 3.2.1). Il suffit alors de prendre un point 

entier (donné par le théorème 2.1.3) sur cet ouvert et d’utiliser la dualité.

Enfin, on démontre, à l’aide du théorème 2.1.3, une version effective d’un résultat de Sko- 

lem (proposition 4.1.1), ainsi qu’un résultat d’existence de «petites» solutions d’une équation 

diophantienne (proposition 4.2.1).
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C.l Les préliminaires

C .l.l  Un peu de théorie des hauteurs

Soit X  une variété arithmétique de dimension d >  1. Pour 0 <  p  <  d, on désigne par 

ZP( X ) le groupe des combinaisons Z-linéaires de sous-schémas fermés intègres de dimension 

p. On définit aussi (cf [20] p. 485, [9] p. 933) le groupe de Chow arithmétique de dimension 

p, noté C H P(X) .

Soit D  G C H 0(X) .  On lui associe un réel deg (D),  appelé le degré arithmétique de D,  

défini de la manière suivante :

D  s’écrit D  =  rii[xi]] fxj pour un r > 1, des points fermés Xi de X , des rii G Z, et un

(d — 1; d — l)-courant / i  sur X (C). On note k ( x i )  le corps résiduel en x^. On pose alors

deg (D) =  Y 2 , n i \ n # k ( x i ) +  \  [  ¡i .
i=i 1  J X(C)

On définit ainsi un morphisme de groupes deg : C H 0(X )  —> R  Cette définition du degré 

arithmétique est bien sûr compatible avec celle donnée au paragraphe B .l.l.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on se fixe une variété arithmétique X  de dimension 

d >  1 et C G Pic(X). Rappelons que l’on note u>£ la forme de courbure de Ce  sur X (C) (cf  

paragraphe A.2).

Pour 1 < p  < d, on définit la première classe de Chern arithmétique C\(C) : C H P(X)  —> 

C H p - i ( X ) ,  qui est un morphisme de groupes. Celui-ci est caractérisé par la propriété sui

vante :

Si Z  est un fermé intègre de X ,  g un courant de Green pour Z,  et s une section rationnelle 

non nulle de £ \Z sur Z,  alors on a

Ci(C)(Z;g)  =  (dtv(s);a;£A0-21n||sc||<ysc) •

Soit maintenant p  G {0;. . .  ; d},  et D  G ZP(X) .  Soit g un courant de Green pour D.  Le

réel

hc(D) =  d 5  [ô! (£)>>(£>; g) -  (0; A g)
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ne dépend pas du choix de g. On l’appelle la hauteur de D  relativement à C. Cette définition 

est compatible avec celle donnée au paragraphe B.2.5.

Soit Y  un fermé intègre horizontal de dimension p  tel que deg£Q(lQ) > 0. La hauteur  

norm alisée de Y  relativement à C est le réel

h’J Y )  =
’ deg^dWp '

Pour obtenir la compatibilité de cette définition avec celle utilisée au chapitre B (cf pa

ragraphe B.4.1), il faut normaliser cette dernière par un facteur [K  : Q].

P roposition  1.1.1 : Soient Y  un ferm é intègre de dimension p, n un entier  > 1, et s 

une section rationnelle non nulle de sur Y . Alors on a

hjr(Y)n  =  h£ (d iv (s)) -  f  In ||sc||<x£-1
Jy( q

(On convient que l ’intégrale est nulle si Y  est vertical).

Démonstration : C’est la proposition 3.2.1 (iv) de [9] p. 949. En fait, cela découle de la 

propriété caractéristique de Ci(£). □

Dans la suite de ce paragraphe, on se donne un fermé intègre horizontal Y  de dimension

P-

Le R-espace vectoriel r(F; s’identifie à l’espace des sections holomorphes de £<qyc

sur F(C) invariantes par conjugaison complexe. Il est naturellement muni de la norme || ||oo 

définie par IHU =  ^max ||s(P)||.

Lem m e 1.1.2 : On suppose C ample et semi-positive. Soient n >  1, et s G T(Y; Æjfî1) —

{0}. On écrit d iv (s) =  4- avec ês F* intègres horizontaux et les Vj intègres
i j

verticaux.

Alors il existe Ìq tel que (p — 1 )h'£ (Fi0) < h'£ ( Y ) p +   ̂ln ||s<c||oo- 

Démonstration : Soit io tel que h'~(Fi0) — minh'JFÎ). On a alors :
L i L

h^(div(s)) =  ^   ̂mjhg(Fi) +  ^   ̂h^ç^Yj)
* j

> ( p -  l) /£ (iy  E  m  deg^f;) = (p -  1 )h't(FJ deg îKq)« .
i
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Par ailleurs, on a :

[  I n W l w T ^ l n W c .  /  ^ ^ I n M o o d e g ^ )  .
J y ( C) J y { C)

On utilise alors la proposition 1.1.1 pour conclure. □

D éfin ition : On dit que h£  est une bonne hauteur lorsque £  est ample et semi- 

positive. On pose alors A £ (Y )  =  inf h'£ (E), où E  parcourt l’ensemble des points entiers sur 

Y. C’est un réel (c /[9] p. 954).

C .l.2 Quelques résultats

Voici quelques résultats dont on aura besoin dans la suite. On commence par quelques 

rappels sur la constructibilité (cf  aussi [22] p. 2-4 et 36).

Pour un schéma T de type fini sur un corps, notons n(T) le nombre géométrique de com

posantes irréductibles de T sur ce corps.

D éfinition : Soit X  un schéma noethérien. Une partie W  de X  est constructible lors-
r

qu’elle peut s’écrire W  =  (J (Ui H Fi), avec un r  >  1, des ouverts Ui et des fermés Fi.

L’ensemble des parties constructibles de X  est stable par réunion finie, intersection finie, 

et passage au complémentaire.

P roposition  1.2.1 : Soit f  : X  — Y  un morphisme de type fini entre schémas noethé- 

riens, et soit no > 1.

a) Alors l ’ensemble des y E Y  tels que la fibre f _1(y) =  X y soit lisse sur k (y), est 

constructible.

fi) De même, l ’ensemble des y E Y  tels que n (X y) =  no est constructible. En particulier, 

l ’ensemble des y E Y  tels que X y soit géométriquement irréductible sur k(y), est constructible.

Démonstration : cf [21] p. 82 et 94. □

On note B 0 =  Spec(Z). Par ailleurs, on convient que le mot «composante» sous-entend 

«composante irréductible».

P roposition  1.2.2 : Soit Y  un schéma projectif et plat sur Z, purement de dimension  

p >  1. Alors il existe un ferm é F  horizontal purement de dimension 1 tel que :
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- Tout ferm é irréductible vertical de dimension p  — 1 (ie toute composante de chaque fibre 

spéciale du morphisme Y  —> B 0)  rencontre F  ;

- Chaque composante de Y  contienne une composante de F .

Démonstration : Il existe un corps de nombres K  tel que les composantes Z \ , . . . \ Z r de 

Yk  soient géométriquement irréductibles sur K .  On pose B  =  Spec(Ox). Le changement de 

base p  : B  —» B 0 induit un morphisme p x : YoK —>■ Y.  Soit Y{ l’adhérence de Zi dans Y0 k . 

Alors Y{ ] . . .  ; Y'r sont les composantes de YoK.

Par constructibilité (cf  proposition 1.2.1 /?), il existe un ensemble fini A de B  tel que, pour 

tout i G { l ; . . . ; r }  et tout b G B  — A, la fibre Y-b de Y- au-dessus de b soit géométriquement 

irréductible sur k(b). Soit Xi un point fermé de Z

Soit Fi l ’adhérence de {pi(^i); • • • ; pi(a;r)} dans Y . Chaque composante de Y  contient 

alors une composante de F\. De plus, pour tout b G B 0 —p(A),  chaque composante de la fibre 

Yb rencontre F\.

Il reste à traiter le cas de l’ensemble fini J  des composantes des fibres de Y  au-dessus 

des points de p(A ). Pour V  G J, soient x v  un point fermé de V, et E v  un fermé irréductible 

horizontal de dimension 1 passant par x y .

Le fermé F  =  F\ U |J E v  convient alors pour la proposition. □
v e j

Proposition 1.2.3 : Soit F  un schéma réduit, projectif et plat sur Z , purement de di

mension 1. Il existe alors c et n0 >  1 vérifiant :

Pour tout C G Pic(F) et tout n >  1, il existe u G r(F; £®n°n) ne s ’annulant pas sur F , 

tel que ||«c||oo < ec~an°n, où a — rrünh'£ (C), C  parcourant les composantes intègres de F .

Démonstration : Comme Pic (F) est fini (cf  proposition B.l.2.5), il existe uq >  1 tel que 

pour tout C G Pic (F), on ait Cm ° ~  O f - On applique alors la proposition B.l.2.2. □

On rappelle ensuite la proposition suivante, due à Zhang (c’est une généralisation de la 

proposition B.3.1.3) :

Proposition 1.2.4 : Soient X  une variété complexe projective lisse, purement de di- 

mension d >  1, et C un faisceau inversible hermitien sur X  tel que C so it ample et que la 

courbure de C soit semi-positive. Soient Y  et Z  deux fermés de Zariski de X ,  avec Z  C Y .  

Soit enfin t  G T(Z;  £ iz ) ,  et t  >  0.
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Alors, pour tout n assez grand, il existe s G r (y ;£ j |r )  tel que s\z  =  t®n et que ||s||<x>

e“ l|í|ISo-



/ N

S ’il existe une variété algébrique réelle X ' projective lisse telle que X  =  X'c , et si C, Y ,  

Z , t  sont invariants par conjugaison complexe, alors on peut imposer à s de l ’être aussi.

Démonstration : D’après le théorème 3.5 (1) de [44] p. 200, £qyc est «semi-ample» (au 

sens de Zhang) sur Yc. On applique alors le théorème 3.3 de [44] p. 198. □

Terminons ce paragraphe par l’énoncé du critère de platitude par fibres :

Proposition 1.2.5 : Soient f  : X  —¥ Y  et h : Y  -» B des morphismes entre schémas 

noethériens, et x E X .  On pose g =  h o  f , y =  f (x ) ,  b =  h(y) =  g(x), et f b : X b —» Yb le 

morphisme induit par f  entre les fibres au-dessus de b. Les conditions suivantes sont alors 

équivalentes :

- g est plat en x et f b est plat en x ;

- h est plat en y et f  est plat en x.

Démonstration : c/ [21] p.138. □

C.2 Le théorème de Rumely effectif

C.2.1 Le théorème

Dans tout ce qui suit, X  est une variété arithmétique de dimension d >  2. C’est l’espace 

ambiant dans lequel on travaille par la suite. On se donne aussi £  E Pic(X) tel que £  soit 

ample et que la courbure uj£  de Ce  soit semi-positive.

Soit enfin T  un fermé intègre horizontal de dimension p. Le M-espace vectoriel T(Y; £^J1)k 

est muni de la norme || ||oo (c/paragraphe 1.1 pour les définitions de || ||oo et de A ¿ (Y )) .

Rappelons le résultat suivant, dû à Zhang (ce résultat généralise le théorème B.3.1.2) :

Théorème 2.1.1 : Soit X  un idéal cohérent non nul de O y , et so it e >  0. Posons 

r n =  T ( Y ;C®y ® X). L ’injection Tn M- F (F ;C®y ) munit naturellement l ’espace r nR de la 

norme || H«,.

Alors, pour tout n assez grand, il existe une base (si ; . . .  ; s h ) du Z-module libre Tn telle

que

V» G { I ; . . . ;  N }  ||sic||oo <  exp^-A ^(y)n +  en) .
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Démonstration : C’est une variante du corollaire 4.8 de [44] p. 207. □

P roposition  2.1.2 : Soient Y  un ferm é intègre horizontal de dimension p  >  2, et Z  un 

ferm é horizontal de Y  purement de dimension p — 1. Soit e >  0.

Il existe n >  1 et s G T(Y ' Cy^) tels que :

- Le schéma des zéros de s\z soit horizontal purement de dimension p  — 2 ;

- On ait ||sc||oo 5; exp^—A £ (Y )n  +  en ).

D émonstration : D’après la proposition 1.2.2, il existe un fermé F  de Z  horizontal pure

ment de dimension 1 tel que :

- Tout fermé irréductible vertical de Z  de dimension p — 2 rencontre F  ;

- Chaque composante de Z  contienne une composante de F.

Soit X  l’idéal définissant F  dans Y .  Posons r n =  r (F ; ® X ).  Par amplitude de C\y, 

on a, pour tout n  assez grand, la suite exacte de Z-modules libres suivante :

0 -)• Tn r(F; £®n) -> T(F; £®n) -> 0 . (*)

D’après la proposition 1.2.3, il existe ni > 1 et u G T(F]C®p1) ne s’annulant pas sur F, 

et tel que ||«c||oo <  e-Ac(y’)ni+£ni.

D’après la proposition 1.2.4, il existe v G r(F;£j^ lin)]R tel que =  u®n et que ||f||oo <

e “ l l « c | I S , .
Par ailleurs, d’après la suite exacte (*), il existe t  G r ( y ; £^Tin) tel que t\F =  u®n. Alors 

(v -  t c )\Fc =  0 donc v -  te  G rnR.
D’après le théorème 2.1.1, il existe s' G Tn tel que l’on ait la majoration :

\\v ~  tc -  Sclloo <  e - ^ ( r )n in+£n in .

On pose s =  s' + 1. On a alors ||sc||oo < e-Ag{Y)nin+ztnm_ par construction de F, 

le schéma des zéros de s\z ne contient pas de composante de Z  et n’a pas de composante 

verticale. □

Théorèm e 2.1.3 : Soient Y  un ferm é intègre horizontal de dimension p  >  2, et Z  un 

ferm é de Y  ne contenant aucun ferm é irréductible vertical de dimension p  — 1. Soient e >  0, 

et l ’ensemble des points fermés x de Yq tels que l ’adhérence E  =  {a:} (dans Y )  soit un 

point entier sur Y  — Z  vérifiant h'£ (E) <  hf£ (Y )p  — (p — 1 )A £ i y )  +  e.

Alors y e est Zariski-dense dans 1q (donc infini).

Démonstration : Montrons d’abord qu’il existe un point entier E  sur Y  — Z  tel que 

h'e (E) < h'z (Y)p -  (p -  l )A£(Y) +  e . (1)



Quitte à l’agrandir, on peut supposer Z  horizontal purement de dimension p — 1. On 

procède alors par récurrence sur p  :

Supposons p  =  2. La proposition 2.1.2 fournit une section s G F (y ; £ Ĵ*) — {0} telle que

div(s) et Z  soient disjoints et que ||sc||oo < e- A£(y )n+en. On écrit div(s) =  E  m iFi +  E
i j

avec les F\ intègres horizontaux et les V{ intègres verticaux. D’après le lemme 1.1.2, il existe 

%q tel que h'£ (Fio) < 2 h^(Y) — A ¿ (Y ) +  e. Donc E  — Fl0 convient.
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Supposons maintenant p  >  3. D’après la proposition 2.1.2, il existe s G r (V ;C®y) tel 

que :

- Le schéma des zéros de s\z soit horizontal purement de dimension p  — 2 ;

- On ait 11 s<c 11 oo <  e~A^ Y')n+m 2̂.

On écrit d iv (s ) =  E  m iFi +  E  D’après le lemme 1.1.2, il existe io tel que (p —

l)^(Fio) < ^ ) p - 4 ( F )  + f .5
On pose Y 1 et Z' =  Z  fi Fi0. Alors, par hypothèse de récurrence, il existe un

point entier E  sur Y' — Z' tel que h'£ (E) <  (p — 1 )h'~(Y') — (p — 2)A £ (Y') +  | .  Alors 

E  est un point entier sur Y  — Z, et sachant que A ¿(Y') >  A £ (Y ),  on obtient h'~(E) <  

h’£ (Y )p  - ( p -  1)A£ (Y) +  e.

D’où le résultat.

Raisonnons maintenant par l’absurde en supposant que y e n’est pas Zariski-dense dans 

Yq. En appliquant ce qui précède à Z' =  Z  U y e, on voit que Y  — Z  admet un point entier E  

vérifiant l’inégalité (1) et de point générique non contenu dans X . D’où une contradiction.

□

C.2.2 Une application aux schémas abéliens

Soient X  un schéma abélien sur O k  de dimension d >  2, et e G X ( O k ) sa section neutre. 

On pose B  — Spec(Otf). Pour tout entier non nul m, on note [m] : X  —y X  le morphisme de 

multiplication par m.

Soit C un faisceau inversible ample sur X ,  symétrique (ie [-1]*£ ~  £  sur X ) ,  et rigidifié 

(ie e*C — O b sur B). Par le théorème du cube, on en déduit naturellement, pour tout m  ^  0, 

un isomorphisme [m]*C ~  £®m2 sur X .



Posons A =  X K et L  — C K . Pour un point fermé x de A, on note hL(x) la hauteur de 

Néron-Tate de x  relativement à L.

Proposition 2.2.1 : Soit U un ouvert de X  tel que l ’application U  —> B  soit surjective. 

Soient e >  0, et A e l ’ensemble des points fermés x  de A vérifiant : hL(x) < e et l ’adhérence 

{a;} dans X  est un point entier sur U.

Alors A e est Zariski-dense dans A.

Démonstration : Il existe, d’après [28] p. 50-52, une unique famille C°° de normes hermi- 

tiennes || || sur Ce à courbure invariante par translations (ie une «métrique du cube»), telle 

que pour tout m ^  0, l’isomorphisme [m\*C — £®™2 devienne une isométrie.

y S  ---------------

On pose C =  (C; || ||). Si x  est un point fermé de A  et E  est l ’adhérence { x }  dans X ,  

alors on a h'£ (E) — h i ( x ) (c /[  1] p. 150). En particulier, on a A £ (X ) — 0. Par ailleurs, on a 

h£ (X ) — 0 (c/ [40] p. 344). Il suffit alors d’appliquer le théorème 2.1.3. □

C.3 Une application : Bertini arithmétique

C.3.1 Le théorème de Bertini classique

Lorsque A  est un anneau et M  un A-module localement libre de rang fini r + 1, on notera 

P (M) le A-schéma Proj[Sym(M)].

Soient donc A  un anneau, et M  un A-module localement libre de rang r  +  1. On pose 

B  — Spec(A), P =  P (M), et Pv =  P(M V). Soit i c P x BPv Phyperplan universel (pour des 

précisions sur ses propriétés, on pourra consulter [14] p. 122-124, ainsi que [15] p. 306-307). 

On a la propriété universelle suivante :

Pour tout A-schéma T, l’ensemble P(T) des A-points de P à valeurs dans T est en bijection 

avec l’ensemble des hyperplans de Pj., par l’application qui à (j) : T  —>■ P associe =  I x PT.

Voici maintenant le théorème de Bertini «générique» dont on aura besoin dans la suite :

On suppose que A =  k est un corps (M  est alors un A:-espace vectoriel de dimension r + 1). 

Soit X  C Pv un sous-schéma fermé purement de dimension d > 2.

On pose H7 =  H x P v X  — H n (P x*. X )  (intersection dans P x fe Pv), et 7r : H' ->• P le
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morphisme induit par la première projection. Pour 4> G P(&), on a = B ^ n J  (intersection 

dans Pv).

Notons 77 le point générique de P. On considère H!̂  =  7t _ 1 (î ?) comme k(rj)-schéma.

Théorèm e 3.1.1 : On a n(H^) =  n (X ) .  En particulier, si X  est géométriquement irré

ductible sur k, alors l ’est sur k(rj).

De même, si X  est lisse sur k, est alors lisse sur k(rj).

Démonstration : C’est une variante de [22] p. 89. □

On en déduit, à l’aide d’un argument de constructibilité, le théorème de Bertini classique 

(ie sur les corps) :

Corollaire 3.1.2 : On suppose le corps k infini. Il existe alors une infinité d ’hyperplans 

H  de Pv vérifiant n (H  D X )  =  n ( X ).

Si de plus X  est lisse sur k, alors il existe une infinité d ’hyperplans H  de Pv tels que 

H  n X  soit lisse sur k.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théorème 3.1.1 puis la proposition 1.2.1, et de 

remarquer que pour tout ouvert non vide U  de P, l’ensemble U (k) est infini. □

C.3.2 La partie algébrique

Soient K  un corps de nombres, et M  un O^-module localement libre de rang r +  1. On 

pose B  =  Spec(O^), P =  P(M ), Pv =  P (M V), et (3 la projection P —)■ B . Soit I c P x 5 Pv 

l’hyperplan universel.

Soit maintenant X  C Pv une variété arithmétique sur O k  de dimension d  > 3, et /  : 

X  —> B  le morphisme structural.

On pose H' =  H Xpv X  =  H D (P x B -X") (intersection dans F x B Pv), et 7r : I f  P le 

morphisme induit par la première projection. Pour 4> G P(T), onaH^=]HF x PT =  f ] X T 

(intersection dans Py).

L’objectif des théorèmes de Bertini est de relier les propriétés du morphisme n (en parti

culier celles de ses fibres) à celles de / .
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Soit U0 l’ensemble des y G P tels que pour tout x  G EÇ, =  7r_1(y), 7r soit plat en x. U0 est 

un ouvert non vide de P, au-dessus duquel les fibrés de 7r sont purement de dimension d — 2 

(et non vides).

Soit J  l’ensemble fini des b E B  tels que X b =  / -1 (6) ne soit pas lisse sur k(b). On désigne 

par W  l’ensemble des y  G Uq vérifiant : fi (y) G B  -  J, et est lisse et géométriquement 

irréductible sur k(y).

On pose aussi, pour b G J , Wb égal à l’ensemble des y  G Uq tels que : (3(y) =  b et 

n ( E g = n ( X 6).

La proposition suivante, qui s’intéresse à W' =  W  U (J est la partie algébrique du
b£J

théorème de Bertini arithmétique que l’on veut démontrer :

Proposition 3.2.1 : L ’ensemble P — W ' est contenu dans un ferm é horizontal purement 

de codimension 1 dans P.

Démonstration : On remarque d’abord que W  et les Wj sont constructibles (cf  proposition

1.2.1), donc W ' l’est aussi.

Pour b E B , notons rjb le point générique de P& = (5~l (b). Alors H' est plat sur B ,  et 

7T;, : —>• P;, est plat en tout x  tel que 7rb(x) — rjf, (car Opb-tT]b est un corps). Donc par le 

critère de platitude par fibres (proposition 1.2.5), on a rjb G Uq, et ce pour tout b E B .

Soit maintenant b G B —J. Xb est géométriquement connexe (théorème de Zariski) et lisse, 

donc géométriquement irréductible. D’après les théorèmes de Bertini classiques (théorème

3.1.1), est donc lisse et géométriquement irréductible sur k(r)b) ; d’où r)b G W .

De même, en prenant cette fois b E J, on a, par le théorème 3.1.1, la relation ^(H^) =  

n (X b), ie Tjb G W b.

Finalement, on a montré que r]b G W ' pour tout b E B. Sachant que P — W '  est construc

tible, on en déduit le résultat. □

C.3.3 La version effective

Rappelons que l’on note G k  l’ensemble des plongements K  <-* C. On conserve les nota

tions du paragraphe 3.2, en supposant de plus que M  est hermitien :

Pour chaque a  G G K , le C-espace vectoriel M a — M K C est muni d’une norme hermi-
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tienne || Ho- ; et la famille (|| ||o-)a est invariante par conjugaison complexe.

On a alors, sur C =  (9pv(l), la structure hermitienne de Fubini-Study :

Pour a  e  G k , on a P^(C) ~  (M a -  {0})/C*. Soit s G r(P^;£o.) ~  M%. On pose

IK*)IIf5 =  ^  pour x  G (M a -  {0 }) /C  .
If IU
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De même, en munissant Mv des normes hermitiennes duales, on a la structure hermi

tienne de Fubini-Study sur A4 =  O p(l).

Le lemme qui suit relie les hauteurs dans P et dans Pv :

P roposition  3.3.1 : Soient L une extension finie de K ,  et<j>£ P ( O l ) .  On note E  l ’image 

de 4> dans P ; c ’est un point entier sur P. On a alors :

/'tôt  ̂ 1 ut ( ip\ deg (M ) ar — 1 
hcOL̂  -  -r hd E) ~ +  - y -  •

Démonstration : On pose ici, pour un fermé Y  intègre horizontal de Fql de dimension p :

h>(Y ) =  h'~ (Y)  +  de% W  -  ap ~  1 •
[ ) co^ Y) +  p [ K:  Q] 2

h1 est la «hauteur projective» de Bost, Gillet et Soulé (c/[9] p. 964), normalisée comme dans 

le paragraphe 1.1.

Le morphisme 0 définit un Oz,-module inversible F  et un morphisme surjectif de O l- 

modules M o L —» F. Soit N  le noyau de ce morphisme, de sorte que l’on a une suite exacte 

de Ox-modules localement libres :

0 —̂ N  —y M 0 l -» F  -» 0 .

On a alors =  P(iVv), et l’immersion c—> Pql est induite par le morphisme surjectif 
de O^-modules M ql —ï  iVv.

Remarquons par ailleurs que si L  est une extension finie de K ,  X Ql est une variété 

arithmétique sur O l -

On pose, pour n > 1, an =  ^  }• Par ailleurs, on définit deg(M) =  deg(Ar+1M) =
2— 1

hAr U M (B).



l’autre, on a, d’après la proposition 4.1.2 (ii) de [9] p. 965 :

r[L  : Q ]^(% ) =  d Î (M 0J  -  d¡Ï(JV) .

Or, par additivité du degré arithmétique (cf [24] p. 106), on a la relation deg(M 0 l ) =  

deg(F) +  deg(TV). On en déduit h ' i j ^ r  =  h'^(E). D’où le résultat. □

Le lemme suivant est une forme faible du théorème de Bézout arithmétique : 

P roposition  3.3.2 : Soit H  un hyperplan de P 'q ne contenant pas X ql ■ On a alors :

D ém onstration : D’après le théorème 5.4.4 (i) de [9] p. 1007, on a

(d -  1 )h '(H  n X 0 l ) <  h '(X OL)d +  h '(H )r  ,

où h' désigne, comme dans la démonstration de la proposition précédente, la hauteur projec

tive normalisée. On en déduit le résultat en remarquant que b!~ (X 0 l ) =  h'~(X). □
L o l l

Théorèm e 3.3.3 : Soit € ^ 0* Il ecaste une extensïoni fin%e L/ de Îl" et un h/yperplan H  

de P ^  tels que, en posant B' =  Spec(Oz,) et en notant g : B' -» B  le morphisme induit par  

O k  '->■ O l , on ait :

- Le ferm é X '  =  H  D X o L est une variété arithmétique sur O l de dimension d — 1 ;

- Pour tout b £  B 1 tel que g(b) £  B  — J, X'b est lisse et géométriquement irréductible sur

m  ;

- Pour tout b £  B' tel que g(b) £ J , on a n (X ¿) =  n (X g(&)) ;

- L ’inégalité suivante a lieu :

(d-i)h'zOL(x')<h'-c(x)d+̂ m

Démonstration : D’après la proposition 3.3.1, il existe un fermé horizontal Z  purement 

de codimension 1 dans P tel que P — Z  C W '. D’après le théorème 2.1.3, il existe alors un 

point entier E  sur P — Z  tel que

( d -  i)ft^L(frn*oJ < ^ t (fr)r + (̂A-)d +

-  Aa (P)r +  ~ a r -  J -  +  Í .

h'a (E) < {r + l)^ (p) -  %?(p)r + £ ' (!)
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On munit iV et F  des normes induites par M ql . D’un côté, on a h'^(E) = deg(-F) 

[£:Q] • Et de

deg(M)

[if:Q ]
r , , ,  d d - i

- j K - 1) - —  •



Il existe une extension finie L de K  et <fi G P(0/,) tel que E  soit l’image de <fi dans P.

On pose H  =  X '  — =  H  C\ X 0 l , B' =  Spec(Oi) et g : B' —> B  le morphisme 

induit par l’injection O k  '->■ O l -

On a. E  C Uo, donc X '  est plat sur O l - De plus, pour b G B 1, on a X'b =  On en

déduit que X'b est purement de dimension d — 2 (et non vide). En outre, si g(b) G B  — J, X'b 

est lisse et géométriquement irréductible sur k(b) ; et si g(b) G J, on a n(X'b) =  n ( X g^ ) .

Cela implique que X '  est une variété arithmétique sur Ol de dimension d — 1.
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Pour finir, on sait que (r +  I)Zi'q.(P) =  — \  4

h'coL (H ïr - (2r + !) 'y  ~ r “ 4m (p)r + e •

La majoration de (d — 1 )h!~ (X')  s’en déduit à l’aide de la proposition 3.3.2. □
CoL

C.4 Quelques exemples

C.4.1 Le problème de Skolem effectif

Soit r > 1 fixé. Dans toute la suite, on mesure la complexité des éléments de Z à l’aide 

de la hauteur normalisée suivante :

Soit (x i ] . . .  ; x r) G I f .  Soit L  un corps de nombres contenant tous les X{. On pose alors

h'(xi ;. .  . ;xr) =

Ce réel positif ne dépend pas du choix de L.

On s’intéresse ici au problème suivant :

Soient K  C Q un corps de nombres, et F  un polynôme à r variables et à coefficients dans 

O k - Existe-t-il x — (x\ \ . . .  ; xr) G i l  tel que F (x \ ; . . .  ; xT) soit inversible dans Z ?

Soit I  l’idéal de O k  engendré par les coefficients de F. On voit aisément que si un tel 

x existe, alors on a I  — O k - Réciproquement, Skolem a démontré que cette condition est 

suffisante (c/[30]). On donne ici une version de ce résultat avec contrôle de la hauteur :

P roposition  4.1.1 : On suppose I  =  O k - Alors pour tout e >  0, il existe ï G ?  tel que 

F(x) soit inversible dans Z et que h'(x) <  e.

deg(M)

[ K - .Q ]
[cf [9] p. 965). Ceci, associé à

la proposition 3.3.1 et à l inégalité (1), nous donne

77— V  lnmax 
\L : Q
1 «xeGz,

(̂ 1; |cr(ari)| • • • ; k >r)|)



Démonstration : On pose X  — ¥ r0¡c =  Proj ( o K [X0; . . .  ; , G (X 0; . . .  ; X r) le polynôme 

homogène associé à F, et Z  le fermé de Zariski de X  défini par l’idéal homogène ( X 0G).  Soit 

C le faisceau inversible 0 ( 1 )  sur X  muni de la structure hermitienne suivante :

Pour a  G G k ,  on a X a (C) ~  (Cr+1 — {0})/C*. Par ailleurs, toute section globale s de
r

0 ( 1 )  a sur X a s’écrit s =  E  ai^ i  P°ur des a¿ G C. On pose alors
%—0

r

||«I|l~ («o; . . .  ; ¿r) =  — r..r pour (z0-,. . .  ; zr) G X ff(C) .
IXlclX Zî 
0 < i < r

Cette structure hermitienne n’est pas C °° , mais elle est limite uniforme d’une suite de 

structures C00 à courbures semi-positives. On peut donc (cf  [44] p. 214) appliquer à £  les 

résultats du chapitre C. On vérifie alors les égalités h!~(X) =  0 et A £ (X )  =  0.

Par ailleurs, l’ensemble des points entiers sur X  — Z  est en bijection naturelle avec l’en

semble S  — { x  G ^ l-FQc) G Z*} modulo l’action du groupe de Galois de Q sur K .

L’hypothèse I  =  O k  assure que Z  ne contient aucun fermé vertical de dimension r. On 

peut donc appliquer le théorème 2.1.3 : il existe un point entier E  sur X —Z  tel que h'£ (E ) <  e.

On déduit de E  un élément x  G S . Et on vérifie que l’on a h'(x) =  h'£ (E) <  e. D’où le 

résultat. □

C.4.2 Une équation diophantienne

Soient r >  2, K  C Q un corps de nombres, et F  G O k [ X i; . . .  ; X T) de degré (total) /  > 1. 

On mesure la complexité de F  de la manière suivante :

Définition : La mesure de Mahler de F  est le réel positif

m(F ) =  n r ñ r  E  Í  ln|í'»(e2" t' ; . . . ; e 2i'*')|dí1 ...c¡4r .

Le polynôme F  s’écrit F  =  J2 Rk, avec R k homogène de degré k. Pour k G (0; . . .  ; / } ,
Jfe=0

soit Ik l’idéal de O k  engendré par les coefficients des (Ri)k<i<f-

On suppose que le polynôme F  est irréductible dans K [ X i ; . . .  ; X r], et que I q =  O k - On 

s’intéresse alors aux solutions i G ^ d e  l’équation F(x)  =  0. D’après le théorème A .l.l, une 

telle solution x  existe si et seulement si I\ =  O k -
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Avec une hypothèse un peu plus forte, on peut obtenir, en plus de l’existence, un contrôle 

de la hauteur normalisée (définie au paragraphe 4.1) de certaines solutions :

Proposition 4.2.1 : On suppose que le polynôme F  est irréductible dans K [ X i ; . . .  ; X r], 

et que If — O k- Alors pour tout e >  0, il existe x G Z tel que F (x) — 0 et que h'(x) <  

j m ( F ) +  e.

Démonstration : La démonstration est similaire à celle de la proposition 4.1.1 : On pose 

X  =  ¥ q k — Proj (O k[Xq, . . .  ; X r] ) , G (X 0; . . .  ; X r) le polynôme homogène associé à F, ie 

f
G =  X o Rk- Soient Y  le fermé de X  défini par l’idéal homogène (G), et Z  le fermé de 

fc=0
X  défini par l’idéal homogène (X o ;G ).

Soit C le faisceau inversible 0 (1 )  sur X  muni de la structure hermitienne || ||loo définie 

dans la démonstration de la proposition 4.1.1.

Cette structure étant limite uniforme d’une suite de structures C°° à courbures semi-
--

positives, on peut appliquer à C les résultats du chapitre C. On vérifie alors que l’on a

h'£ (Y )  =  T?"^) et -  °-

Par ailleurs, l’ensemble des points entiers sur Y  — Z  est en bijection naturelle avec l’en

semble S  =  {x  £  Z  |F(x) — 0} modulo l’action du groupe de Galois de Q sur K .

Y  est un fermé intègre horizontal de dimension r, et l’hypothèse If  =  O k  assure que Z  

ne contient aucun fermé vertical de dimension r — 1. On peut donc appliquer le théorème 

2.1.3 : il existe un point entier E  sur Y  — Z  tel que h!JE) <  jm ( F )  +  e.
L* J

On déduit de E  un élément x  G S. Et on vérifie l’égalité h!(x) =  h'^(E). D’où le résultat. □
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