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Avant-propos

Ce mémoire rassemble plusieurs travaux réalisés dans le cadre du doctorat de mathé-
matiques sous la tutelle de deux universités : 'université de Yale & New Haven (USA)
sous la direction de G.A. Margulis d’une part et l'université Paris XI & Orsay et le
laboratoire de I'Ecole Normale Supérieure DMA & Paris (France) sous la direction de F.
Paulin d’autre part. Il est écrit en partie en anglais et en partie en frangais conformément
a la convention de cotutelle du 19 juin 2001 signée par les deux universités.

Il comporte deux parties relativement distinctes. Chaque partie débute par un cha-
pitre introductif qui présente les problématiques développées dans les chapitres suivants,
fait le point sur les résultats connus auparavant, et énonce les principaux théorémes
de la these en donnant parfois soit des indications sur les méthodes utilisées soit la
démonstration d’un cas particulier. Les chapitres introductifs 1 et 5 exceptés, les cha-
pitres peuvent étre lus de maniere indépendante. Les chapitres 3, 4 et 7 ont été chacun
soumis a publication et le chapitre 6 a déja fait I’objet d’une publication dans le Journal
of Algebra de mars 2003.

La partie I traite des marches aléatoires et de la théorie des probabilités sur les
groupes. Les résultats proposés généralisent certains théoreémes classiques du calcul des
probabilités pour les sommes de variables aléatoires au cas non-commutatif des produits
de matrices aléatoires, notamment le théoréme limite local et les théorémes d’équiréparti-
tion de marches aléatoires. Le chapitre 2 présente un travail en cours sur 1’équirépartition
des marches symétriques sur les groupes de Lie nilpotents et les marches unipotentes sur
les espaces homogenes. Le chapitre 3 reprend un article ou1 'on démontre un théoréme
limite local sur le groupe de Heisenberg pour les distributions centrées & support com-
- pact sans hypothese de densité, ainsi qu’'un théoréme de comparaison entre la marche
aléatoire et le noyau de la chaleur associé. Cela permet en outre d’obtenir une version
probabiliste du théoreme d’équirépartition de Ratner pour les flots unipotents sur les es-
paces homogenes. Au chapitre 4, on introduit la notion de distribution diophantienne sur
R? et on montre que cette propriété gouverne la vitesse de convergence dans le théoréme
local classique. On montre aussi un théoréeme de comparaison pour les écarts modérés
ainsi qu'un principe d’invariance pour les fonctions bornées (voir ci-dessous).

La partie II rassemble des articles qui sont le fruit d’une recherche en commun avec
Tsachik Gelander (Université Hébraique de Jérusalem). Le théme général de ce travail
est la construction de groupes libres dont le plongement dans les groupes de Lie ou les



groupes algébriques satisfont certaines contraintes. Ces problémes et leurs méthodes se
situent dans la lignée de la céleébre alternative de Tits sur les groupes linéaires. Notre
théoréme principal énonce que tout sous-groupe dense d’'un groupe de Lie non résoluble
contient un sous-groupe libre et dense. Au chapitre 6, on démontre ce fait pour les groupes
de Lie réels connexes et on indique au passage une méthode simple pour construire des
sous-groupes denses dans les groupes de Lie. Au chapitre 7, on généralise ce théoreme
au cas non connexe et p-adique et on présente certaines applications a des domaines
variés comme la théorie des actions moyennables ou bien I’étude des groupes profinis.
Enfin dans ’appendice a cette partie, on donne 1’esquisse d’un travail en cours sur une
question proche : la détermination d’une version effective de 1’alternative de Tits.

Pour conclure cet avant-propos, nous résumons ci-dessous quelques-uns des énoncés,
parmi les plus significatifs, qu’on démontrera dans cette these.

Partie I

Théoréme (3.1.1 et 3.1.2 Théoréme limite local sur le groupe de Heisenberg) : Soit
N le groupe de Heisenberg des matrices triangulaires supérieures 3 x 3. Soit p une
probabilité centrée, apériodique et a support compact sur N. Soit (v;); un semi-groupe
gaussien associé a p. Alors pour toute fonction f continue a support compact sur N, on
a

i n? [ fadu (@) = ) [ f(a)da

n—+0o

ot c(u) > 0 est la valeur en e de la densité p, correspondant ¢ vy (i.e. le noyau de
la chaleur associé 4 p). De plus pour tout borélien borné B de N dont la frontiére est
négligeable par rapport a la mesure de Lebesgue (i.e. |0B| =0), on a

lim n?sup|u"(zB) — va(zB)| =0

n—-+0o reN

Ce théoréme généralise le théoreme limite local classique sur R? et sa version uni-
forme due & Stone [161] au groupe de Heisenberg. La méthode utilise les représentations
unitaires de N ainsi que le théoréme limite central sur N, ce qui permet de s’affranchir
de ’hypothese d’existence d’une densité continue pour la probabilité u, hypothese sous-
laquelle ce type de théoréme avait été démontré par le passé (voir Alexopoulos [5] [6]

[7)-

Théoréme (2.0.4 Version probabiliste du théoréme d’équirépartition de Ratner) :
Soit G un groupe de Lie réel connere et I' un réseau de G. Soit H un sous-groupe
simplement connexe unipotent de G. Soit u une mesure de probabilité symétrique et a
support fini sur H, et (Sp)n>0 la marche aléatoire sur H associée. Alors pour tout x
dans G/T et toute fonction f continue et bornée sur G/T

lim E(f(S,-2)) = fdm,



ou, pour tout point x de G/I’, on note m, la probabilité ergodique H -invariante dont le
support est H - x fournie par le théoréme de Ratner.

Ce théoreme répond a une question de G.A. Margulis et compléte I’étude des marches
aléatoires sur G/I" développée dans [54].

Théoréme (4.3.2 Théoréme local pour les écarts modérés) : Soit u une probabilité
centrée et apériodique sur R admettant un moment fini d’ordre v > 2 et v la loi gaus-
sienne associée. Soit o2 la variance de pu, I = [a,b] un intervalle fermé de R et ¢ un
réel dans 10,7 — 2[. Alors on a

im AU +2)
n—+00 V"(I —+ :IZ)

uniformément quand |x| < \/co?nlogn.

Théoréme (4.4.5 Principe d’invariance pour les fonctions bornées) : Soit u une
probabilité centrée sur R admettant un moment d’ordre 4 et soit v la loi gaussienne
associée. On suppose que p est diophantienne. Alors il existe ko > 0 tel que

Jfdw _

=1

Hm
n—+00 f fdvn
pour toute fonction C* , avec k > ko, bornée non nulle f > 0 sur R dont toutes les
dérivées jusqu’a l’ordre k sont bornées.
Au chapitres 1 et 4, on montre comment ce théoréeme peut étre appliqué a 1’équidis-
tribution des marches aléatoires sur les espaces homogenes.

Partie 11

Théoréme (7.1.2 Version topologique de I’alternative de Tits) Soit I' un groupe de
type fini et 0 : ' — GLy(k) un homomorphisme injectif de ' dans GL, (k) ot k est un
corps local. On munit I' de la topologie la moins fine pour que o soit continue. Alors soit
I' contient un sous-groupe ouvert résoluble, soit I' contient un sous-groupe dense qui est
un groupe libre de type fini.

En particulier, ce théoréeme montre que tout sous-groupe dense d’un groupe de Lie
connexe non résoluble contient un sous-groupe libre et dense.

Terminons par trois corollaires de ce théoreme :

Théoréme (7.8.3 Conjecture de Connes-Sullivan généralisée) Soit G un groupe lo-
calement compact et T' un sous-groupe dénombrable de G. Alors T’ agit moyennablement
sur G par translations a gauche si et seulement s’il existe un sous-groupe I'y de T' qui



est moyennable en tant que groupe abstrait et qui est relativement ouvert dans I' pour la
topologie de T' induite par celle de G.

Théoréme (7.1.6) Dans un feuilletage Riemannien sur une variété compacte, la
croissance des feuilles est bornée uniformément par une fonction polynomiale, ou bien le
revétement d’holonomie de chaque feuille est a croissance exponentielle.

Théoréme (7.7.1 Conjecture de Dixon-Pyber-Seress-Shalev) Soit I' un groupe linéaire
de type fini et I' sa complétion profinie. Alors soit I contient un sous-groupe résoluble
d’indice fini, soit ' contient un sous-groupe libre et dense de type fini.

Paris, le 6 octobre 2003



Table des matiéres

I Marches aléatoires sur les groupes de Lie 14
1 Introduction 15
1.1 Définitions et notionsde base . . . . .. ... .. .. ... .. ... ... 17
1.1.1 Marches aléatoires et récurrence . . . . . . . . ... ... .. ... 18

1.1.2 Convergence en loi et représentations unitaires . . . . . .. .. .. 19

1.1.3 Equirépartition . . . . . ... .. ... ... o 20

1.1.4 Processus de diffusion et formule de Lévy-Khinchine-Hunt . ... 21
1.1.5  Loi des grands nombres, théoréme limite central . . . ... ... 23

1.2 Le théoréme local sur les groupes compacts ou abéliens et leurs extensions 25
1.2.1 Théorémes locaux sur les groupes abéliens . . . .. .. ... ... 25
1.2.2  Groupes compactS . . . . . . .t u e e e e 26

1.2.3 Equirépartition dansleplan . . . . ... ... ... ... ..... 27

1.3 Le cas des groupes nilpotents . . . . . . ... ... ... ... ... .. 30
1.3.1 Normes homogenes et jauges . . . . . . . . ... ... ....... 31

1.3.2 Croissance des groupes nilpotents . . . . . . ... ... ...... 33

1.3.3 Représentations unitaires irréductibles des groupes nilpotents . . . 34
1.3.4 Théorémes limites pour les groupes discrets nilpotents . . . . . . 38
1.3.5 Théorémes limites pour les groupes de Lie nilpotents . . . . . .. 40

1.4 Equirépartition et version fine du théoréeme local . . . . . . .. ... ... 45
1.4.1 Equirépartition le long d’une orbite . . . . . ... ... ... ... 45
1.4.2 Théoréme local et vitesse de convergence . . . . . . ... ... .. 48
1.4.3 Théorémes locaux et grandes déviations . . . ... ... ... .. 49

1.5 Marches aléatoires unipotentes et théoréeme de Ratner . . . . . . ... .. 50
1.5.1 Equirépartition des orbites unipotentes dans G/T" . . . . . .. .. 50
1.5.2  Une version probabiliste du théoreme d’équirépartition de Ratner 52
1.5.3 Convergence au sens de Cesaro . . . . . . . .. .. ... ..... 54
1.5.4 Un contre-exemple dans le cas non-centré . . . . . ... ... ... 56

1.6 Questions et remarques . . . . . . . ... e e e 59

2 Equidistribution of symmetric random walks on nilpotent Lie groups 61
2.1 Equidistribution of dense subgroups . . . . . ... ... ... .. ... .. 63
2.2 Uniform local limit theorem on nilpotent Lie groups . . . . . . ... ... 67

10



2.2.1 Proof of the uniform upper bound for translates . . . . . ... .. 67

2.2.2 Lower bound for centered balls . . . . ... ... ... ...... 68
2.2.3 Lower bound for translates . . . . . . ... ... .. ........ 70
2.24 Generalcase . . . . . . . . ... 71
2.3 Completion of the proof of Theorem 0.4 . . . . ... ... ... ..... 71
Local limit theorems and equidistribution of random walks on the Hei-
senberg group 78
3.1 Statement of theresults . . . ... ... ... ... ..., 79
3.2 Notations and outline of the paper . . . . . . ... ... .. .. ..... 82
3.3 Irreducible unitary representationsof G . . . . . . ... ... ... .. 83
3.4 Reducing tosmall valuesof A . . .. ... ... ... L. 86
3.5 Evaluation of the integral forsmall A . . . . . . ... ... ... .... 90
3.5.1 Estimate for “large” valuesof sandt . . . ... . ... ... ... 94
3.5.2 Estimate for intermediate valuesof sand¢ . . . . . . ... .. .. 96
3.6 Study of a dynamical system . . . . . . ... ... L. 98
3.7 Proof of the domination condition for small values of the parameters s, ¢, A 101
3.7.1 Estimating a trigonometricsum . . . . . ... ... ... L. 102
3.7.2 Domination condition . . . . . . . .. ... oL, 105
3.8 Proofs of the main theorems . . . . . . .. ... ... ... ... ... 107
3.9 Uniform local limit theorem for translates of a bounded set . . . . . . .. 111
3.10 Applications . . . . . . . . ... 118
3.10.1 An equidistribution result for bounded uniformly continuous func-
tons . . . . e e e e 118
3.10.2 Unipotent random walks and a probabilistic version of Ratner’s
theorem . . . . . . . . ... 120
Distributions diophantiennes et théoréme limite local sur R? 123
4.1 Notations et préliminaires . . . . .. . ... . ... .. Lo 125
4.2 Distributions diophantiennes . . . . . . . ... ... oo 126
4.2.1 Définitions . . . . . . . . e e e e e e 126
4.2.2 Une classe de fonctions analytiques de type exponentiel . . . . . . 129
4.2.3 Développements de Edegeworth locaux pour les mesures diophan-
tiennes . . . . . ... e e e e e e e 130
4.2.4 Caractérisation des mesures diophantiennes par la vitesse de conver-
o) - 134
4.3 Théoreme local pour les écarts modérés . . . . . . . .. ... ... .... 137
4.3.1 Loidesécartsmodérés . . . . . . . . . . . ... ... 137
4.3.2 Une version uniforme du théoreme local . . . . ... ... . ... 140
4.4 Un théoreme limite pour les fonctions bornées . . . . . .. .. ... ... 144
4.4.1 Fonctions directement Riemann intégrables . . . . . . .. ... .. 144
4.4.2 Fonctions intégrables a variation bornée . . . . .. ... ... .. 146

11



4.4.3 Fonctionsbornées . . . . . . . . ... 147

444 Unexemple . . . . . . . . . . e 148

4.5 Théoreme limite pour les fonctions asymptotiquement constantes en moyennel51
4.5.1 Exemple . . . . . ... 153

4.5.2 Equidistribution de marches aléatoires . . . ... ... ... ... 154

4.6 Cas multi-dimensionnel . . . . . . . ... .. ... 0oL 155

IT Sous-groupes libres des groupes algébriques 159
5 Introduction 160
5.1 Statement of the mainresults . . . . . ... ... ... .. ........ 161
52 About theproofs . . . .. ... . . .. ... 162
5.2.1 Generating dense subgroups . . . . . . ... ... 163

5.2.2 Generating free subgroups . . . . ... ... .. ... .. e 164

5.2.3 The non-connected case . . . . .. ... ... ... ... ... .. 164

5.3 Proof of existence of a non-discrete free subgroup . . ... ... ... .. 165
5.3.1 How to find a non-discrete subgroup . . ... .. ... ... ... 165

5.3.2 How to find a free subgroup . . . . . .. ... ... ... ... 167

5.3.3 Changeoffield . ... ... ... .. .. .. ... .. ... ... 168

5.4 Applications to amenable actions . . . . ... ... .. 0oL 170
54.1 Definitions . . . . . . . ... 170

5.4.2 The Connes-Sullivan conjecture . . . . ... ... ... .. .... 172

5.5 Applications to Riemannian foliations and local growth . . . . . ... .. 173
55.1 Localgrowth . . ... ... ... .. ... ... .. . ... .. 174

5.5.2 Riemannian foliations . . . . . . . . . ... ... ... ... 175

5.6 Applications to profinite groups . . . . . . ... ..o oL 177
5.7 Concluding Remarks . . . . . ... ... .. ... ... .. ... .. 179

6 On dense free subgroups of Lie groups 180
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . .. 180
6.2 Generating dense subgroups in Lie groups . . . . .. ... ... .. ... 182
6.3 Projective transformations, proximality, ping-pong . . . . . . . . ... .. 185
6.4 Constructing very proximal elementsinI". . . . . . ... ... ... ... 191
6.5 Proofs of the main theorems . . . . . . . ... ... ... ... ... . 196

7 A topological version of the Tits alternative 199
7.1 Introduction . . . . . . . . . . . .. 199
7.2 A generalization of a lemma of Tits . . . . . .. ... ... ... ... .. 203
7.3 Contracting projective transformations . . . . . ... .. ... ... ... 207
7.3.1 Proximality and ping-pong . . . . . . .. ... oL 207

7.3.2 The Cartan decomposition . . . . . . . ... ... ... .. .... 209

12



7.3.3 The proof of Lemma 3.1 . . .. ... ... ... .. ........ 210

7.3.4 The case of general semisimple group . . . . . ... ... ... .. 211
7.4 Irreducible representations of non-Zariski connected algebraic groups . . 212
7.4.1 Furtherremarks. . . . . . . . . . . . . .. . ... 217
7.5 The proof of Theorem 1.2 in the finitely generated case . . . . . ... .. 218
7.5.1 The Archimedean case . . . .. .. ... .. ... ......... 218
752 Thep-adiccase . .. ... ... . . ... ... 219
7.5.3 The positive characteristiccase . . . . .. .. ... ... ... .. 220
7.5.4 A stronger statement . . . . . . . ... ... 222
7.6 Dense free subgroups with infinitely many generators . . . ... ... .. 222
7.7 Applications to pro-finite groups . . . . . .. .. ... 225
7.8 Applications to amenable actions . . . . ... ... Lo 226
7.9 The growth of leaves in Riemannian foliations . . . . . . ... ... ... 228
7.10 Some concluding remarks . . . . . . . . ... L. 232
An effective Tits alternative 233
Al statements . . . . . . . .. e e e e e e e - 233
A2 sketchofproofs . . . . . . . . . . .. ... 234

13



Premieére partie

Marches aléatoires sur les groupes
de Lie

14



Chapitre 1

Introduction

Dans ce premier chapitre introductif, nous allons présenter les problématiques qui
font 'objet de ce travail en commencant par les resituer dans le cadre de la théorie des
probabilités sur les groupes. Les premieres sections sont consacrées a la description suc-
cincte de résultats connus concernant les marches aléatoires. Par marche aléatoire sur un
groupe G, nous entendrons le processus aléatoire S, = X, -...- X, donné par le produit de
n variables aléatoires indépendantes et de méme loi & valeurs dans un groupe G que ’on
s’est fixé au départ. De fagon similaire, on parle de marche aléatoire sur un espace X,
muni d’un groupe de transformations G, si a chaque pas on applique une transformation
aléatoire choisie dans G selon une méme loi de probabilité et de fagon indépendante.
Dans les premieres sections, la plupart des énoncés généralisent les théorémes classiques
du calcul des probabilités (la convergence en loi, la loi des grands nombres, le théoréme li-
mite centrall, son équivalent local, les principes de grandes déviations, etc) & un contexte
non-commutatif. Ensuite, on annonce les principaux résultats démontrés aux chapitres
suivants en en traitant parfois certains cas particuliers significatifs. Ce chapitre a notam-
ment pour objectif de préparer la suite en indiquant les préliminaires nécessaires.

L’accent sera mis sur les problemes d’équirépartition (on dit aussi équidistribution)
des marches aléatoires dans les groupes de Lie (théorémes locaux et théorémes quotient en
particulier). Il s’agit de comprendre comment une marche aléatoire, aprés un temps tres
grand, finit par occuper tout I’espace de fagon plus ou moins homogene, et en particulier
d’estimer la vitesse a laquelle ce phénomene se produit. Ces problémes ont déja fait 'objet
de trés nombreuses études par le passé. Nous renvoyons le lecteur aux exposés [78] et
[77] pour une introduction historique et bibliographique ainsi qu’a la monographie [68],
& ma connaissance le premier ouvrage entierement consacré a la théorie des probabilités
sur les groupes.

Comme nous le verrons, les propriétés arithmétiques des distributions considérées
jouent un réle important. Dans la grande majorité des situations (le cas abélien ex-

!Nous adopterons le point de vue de G. Pélya, pere de la terminologie “théoréme limite central”,
selon lequel c’est le théoréme qui est central (i.e. fondamental dans la théorie des probabilités) et non
la limite.
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cepté), les théorémes d’équirépartition connus ont été obtenus sous I’hypothése que la
distribution initiale possede une densité par rapport & la mesure de Lebesgue ou la me-
sure de Haar du groupe de Lie ambiant. En ’absence de cette hypothése, par exemple
lorsque le support de la distribution est donné par un nombre fini d’éléments possibles
qui engendrent ensemble un sous-groupe dense, les questions arithmétiques entrent en jeu
de fagon cruciale. C’est le cas par exemple pour les marches aléatoires sur la sphére ou, a
chaque pas, on applique une isométrie aléatoire : comprendre la vitesse d’équidistribution
des groupes libres et denses dans SO(3) reste un important probléme ouvert (voir plus bas
§1.2.2). Il en est de méme pour le théoreéme limite local sur le groupe des déplacements de
R? : au paragraphe 1.2.3 on en donne une preuve pour les déplacements du plan inspirée
du théoréeme quotient de Kazhdan ([96], [74]), le cas d > 3 restant largement ouvert.
Au chapitre 4 aussi est introduite la notion de distribution diophantienne sur la droite
réelle : on montre que cette propriété gouverne la vitesse d’équidistribution des marches
centrées sur R.

Les études faites aux chapitres 2 et 3 concernent le cas particulier du théoreme li-
mite local pour les groupes de Lie nilpotents. Il existe un vaste ensemble de travaux
de nombreux mathématiciens a propos des marches aléatoires sur les groupes de Lie
nilpotents, mais le théoréme local en lui-méme a été peu étudié (voir cependant [105])
jusqu’a 'imposant récent travail d’Alexopoulos ([5], [6] et [7]) qui traite le cas des mesures
centrées possédant une densité. Plus bas dans ce chapitre, on décrira quelques-uns des
résultats qui nous serons utiles par la suite, et on introduira quelques notions de base sur
les groupes nilpotents et les marches aléatoires sur ceux-ci. Nous présenterons deux ap-
proches différentes pour traiter le probleme du théoréme local. La premiere, développée
au chapitre suivant, consiste a tirer parti des résultats déja connus dans le cadre des
marches aléatoires symétriques sur les groupes nilpotents de type fini (voir [171], [175],
[85], [6]) et de les combiner & un théoréme d’équidistribution a la Weyl sur les groupes
de Lie nilpotents. La seconde, expliquée dans le chapitre 3, met a profit la théorie des
représentations unitaires irréductibles des groupes de Lie nilpotents (voir [99]) et suit un
schéma semblable & la preuve du théoréme local sur la droite réelle due & Stone (voir
[30]). Cependant, pour mener & bien cette stratégie simple, un important travail analy-
tique est nécessaire et nous a forcé & nous restreindre au cas du groupe de Heisenberg?.
Néanmoins, cette méthode présente ’avantage de fournir des résultats tres précis sur la
distribution des marches aléatoires (voir le théoréme 3.23) ainsi que de permettre d’ob-
tenir le théoréme local et sa version uniforme pour toutes les distributions apériodiques,
centrées et a support compact sans hypothese de densité, ce qui constitue quasiment
autant d’information que ce dont on dispose dans le cas classique ot G = R¢.

Ces études ont été motivées en partie par un travail récent d’Eskin et Margulis
[54] qui met en lumiére une propriété de récurrence des marches aléatoires dans les
espaces homogenes de volume fini G/T'. En guise d’application, ils obtiennent en [113]

2La démonstration du chapitre 3 est écrite pour le groupe de Heisenberg, mais elle est valide telle
quelle pour tout groupe nilpotent de rang 2.
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une nouvelle preuve du théoreme de Borel et Harish-Chandra sur la finitude du volume
des quotients arithmétiques des groupes algébriques semi-simples et ils compléetent la
preuve de la conjecture de Raghunathan sur la classification des mesures ergodiques
sous I’action d’un sous-groupe quelconque engendré par des unipotents (voir [54] et [160]
Theorem 19.14). Les marches aléatoires considérées dans [54] sont algébriquement denses
dans un groupe semi-simple. A 'inverse, nous nous intéresserons aux marches aléatoires
qui évoluent dans un sous-groupe unipotent de G. Nous disposons alors de la théorie trés
riche de la dynamique des sous-groupes unipotents dans les espaces homogeénes G/T" et
en particulier du théoréme de Ratner (voir §1.5.1). Ce que nous proposons au chapitre
3 est un analogue probabiliste du théoreme d’équirépartition de Ratner-Shah (voir aussi
le paragraphe §1.5.2 de ce chapitre pour le cas des flots unipotents) pour les marches
aléatoires symétriques et a support fini dans un sous-groupe unipotent quelconque de
G. Nous démontrons qu’il y a récurrence comme dans [54] et méme équirépartition.
Un phénomeéne intéressant apparait lorsque ’on considére une marche décentrée le long
d’un flot unipotent. Lorsque ’espace G/I" n’est pas compact alors une marche décentrée
peut se retrouver dans un voisinage de !'infini avec grande probabilité et ce a des temps
arbitrairement grands. Ce phénomene dépend des propriétés diophantiennes du point de
départ de la marche aléatoire (voir ci-dessous le §1.5.4). Les théorémes locaux établis aux
chapitres 2 et 3, ou plus exactement leur version fine qui donnent un controle uniforme
sur les translatés d’'un compact dans une boule de rayon /n, permettent de passer de
I’équirépartition déterministe a I’équirépartition probabiliste.

Au chapitre 4, on effectue une étude fine de ’équirépartition des marches aléatoires
centrées sur R%. Dans ce cas, déja tres étudié par les probabilistes dans le cadre de la
théorie du renouvellement, on étudie la vitesse de convergence dans le théoréme local et
on montre qu’elle dépend des propriétés diophantiennes de la distribution qui gouverne
la marche. On obtient aussi un théoréme local pour les écarts modérés sous une condition
faible de moment : il stipule que le théoreme local habituel qui fournit I’estimation de
P(S, € I + z), ou I est un intervalle de R et S, une marche centrée, est uniforme en
z sur toute la plage [—cyv/nlogn,cy/nlogn| dés que la distribution posséde un moment
d’ordre > ¢? + 2. Enfin, on s’intéressera dans ce chapitre (voir aussi plus bas le §1.4.3)
a l’asymptotique des quantités E(f(S,)) lorsque f est une fonction continue bornée sur
R ou R? sans hypothése sur son comportement & l'infini. Il s’avere que si f est assez
réguliere ou bien si x4 a de bonnes propriétés arithmétiques, alors cet asymptotique est
indépendant de la marche centrée de variance 1 choisie. Un tel principe d’invariance est la
clé derriere les théoremes d’équirépartition déja mentionnés pour les flots sur les espaces
homogenes.

1.1 Définitions et notions de base

Soit G un groupe localement compact a base dénombrable engendré par un voisinage
compact de l'identité e. On considére G en tant qu’espace mesurable pour la tribu des
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boréliens. On munit G d’une mesure de Haar invariante & gauche dg. On notera u une
mesure de probabilité sur G, c’est-a-dire une mesure positive o-additive sur les boréliens
de G telle que u(G) = 1. Le support de u est le plus petit fermé de G de p-mesure 1.
Commengons par définir quelques termes de base :

Définition 1.1 On dit que la mesure de probabilité u sur G est adaptée si son support
engendre un sous-groupe dense dans G.

Définition 1.2 On dit que p est apériodique si son support n’est pas contenu dans
une classe (a4 gauche ou a droite) d’un sous-groupe fermé propre de G.

Soit U un voisinage compact de 'identité engendrant G. On pose
du(g9) =inf{n > 0,9 € U"}

La fonction dy est sous-additive et constitue une mesure de I'éloignement par rapport &
e dans G.

Définition 1.3 On dit que p posséde un moment d’ordre o > 0 si

/ 6u(9)%dp(g) < +oo

On vérifie aisément que cette définition ne dépend pas du choix de U. L’existence

d’un moment d’ordre 1 implique que les homomorphismes continus G — (R, +) sont
dans L(p).

Définition 1.4 On dit que p est centrée si u admet un moment d’ordre 1 et si pour
tout homomorphisme continu x : G — (R, +) on a

/ x(9)du(g) =0

Définition 1.5 On note u=! la symétrique de p, c’est-a-dire la probabilité définie par
p Y (E) = u(E~") pour tout borélien E de G. On dit que pu est symétrique si p = p™'.

Remarquons que les mesures symétriques possédant un moment d’ordre 1 sont centrées
et que si p est symétrique alors u est apériodique si et seulement si p * u est adaptée.

1.1.1 Marches aléatoires et récurrence

De fagon analogue a la théorie classique des sommes de variables aléatoires réelles, on
va s’intéresser au produit de variables aléatoires a valeurs dans le groupe G, en particulier
au produit de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. On note
Sp = Xy - ... - X le n-iéme terme de la marche, les variables X; étant indépendantes
et distribuées selon une unique mesure de probabilité p sur G. On suppose en général
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que la mesure u est adaptée. Dans le cas contraire, c’est que la marche vit en fait sur
un sous-groupe fermé propre de G, et on peut se restreindre & celui-ci. La loi de S,, est
tout simplement la n-iéme puissance de convolution de p, c’est-a-dire p** (plus loin on
notera par abus p" au lieu de p*"). Rappelons que la convolution de deux mesures sera
notée p * v et définie par la formule

[ i) = [ [ samutavn

ol f est une fonction quelconque continue et bornée sur G. Soit X une variable aléatoire
a valeurs dans G dont la loi de probabilité est u. Si Y est une autre variable aléatoire
de loi v cette fois et indépendante de X, alors la loi du produit XY est précisément la
mesure [ * U.

Une des premiéres constations simples (voir [75] pour la preuve) que 1'on peut faire
sur le comportement de S, est l’existence de la dichotomie suivante :

e ou bien, la suite S, part & l'infini presque sirement (c’est-a-dire pour tout compact
K, S, ¢ K aprés un certain temps), on parle alors de transience.

e ou bien, presque slirement, la suite passe un temps infini dans chaque ouvert de G,
on parle alors de récurrence.

On remarque aussi que la marche est transiente si et seulement si le potentiel ) ., u*"
est une mesure de Radon sur G, i.e. finie sur les compacts. Dans le cas contraire, le
potentiel d’un ouvert quelconque est infini.

1.1.2 Convergence en loi et représentations unitaires

Le théoréme classique de Lévy qui affirme 1’équivalence entre la convergence en loi
d’une suite de probabilités et la convergence point par point des transformées de Fourier,
ou fonctions caractéristiques, s’étend naturellement dans le cadre de I’analyse harmonique
non-commutative, avec essentiellement le méme énoncé, comme nous allons le voir plus
bas.

Si G est un groupe localement compact, I’ensemble des classes d’isomorphismes de
représentations unitaires irréductibles de G s’appelle le dual unitaire de G et est noté
G. Rappelons qu’une représentation unitaire 7 € G est une action continue de G sur un
espace de Hilbert H par automorphismes linéaires qui préservent le produit scalaire. Elle
est dite irréductible s’il n’y a pas de sous-espace fermé invariant.

Si p est une mesure de probabilité définie sur les boréliens de G, et 7 une représentation
unitaire de G, on leur associe naturellement 'opérateur 7(u) défini pour £ € H par

()€ = /G m(g9)€u(dg)

Par exemple, si G = R9, les représentations unitaires irréductibles sont de dimension 1
et sont données par les caractéres m;(z) = €*%, ot € G X R% et z € G = R%. Dans ce
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cas, my() est simplement un nombre complexe de module inférieur ou égal & un : il s’agit
de la transformée de Fourier classique, ou fonction caractéristique i(t), de u. De plus,
chaque représentation unitaire m de G établit un morphisme d’algebres de Banach entre
les mesures complexes sur G et les opérateurs bornés de H, I’espace de la représentation
7. En d’autres termes,

m(p* v) =m(p)m(v)
Pour étudier le comportement de la marche aléatoire S,, on est donc amené & étudier

les puissances des opérateurs 7(u) pour 7 € G.
Avec ces notations, la généralisation du théoréme de Lévy s’énonce ainsi :

Théoréme 1.6 Soit G un groupe localement compact et G son dual unitaire. R

o Si p et v sont deuzx probabilités sur G telles que w(p) = m(v) pour tout m € G, alors
= v (unicité de la transformée de Fourier).

o Si (pn)n est une suite de probabilités sur G qui converge étroitement vers une autre
probabilité v (c’est-a-dire [ fdu, — [ fdv pour toute fonction f continue et bornée sur
G), alors m(uy,) converge fortement vers w(v) (c’est-a-dire w(pn)€ — w(v)€ pour tout
E€EH). :

o Sim(un) converge faiblement vers w(v) (c’est-a-dire (w(un)€,n) — (w(v)€,n) pour
tout §,m € H), alors (un)n converge étroitement vers v.

La preuve de cet énoncé (voir [68]) est une généralisation naturelle de la preuve
classique du théoréme de Lévy, par approximation des fonctions continues sur les com-
pacts par des polynomes trigonométriques (i.e. des combinaisons linéaires de coefficients
matriciels g — (m(9)&,n)).

1.1.3 Equirépartition

Nous définissons ici ce que nous entendons par équirépartition.

Définition 1.7 Nous dirons que la marche aléatoire associée a la probabilité p sur le
groupe G est équirépartie s’il existe une mesure de Radon m sur G telle que

lim LS _ [ fdm

n—too [ gdun [ gdm

(1.1)

pour toutes fonctions continues et a support compact f et g sur G avec g > 0 non nulle.

Si la marche aléatoire est équirépartie, on dit aussi, de fagon équivalente, que la
mesure y satisfait un théoréme quotient. Lorsque 1'on dispose d’une suite ezplicite (a,)n
de nombres réels positifs telle que

lim an/fdu"=/fdm
n—-+00

20



pour toute fonction f continue & support compact sur G, alors on dit que u satisfait un
théoréme limite local.

C’est cette propriété particuliere des marches aléatoires sur les groupes que nous
allons étudier dans la suite dans certains cas particuliers.

1.1.4 Processus de diffusion et formule de Lévy-Khinchine-Hunt

Dans son article de 1956 [90], Hunt caractérise les semi-groupes continus de mesures
de probabilité sur les groupes de Lie connexe. Comme dans le cas classique ol G = R? ces
semi-groupes correspondent aux processus a accroissements indépendants et stationnaires
(PAIS). Quand G = R? la célébre formule de Lévy-Khinchine caractérise leur loi de
probabilité en donnant une formule explicite pour la fonction caractéristique (voir [30],
[65]). Sur un groupe de Lie, la généralisation naturelle consiste & caractériser les PAIS par
le générateur infinitésimal du semi-groupe de mesures associé agissant sur les fonctions
C? sur G.

Soit G un groupe de Lie connexe. Par semi-groupe continu de mesures de proba-
bilité sur G nous entendons une famille (y;)¢~0 de probabilités sur G telle que :

() e * s = pe4s pour tous s,t > 0.

(4) pe = e quand ¢t — 0 (i.e. [ fdu, — f(e) pour toute fonction f € Cy(G)).

On pose T f(g) = [ f(gh)dps(h). Alors les (T;) forment un semi-groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur ’espace C,(G) des fonctions continues bornées de G tel que T;f
converge uniformément vers f pour tout f € Cp(G) quand t — 0. De plus on définit le
générateur infinitésimal L de T; par la formule

d

Lf(g)= o

T:f(9)

Le théoréme ci-dessous montre que le domaine de L contient C?(G), (I’espace des fonc-
tions & support compact et deux fois différentiables).

Un processus a accroissements indépendants et stationnaires (PAIS) sur G
est un processus stochastique (X3, P, Q) tel que :

(’L) X() =e€.

(it) pour tous temps s,t 0 < s < t < 00 la loi de X;'X; ne dépend que de t — s.

(¢ii) pour tous ty,...,t; tels que 0 < ¢; < ... < t; les variables aléatoires X .4 T
sont indépendantes.

(tv) quand t — 0, X; converge en loi vers e.

Les PAIS sont en correspondance biunivoque avec les semi-groupes continus de me-
sures de probabilité sur G. Plus précisément, si (X, P, ) est un PAIS, alors si I’on note
it la loi de X, les (u); forment un semi-groupe continu de mesures de probabilité sur

3Par théoréme limite central en revanche, on entend en général un théoréme qui précise le comporte-
ment limite en loi d’une suite Y,, de variables aléatoires renormalisées par un coefficient de contraction
qui tend vers l'infini avec n (ou une dilatation du groupe si Y,, prend ses valeurs dans G et si G possede
de telles dilatations, voir les paragraphes suivants)
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G, et réciproquement, si (i) est un tel semi-groupe, alors on peut construire un espace
probabilisé (P, 2) et un PAIS (X;) défini sur (IP,Q2) tel que p soit la loi de X;. De plus,
on peut toujours trouver une version cadlag (continue a droite avec limite & gauche en
tout point) de (X).

On fixe une base Xi,..., Xy de 'espace vectoriel de l'algebre de Lie g de G et un
voisinage Uy de l'identité dans G sur lequel le logarithme est un difféomorphisme bien
défini. Ceci permet d’associer a tout élément g € G appartenant a Uy des coordonnées

.....

g=exp()_ zi(9)X:)

On fixe une fois pour toute une fonction ¢ sur G qui est identiquement égale a 1 en dehors
d’un voisinage compact de l'identité et qui vaut ¢(g) = 3. z;(g)? sur Up. Les éléments
de ’algebre de Lie g de G peuvent étre vus comme appartenant a ’algebre universelle
enveloppante de g qui s’identifie a ’algebre des opérateurs différentiels invariants a gauche
sur G. En particulier, pour une fonction différentiable f sur G et pour X € g, on note

Xf(g) = Eu:of (geX)

On a alors :

Théoréme 1.8 (Hunt) Soit (11¢)t>0 un semi-groupe continu de mesures de probabilité sur
G et (T}) le semi-groupe d’opérateurs associé sur Cy(G). Alors le générateur infinitésimal
L de (T;) est bien défini pour toute fonction f de classe C? et & support compact sur G
et admet la forme suivante :

Lf(g) = Z bixif(g)% Z a:; X X; f(9)+ /G { fgh) — f(g) - in f(g)a:i(h)} ‘Z’(_(hh))
’J , (1.2)

ot les (b;) (aij) sont des nombres réels, la matrice (a;;) est symétrique semi-definie
positive et dn est une mesure positive finie sur G telle que n({e}) = 0. De plus, l'opérateur

du second ordre 3, ; a;; X;X; et la mesure %:T) sont indépendants du choiz de la base

(X;) et de la fonction ¢(g). Enfin, le semi-groupe (ut); est déterminé de fagon unique
par Uopérateur L restreint a C*(G).

Réciproquement, tout opérateur L défini sur C2(G) par la formule (1.2) est le géné-
rateur infinitésimal d’un semi-groupe continu de mesures de probabilité.

Lorsque la mesure g (appelée mesure de Lévy) est nulle, on dit que le semi-groupe
(ut): est gaussien (de fagon équivalente (y;): est gaussien si et seulement si pour tout
voisinage U de 'identité P(X; ¢ U) = o(t)). Dans ce cas et seulement dans ce cas, le
processus associé (X;) est & trajectoires continues presque sirement. De plus le semi-
groupe gaussien (u); est symétrique (i.e. on a 1’égalité en loi X; L X; 1) si et seulement
si les b; sont tous nuls.
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Dans le cas gaussien, I’ opérateur du second ordre L = ), b; X; + 5 Ef 1 i X X; peut
étre mis sous la forme Eq + > 7 | E?, 1 < p < d, pour certains vecteurs E; dans g.
Soit b 'algebre de Lie engendrée par les vecteurs Fj, ..., B, ainsi que tous les crochets
de tout ordre entre les E;, 0 < ¢ < p, faisant intervenir au moins une fois Fy. On dit
que l'opérateur L = L, est un sous-laplacien, si 'opérateur différentiel -g—t — L, sur
R’ x G est hypoelliptique, ce qui revient a dire, d’apres le théoréme de Hérmander, que
h = g. Dans ce cas et dans ce cas seulement, le semi-groupe gaussien (u:)¢>o possede une
densité p;(z) par rapport & la mesure de Haar de G : c’est le noyau de la chaleur associé
& L, (voir par exemple [174] dans le cas ol p; est symétrique, [156] et [157] dans le
cas général). Les (pi())t0 sont de classe C*°, forment une famille de Dirac, et vérifient
Péquation de la chaleur (2 — L,)p; = 0. On montre que py(z) décroit plus vite, & ¢ fixé,
que e~*4®?)* pour une certaine constante ¢ = c(t) > 0 (voir [171] pour une étude précise
du noyau de la chaleur p; en fonction de la géométrie du groupe G). Si la matrice (a;;)
est définie positive (i.e. p = d) alors les densités p;(z) sont des fonctions analytiques sur

G ([87] Theorem 6.3.1).

Evidemment, le support de p; (u: est toujours supposé gaussien) est mclus dans
I’adhérence du sous-groupe analytique Gy de G dont ’algebre de Lie est 1’algébre de Lie
go engendrée par les vecteurs Ey, ..., E,. La sous-algebre de Lie h est un idéal de go et
h = go si et seulement si les u; sont absolument continues par rapport a la mesure de
Haar de Gy. Si b est un idéal strict de go alors le support de u; est concentré sur la
classe Het® ou H est le sous-groupe de Lie de G d’algebre de Lie h. D’autre part le
support de y, contient la classe MetFe ot M est le sous-groupe de G correspondant &
I'algeébre de Lie m engendrée en tant qu’algebre de Lie par les vecteurs Ej, ..., E, ([156]
Theorem 4). En particulier si E, ..., E, engendrent tout g alors supp(u;) = G. Lorsque G
est simplement connexe nilpotent m est stricte si et seulement si f est stricte. Donc dans
ce cas supp(p:) = G si et seulement si p; possede une densité par rapport & la mesure
de Haar. Pour un groupe de Lie G quelconque, il se peut que le support de y; soit strict
bien que y; soit absolument continue (voir [156] example 3.4b, en particulier p;(z) n’est
pas analytique en général).

1.1.5 Loi des grands nombres, théoréme limite central

Il y a plusieurs fagons de généraliser la loi des grands nombres d’une part et le
théoréme limite central d’autre part aux marches aléatoires sur les groupes de Lie. Une
approche consiste & étudier les variables aléatoires d(e, S,), ou d est une métrique Rie-
mannienne invariante a gauche sur G, et obtenir une loi des grands nombres pour celles-ci,
c’est-a-dire une convergence du type

d(e, Sp)

—

ol 7y est un réel > 0. Dans [76], Guivarc’h montre qu’'une telle convergence a toujours
lieu presque stirement (le théoréme de [76] traite le cas général d’un groupe localement
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compact) et que I'on peut préciser le nombre 7 dans de nombreux cas : par exemple si G
n'est pas moyennable alors 7 > 0. Plus précisément, on peut se demander si un théoréme
limite central est valide, c’est-a-dire si on a une convergence du type

de, Sn)-7n v
W

ou X est une variable gaussienne centrée non-dégénérée. Nous ne nous occuperons pas
de cette question ici (cf. [76] et [79] et le livre [28]).

Une seconde approche consiste a considérer des produits Pn = Xhn =... «X1h de
variables aléatoires indépendantes telles que la taille typique de X”n est trés petite, de
I'ordre de £ ou 1/y/n. Lorsque G est Rd ou un groupe de Lie nilpotent homogene (voir
plus bas 1.3.1), G posséde un semi-groupe a un parametre de dilatations (St) qui sont
des automorphismes ayant la propriété que 6t(K) —»e quand t — O pour tout compact
K de G. On peut alors poser Xkbn = et étudier Pn= 6j_(Sn). Quand G = Rd

yin yin

la convergence en loi, sous certaines hypothéses, des variables Pn vers une loi gaussienne
constitue le théoréme limite central classique. Dans le cas d'un groupe de Lie connexe
général, cette approche infinitésimale permet d’obtenir le théoréme limite fondamental
énoncé ci-dessous.

On garde les notations du théoréme de Hunt énoncé plus haut.

On se donne a présent une famille {jik,n)i<k<rn<+oo de mesures de probabilité sur
G et X™n des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans G de loi fikn- On pose
fin= nin* —* HMn On fait de plus I'hypothése que, au sein d’'une méme ligne a n
fixé, les Hkn 1 < k < rn commutent, i.e. *Hj<v= n™n*ji™n. Alors on a le théoréme
suivant :

Théoréme 1.9 (Wehn [172] [173] [68]) Sous les hypotheses suivantes :

W E U ./ Xi(g)xj(g)dpLk,n{g) converge vers un réel ay quand n —»+00 quels que
soient i etj entre 1 et d,

(*) £fc=i T xi(g)dfikin(g) converge vers un réelbi quandn —>+00 et lasuite |1 E(<T)M(<D)!
reste uniformément bornée quel que soit i entre 1 et d,
(iu) E lligw converge vers 0 quandn —+00 quel que soit le voisinage

U de l'identité dans G,

Alors, la suite de mesures (nn)n converge vers la mesure W\ qui appartient a un semi-
groupe gaussien {vt)t>0 de mesures de probabilité sur G dont le générateur infinitésimal
est donné par

d - d
Lu= Y,brXIl+ -Y ,a'iXiXj
=1 =1

Dans la formule ci-dessus, les éléments Xi de I'algébre de Lie sont considérés en tant
gu'opérateurs différentiels agissant sur C2(G). La matrice (a”) est par définition semi-
définie positive et le semi-groupe (ut) associé a Lv par la formule de Lévy-Khinchine-Hunt
est gaussien.
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La condition (#ii) est 'analogue de la condition de Lindeberg dans le cas classique.
La preuve de Wehn repose sur la théorie des semi-groupes et certains théoremes de
convergence pour les suites de semi-groupes établis par Hunt. Stroock et Varadhan [165]
ont généralisé ce théoréeme en donnant une condition nécessaire et suffisante semblable
aux conditions du théoréeme 1.9 (et sans 'hypotese de commutativité au sein d’une
méme ligne du systéme triangulaire) pour que le processus par morceaux X;(n) égal a
Xin s Xppatn sur Uintervalle [Tr’:f], E—ﬁf—][ converge en loi vers le processus gaussien

(Vt)tejo.1)- Leur preuve est purement probabiliste et, comme la preuve de Wehn, ne fait
intervenir aucune propriété de structure spécifique au groupe de Lie G.

1.2 Le théoreme local sur les groupes compacts ou
abéliens et leurs extensions

1.2.1 Théoremes locaux sur les groupes abéliens

Sur R? on dispose du théoréme suivant, classiquement appelé théoreme limite local,
dont la preuve repose sur I’analyse réelle et la transformation de Fourier.

Théoréme 2.1 (voir [30] Theorem 10.17) Soit 1 une probabilité centrée et apériodique
sur R? admettant un moment d’ordre 2 fini, et K sa matrice de covariance. Alors pour
toute fonction continue f & support compact sur R?, on a

lim nd/g/fdu" = —1——/ f(z)dx
n—+oo V(2m)ddet K Jrd

Remarquons que la condition d’apériodicité est nécessaire pour obtenir la convergence
ci-dessus. Il est naturel qu'on la retrouve dans tous les autres énoncés d’équirépartition.
D’une certaine facon, le cas R? est le cas idéal, le cas le mieux connu, et on cherche &
obtenir des théoremes semblables sur d’autres groupes. Dans cette these, il sera question
presque exclusivement de groupes moyennables ou a croissance polynomiale. Dans les
groupes non moyennables le comportement des p" est tres différent mais les questions
d’équirépartition s’y posent de la méme fagon (voir §1.6).

Sur les groupes abéliens plus généraux on dispose toujours d'un théoreme quotient.
On a

Théoréme 2.2 (Stone [162]) Soit G un groupe abélien localement compact a base dé-
nombrable et engendré par un voisinage compact de ['identité. Soit u une probabilité
apériodique et centrée sur G. Alors on a

_opt(A) A
lim = —
n—+oo "(B)  |B|

pour tous boréliens relativement compacts A et B de G de mesure de Haar > 0 et dont
la frontiére est négligeable.
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Remarquons que dans ce dernier théoreme, on suppose seulement l'existence d’un
moment d’ordre 1.

1.2.2 Groupes compacts

Si le groupe est compact, on a toujours équirépartition. C’est un vieux théoreme de
Ito et Kawada (cf. [95]).

Théoréme 2.3 (Ité-Kawada) Soit ju une probabilité apériodique sur G compact. Alors
la suite ™ converge en loi vers la mesure de Haar normalisée de G.

Une preuve possible consiste a appliquer le critere de Lévy pour la convergence des
mesures (i.e. le théoreme 1.6). En effet, les représentations unitaires irréductibles de G
sont de dimension finie et donc les opérateurs 7(u) sont des matrices. Il suffit de vérifier
que si m n'est pas la représentation triviale, alors les puissances 7(u)" tendent vers 0.
Pour cela, il suffit de voir que la norme d’opérateur de 7(u) est < 1 ou encore que toutes
les valeurs propres de 7(u) sont de module < 1. On vérifie aisément que 1’existence d’une
valeur propre de module 1 contredit 'apériodicité de u. Cette méthode est en substance
celle qu’avait déja utilisée Poincaré dans son traité sur les Probabilités de 1912 [134]
pour démontrer ce théoreme dans le cas particulier ou le groupe G est le groupe fini des
permutations de n éléments.

Ce théoreme implique en particulier I'équirépartition de toute marche aléatoire évo-
luant sur un groupe compact. Par exemple, le probleme de I'équirépartition sur la sphere
considéré par Arnol’d et Krylov (cf. [13]). Toute marche aléatoire sur la sphere S? par
isométries engendrant une orbite dense dans S? est équirépartie.

Le probleme de la vitesse de convergence dans le théoreme précédent est un probleme
tres délicat. Si f est une fonction C* sur GG, peut-on estimer la vitesse de convergence de
[ fdu™ vers |, < f(9)dg? En décomposant f en une somme d’harmoniques correspondant a
la décomposition de la représentation réguliere de G en somme directe de représentations
irréductibles (7, ),, on peut ramener en partie ce probleme a étudier la suite des normes
|Tn(e)]]. Nous ne nous intéresserons pas ici a cette question difficile. Bornons-nous a
faire quelques remarques. Si pu n’est pas étrangere a la mesure de Haar alors il existe
un “trou spectral” c’est-a-dire que les ||m,(u)|| sont < a < 1 pour une certaine borne
« indépendante de n. En revanche, si u est singuliere, et en particulier atomique, le
probleme reste largement ouvert lorsque G n’est pas commutatif. Quand G est un groupe
de Lie compact semisimple, Dolgopyat [51] a récemment obtenu une borne polynomiale
du type ||m,(1)|| < 1—-5 ce qui permet d’obtenir une vitesse de convergence polynomiale
pour les fonctions C'*° dans le théoreme local. Cependant il est conjecturé, par exemple
pour SO(3,R), que I'on a toujours un trou spectral (voir le livre de Sarnak [147]). Pour
ce groupe, seuls des exemples tres spécifiques de mesures p possédant un trou spectral
ont été exhibés (voir [147] [60] et [107]), tous provenant de considérations arithmétiques
dans le cadre de la solution au probleme de Ruziewicz (voir [107]).

20



1.2.3 Equirépartition dans le plan

Dans ce paragraphe, nous allons considérer le cas d’'une marche aléatoire dans 'espace
euclidien R? vu comme espace homogene du groupe des déplacements de R?. On pose
donc G = SO(d) - RY, X = R? et une marche aléatoire S, - z. Partant de z, & chaque
étape on applique un déplacement aléatoire en suivant une probabilité p fixée sur G.
Un élément de G s'éerit g = (7,p)ou 7 € R? est une translation et p € SO(d) est une
rotation. Le premier résultat important concernant cette marche aléatoire est qu’elle
satisfait un théoreéme limite central, a savoir

Théoréme 2.4 (TLC pour SO(d)-R?) Soit ju une probabilité adaptée sur G = SO(d)-
R? telle que I'image de p sur R par la projection G — R?, g — T posséde un moment
d’ordre 2 fini*, que l'on note 0? = fG |T|2du(g). Soit S, = (Tn, pn) le produit de n va-

riables aléatoires indépendantes de méme loi . Alors la variable aléatoire ﬁTn converge

en loi vers une gaussienne N (0,0?), centrée et de covariance diagonale o?Id.

Il en résulte que ﬁSn - x converge aussi en loi vers la méme limite. Ce théoréme est
une conséquence du théoreme d’Ibragimov-Billingsley sur les différences de martingales
(cf. [91] et [23] Theorem 35.12). De tels processus satisfont toujours un théoreme limite
central sous la condition de Lindeberg. La suite .S, écrite sous la forme X -...- X, (dans
cet ordre) et projetée sur R? est un tel processus pourvu que E(T;) = 0, car elle s’écrit
Ty + p1(To) + ... + pu_1(T,) ou T; est la projection de X; sur R%. Voir aussi [75] pour une
autre preuve par Roynette et aussi l'article de Gorostiza [67].

Passons maintenant au probleme de 1'équirépartition. En 1965, Kazhdan (cf. [96]) a
démontré le théo