THESES DE L'UNIVERSITE PARIS-SUD (1971-2012)

VERONIQUE FISCHER
Etude de deux classes de groupes nilpotents de pas deux, 2004

These numérisée dans le cadre du programme de numérisation de la bibliotheque mathématique Jacques
Hadamard - 2016

Mention de copyright :
Les fichiers des textes intégraux sont téléchargeables a titre individuel par I’utilisateur a des fins de
recherche, d’étude ou de formation. Toute utilisation commerciale ou impression systématique est

constitutive d’une infraction pénale.

Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente page de garde.

’ UNIVERSITE

N\ PARIS
SUD



6 doUY

Numéro d’ordre : 7552

UNIVERSITE PARIS-SUD
UFR SCIENTIFIQUE D’ORSAY

THESE

Présentée par
VERONIQUE FISCHER
Pour obtenir le grade de
DOCTEUR EN SCIENCES DE L'UNIVERSITE PARIS XI ORSAY
Spécialité : MATHEMATIQUES

Sujet : ETUDE DE DEUX CLASSES DE GROUPES NILPOTENTS DE PAS DEUX

Soutenue le 5 Juillet 2004 devant la commission d’examen composée de

Mr JEAN-PHILIPPE ANKER

Mr PASCAL AUSCHER

Mr LAURENT CLOZEL

Mr JEAN-Louis CLERC rapporteur
Mr GERARD LION

Mr NOEL LOHOUE






Abstract

The aim of my PhD work is to study the LP-boundedness of operators on two classes of
two-step nilpotent Lie groups, using Plancherel formulas and spherical functions as tools.
The first class of groups consists of the groups of Heisenberg type, and the second, of the
two-step free nilpotent Lie groups (denoted N, for v generators). In the latter case, we
develop a radial Fourier calculus.

Our study has focused on the maximal functions associated with Koranyi spheres, together
with their square functions, and the convolution operator defined with the radial Fourier
calculus on the two-step free nilpotent Lie group (radial Fourier multipliers problem).

In fact, one chapter of this work is devoted to the proof of LP-inequalities for the maximal
spherical function on the two considered classes of groups. Our method is based on inter-
polation for the same operator family as in the euclidean case, on LP-boundedness for the
standard maximal function, and L2-inequalities for square functions. These L2-inequalities
are based on Plancherel formula and on the properties of bounded spherical functions for
the orthogonal group.

On N, ., we construct the bounded spherical functions using representations of the se-
midirect product of N, with the orthogonal group. We also obtain some properties of the
Kohn sublaplacian and the radial Plancherel measure.

Then we present a first study of the radial Fourier multiplier problem, with the aim of
giving our solutions for some technicals difficulties.
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Introduction

Le but de ce travail est ’étude de la continuité LP de certains opérateurs sur deux classes
de groupes nilpotents de pas deux, avec comme outils, des formules de Plancherel et des
fonctions sphériques.

La premiére classe de groupes est formée des groupes appelés de type H (ou de type
Heisenberg), la seconde des groupes nilpotents libres & deux pas. On notera N, le groupe
nilpotent libre de pas deux a v générateurs tout au long de ce travail. Pour ce dernier, nous
avons développé un calcul de Fourier radial.

Les opérateurs principalement étudiés sont les fonctions maximales associées aux sphéres
de Koranyi et leurs fonctions d’aires, ainsi que les opérateurs de convolution définis grace au
calcul de Fourier radial sur N, » (probléme des multiplicateurs).

Fonctions maximales

Les fonctions maximales associées & des boules, des sphéres...sont des outils naturels
pour démontrer la convergence presque partout des moyennes de fonctions sur ces supports
(théoréme de différentiation de Lebesgue); de plus, des fonctions maximales associées a
des semi-groupes d’opérateurs interviennent dans des problémes ergodiques (théoréme de
Wiener). Dans une autre direction, certaines fonctions maximales permettent le controle
d’opérateurs (théoréme des intégrales singuliéres [CW71] etc... ).

Sur les groupes de Lie, plusieurs fonctions maximales ont déja été étudiées. Elles pro-

viennent d’une part de la recherche de résultats analogues au théoréme de Wiener : des
inégalités maximales LP pour des familles de mesures formant un semi-groupe, sont connues
sur des groupes de Lie semi-simples [Nev94, Nev97, MNS00, NS97] et sur le groupe de Heisen-
berg [NT97|. Leurs démonstrations reposent sur la méthode classique d’étude des fonctions
maximales de semi-groupes d’opérateurs [Ste70], ainsi que sur 1’évaluation de fonctions d’aire
grace a des propriétés spectrales.
D’autre part, sur ’espace euclidien ou plus généralement sur les groupes homogénes munis
d’une norme homogéne [FS82], on s’intéresse a la fonction maximale associée aux dilatées
d’une surface donnée; par exemple, la continuité LP des fonctions maximales associées a la
sphére euclidienne [Ste76, SW78|, ou a la sphére de Koranyi sur le groupe de Heisenberg
[Cow81] a déja été démontrée. D’autres résultats ont été obtenus pour des fonctions maxi-
males associées & un support dont la courbure rotationelle ne s’annule pas, en utilisant les
intégrales oscillantes [SS90, Sch98, MAO3].



Nos résultats. Un chapitre de cette thése est consacré & la démonstration d’inégalités LP
pour la fonction maximale sphérique sur les groupes de type H et N, et leur fonctions
d’aires, en utilisant le méme point de départ que [Ste76]. Ce résultat est déja connu pour
le groupe de Heisenberg [Cow81] et plus généralement pour les groupes de type H [Sch98]
(avec des indices optimaux pour p dans les deux cas), mais pas pour les groupes N, ;.

Notre méthode repose sur l'interpolation de la méme famille analytique d’opérateurs
que [Ste76], sur la continuité LP de la fonction maximale standard et le contréle L? de
fonctions d’aires. Dans notre cas, ce controle s’effectuera par des techniques spectrales proches
de [NT97].

Transformée de Fourier radiale

Les propriétés spectrales utilisées sont celles données par les fonctions sphériques bornées.
Leurs expressions sont bien connues sur le groupe de Heisenberg [BJR92|, tout comme leurs
généralisations sur les groupes de type H au sens de Damek et Ricci [DR92).

Nos résultats. Nous avons construit les fonctions sphériques bornées du groupe N, o, &
l’aide de la théorie des représentations du groupe produit semi-direct de N, 5 par le groupe
orthogonal ou spécial orthogonal. Elles n’étaient pas jusqu’alors explicites. Nous avons aussi
confronté les expressions trouvées & d’autres caractérisations, surtout celles données par les
représentations sur N, o. Nous avons ensuite explicité les mesures de Plancherel radiale et non
radiale. Les résultats sont concordants entre eux, et avec I’étude de Strichartz [Str91, section
6]. Nous avons ainsi obtenu la formule de Plancherel sphérique et la formule d’inversion
radiale.

Multiplicateurs de Fourier sur IV, ,

Nous nous sommes intéressés ensuite au probléme des multiplicateurs définis par passage
en Fourier sphérique sur le groupe N, 2. Grace au calcul de Fourier sphérique et & de longs
calculs proches du cas des groupes de type H [MRS96], nous avons obtenu certaines estima-
tions L? & poids sur le groupe N, 2. En appliquant le théoréme des intégrales singuliéres, nous
avons alors abouti a des conditions suffisantes pour le probléme des multiplicateurs en Fou-
rier. Cependant, ces conditions ne sont pas satisfaites méme pour les fonctions constantes.
L’objectif de cette premiére étude est d’exposer nos solutions & quelques points techniques.



Présentation de ce document et de nos résultats

Organisation de ce document. Dans le premier chapitre, nous donnons les définitions,
les notations sur les fonctions maximales des deux classes de groupes que nous étudions : les
groupes de type H et les groupes N, 2. Nous rappelons également la notion de fonctions sphé-
riques qui existent sur les groupes de type H, et des éléments de la théorie des représentations
qui nous permettront de construire les fonctions sphériques sur les groupes N, s.

Dans le chapitre 2, nous montrons des inégalités LP pour la fonction maximale sphérique
sur les groupes de type H et sur les groupes N, ;. Cela repose sur le controle L? de fonctions
d’aire.

Dans le chapitre 3, nous donnons les expressions des fonctions sphériques et la formule
de Plancherel radiale.

Dans le chapitre 4, grace au calcul de Fourier précédemment développé, nous montrons
le contrdle L? de fonction d’aire pour N, 2, et nous étudions le probléme des multiplicateurs
sur Ny .

Enoncés des résultats. Jusqu'a la fin de ce chapitre d’introduction, nous présentons
techniquement les résultats suivants :
— les inégalités maximales sphériques sur les groupes de type H et sur les groupes N, o,
— le calcul de Fourier du groupe N, .

Fonction maximale sphérique

Nous considérons un groupe de Lie N de type H ou N, 2. C’est un groupe de Lie nilpotent
connexe simplement connexe que l'on peut identifier via l’exponentielle & son algébre de
Lie V.

L’algebre de Lie AV est stratifiee : N = V @ Z avec [V, V] = Z et [N, Z] = {0} (£ est
le centre de cette algébre). On définit les dilatations naturellement associées & une algébre
stratifiée de pas deux :

Vr>0, VXeEV,Z€Z 6. (X+2)=rX+1r*Z

Elles induisent des dilatations n +— r.n, r > 0 sur le groupe N. De plus, les deux sous-
espaces V et Z sont naturellement munis de normes euclidiennes. On peut ainsi définir la
norme de Koranyi sur N :

n| = (X|"+12])% on n=exp(X+2), XV, ZeZ

On considére une base orthonormée pour V et Z dans le cas d'un groupe de type H, et la
base canonique formée par les générateurs et leurs crochets dans le cas d’un groupe nilpotent

libre & deux pas. On peut ainsi fixer une mesure de Lebesgue sur N puis une mesure de Haar
dn sur N.



Cette norme et cette mesure étant fixées, on note u la mesure supportée par la sphére
unité S; := {n, |n| = 1}, pour laquelle on a le passage en coordonnées polaires :

Vf, /Nf(n)dn = /Ooo A f(r.n)dp(n)rtdr

ou = dimV + 2dim Z est la dimension homogéne du groupe N. La fonction maximale
sphérique est I'opérateur A donné pour une fonction f localement intégrable sur NV par :

A.f(n) == sup| [ flnrn/NDdu(®)| , neN
r>0 S1
Nous avons étudié les propriétés de cette fonction maximale A pour la norme L? ; les espaces
L? que nous considérons sont relatifs a la mesure de Haar dn :

11 = (/. If(n)!”dn)é

Nous montrons des inégalités maximales sphériques LP sur N dans le chapitre 2 :

Théoréme 1 (Inégalité L? pour .A)
Notons v = dim V et z = dim Z. La fonction maximale sphérique vérifie des inégalités LP,
e 2<p<L o0siv=4
e si v >4, dans le cas d’un groupe de type H, (v—2)/(v—3) < p < o0,
e siv >4, dans le cas N = N, 3, 2ho/(2ho — 1) < p < 00 o hg est le minimum de v + 1
et de la partie entiére de (z — 1)/4,
c’est-a-dire qu’il existe une constante C' qui dépend seulement de v, z,p telle que :

Vfelr, IA-fllo < Cllfllz»

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin des expressions explicites des fonctions
sphériques borneées; elles sont connues sur les groupes de type H [DR92]; nous les avons
explicitées sur NV, :

Calcul de Fourier radial sur N, o

On note Xi,...,X, les générateurs de l’algébre de Lie du groupe N, o, et v = 20’ ou
v = 2v' + 1. Les vecteurs X1, ..., X, engendre une base d’un sous-espace V, que ’on munit
du produit scalaire pour laquelle la base (X7,..., X,) est orthogonale.

On convient aussi de noter le simplexe : £ := {A\} > ... > A\* > 0}, et son adhérence
L={\>...2> Y > 0} A un élément non nul A* € £, on associe les entiers vg, v;, le
multi-indice d’entier m € N1 et le v;-uplet (A1,...,Ay,) € R” de la maniére suivante :

— Dentier vg est tel que A\j, > 0 et A} ., =0: c’est le nombre de A non nuls;

- v est le nombre de A} non nuls distincts, et les A; sont les A} non nuls et distincts,

ordonnés de fagon strictement décroissante :

A=>2...2X,>0={\>...> X, >0} ;

10



— on note m; le nombre de paramétres A} égaux a \;, on définit également : mg := my := 0
et mj =) m;pour j=1,...v1;0nam, =m+...+my_1+my = 1.
Nous avons obtenu les expressions explicites des fonctions sphériques bornées de la paire

de Guelfand (N, 2, SO(v)) et (Ny2,O(v)). Nous présentons ces derniéres :

Théoréme 2 (Fonctions sphériques sur N, 2, O(v))
Les paramétres des fonctions sphériques bornées sont m*, A*, 1, décrits dans ce qui suit :

1. A*eL;

lorsque A* est non nul, on lui associe comme décrit ci-dessus les entiers vy, v;, le

multi-indice d’entier m € N"* et le vi-uplet (A1,...,\,,) € R";
2. le multi-indice | € N si A* # 0, rien sinon;
3. r* >0, avec r* = 0 si 2vy = v.
Avec ces paramétres, les fonctions sphériques bornées pour N, 2, O(v) sont données par :

SiA*#0
¢ M) = / O M (kn)dk, né€ N,y |,
keK

ou ©7 A" est la fonction sur N,z donnée pour n = exp(X + A) € N, , par :
* * . * * . UI * - A
X3.X " Aagj_1.2
QA ,l(n) = i< XS, >ezzj_1 Ja2; I’ZJH;'}1=1£l,-,m,-—1( 2] |prj()()|2) ’

ot on a décomposé X =30 z;X; et A=Y, a;;[X;, X;] et noté :
— L, la fonction de Laguerre normalisée de degré n et de paramétre o (voir sous sec-
tion 5.1.3),

- pr; la projection orthogonale sur I'espace vectoriel engendré par les 2m; vecteurs :

Xoi—1, Xoi, m;_l <1< m;-

SiA*=0
§0n) = Jua (X)) , n=exp(X +A)€Nyp

ot J, est la fonction de Bessel réduite (voir sous section 5.1.2).

Ce théoréme sera démontré dans le chapitre 3, ainsi que le théoréme donnant les fonctions
sphériques bornées pour SO(v).

Les fonctions sphériques sont fonctions propres des opérateurs différentiels sur N, s in-
variant & gauche et sous SO(v), en particulier du laplacien de Kohn L = — 3", X2. Dans
le méme chapitre, nous donnerons les valeurs propres associées & L pour chaque fonction
sphérique bornée : avec les notations du théoréme 2, on a dans les cas A* # 0 et A* =0
respectivement :

U1
L¢™ " = <Z Aj(zlj+mj)+r*2> ¢ et Lm0 = 10
J=l1 '

11



Dans le chapitre 4, nous donnons l’expression de la mesure de Plancherel radiale pour
NU_Q, O('U) .

Théoréme 3 (Mesure de Plancherel radiale)
La mesure de Plancherel radiale est supportée par les fonctions sphériques ¢"**"*  dont les
paramétres X*, A*, [ sont dans I'ensemble P, = P donné par :

Py = {(0,A%]), A*€L,leN'} |
PQ'U’+1 = {(T*)A*al) ) (S R+) A" e ‘C’ le Nvl}

En identifiant les fonctions ¢" A", et leurs paramétres r*, A*, 1, la mesure de Plancherel est
la mesure sur I’ensemble P produit tensoriel :
- de la mesure sur le simplexe £ donnée par :

H])\Jd'r)(A) y A = ()\1, ceey )\U/) y

ou n est la mesure sur le simplexe £ dont I’expression est donnée dans le lemme 5.11,
- de la mesure Y de comptage sur N,
— et siv = 2v 4+ 1 de la mesure de Lebesgue dr* sur RY,

_U(U—l)_v/ .
o(w) = (2m)” 2 siv=2",
- v(v— ’
2(2m)" 2 Sl iy =2+ 1,

Il découle des théorémes 2 et 3 un calcul de Fourier radial sur N, 5, O(v); on étudie alors
le probléme des multiplicateurs de Fourier dans la section 4.2.

12



Chapitre 1
Généralités

Dans la premiére section de ce chapitre, nous rappelons les définitions des fonctions maxi-
males sphériques, puis nous présentons les groupes de type H et les groupes libres nilpotents
a deux pas ainsi que leurs structures homogénes. Nous donnons ensuite les propriétés carac-
téristiques des fonctions sphériques dans la seconde section, puis dans une troisiéme section,
des éléments sur la théorie des représentations.

1.1 Groupes et fonctions maximales étudiés

Dans ce travail, tous les groupes de Lie nilpotents sont supposés CONNEXES SIMPLE-
MENT CONNEXES. Lorsqu’une mesure de Haar dn est fixée sur un groupe N nilpotent,
pour une fonction f localement intégrable sur N, on définit sa norme L? :

1l = £, = ( / If(n)l”dnf ;

on notera aussi parfois || f|l, = || f]|-

1.1.1 Fonctions maximales sphériques

Dans cette section, on considére un groupe N homogéne muni d’une norme homogéne
[FS82]; on note n — |n| la norme homogene, n — r.n, 7 > 0, la famille de dilatations, et
@ la dimension homogeéne. Lorsqu’il n'y aura pas de confusion sur la structure choisie, on
omettra le qualificatif “homogéne”.

Le groupe N est donc nilpotent.

On suppose qu’une mesure de Haar dn est fixée. Pour un ensemble £ C N, on note
r.E = {r.m, n € E} l'ensemble dilaté, et |E| sa mesure de Haar lorsque E est mesurable;
toujours dans ce cas, on a |r.E| = r?|E)|.

On définit comme dans le cas euclidien, la boule homogéne centrée en n de rayon 7 :

B(n,r) :={n'e N : |nn'7'| <71} |,

13



et la sphére homogéne centrée en n de rayon r :
Sn,r) :={n'eN : |nn'7'| =7}

En particulier, la boule unité B(0, 1) est notée By, et la sphére unité S(0, 1), S;.
Il existe une unique mesure de Radon u sur la sphére unité S; telle que ’on ait 1’égalité
[F'S82], proposition 1.15 :

Vf e L}(N), / f(n)dn = / f(rn)du(n)rQtdr . (1.1)
N r=0J85,;
On note ps la mesure dilatée de la mesure u dans le sens suivant :
f(sn)du(n) = f(n)dps(n)
51 S.Sl

Nous définissons alors la fonction maximale sphérique
Af = sup |, % f]
s>0

Pour une fonction f localement intégrable sur N, la fonction maximale A.f est mesurable
(il suffit de considérer le supremum sur tous les rationels positifs).
Nous nous sommes intéressés aux propriétés LP de la fonction maximale A :

Vi Al < G liflie

Rappelons la définition de la fonction maximale standard que nous noterons M pour une
fonction f localement intégrable sur N

M.f(n) = |Bnr|/ n)dn’ neN

I1 est bien connu que cette fonction maximale verlﬁe des inégalités L?,1 < p < oo et L!-faible,
[CWT1, théoréme fondamental des intégrales singuliéres] :

Vi, Ml < Golifll, - (1.2)
On en déduit le corollaire :

Corollaire 1.1
Soit F': N — R une fonction intégrable positive telle que F(n) = m(|n|) ou m est une fonc-
tion définie sur RY, décroissante. On définit les fonctions F;,t > 0 par Fy(n) = t=?F(t"'.n),
et leurs opérateurs de convolution Ty : f — F; % f.

Alors la famille d’opérateur {T},t > 0} vérifie une inégalité maximale : [P,1 < p < oo :

Vfe L? < C“F”Ll ”fHLp )

Lp

sup th-f|
t>0

ou C' est une constante qui ne dépend que de la strucure homogéne du groupe N.

Mais pour la fonction maximale sphérique, le cas général n’est pas connu. Il I’est sur
'espace euclidien R™ [Ste76], et sur le groupe de Heisenberg H" pour la norme de Koranyi
[Cow81, Sch98] avec des indices pour p optimaux.

14



1.1.2 Groupes de type Heisenberg

Introduits par Kaplan [Kap80], les groupes de type Heisenberg (ou de type H) généralisent
les groupes de Heisenberg dans le sens ou les solutions élémentaires du sous-laplacien sont
formellement identiques.

Définition 1.2
Soit N une algébre de Lie. N est une algébre de type H (ou de type Heisenberg) lorsqu’elle
vérifie les trois conditions suivantes :
(1) En tant qu’espace vectoriel, N est muni d’un produit scalaire noté < ,> et se décom-
pose en somme directe orthogonale de deux sous-espaces non nuls Vet Z :N =V®Z.
(2) En tant qu’algebre de Lie, [V,V] C Z et [N, Z] = {0}. En particulier, cette algébre
de Lie est nilpotente.
Lorsque les conditions (1) et (2) sont satisfaites, on définit I’application J : Z — End V par :

VX, X'eV, VZ e Z, <J(2)X, X' >=<Z,[X,X'] >

(3) Pour tout Z € Z, on a : J*(Z) = —|Z|*1dy.
Un groupe de type H est un groupe de lie N dont 'algébre de Lie N est de type H

Lorsque N est un groupe de type H avec les notations de la définition ci-dessus, on a
[V,V] = Z et Z est le centre de l'algébre de Lie. On identifie N ~ AN ~ V & Z pour noter
n=(X,A)eN.

Remarque 1 L’application J est linéaire, inversible et a valeurs dans l’ensemble des endo-
morphismes antisymétriques de l’espace vectoriel V. En conséquence, l’espace vectoriel V est
de dimension paire.

Remarque 2 La condition (3) établit le lien entre la structure euclidienne et celle de Lie.
Elle est équivalente a la condition (3bis) suivante :
(8bis) Pour tout X € V,|X| =1, ad(X) est une isométrie de (ker ad(X))* sur Z.

En conséquence, on a : dim Z < dim V.

Exemple : le groupe de Heisenberg. Dans ce travail, on choisit la loi suivante sur le
groupe de Heisenberg H® = C" x R :

1
(21, oy 2n, t). (20, ooy 2, ) = (zl—}—z'l,...,zn—f-z;l,t—}-t'—%--2—232122)
i

Son algeébre de Lie s’identifie comme espace vectoriel & R** @R. Le centre de cette algébre est
Z =R(0,1) ~ R. Sa structure d’algébre de type H correspond & des matrices J;,t € Z ~ R
de taille 2n, diagonalisées par bloc 2-2, dont les n blocs 2-2 sont tous de la forme :

]

Un produit direct de groupes de Heisenberg (ou de type H) étant encore un groupe de type H;
on obtient ainsi une grande classe d’exemples de groupes de type H.
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1.1.3 Groupes nilpotents libres & deux pas

On définit d’abord l'algébre de Lie nilpotente libre & deux pas et v générateurs. Heuris-
tiquement, c’est l’algébre de Lie nilpotente de pas deux engendrée par v vecteurs libres, tels
que les seules relations entre leurs crochets soient celles nécessaires & ’anticommutativité.
Pour des pas quelconques, les algébres de Lie libres nilpotentes se définissent par propriété
universelle [Jac62, Chap.V §4].

Définition 1.3
Une algébre de Lie libre nilpotente a deux pas et v générateurs est une algébre de Lie
qui admet en tant qu’espace vectoriel une base :

X;, 1<i<wv; Xi,j7 1<i<ji<w, telle que Xi,j = [Xi,Xj],’i<j
Elle est unique 4 isomorphisme prés et on la note N, 5.

Les bases X3,..., X, et X;;,% < j sont appelées canoniques dans la suite.

On notera V l'espace vectoriel engendré par les vecteurs X;,7 = 1,...,v, et Z 'espace
vectoriel engendré par les vecteurs X j,¢ < j. Le sous-espace Z est le centre de l’algébre de
Lie; il est de dimension z = v(v — 1)/2.

On convient tout au long de ce travail que lorsque I’on écrit X + A € NV, on sous-entend
XeVetAc Z

Définition 1.4
Le groupe libre nilpotent a deux pas est le groupe nilpotent dont I’algébre de Lie est
N,,2. On le note Ny .

Une réalisation de N, ».

Outre la définition par générateurs, on peut définir ’algébre de Lie nilpotente libre a
deux pas comme suit. Soit (V, <,>) un espace vectoriel euclidien de dimension v. On note
O(V) le groupe des transformations orthogonales de (V, <, >) et SO(V) son sous-groupe des
transformations spéciales orthogonales. Leur algébre de Lie commune s’identifie & 1’espace
vectoriel des transformations antisymétriques de (V, <,>), que l'on note Z. On définit la
somme extérieure d’espaces vectoriels : N =V @ Z.

Définissons le crochet de Lie. On définit une application bilinéaire [.,.] sur V x V a
valeurs dans Z par

(X, Y](V) =< X, V>Y-<Y,V>X XY, VeV,
On étend alors cette application bilinéaire antisymétrique sur N' x A/ par :
[ Ivxz = [ ]zxw = 0

Ce crochet vérifie trivialement ’identité de Jacobi; il munit I’espace vectoriel N’ d’une struc-
ture d’algebre de Lie nilpotente de pas deux.
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Action de O(V). De plus, les groupes O(V) et son sous-groupe SO(V) agissent d’une
part, par automorphisme sur V, et d’autre part, par la représentation adjointe Adz sur leur
algébre de Lie commune Z. On peut donc définir une action de O(V) et de SO(V) sur
’algébre de Lie A. Montrons qu’elle respecte le crochet ; il suffit de voir pour X,Y,V € V
et k€ O(V) :

kX, EY|(V) = <kX,V>kY-<kY,V>kX
k(< X'EV>Y-<Y!'EV > X)
= E[X,Y](k"LV) = Adzk.[X,Y]

On a donc une action par automorphisme du groupe O(V) (et de son sous-groupe SO(V))
sur ’algébre V.

Produit scalaire sur Z. L’application donnée par X AY — [X,Y]. s’étend en un iso-
morphisme (d’espace vectoriel) de A%2(V) sur Z; et les éléments [X, Y] sont des générateurs
de Z. Comme sur A(V)?, on définit le produit scalaire de Z en étendant par bilinéarité la
forme suivante :

<[XYLIX,)Y]>=<X, X'><Y,) V> -< X,V >< XY >

On remarque < [X,Y],[X"Y'] >=< [X,Y]X", Y’ >. Et donc grace a !'identification
entre Z et Z* par le produit scalaire, on a pour A* € Z*et X, Y € V.

<AL[X)Y]>=< A XY > . (1.3)

Lien avec la définition par générateurs.

Fixons une base orthonormale X, ..., X, de V; alors les vecteurs X; ; := [X;, X;],i < j
forment une base de Z. Ainsi, I’algébre de Lie A s’identifie & ’algébre de Lie nilpotente libre
a deux pas avec pour générateurs Xi,...,X,.

La base Xj ;,1 < j est orthonormale pour le produit scalaire de Z ; elle permet d’identifier
I’espace vectoriel Z a ’ensemble A, des matrices antisymétriques de taille v.

L’égalité (1.3) se redémontrent alors en développant A* et X,Y sur les bases canoniques.

Action de K = O(v) ou K = SO(v). Par leurs bases canoniques, on identifie V a RY
et Za A,; on a donc les deux actions par automorphismes :

KxVy — VY ¢ KxZ — Z
EX — kX °© kA — kA=FkAk™!

On vérifie facilement : k.[X, X'] = [k.X, k.X'] en développant X et X’ sur la base canonique.
On retrouve I’action (par automorphismes) du groupe K sur ’algébre de Lie N, o, puis sur
le groupe N, .
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1.1.4 Choix de la structure de groupe homogéne.

Soit N un groupe de type H, ou un groupe libre nilpotent & deux pas, et A/ son algébre
de Lie. On écrit N'=V @ Z en reprenant les notations des définitions 1.3 et 1.2. L’algébre
N est stratifiée a deux pas [FS82).

On équipe alors le groupe de dilatations adaptées a la stratification :

VXeV,ZeZ Yr>0 r.exp(X + Z) = exp(rX +122)

et d’'une norme homogéne “de Koranyi”

I

VXeV,ZeZ |exp(X+Z|) = (| X]*+1Z

ou les normes euclidiennes sur V et Z sont choisies de la maniére suivante :
- si N est un groupe de type H, ces normes euclidiennes sont issues de la norme eucli-
dienne pour NV ;
- si N = N, est un groupe libre nilpotent & deux pas, ces normes euclidiennes sont celles
pour lesquelles les bases X;,1 <4 <wv et X;;,7 < j sont orthogonales respectivement.
Le groupe NV est ainsi muni de la structure naturelle de groupe homogéne avec une norme
homogeéne pour un groupe stratifié. La dimension homogéne est @ =dimV + 2dim Z .
Nous fixons la mesure de Haar suivante sur N

/f dn—//fepr+Z))dXdZ :

ou les mesures de Lebesgues dX,dZ sur V et Z sont fixées telles que :
- si N est un groupe de type H, une base orthonormale sur chacun des sous espaces V
et Z donne lieu a deux mesures de Lebesgues dX et dZ sur V et Z respectivement ;
—~ s1 N = N, est un groupe libre nilpotent & deux pas, les mesures de Lebesgues sur
V et Z sont celles données par les bases canoniques X;,1 < 7 < v et X;;,t < j
respectivement.

1.2 Fonctions sphériques

Dans cette section, on rappelle d’abord les différentes définitions équivalentes des fonc-
tions sphériques. Puis, on donne les définitions des paires de Guelfand et leurs propriétés.
Nous illustrons alors ces notions par ’exemple du groupe de Heisenberg. On donne également
leurs généralisations au sens de [DR92| sur les groupes de type H. Enfin, on précise 'action
du groupe spécial orthogonal sur le groupe libre nilpotent & deux pas qui en fait une paire
de Guelfand.

Pour ce qui suit, on renvoit aux cours [Far82| et au livre [Hel62].

Dans ces rappels et la premiére sous-section, on considére un groupe G, localement com-
pact, et un de ses sous-groupes compacts K, sur lesquels sont fixées des mesures de Haar :
dg sur G, et dk (de masse 1) sur K.
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Définition 1.5 (Fonctions sphériques et caractéres)
Une fonction sphérique est une fonction ® continue sur G, biinvariante par K (i.e. invariante
sous les actions a gauche et 4 droite de K), telle que ’application :

X:fr— /Gf(g)@(g‘l)dg

soit un caractére non nul de I’algébre de convolution des fonctions continues, & support
compact, biinvariantes par K ; c’est-a-dire qu’elle doit vérifier x(f1 * f2) = x(f1)x(f2) pour
toutes fonctions f1, fo : G — C continues, & support compact, biinvariantes par K.

La fonction obtenue par passage au quotient sur G/ K s’appelle encore fonction sphérique.

On peut aussi les définir par une équation fonctionnelle (théoréme 1.6), et dans le cas
de groupe de Lie, comme fonction propre d’opérateurs différentiels (théoréme 1.7), [Hel62,
sec.3 ch.X].

Théoréme 1.6 (Fonctions sphériques et équation fonctionnelle)
Soit ® # 0 une fonction continue sur G, biinvariante par K. La fonction ® est sphérique si
et seulement si elle vérifie :

V91,92 € G, /K‘I’(glkgz)dk = ®(g1)®(g2) - (1.4)

En particulier on a ®(e) = 1. De plus, si ® est bornée, alors elle est bornée par 1.

Théoréme 1.7 (Fonctions sphériques et opérateurs différentiels)
On suppose que le groupe G est un groupe de Lie connexe. Soit ¢ : G/K — C une fonction
C®, invariante a gauche sous K.

La fonction ¢ est sphérique si et seulement si ¢(e) = 1, et ¢ est fonction propre de tous
les opérateurs différentiels sur G/ K invariants sous ’action & gauche de G.

1.2.1 Sur une paire de Guelfand

On choisit une mesure de Haar dg sur G. On note L' (K'\G/K) le sous-espace des fonctions
intégrables sur G, biinvariantes par K. C’est une algébre de convolution, qui s’identifie &
’algébre de convolution des fonctions intégrables sur G/ K, invariantes sous l’action & droite
de K.

Définition 1.8
La paire (G, K) est dite paire de Guelfand si I'algébre de convolution L'(K\G/K) est
commutative.

Théoréme 1.9 (Fonctions sphériques et spectre de L'(K\G/K))
On suppose que (G, K) est une paire de Guelfand.

Soit ® une fonction sphérique bornée. L’application x de la définition 1.5 s’étend en un
caractére non nul de I'algébre commutative L'(K\G/K).

19



Réciproquement, tout caractére non nul de L'(K\G/K) est de cette forme.
Notons Sp(L}(K\G/K)) le spectre de I'algébre L}( K\G/K) et 2, I'ensemble des fonc-
tions sphériques bornées. L’application :

{Q — Sp(L'(K\G/K))
Tl P — xe:fr— [5f(9)®(g7")dg]

est une bijection. C’est un homéomorphisme lorsque I'on munit le spectre de sa topologie
usuelle faible-*, et Q0 de la convergence uniforme sur tout compact de G (ou G/K).

—
—t

Produit semi-direct <. Soient H un groupe, et K un sous-groupe du groupe d’automor-
phismes de H. Le produit semi-direct de H par K est I’ensemble G = K x H, muni de la
loi :
(kl, hl), (k)g, hz) € G, (k?l, hl).(kg, hg) = (k‘lkg, hl kl.hz) ,

qui donne & G un structure de groupe. On note le groupe G produit semi-direct du groupe H
par K : G = K «H. On identifie souvent le groupe K avec le sous-groupe K x {e} C G, ainsi
que le groupe N avec le sous-groupe {Id} x N C G. On fait de méme pour leurs éléments.

Dans ce cas, si le groupe G = K < H produit semi-direct de H par K est tel que (G, K)
est une paire de Guelfand, on dit aussi que (H, K) est une paire de Guelfand. Les fonctions
sur G biinvariantes par K sont en bijection avec les fonctions sur H invariantes sous K. On
note L!* Pensemble des fonctions intégrables sur H et invariantes sous K. La paire (H, K)
est alors de Guelfand si et seulement si I’algébre de convolution L" est commutative.

Nous allons illustrer la notion de paire de Guelfand en donnant un exemple dans la sous-
section qui suit, exemple qui nous sera utile lors de la construction des fonctions sphériques
sur le groupe N, 2 dans le chapitre 3. Il s’agit du groupe de Heisenberg H* (dont la loi a
été rappelée dans la sous-section 1.1.2), pour l'action de certains sous-groupes K du groupe
unitaire U,, donc du groupe d’automorphismes de H" :

V(z,t) e H* = C™ x R, u € k, u.(z,t) = (u.2,t)

1.2.2 Sur le groupe de Heisenberg

Pour tout n € Nyn > 1, U,, désigne le groupe des matrices unitaires de taille n. On
identifie une matrice de U, avec I’endomorphisme sur C", qu’elle représente dans la base
canonique.

On se donne deux entiers vg,v; € N, puis un v;-uplet d’entiers m = (my,...,m,,) € N
tels que )7L, m; = vo. Nous nous intéressons & tous les groupes K de la forme :

K(m;vi;v) = Upy X ... X Un,,

Le groupe Uy, agit sur les m; variables z;, m;_; <1 < mj, ot l'on a noté :

J
mo := mgy = 0 et m; = E mi, j=1,...1
=1
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On dit qu'une fonction sur H" est radiale si elle est invariante sous K (m;wvp;v1); une
fonction f : H' — C est donc radiale si et seulement si elle peut s’écrire :

f(z,t) = fi(re,..., o, t) ou rj= Z 2 . (1.5)

! i<m’,
m_,’_1<1_m.7

Théoréme 1.10 ((H™, K (m;v1;v0)) )
a) (H, K(m;vi;v0)) est une paire de Guelfand.

b) Les fonctions sphériques bornées de cette paire sont :

1. les fonctions w = wy,; paramétrées par A € R* et { = (ly,...,1,,) € N1 :

N A
w(z,t) = e ﬁlﬁl]‘,mj_l(%|prj(z)|2) ,
J:

ou on a noté pr; la projection sur les m; variables zi,m;._l <1< m;, et Lim la

fonction de Laguerre normalisée (voir sous-section 5.1.3).

2. les fonctions w = w,, parametrées par p = (U1, ...,y ) € RT" :
V1
wle,t) = B T a(islr))

ou J, est la fonction de Bessel réduite (voir sous-section 5.1.2).

La démonstration de la partie a) est analogue & la preuve du cas (H", U, ), [FH87] théo-
réme V.6.

Démonstration du théoréme 1.10.a): On pose K = K(m;v;,vp). Il suffit de montrer
que ’ensemble L'* des fonctions radiales intégrables sur H" est une algébre de convolution
commutative.

On définit le morphisme 6 du groupe H™ par : 6(z,t) = (z,—t). Pour une fonction
f : H" — C, on adopte les notations (pour h € H",k € K) :

fhy = f(&7Y)  fHR) = f(k-h),  f(R) = f(O(R)) ;

On a alors les propriétés suivantes :

- une fonction f est radiale si et seulement si on a : f* = f pour tout k € K ;

— si une fonction f est radiale, alors la fonction f est aussi radiale.
Comme le groupe K est un sous-groupe du groupe d’automorphismes de H", on voit que
pour deux fonctions f, g sur H, ona: (f * g)’c = fkxg* pour tout k € K. En conséquence, le
produit de convolution de deux fonctions radiales est encore une fonction radiale et L} (H™)
est une algébre de convolution.

On constate que € est un automorphisme involutif, et que par contre, I'inverse est un
antiautomorphisme involutif de H" ; ainsi, pour deux fonctions f, g, on a :

frag= (%" et frg=(@Gf) .
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De plus, on la propriété suivante :
YVhe H”®, 3JkeK: 6(h) = k.h™'

donc pour une fonction f radiale, on a : f® = f. Puis pour deux fonctions radiales f, g, on
a:

fra=(fxe")" = (Fxgy=gxf

L’algébre de convolution L** est donc commutative.

Pour la démonstration du théoréme 1.10.b), on fait les remarques suivantes : d’une part,
les groupes K (m;vy;vg) et H™ sont des groupes de Lie; d’autre part, on connait I’algébre D"
des opérateurs différentiels sur H" invariants & gauche et sous K (m;v;;v), [Hel62] chapter
X section 2 :

Proposition 1.11 (D¥)
L’algébre D", est engendrée par les sous-laplaciens :

Ajz_ Z X22+}/12’ j=17"'7vl )

m_’1_1<i§m;
et la dérivation en la variable du centre T

La preuve du théoréme 1.10.b) est analogue & (H", U,), [FH87| théoréme V.12. Elle utilise
les propriétés des fonctions hypergéométriques confluentes (lemme 5.4), et des fonctions de
Bessel (lemme 5.3), ainsi que I’expression des sous-laplaciens A; en coordonnées radiales :

Lemme 1.12
Soit une fonction f sur H', radiale et assez réguliére. Si f* désigne la fonction définie en (1.5),
ona:

Ajf=ALf =10,

ou AE est l'opérateur différentiel sur les fonctions g(r;,t) donné par :

g dg 1 9%

—Ah..g(r-,t)=4r~—+4m'—-+—r'—— , J=1,...,mn
ERA 7 or?2 Tor; 47 o2

Démonstration du théoréme 1.10.b): D’aprés les théorémes 1.6 et 1.7, une fonction w :
HY — C est sphérique bornée si et seulement si elle est radiale, bornée par sa valeur 1 en 0,
et fonction propre des générateurs de D" :

Ajw = aqw, j=1,...,v1, (1.6)
Tw = fw,
ol aj,j =1,...,v; et B sont des nombres complexes, d’aprés la proposition 1.11.
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Supposons que w soit une telle fonction. L’opérateur 7" étant la dérivée selon la variable
du centre, la solution de 1’équation (1.7) est de la forme :

w(z,t) = eQ(z)
Comme w est bornée et radiale, 8 = i\, A € R,

Qz) = Qryy ..y Tyy) avec T = Z 22

I 1< !
m;_, <i<m;

w étant solution des équations (1.6), Pexpression radiale des sous-laplaciens (lemme 1.12)
implique :

9*Q on 1 .
try gy HAMG b TR = e, G= 1

et () est nécessairement de la forme :

Q(rl,...,rvl) = Ql(rl)--‘Qv!(Tvl) y
ol chaque fonction Q;(r;) est C*, bornée et vérifie I’équation :

02Q;

T.—
i a2
Brj

o0,

4 20
J 87']'

1
+4m + ZTjﬁ2Qj = —-ajﬂj

Puisque la fonction w est bornée par sa valeur 1 en 0, il en va de méme pour Rw sur H™.
Par conséquent, la fonction R(2, puis les fonctions R, sont bornée par leurs valeurs 1 en 0.
On en déduit : :

RO(0) <0 etdonc Ray; >0 . (1.8)

Nous devons distinguer deux cas A = 0, A\ # 0.

A est nul : chaque fonction (2; est une fonction C' bornée, prenant la valeur 1 en 0 et
qui vérifie I’équation :
0%*Q;

T‘.——
i a2
arj

o0,

4 '}
J 87'_7'

+4m +Othj =0

D’aprés le lemme 5.3, la fonction Q; est donnée par Q;(r;) = T, -1(pj/7;) avec u? = a; € R.
Grace a (1.8), on a aussi a; > 0; on peut ainsi supposer pu; = ,/&; € RT. On en déduit que
la fonction w = wy,, = (p1, ..., tv, ) est de la forme :

(58) = Wmslsy)  od 1= ;
wy(z, M T Hi\/T5 ou j 2
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A n’est pas nul : on effectue les changements de variables et de fonctions suivants :

A vj
v; = |2—|’I'j et Qj(’f‘j)=€_%F}‘(Uj) , j= 1,...,'1)1
La fonction Fj(v;) vérifie alors I’équation hypergéométrique confluente (5.8) de paramétres
m; > 0 et (]Alm; — o;)/(2|A]). D’aprés le lemme 5.4, la fonction Fj est donc la fonction
hypergéométrique confluente :

Fy = F(|Almj — a;/2|A|, my;, )

De plus on voit R(|A|m; — a;)/(2|A]) < m;. Et le premier paramétre peut se mettre sous la
forme d’un entier négatif :

A R .

car sinon la fonction

AL A
Q;: r; eRY — e”JTlTJFj(Lzl'rj)
ne serait pas bornée.
lj -1

Ainsi, on trouve : F; = F(—l;,m;,.) =C, LZ,”_I, puis :

lj+m;—1
1 ome1, A 5 Al
Qry) = ———€ * 7L (F7) = Liym(5s)
lj+m;—1
On en déduit la forme suivante de w = wy; :
—ixt 7t A Al X
wyi(z,t) = e tjglﬁlj,mj—l(—;fj) o m= Y Z

! : /
mj_1<15mj

Réciproquement, on peut “remonter” les calculs pour voir que les solutions trouvées sont
)

bien radiales, C*°, bornées par leur valeur 1 en 0, et fonctions propres communes aux opé-

rateurs T' et A;,j=1,...,v;.

11 découle de cette preuve que la valeur propre associée a la fonction sphérique w = wy; pour
le sous-laplacien A; vaut a; = |A|(2l; + m;).

1.2.3 Sur les groupes de type H

On convient dans tout ce texte que pour tout n € N;n > 1, O(n) désigne le groupe des
matrices orthogonales de taille n. On confondra souvent une matrice de O(n) et ’endomor-
phisme qu’elle représente dans la base canonique sur R".

On reprend également les notations pour un groupe NN de type H de la sous-section 1.1.2,
et on note v = dimV et z = dim Z. D’aprés la remarque 1, v est paire : v = 2v/.
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Le groupe compact O(v) agit sur l'espace V ~ R. On dit qu’'une fonction est radiale
lorsqu’elle est O(v)-invariante. Par dualité, on définit les distributions radiales. Pour une
classe de distributions C, on note C% I’ensemble de ses distributions radiales.

Le groupe O(v) agit, mais généralement pas par automorphismes sur le groupe N. Il
ne peut donc pas étre question de fonctions sphériques de N sous K, ni de paire de Guel-
fand (N, O(v)). Toutefois, dans l’article [DR92], les auteurs donnent un sens aux fonctions
sphériques bornées, en considérant 'opérateur de radialisation sous O(v) :

S VxZ — C
f—f { (X,2) = Jou kX, 2)dk

ou dk est la mesure de Haar de masse 1 du groupe compact O(v). Cet opérateur vérifie
les mémes propriétés que 'opérateur analogue sur une paire de Guelfand; les auteurs de
article [DR92] définissent alors les fonctions sphériques comme les fonctions radiales au sens
ci-dessus, et propres pour les opérateurs différentiels invariants sous radialisation. Comme
sur le groupe de Heisenberg, ces opérateurs différentiels forment une algébre notée D* qui
admet pour générateurs :

v
L=-) X} e U, i=1...,z ,
i=1

ou Xi,...,X, est une base orthonormale de V, et Uy, ..., U, une base orthonormale de Z.
Les fonctions sphériques sont explicites et ont les mémes propriétés spectrales que dans
le cas d’une paire de Guelfand. Nous redonnons ici une partie du contenu de cet article,
essentiellement le théoréme (3.3) page 227, avec nos notations.

Théoréme 1.13 (Fonctions sphériques sur un groupe de type H)
L’ensemble L* des fonctions intégrables sur N et radiales est une sous-algébre commutative
de L'(N) pour la convolution.

On note Q) 'union (disjointe) des ensembles de fonctions sur N :

Q, = {CI)(,I : CEZ—{O} lGN} ,
QB.‘—‘ {@T . T'ZO} y

ot les fonctions sont données par :

. _ 1
(X, 2) = €1<C’Z>£l,u'—1('2'|<”X|2) ’
®.(X,Z) = Jpa(r|X|) ;

L, o désigne la fonction de Laguerre normalisée, et J, la fonction de Bessel réduite (voir
section 5.1).

Les fonctions de §2 sont C*, bornées par leur valeur 1 en 0. De plus, elles sont sphériques
dans le sens ou ce sont des fonctions continues radiales qui vérifient les deux propriétés
suivantes :
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1. elles vérifient I’équation fonctionelle (1.4); et donc, pour fy, fo deux distributions ra-
diales telles que f; x fo, < fi, ¢ >,1=1,2,¢ € Q ont un sens, on a :

VoeQ : < fixfo,d>=<fi,0>< fo,6> ; (1.9)

2. elles sont les fonctions C*°, bornées par leur valeur 1 en 0, fonctions propres communes
aux opérateurs différentiels de D".

On retrouve le cas de Heisenberg N = H", non pas pour U, mais pour O(2n), ce qui ne
change rien aux fonctions sphériques.

D’apreés (1.9), les fonctions sphériques sont les caractéres de ’algébre L*". Le théoréme 1.9
s’étend aussi au cas d'un groupe de type H.

Pour le lecteur intéressé par la preuve du théoréme 1 sur les groupes de type H (inégalité
L? pour la fonction maximale pour les sphéres homogénes), il est inutile d’aller plus loin
dans cette section.

1.2.4 Sur le groupe N,

D’aprés [BJR90, Theorem 5.12], (Ny 2, SO(v)) est une paire de Guelfand ; donc les fonc-
tions intégrables invariantes sous SO(v) forment une algébre de convolution radiale; a for-
tiori, c’est également le cas des fonctions intégrables invariantes sous O(v). Les distributions
invariantes sous O(v) seront appelées radiales.

Théoréme 1.14
(Ny,2,0(v)) et (Ny2,SO(v)) sont deux paires de Guelfand.

Dans le chapitre 3, nous déterminons les fonctions sphériques bornées associées a cette
paire avec la méthode suivante : comme les fonctions sphériques bornées d’une paire de
Guelfand (G, K) sont les fonctions de type positif associées aux représentations du groupe
G qui ont les propriétés d’étre irréductible et d’avoir un vecteur K-fixe non nul, nous allons
construire ces représentations en suivant la théorie de Mackey.

Nous rappelons ces notions dans la section qui suit.

1.3 Représentations

Dans cette section, nous rappelons d’abord les propriétés des fonctions de type positif,
puis le lien entre les fonctions sphériques bornées d’une paire de Guelfand et les représen-
tations, ainsi que des éléments de théorie des représentations (théorémes de Kirillov et de
Mackey) que nous utiliserons dans le chapitre 3.

Tout au long de ce travail, nous ne considérons que des groupes localement compacts,
et sur ces groupes des représentations unitaires et continues sur des espaces de Hilbert
séparables. Nous renvoyons par exemple & [Mac76] pour les définitions de représentation,
représentation irréductible et équivalente. Pour un groupe G (localement compact), on note
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G Pensemble des représentations irréductibles de G quotienté par cette relation d’équivalence
(notée ~). On confond souvent une classe et la donnée d’un de ses éléments.

1.3.1 Cas d’une paire de Guelfand

Voici d’abord les propriétés du sous-espace des vecteurs K-invariants [Far82] :

Théoréme 1.15 (Sous-espace invariant)
Soient G un groupe et K un de ses sous-groupes compacts.
Soit (II,’H) une représentation de G.
On note Hg le sous-espace des vecteurs K-invariants de H.
— SidimHg = 1, alors la représentation II est irréductible.
- Si (G, K) est une paire de Guelfand et si Il est irréductible, alors dim Hg < 1.

On peut caractériser les fonctions sphériques bornées de type positif d’une paire de Guel-
fand a 1’aide des représentations [Far82, Hel62]. Dan le cas qui va nous intéresser, les fonctions
sphériques bornées sont de type positif [BJR90, Corollary 8.4] :

Théoréme 1.16 (Fonctions sphériques et représentations)
Soit (G, K) une paire de Guelfand.

a) Les fonctions sphériques bornées de type positif sont les fonctions de type positif
® associées 4 une classe de représentations irréductibles qui possédent au moins un
vecteur K-fixe non nul.

Dans ce cas, I’espace des vecteurs K-invariants est la droite C®.

b) Si de plus G est le produit semi-direct K « N, ot N est un groupe de Lie nilpotent
connexe simplement connexe et K un groupe de Lie compact, alors les fonctions sphé-
riques bornées sont de type positif.

Exemple : la paire de Guelfand (K (m;vo;v1), H"™). Reprenons les notations et les
résultats développés dans la sous-section 1.2.2. D’aprés le théoréme 1.10, les fonctions sphé-
riques bornées sont les fonctions w = wy; ou w = w, définies sur H*", ou encore leurs
extensions Q¥ au groupe entier Hye;s = K(m; vo;vy) <H™ :

V(k,h) € Hpeis = K(m;vo;v;) <H™ O“(k,h) = w(h)

Pour une fonction sphérique bornée w, on note (H,,II,) la représentation irréductible de
Hpeis associée & Q¥ comme fonction de type positif, [Far82, Hel62].

Lemme 1.17
— Les représentations irréductibles sur K(m;wvg;v;) <HY ayant un vecteur K (m;vg;v;)-
fixe (non nul) sont les représentations (H,,, I1,) associées aux fonctions de type positif
), extension des fonctions w = wy;, A € R*,l € N”! et w =w,, p € R™".
L’espace des vecteurs K (m;uvg;v1)-fixes pour la représentation II, est la droite CQ¥.
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— Sur le centre Z := {(0,t) : t € R} du groupe de Heisenberg H" = C"™ x R, Ia
représentation I, coincide avec le caractére :

(0,t) — e siw=uwy,
0,t)—1 siw=uw,.

Démonstration du lemme 1.17: La premiére partie du lemme est une conséquence du
théoréme 1.16.

Pour la seconde, comme la représentation II, est irréductible, sa restriction au centre Z
est de dimension 1. Grace & ’expression de w = wj, w, théoréme 1.10, on calcule :

V(,t)e Z ,V(Z,t)eH” : w(t+t) = w(0t)w(,t) ;
on en déduit grace a la définition de ¥, pour (0,t) € Z et g’ = (kK'; 2/, ') € Hpess :

QY ((Id;0,—-t)g) = QK 2t —t) = w(2,t' —1t)
= w(0, —t)w(2,t') = w(0,-t)Q“(g)

Ainsi sur Z, la représentation I, coincide avec la représentation de dimension 1, donnée par
le caractére (0,t) — w(0, —t) sur la droite CQ2 donc sur ’espace de Hilbert tout entier.

Rappelons maintenant quelques éléments de la théorie des représentations dont nous
aurons besoin pour utiliser le théoréme 1.16.

1.3.2 Meéthode des orbites

Redonnons la méthode des orbites pour les groupes nilpotents (voir par exemple [Puk67],
partie II, chapitre III §3 et [Kir74], §15), et appliquons-la au groupe N, ». La description de
N est déja connue (voir (Gav77] avec une autre méthode que celle des orbites).

Théoréme 1.18 (Kirillov)
Soient N un groupe de Lie nilpotent et N son algébre de Lie.

Pour une forme linéaire f € N'* et un polarisation Ny en f, on définit x ’homomorphisme
dont la différentielle est if sur le sous-groupe Ny = exp Ny, et Ind%ox la représentation
induite par x de Ny sur N. Cette représentation est irréductible, et sa classe d’équivalence
notée Ty ne dépend pas de la polarisation Ny en f.

On a la bijection de Kirillov :

N*/N — N
N.f — NI}

Nous l'appliquons au groupe libre nilpotent & deux pas noté dans cette sous section
N = N,,. On note aussi ici N' = N, son algébre de Lie, et N* son dual; V* et Z*
désignent les espaces duaux de V et Z respectivement ; lorsque ’on écrit X* + A* € N'*, on
sous-entend X* € V* et A* € Z*.
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Les expressions des représentations T, f € N*/N, peuvent s’obtenir et s’écrire (longue-
ment) en utilisant les bases canoniques, et 'image de leurs vecteurs par des transformations
orthogonales ; mais cette démarche rend les choix effectués peu lisibles. Ici, nous allons uti-
liser la seconde réalisation de l'algébre de Lie N' = N, 2, que nous avons décrite dans la
sous-section 1.1.3.

Conventions concernant les éléments de Z*. Rappelons que |’espace vectoriel Z* est
identifié par le produit scalaire naturel & Z, I’ensemble des endomorphismes antisymétriques.
Supposons A* € Z* fixé. On lui associe alors la forme bilinéaire antisymétrique wa« sur V
donnée pour X,Y € V par :

wa(X)Y) =< A*X)Y >

D’apres 1'égalité (1.3), on a aussi wa-(X,Y) =< A*, [X,Y] >.

Le radical de la forme wy4- est égal au noyau ker A* de 'endomorphisme antisymé-
trique A*; son supplémentaire orthogonale dans (V, <,>) est I'image de A*, notée JA*.
Ainsi, wy» induit sur FA* la forme sympléctique notée wy- , ; en particulier, la dimension de
I’espace SA* est paire et sera notée 2vy.

Choix d’un sous espace isotrope. Fixons Fj, un espace vectoriel maximal totalement
isotrope pour wy- . Sa dimension est vg. On pose By = A*E;. Comme E; est inclus dans le
supplémentaire IA* de ker A*, les sous-espaces vectoriels E; et Ey sont isomorphes donc la
dimension de Fy est aussi vy.

Par définition de wy., et comme E; est totalement isotrope pour wy-,, on voit que
’espace vectoriel E, est aussi le supplémentaire orthogonal de F; dans (3A4*, <, >). Comme
I’endomorphisme A* est un isomorphisme normal en restriction & A*, on en déduit dans
(A%, <,>):

A*E, = A*(Ey\)" = (A*E)* = Ef = E,

Finalement, E; est aussi un sous-espace totalement isotrope de wy-,, qui est maximal a
cause des dimensions.

On note pg : V — ker A*, p; : V — Ej et py : V — Ej les projections orthogonales. On a
Idy = po + p1 + pa.

Définition des représentations associées. Soit X* € ker A*. On définit les représenta-
tions (Hx- a+, Ux+ a+) par ce qui suit :
- si A* = 0, c’est la représentation de dimension 1 (i.e. Hx+ 4+ = C), donnée par le
caractére : exp(X + A) — exp(i < X*, X >).
- si A* # 0, Hx+ a» = L2(E1), Fe HXt’A*, n= exp(X + A), X' € E;:

Ux- a-(n).F(X') = exp <z < A", %[pl(X +2X'), pa(X)] + A >)
<X > F(py(X) + X)
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On montrera dans ce qui suit, que le choix de E; pour la construction de cette reprsen-
tation (Hx~ 4+, Ux~ a+) avec A* # 0, n’en change pas la classe d’équivalence.

Remarque 3 L’algébre de Lie du noyau ker Ux. 4» de Ux- 4- est
(ker AN (X*)L) ® (A

ot (X*)* est Uespace vectoriel orthogonal & X* dans (V, <,>), et (A*)" est Iespace vectoriel
orthogonal & A* dans (£,<,>). En effet, avec les notations ci-dessus, on a l’équivalence :

pi(X) =p2(X) =0
VX' € By Uy -(n).F(X') = F(X') & { < X* X >=0
A=0

Remarque 4 La représentation Ux~ 4- s’identifie sur le centre Z avec le caractére :
expA — exp(i < A%, A >)
Ces représentations sont celles données par la méthodes des orbites :

Proposition 1.19
Le représentant privilégie de chaque orbite N*/N est f = A* + X* ou A* € Z* et X* € V*
tel que X* € ker A*. On a (Hx» 4+, Ux+ a+) € T}.

On obtient donc N comme 'ensemble des classes T'x+4 4~ des représentations Ux. 4+, avec
A* € Z* et X* € ker A*.
Le reste de cette sous section est consacré a la démonstration de cette proposition.

Représentant de N*/N. Donnons ’expression des représentations adjointe et coadjointe
pour n = exp(X + A) € N :
VX'+ A e N Adn(X'+4) =X'+A+[X,X] ,
VX*+ A* e N* Coad.n(X*+ A*) = X"+ A" - A" X

Ainsi, 'orbite N.f de f = X* + A* € N* pour l'action coadjointe de N est ’espace affine
X*+ QA* + A* C N*. Décomposons X* = (X* — X}) + X} ou en identifiant V ~ V* par le
produit scalaire, po(X*) = X € ker A*, X* — X{ € ker A** = SA*; on a Coad. exp(—(X* —
X3).(f) = po(X*) + A*). Ainsi, on peut choisir comme représentant privilégié d’une orbite
X; + A* avec X € ker A*.

Construction d’une représentation associée. Fixons une forme linéaire f = X* + A*
avec X* € ker A*. On définit la forme By bilinéaire antisymétrique sur N associée & f :

VV,VieEN = BiV,V') = f([V,V'])
Or on voit facilement grace a I’égalité (1.3) :
Bi(X+A X' +4) = f([X,X']) =< A" [X, X] >= wa (X, X')

puis que :
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— si A* =0, alors By est nulle, et £; = N est une polarisation en f,
— si A* est non nul, et si F; est un sous-espace totalement isotrope pour wg- ,, alors en
posant Fy := A*E), C SA*, le sous espace L := E; @ ker A* @ Z est une polarisation

en f.

On note

— L= L; = exp Ly le sous-groupe de N d’algebre de Lie L;.

— x le caractére sur L dont la différentielle est if.

— U la représentation de /N induite par ¥.
Lorsque A* = 0, alors on a L = N, et U est la représentation sur N qui s’identifie au
caractére x :

Vn =exp(X + A) € N, x(n) =exp(i < X*, X >)

Plagons-nous maintenant dans le cas A* # 0, et explicitons U.
L’espace de la représentation est Hy est ’ensemble des fonctions G : N — C telles que :

1. ieLine N G(n) = x()F(n) ,
2. n— |G(n)| € L*(N/L)

La représentation est donnée par :
VGeHy, Vnn €N, U(n).G(n') = G(n'n)
Explicitons 'expression de la représentation (Hy, U).

Lemme 1.20
Soit G € Hy et n=exp(X + A) et n’ = exp(X'+ A’). On a :

U(n).G(n') = exp (2 < A % ([p1(X +2X7), pa(X)] + [P1(X"), p2(X)]) + A"+ A >>
€i<X‘*X+X/>G o exp Opl(X + X/)

On utilise les notations Es, po, p1,p2 développées plus haut (E; étant fixé). Rappelons
Idy = po + p1 + p2.

Démonstration :On garde les notations du lemme. On a n'n = abc ou :

a = exp(A'+A+-;-[X',X]) , ¢=-exp(m(X+X')) ,
b = exp(X +X') exp(—pmi(X + X))
1
= exp(X + X' —p(X +X') + §[X + X', —p1(X + X))

= exp((p2 +po)(X + X') + —;—[X + X' =pi(X + X))
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On remarque a,b € L, donc G(n'n) = x(a)x(b)G(c). Or par définition de x, on a d’une part :
. ' 1 /
x(a) = exp(if(A"+ A+ —2-[X , X1))
= exp(i < A, A'+A> +% < AN X, X]>)

d’autre part,
. N, 1 '
X0 = e (if (ot )X+ X + 10X+ X=X+ X))
= exp (z < X* (p2+po)(X + X') > +% <AN X+ X' —pi(X + X)) >>

Comme on a choisi X* € ker A*, on a < X*,p;(X + X’) >=0et :
<X (P Hp) X +X)>=< X" X+X'> ;
On a comme le sous espace E) est isotrope pour wgas r,
<ALIX + X, —pi(X + X)] >= wa (X + X', —p1 (X + X))

= wa (1 + )X+ X), 21 (X + X)) = war o (p2(X + X'), —p1(X + X))
=< A [pi(X + X)), ;X + X)] >

et comme le sous espace Ej ’est aussi :
<AL[XLX]> = wa (X', X) = wae o ((p1 +02) X', (01 + 2)X)
= wara (pr(X7),pa(X)) + warr (p2(X),P1(X))
= <A [p(X"), p2(X)] + [p2(X"), p1(X)] >

En rassemblant les termes, on obtient donc :
. * / Z * /
G(n'n) = expi< A", A'+A> +5 < A", [p1(X"), p2(X)] + [p2(X'), 1 (X)] >)

exp(i < X*, X + X' > +% < A [pu(X + X'), pa(X + X')] >)
Glexp(pi(X + X))
puis Pexpression de (Hy, U).

Maintenant la transformation unitaire :

Hy — Hxea = LY(E)
G — F={X,~ Goexpopi(X1))}

entrelace les représentations U et Ux» 4- de V.

Deux choix différents de sous espace E; totalement isotrope pour wy- » conduisent & deux
polarisations pour la méme forme linéaire f = X* + A*, et donc & deux représentations U
équivalentes, puis & deux représentations Ux. 4» équivalentes.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 1.19.
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1.3.3 Description de N/G

Nous démontrons ici le corollaire du théoréme de Kirillov suivant :

Corollaire 1.21 (N/G)

Soient G, N deux groupes. On suppose que N est nilpotent; on note N son algébre de
Lie et N* le dual de cette algébre. On suppose également que G agit continiiment par
automorphismes sur N ; le groupe G agit alors sur ’ensemble N et sur le dual N* (par
automorphismes) :

{GXN——*N et{GxN*_)N*
(9,0) +— gp={nrp(g~tn)} (9,f) +— gf={n— f(g7'n)}

Pour un élément f € N*, on note G.f 'orbite pour cette derniére action, et Ty la représen-
tation de N associée par le théoréme de Kirillov.
Onapour fEN*etgeG :
0Ty =T,y . (1.10)
On en déduit la bijection :
N\WN*/G — N/G
{ Gf — GTj

Démonstration du corollaire 1.21: Montrons I'égalité (1.10). Fixons f € N* et g € G.
On choisit une polarisation Ay en f. On note alors g.Ny = Njj. Comme G agit par automor-
phismes sur N, on vérifie aisément que A est une polarisation en f' := g.f. On note x et
X’ les homomorphismes sur Ny = exp Ny et Nj = exp Nj ayant pour différentielles i f et i f’
respectivement. On a :

Indy x = (H,I) €Ty et Indxéx’ = (H,II') € Ty

Mesures choisies. Dans ces inductions, on suppose que les mesures ont été choisies de la

maniére suivante :
— Les mesures dn et dng sur N et Ny sont choisies telle qu’il existe une mesure dn
sur N/Ny, N-invariante et qu’elles vérifient pour toute fonction continue h & support

compact sur N :
/h(n)dn = / ( h(nno)dno> dn
N N/No \JINo

— Le groupe G agit sur I’algébre de Lie N par automorphismes. Le jacobien du change-
ment de variable n — g.n est donc la valeur absolue du déterminant de 1’application
X — ¢.X sur N'; en particulier, il est constant sur N ; on le note | det g|.

On définit la mesure dnj sur N} comme la mesure-image par n +— g.n de |det g|dng :
c’est-a-dire pour toute fonction continue h & support compact sur N} :

/h(g.n0)|detg|dn0=/ h(ng)dng ;
No

Ng
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~ On définit 'ensemble Cy(N; Ny) des fonctions continues sur N, invariantes par Ny,
qui passées au quotient sur N/Np, sont & support compact; on fait de méme pour
Co(NN; N{). Les mesures (positives de Radon) sur N/Nj s’identifient aux formes linéaires
positives sur Co(N; Np) ; et de méme sur N/Ny.
Comme g est un automorphisme continu qui envoie Ny sur N}, on a la bijection :

{ Co(N;Ng) — Co(N; N{)
h +— h(g.):n+ h(g.n)

b

cela permet de définir dn’ la mesure sur N/Nj comme la forme linéaire positive sur
Co(N; N§) donnée par :

h — h(g.n)dn  ie. /N/No h(g.n)dn = / h(n)dn/

N/No N/N}

La mesure dn’ est N-invariante car dn l'est; en effet, on a pour h € Co(N; Nf),ny € N :

/ h(nyn)dn’ =/ h(n; g.n)dn =/ h( g.n)dn
N/N} N/No N/No

De plus, la mesure dn’ vérifie pour toute fonction A continue & support compact dans N :
/ h(n)dn = / h(g.n)|det gldn = / ( h(g.(nno))ldetg|dn0) dn
N N N/No No

= / (/ h(g.n g.ng))| detg|dn0> dn = / </ h(n' n&)dn@) dn/
N/No \J No N/N§ \IN§

par définition de dng et dn'.

Opérateur d’entrelacement entre g.IT et II’. On pose pour une fonction u € H' et
pour n € N : {Au}(n) = u(g.n).
Montrons A: H' — H. Soit u € H'. On a pour ng € Nget n € N :

Au(ngn) = u(g.(ngn)) = u(g.nog.n) = exp(if'(g.no))u(g.n)
par définition de H', car g.ng € Nj. Comme f' = g.f et u(g.n) = A.u(n), on a bien :
A.u(ngn) = exp(if(ng)A.u(n))

De plus, la fonction |A.u| passe au quotient en une fonction sur N/Np qui est localement
intégrable car n — g.n est continue; d’aprés le choix des mesures dn et dn’, on a :

/ Au(n)Pdi = / lu(g.n) [2dn
N/No N/No

- / ()P = [l <oo
N/N},
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et donc A.u € H et ||Aul,y = ||ull,y-
Montrons g.ITo A = AoIIl'. En effet pour g € G,u € H',n,n" € N,on a:
{9.11(n) o Au} (n') = {H(g‘l.n) o A.u} (n') = Au(n' g7 .n)
= u(g.(n'g7".n)) = u(g.n'n) |
{AoIl'(n)u} (n') = II'(n).u(g.n) = u(g.n'n)
Nous venons de montrer que A est un opérateur unitaire qui entrelace g.IT et IT'. L’éga-
lité (1.10) entre classe de représentations est donc démontrée.

D’aprés cette égalité, les classes de représentations associées aux formes linéaires de G. f
sont les éléments de G.T¥.

Sous les hypothéses du corollaire précédent, pour un élément p € N, on note G, son
groupe stabilisateur :

G, ={9€G; gp=p}

Proposition 1.22 (Stabilisateur)
Soient N un groupe nilpotent, et K un groupe (localement compact) qui agit continiiment
sur N comme groupe d’automorphismes. On note G = K < N leur produit semi-direct ; le
groupe G agit continliment par automorphisme sur N.

Fixons p € N. Alors le groupe G, stabilisateur de p peut s’écrire comme K, < N, ou K,

est le sous-groupe :
K, ={keK: kp=p} CK

On peut toujours supposer p =Ty, f € N*, et dans ce cas :
K,={ke KCG: k.feN.f}

Démonstration de la proposition 1.22: D’aprés le théoréme 1.18 de Kirillov, il existe
une forme linéaire f € N* tel que Ty = p. D’aprés le théoréme 1.18 de Kirillov et son
corollaire 1.21, on a :

0€EG, <= gp=p <= 9Ty =Ty =Ty < gf€N.f ,
d’ou :
Vg=(k,n)eG : geG, < k.feN.f
On en déduit que le groupe G, peut s’écrire comme K, < N, ou K|, est le sous-groupe :
K,={keK: kfeNf} CK
Or “en remontant les équivalences” précédentes, on voit :
kfeNf <<= Thy=kTf =T < kp=p
On obtient la premiére caractérisation de K, donnée dans la proposition 1.22.

Nous ne considérerons ici que le cas d’un sous groupe normal N d’un group G; le
groupe G agit alors sur NV par conjugaison, donc sur le dual N'* par la représentation coad-
jointe.
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1.3.4 Théoréme de Mackey

Une partie de la théorie de Mackey décrit G en fonction de N lorsque N est un sous
groupe distingué fermé de type I de G'; le probléme est d’étendre les représentations p de N
a leurs stabilisateurs G, lorsque le quotient N /G a une structure mesurable “raisonnable”.
Ce probléme fut étudié plus avant en considérant les multiplicateurs de G,/N ; nous n’irons
pas dans cette direction.

Pour I'énoncé du théoréme ci-dessous, nous renvoyons par exemple & [Lip74, ch.III sec.B
theorem 2.

Théoréme 1.23 (Mackey)
Soient N un groupe nilpotent, et K est un groupe compact qui agit continiiment sur N par
automorphismes. On note G = K <« N le produit semi-direct.

Le groupe G agit sur N par conjugaison, donc sur N. Pour p E N, on note G, le
stabilisateur de p, et on pose

G, = {v€G,; v est un multiple de p}

Alors pour p € Netve Gp, la représentation 11, = Indgpu est irréductible ; G est I'union
disjointe :
G = U {Hu, Vv E Gp}

peEN/G

Ce théoréme est vrai lorsque G est un groupe localement compact et N un sous-groupe
distingué fermé réguliérement plongé de type I de G.

Propriétés utilisées avec le théoréme 1.23

Nous utiliserons le corollaire suivant du théoréme des sous-groupes de Mackey (voir par
exemple [Lip74, ch.II sec.A subsec.l theorem 1]) :

Corollaire 1.24 (Théoréme des sous-groupes)
Soient G, Gy deux sous-groupes fermés d’un groupe G.

Si I'ensemble des doubles classes de G sous G, et G4 est réduit a celle de I’élément neutre,
alors pour toute représentation v de Gy, on a :

[ndg,v] ¢, ~ Ind&2ng, (ainc.)

De plus, nous utiliserons une version faible du théoréme du nombre d’entrelacement (voir
par exemple [Lip74, ch.II sec.A lemma 5]) :

Lemme 1.25 (Théoréme du nombre d’entrelacement)

Soient H un sous-groupe fermé d’un groupe G et 7y une représentation de H, tels que la
variété homogéne G/H admette une mesure G-invariante finie. Le nombre de fois que la
représentation Indg'y contient 1¢ (comme un facteur direct discret) est égale au nombre de
fois que 7y contient 1y (comme un facteur direct discret).
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Chapitre 2

Fonction maximale sphérique

Dans ce chapitre, nous démontrons le théoréme 1, c’est-a-dire des inégalités LP pour
la fonction maximale sphérique associée a la norme de Korényi sur les groupes de type H
ou N, 2. Le résultat est déja connu sur les groupes de Heisenberg [Cow81], et sur les groupes
de type H [Sch98], mais pas pour les groupes N, .

Tout au long des deux sections qui suivent, N désigne un groupe de type H, ou un
groupe libre nilpotent de pas deux. On reprend les notations de la section 1.1, en particulier
N=V®Z.OnposedimV =vetdimZ =z, Q =v+2zetv=20 ou2v +1. Le groupe N
est muni de sa structure de groupe homogéne et d’'une norme homogeéne, sur lequel on a fixé
un mesure de Haar dn (sous-section 1.1.4). On note x la mesure pour laquelle on a le passage
en coordonnées polaires (1.1); on en connait facilement ’expression (voir proposition 2.7).
On note A la fonction maximale sphérique (sous-section 1.1.1).

Dans les deux section qui suivent, nous montrons le théoréme 1 :

Théoréme principal 2.1 (||lA],_,)
Pour v' > 2 et pour p € [1, 00| tel que :

a) 2<p<oosiv =2,

b) siv' > 2, dans le cas d’un groupe de type H, (v' —1)/(v' — 3/2) < p < o0,

c) siv' > 2, dans le cas N = N, 3, 2ho/(2ho —1) < p < 00 ot hg est le minimum de v+1

et de la partie entiére de (z — 1)/4,
la fonction maximale sphérique A vérifie des inégalités LP :

vielr,  [Afle <Clflle

ou C est une constante de v, z, p.

Ce résultat est déja connu sur les groupes de Heisenberg [Cow81], et on peut le déduire
de [Sch98] pour les groupes de type H. Les indices pour p alors obtenus sont optimaux :
p>n/(n—1), o0 n = v+ z est la dimension topologique du groupe. Nous n’obtiendrons pas
I’optimalité dans le cas des groupes de type H, mais nous couvrirons le cas du groupe libre
nilpotent de pas deux. En effet, la courbure rotationnelle de la sphére de Kornayi du groupe
N,,2 s’annule sur le centre.
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Notre démonstration va suivre le méme point de départ que [Ste76]; nous serons amenés
a étudier les fonctions d’aires définies pour des fonctions f € S(N) de la classe de Schwartz
sur NV par :

S(f) = \// |B3(f * ps) |22~ 1ds
0
elle repose sur les deux théorémes suivants :

Théoréme 2.2 (|lA|l,_, et [|S7],_,)
Soit h € N. On suppose v’ > 2 et 1 < h < (Q—2)/2. Si on a un contréle L? pour les fonctions
d’aires S7,j=1,...h :
Vi=1,...h 3C >0 VfeS(N) 157N < C IIfI

alors pour p € [1, 00] tel que :

a) 2<p<oosih=1,

b) (2h)/(2h—1) <p < oo sih > 1,
la fonction maximale sphérique A vérifie des inégalités LP :

vielr, |Aflp <Clfl,

ou C est une constante de v, z, p, h.

Le théoréme ci-dessus se généralise au groupe stratifié de rang 2.

Théoréme 2.3 (||S7|,_,)
On suppose v' > 2. On a :
a) dans le cas d’un groupe de type H :

Va=1,...,0' =1 Vfe*(N) || < Clfll
b) dans le cas d’un groupe N, 3,

z—1

VheN, 1<h< wv+1 VfeL*N) |IS*NH] <Clfl

ou C est une constante de v, z.

Ces deux derniers théorémes impliquent le théoréme 2.1.

2.1 Inégalité LP, p > 2 pour A

Le but de cette section est de démontrer le théoréme 2.2.a). Il repose sur le contréle L?
de la fonction maximale pour les boules, I'interpolation de Marcinkiewicz, et la proposition
suivante :

Proposition 2.4
Soit f € S(N). On a :

1
Af < QIBiIM.f + \/T—Qsl-f
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2.1.1 Démonstration du théoréme 2.2.a)
Admettons la proposition 2.4, et supposons que les hypothéses du théoréme 2.2.a) sont

vérifiées ; c’est-a-dire que la fonction d’aire S! vérifie une inégalité L2

Montrons que A vérifie des inégalités L2 et L°°. La fonction maximale M vérifie
des inégalités LP (voir (1.2)), en particulier L?. Comme S! vérifie aussi une inégalité L?, on
en déduit que c’est aussi le cas pour A; il existe une constante Cy > 0 telle que :

Vf ||'A‘fHL2 < Gy HfHL2 : (2-1)

Trivialement A vérifie une inégalité L ; il existe une constante C, > 0 telle que :
Vi Afle € Coollfllpe - (2.2)

Interpolons. Fixons momentanément 7(.) : (N,dn) — R* une fonction mesurable, et
considérons l'opérateur T' défini sur les fonctions simples de N par :

T.f(n) = (#r(n);‘f) (n)

D’aprés (2.1) et (2.2), T est borné sur L? et sur L™ ; d’aprés I'interpolation de Marcinkiewicz
[SWT1], T s’étend en un opérateur borné sur chaque L pour 2 < p < 0o, avec des constantes
qui ne dépendent que de p,Cs, Cw. Ceci est vrai pour toute fonction r(.) : (N,dn) — R*
mesurable. On peut donc repasser au supremum : la fonction maximale A vérifie une inégalité
I 2<p< .

Le théoréme 2.2.a) sera ainsi démontré lorsque nous aurons prouvé la proposition 2.4.

2.1.2 Controle de A par M et S!

Le but de cette sous-section est de démontrer la proposition 2.4. On procéde comme dans
le cas euclidien [Ste93].

Soit f € S(N). La fonction (s,n) — f * us(n) est alors dérivable et de dérivée continue
selon (s,n) € R** x N, et on a:

fw@)=$Aawhmwm

1 t 1 t
= 7 ] @ s+ g [ R0 mlmds

Pour le premier terme du membre de droite, on voit d’une part d’aprés la formule (1.1)
du passage en coordonnées polaires :

/t s97Hf * ps(n)ds = /t f(nsn'™)dp(n')s? ds = / f(nn'ydn'
0 JS;

0 B(0,t)
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d’autre part |B(n,t)| = |B(0,t)| = t9|B(0,1)| d’o :

1 _ 1Bl
9 [B(n,1)|
On a donc :
1 t Q——l 1 " n"
t—Q_ ; QS f*ps(n)ds = QIBIIW Bt f(TL )dn

Pour le second terme, on utilise Holder :
1 1/ [t oo to 3
ol [ 0 emmasl < ([ 15040 ([ 1st0u  mlmlias
t?" Jo t?\Jo 0

1 o 1

—@(/0 Slas(f*us(n))lzdé’)% = \/—2——651-f(n)

o)l < QB [ stan + st i)

Prenons le supremum en ¢ dans ce qui précéde :

1 1
A.f(n) < QIBiM.f(n) + \/TUS f(n)

Ceci achéve la démonstration de la proposition 2.4, et donc celle du théoréme 2.2.a).

IN

On a donc pour tout ¢t > 0 :

2.2 Inégalité LP, p < 2 pour A

Le but de cette section est de démontrer le théoréme 2.2.b). Pour cela, nous allons placer
I’opérateur de convolution par p dans une famille analytique d’opérateurs A%, pour laquelle
nous montrerons des inégalités maximales & I’aide des fonctions d’aires. Nous finirons par un
argument d’interpolation.

Nous choisissons la méme famille analytique d’opérateurs A* que dans [Ste76].

Proposition 2.5 (A%)
Nous définissons pour a € C\(—N) sur R* la fonction m® et sur N la fonction F* par :

E:F(“’%i_—_ sER* et Fn) = m*(n]), ne N

Pour Ra > 0, nous définissons ainsi I'opérateur A% de convolution avec F'®. Il est continu
sur [P 1 <p< oo.

Cette famille d’opérateurs {A®} est analytique dans le demi-plan Ra > 0, et se pro-
longe analytiquement dans le demi-plan o > 1 — h lorsque h < (Q — 2)/2 en une famille
d’opérateurs sur la classe de fonctions S(N) de Schwartz. Pour oo = 0, A° est 'opérateur de
convolution avec p.

m(z) =
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2.2.1 Famille d’opérateurs {A“}

Le but de cette sous-section est de démontrer la proposition 2.5 On remarque :

Lemme 2.6
Pour Ra > 0, F est intégrable et radiale sur N. Pour o > 1, m* est décroissante.

Démonstration :En effet, on a :

1 —T2 Ra-—1
/N|F°‘(n)]dn S/o —(1 |F(c3)| r9ldr |

Ainsi pour Ra > 0, Popérateur A est 'opérateur de convolution avec la fonction F* €
L'; c’est donc un opérateur borné sur I?,1 < p < oo. De plus, la famille d’opérateurs
{A°} est analytique sur le demi-plan Ra > 0. Nous avons & montrer qu’elle se prolonge
analytiquement, et que A° est 'opérateur de convolution avec p

Nous aurons besoin de ’expression de y :

Proposition 2.7
On note G, la mesure de la spére unité euclidienne Sl(") sur R™.
Avec les notations ci-dessus, on a pour une fonction g localement intégrable sur N :

Jomautny =2 [ [ | [ otexptrx + /T=r)2)
d6,(2)d,(X)r"" (1 — ) T dr

On remarque que la mesure u est symétrique et radiale c’est-a-dire invariante sous n — n=!

et sous O(v) respectivement.

Démonstration de la proposition 2.7: Posons :

I(g) = / o(n)dn = / / g(exp(X + Z))dXdZ
N vJ/z
En effectuant un passage en coordonnée polaireen X € V ~ RV et en Z € Z ~ R?,
I(g) = / / / / 9(exp(r X + 12.2))d6,(Z)r5 " da (X)rdry
o JsJo Jsi
Considérons le changement de variables suivant :
(ri,m2) — (r,7") o r=r7r, et " =ritr?
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dont le jacobien est rodry A dry = ot dr’ A dr}. Avec ce changement de variable, on a :

o =2 [ [, [ otrentix+ - 2yas. 2y, 0

z—

2
v—1 4 -1
TN =Y T T g

De I'unicité de la mesure p vérifiant la formule (1.1) du passage en coordonnée polaire,
on trouve l’expression de p donnée dans la proposition.

Pour montrer la proposition 2.5, nous aurons également besoin du lemme technique sui-
vant :

Lemme 2.8
On note D, I'opérateur différentiel sur les fonctions de la variabler € R :

11 1

D, := 0 = —0, — —
" "or  2r " 2r2

On peut écrire l'opérateur f — DB [ f* u,rQ“l] comme une combinaison linéaire sur
7=0,...,hde: fror@ 172000 (f 5 ).

Démonstration du lemme 2.8: On a :
.. 1 .
D,. [TQ—1—2h+Ja£f * Mr] - 5& [TQ—2—2h+13£f * Mr]

= 5(Q—2—2h+])r‘9 3 2h+Jajrf*ur+§TQ 2-2bigitl f gy

- KlrQ"l‘Q(h“)“&Zf % [y + KQTQ—1—2(h+1)+(j+1)3T1+1f Uy
ou les K;,7 = 1,2 sont des constantes de @, h, 7. On en déduit le lemme par récurrence.

La proposition 2.5 sera démontrée lorsque nous aurons montré le lemme suivant :

Lemme 2.9
Pour Ra > 1 — h, Popérateur A* coincide sur S(N) avec I'opérateur :

1
A%P = fr— / ma+h+1(7‘) Df [f * ,uer'l] dr
0

En effet, d’'une part, en utilisant le lemme 2.8, on voit facilement que la famille d’opérateur
A%h Ra > 1 — h sur S(N) est analytique. D’autre part, I'opérateur A%! coincide avec
I’opérateur de convolution avec u :

1

1
A% f = —/ 20, (—1—f *,uTrQ'1> dr = F-f *,u,rQ"l} = fx*p
: 0 —2r T

0
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Démonstration du lemme 2.9: Montrons d’abord A® = A*? : par passage en coordonnées
polaires (1.1), pour f € S(N),on a :

A% f(n) = /Nf(nn’_l)F"(n’)dn' = /Ooof*u,mo‘(r)rQ"ldr

En intégrant par partie, on a donc :

Lo(1—r2)*t
A“. =/ o fupr9ldr
1

2= 1 _ 12(1—r?)” 1 _
- { al(a) —2rf*'uer 1]0_/0 al(a) O <-2rf*uTTQ 1) ar

Le crochet est nul (on a supposé @ > 3). En utilisant ’équation fonctionnelle (5.1) pour T,
'opérateur A% coincide avec A®! qui a un sens pour Ra > —1.

Si & l'ordre h, l'opérateur A® coincide avec A" alors effectuons une intégration par
partie :

b ath h 0-1 Lo(1 — 2ot 0-1
/0 m**"(r) Dy. [f*/,LTT }dT‘ = / T(a+h) Dy. [f*#r'r ]d’l‘

0

1
201 —r2)*™ 1

R CE T WQ_I]} 0

b2l )™t 1 .
_A m+hﬁm+w)&{_%DfUWuﬁQ]}m

Le crochet en 7 = 1 est nul. D’aprés le lemme 2.8, on peut mettre 7@~1722~1 en facteur
et donc le crochet en r = 0 est nul. En utilisant I’équation fonctionnelle (5.1) pour T et la
définition de D,, I'opérateur A% coincide avec A®h+1,

On a donc montré par récurence A% = A*" lorsque N > 1 — h, pour tout 0 < h <

@-2)/2

Grace aux lemmes 2.8 et 2.9, en développant D, [f x p,797!] dans lécriture A* = A*h,
on obtient :

Corollaire 2.10 (B )

Pour Ra > 1—hetl < h < (Q-2)/2, 'opérateur A* coincide avec une combinaison linéaire
sur 0 < j < h des opérateurs suivants :

sl
B,ol"j = f — / m°‘+h(r)rQ_1_2h+jBZf*urdr
0
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2.2.2 Inégalités maximales pour A®

Nous donnons le sens suivant a la notion de dilatation :
— pour une fonction f sur N :

(D) = 7724 Cm)

— pour une mesure v sur N :

vr(n) = v(rm) et donc /Nfdvr = /Nf(r.n)du(n) :

— pour un opérateur 7' qui opére sur un espace de fonctions stables par dilatations au
sens ci-dessus :

T,.f(n) = (T f(r.))(r"'n) ou f(r.)=nw— f(rn)

Ces notations sont cohérentes dans le sens ot : si T est un opérateur de convolution avec
une fonction ou une mesure v, alors 7, est un opérateur de convolution avec la fonction ou
la mesure 1), respectivement.

Pour un opérateur T' qui opére sur un espace de fonctions stables par dilatation, on peut
ainsi considérer la fonction maximale associée a la famille de ses dilatées T,.,7r > 0 :

sup,5 |17

On définit .A* la fonction maximale associée aux dilatés de A* : A% := sup, |Ay|, et By ;
la fonction maximale associée aux dilatés de B : By ; := sup, |(Bg;), |-
Nous souhaitons montrer des inégalités maximales L? et L? :

Proposition 2.11 (|| A][,_,,Ra > 1)
On a un contréle maximal LP pour A% :

Via,b] C [1,00[ Vp€]l,o0] IC >0 Vz€la,b] YyeR VfeSN)
||Az+iy'f”LP(N) < Ce¥ ”f“LP(N)

Proposition 2.12 (||A]|,_,, Ra < 0)
Soit 1 < h < (Q —2)/2. Si on a un contréle L? des fonctions d’aires S7,j =1,...,h :

Vi=1,...h 3C >0 VfeSN) HSJ(f)H < C|f]
alors on a un contréle maximal L? pour A® :

Via,b] C[1 = hyoo[ IC >0 VzE€[a,b] YyeR VfeS(N)
AT fll oy < C e 11 fll 2y

La preuve de la proposition 2.11 repose sur le corollaire 1.1.
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Démonstration de la proposition 2.11: On a :
|A%f| = |f*x Fo[ < |f] *[F?|

et :
(1—|n|2)‘.",51I (=P [(Ra)
ING) - IT'(@)] I'(a)

On en déduit localement en z = Ra, uniformément en y = S, grace a la majoration (5.3) :

[F(n)| = | | FR2(n)

F(x) x F(SC) T 2y Az
rM1* F* S Ipglamil < cevani

C étant une constante issue de la majoration (5.3). D’aprés le lemme 2.6, la fonction F*
vérifie les hypothéses du corollaire 1.1 : opérateur A* vérifie une inégalité LP. On obtient
la majoration voulue de ||A.f||,,, pour tout 1 < p < oo.

|A%.f] <

La proposition 2.12 repose sur le corollaire 2.10 et les deux lemmes suivants :

Lemme 2.13
Pour 0 < j < h < (Q—2)/2, on a un contréle ponctuel des By ; par les fonctions d’aires SI

V(a,b] C [ —h,00[ IC>0 Vze[ab VyeR VfeS(N)
Bit.f| < CeSi(f)

Lemme 2.14
Pour 1< h < (Q —2)/2, on a un controle L? de Bf, :

Via,b] C [l —h,o0[ 3IC >0 Vz€[a,b] VyeR VfeS(N)
1Bro"-f|| < Ce|If]

La proposition 2.12 sera donc démontrée lorsque ’'on aura prouvé ces deux lemmes.

Démonstration du lemme 2.13: Pour f € S(N) et t >0, 0on a:

O [ft) * e (t7 n)] = 8, [ F(tnn' ™ )dp.(n)

r.S1
= 0, Fntn' Ndp(n') =8, | f(nrtn' " du(n)
.51 S1
— | [ Jor )| = elf sl
51 |r'=rt

puis par récurence, pour h > 1:
o [f(t) * ,ur(t—ln)] = th [8:‘, [f * /'l’r’(n)]]]r’=rt ,

45



d’ou :
1
(B’?J)t'f = /ma+h(r)TQ—l—2h+jtj[arjlf*Nr’]lr’:rtd’r‘ )
0
1 1
(B fIF < / |19 =290, f  urs]|gr—pe] P / Imeth(r)r@-1-2+i2g,  (2.3)
0 0

par Holder. On pose o = z + 4y. La seconde intégrale du membre de droite de (2.3) est
majorée par :

1 1 o\ 2(z+h—1)
a+h Q-1-2h+1 2d < / 4(1 -T ) 2Q—1——4hd
/0 |me" (r)r 2|%dr < i EEIE T r

_ 4 /1 (1 e @or-andr’ T2z + 2 = DI(Q - 20)
IC(a+ h)|2 Jo 2 ['2z+Q — 1)|T'(a+ h)|?

grace a (5.2) lorsque 2z + 2h — 1,Q — 2h > 0 . En utilisant P’estimation (5.3), lorsque
h < Q/2, le terme précédent est majoré a une constante prés localement en z > —h + % et
z > —(Q — 1)/2 uniformément en y € R par : e®¥

Pour la premiére intégrale du membre de droite de 'inégalité (2.3), effectuons le change-
ment de variable ' = rt :

/ ITJ 2t3[67f*:ur]|r’~rt| dr = / |(+ tja]f*#r’l -5
< [ 10 P < iy
0 .

Passons & la preuve du lemme 2.14; elle repose sur le corollaire 1.1.

Démonstration du lemme 2.14: By est un opérateur de convolution avec la fonction
G% donnée par : G¢(n) := F**"(n)|n|=2". En effet, grace a la formule (1.1), le passage en
coordonnées polaires donne :

Bio-f(n) = /Olma+h(T)TQ”l'2hf * i (n)dr = fx Gj(n)

Onnotea=z+1iyetona:

[(z+h)

< ['(z + h)
~ [la+h)|

IGhn) IT(a + h)|

F*(n)ln| ™" = G™(n) < Ce¥Gi(n)

le derniére majoration étant due & (5.3), d’ou localement en z :
|Bio-fl < |fI*IGR| < Ce®Biylf| (2.4)
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Pour Q — 1 — 2h > —1, elle est intégrable :

1 na+h—1
N gt (1-17) Q-1-2h
z = [ d
/NGh(n Jdn /o I'(z +h) ' '

Ainsi, localement en z tel que £+ h — 1 > 0 et pour h < Q/2, la fonction GF vérifie les
hypothéses du corollaire 1.1; on en déduit que l'opérateur By, vérifie une inégalité maxi-
male LP pour tout 1 < p < oo en particulier L2, Avec la majoration (2.4), on en déduit le
lemme 2.14.

2.2.3 Interpolation

On achéve ici la démonstration du théoréme 2.2.b). On suppose comme dans les hy-
pothéses du théoréme, h > 1 et que chaque fonction d’aire §7,7 = 1,...,h vérifie une
inégalité L2,

Linéarisation. Fixons momentanément r(.) : (N, dn) — R* une fonction mesurable. Pour
z € C dans la bande 0 < Rz < 1, on définit 'opérateur 7 sur les fonctions simples de N :

T f(n) = e” A f(n)

ol on a noté a(z) = z+ (1 — z)z; avec 0 > z; > 1 — h fixé.
On a la majoration ponctuelle de T%. f grace a la fonction maximale sphérique :

Vi VzeC,0<Rz<1 |Tf| < e @ 4ol ¢

D’aprés les propositions 2.11 et 2.12, I'opérateur T? vérifie :
— lorsque Rz = 1, une inégalité LP avec 1 < p < o0,
— lorsque Rz = 0, une inégalité L2.

Interpolation. Grace & la nouvelle famille d’opérateurs {T%}o<g.<1 est une famille ana-

lytique d’opérateurs admissible au sens de [SW71]. On interpole en zy tel que a(z) = 0.

L’opérateur T vérifie donc une inégalité L? ou le paramétre q est tel que :
Polza,® o 1cp<oo | (2.5)
q 2 p

La constante de cette inégalité L7 ne dépend que de N et des constantes des inégalités

obtenues pour A* (propositions 2.11 et 2.12). Elle est en particulier indépendante du choix

de 7(.).

Fin de la démonstration du théoréme 2.2.b) On peut donc “repasser au supremum” :
Popérateur e%.4%() vérifie la méme inégalité L9, et ce pour tout ¢ tel que (2.5) avec zy =
s €[0,(h = 1)/h] (car 1 — h < z; < 0). Par conséquent, la fonction maximale sphérique
A vérifie & une constante prés une inégalité L? pour (2h)/(2h — 1) < ¢ < 2.

D’aprés la partie a) déja démontrée, la fonction maximale sphérique A satisfait également

une inégalité L? pour 2 < g < oo. Le théoréme 2.2 est ainsi complétement démontré.
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2.3 Fonctions d’aire pour un groupe de type H

Le but de cette section est de démontrer le théoréme 2.3.a). Nous montrerons la partie
b) correspondant & N, » dans la section 4.1.

Comme dans le chapitre 1, on note 2 I’ensemble des fonctions sphériques bornées de N
pour O(v). On pose pour w € Q :

S(w) = \// 100 < pg,w > |25%-1ds
0

Le théoréme 2.3.a) sera démontré une fois que ’on aura démontré les deux propositions
suivantes :

Proposition 2.15 (S7 et S9)
Pour j € N — {0}, s’il existe une constante C > 0 telle que :

Vwe Sw)<C

alors

vieLX(N) SO < Clfll -,

Au cours de la preuve, on utilisera une mesure spectrale F sur 2, qui nous ameénera a
estimer 57 sur Q tout entier. On pourrait donner une expression explicite de E, grace &
une formule de Plancherel non radiale, “adaptée aux fonctions sphériques”’ dans le sens de
[BJRIO, theorem G] dans le cas d’une “vraie” paire de Gelfand. On peut par exemple choisir
la formule donnée par les représentations de Bargmann ou de Schrédinger. Nous utiliserons
cette autre méthode sur le groupe nilpotent libre & deux pas.

Proposition 2.16 (llS’J” )
[o <]

Si v’ > 2, il existe une constante C > 0 telle que :

Vi=1,...,v =1 YweQ S(w)<C

2.3.1 Fonction d’aire et mesure spectrale

Cette sous-section est consacrée & la preuve de la proposition 2.15. Nous aurons besoin
de la proposition suivante :

Proposition 2.17
On note End L*(N) les endomorphismes continus de I'espace de Hilbert L*(N).

Il existe une mesure spectrale E pour I’algébre commutative L' 4 valeur dans End L%(N)
telle que :

VF e L' Vf g€ LX(N) <f*F,g>=/<F,w>dEf,g(w) . (2.6)
Q

48



Ona:
Joir k" < [ 18] < o > PdEs(e) (2.7

Lorsqu’on admet la proposition ci-dessus, la démonstration de la proposition 2.15 est
aisée.

Démonstration de la proposition 2.15: Grace & Fubini, puis & (2.7), et enfin de nouveau
par Fubini, on a:

SO = [ 1o« s
< /Ooo/glag < oy w > [*dEf(w)s¥ " Nds = /rzlgj(W)lszf(W)

Donc si S(w) est borné par C indépendemment de w € €, alors, ||S7(f)||* est borné par C?
multiplié par

) < 151
Q

Remarque 5 Comme c’était déja le cas dans [Nev94, Nev97, MNS00, NS97], nous avons
besoin d’une estimation L™ de S7 sur tout le spectre 2. Nous pourrions nous passer de l’es-
timations de 7 sur la partie Qp en utilisant une formule de Plancherel non-radiale adaptée.
Dans le cas d’un groupe de type H, ces deur méthodes conduisent au méme résultat.

Démonstration de la proposition 2.17

On utilisera le lemme suivant, qui construit une approximation de I’'unité radiale :

Lemme 2.18
Il existe une fonction ¢ : N — [0, 1], C*, radiale, & support dans la boule unité B;, vérifiant

[y d(n)dn = 1.

Pour une telle fonction ¢, on définit alors pour n > 0 les fonctions ¢, par :

¢n(n) = n"%(n""m), neN
Les fonctions ¢,,n > 0 forment une approximation radiale de I'unité sur N.

Démonstration du lemme 2.18: 1l existe ¢; : N +— [0, 1] une fonction C*°, a support dans
la boule unité By, et telle que ¢;(0) = 1. On définit :

= n ui n) = —¢2(n)
b = [ onkmak puis g0n) =

La fonction ¢ ainsi définie convient.
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Démontrons la premiére partie de la proposition 2.17, c’est-a-dire I'existence d’une
mesure spectrale F satisfaisant (2.6). Considérons le morphisme d’algébre :

q. [ M) — End L¥(N)
{F — {II(F): f — f* F}

Notons C l'adhérence de IIL!" dans 'algébre normée End L%(N), ||.|| par la norme des opé-
rateurs. Comme d’une part II est un morphisme continu d’algébres normées et que d’autre
part d’aprés le théoréme 1.13, ’algébre de convolution L est commutative, I’ensemble C
est une sous-algébre commutative de End L?(N), ||.||. De plus l’algébre C est aussi normale :

(II(F))* = I(F*) ou F e L'(N) ennotant F*(n)=F(n™') . (2.8)

D’aprés les propriétés spectrales des C*-algébre commutatives (voir par exemple [Rud73]),
I’algébre C admet un mesure spectrale E™ : Sp(C) — P, ol on a noté Sp(C) le spectre de
'algébre C et P I'ensemble des projections continues de L%(N) :

VT € C, T=/ TdE"
Sp(C)

On définit 'application :

. Sp(C) — Sp(L")
‘ A — Aol
On en déduit une mesure spectrale F du spectre de Llh, identifié a 2 par le théoréme 1.9 en
posant :
B) — P

E = H*EHZ { B — EH(H/-l(B)) )

ou B(Q) désigne les boréliens sur €. Cette mesure spectrale vérifie bien la propriété (2.6).

Démontrons la seconde partie de la proposition 2.17, c’est-a-dire 'inégalité (2.7).
Fixons une approximation radiale de I'unité ¢,,n > 0 comme dans le lemme 2.18.

Nous allons appliquer la formule (2.6) & la fonction Fy, ;% Fyp; ot Fyp i = 09 (¢, * ) et

la fonction Fy, ; est donné par (2.8). On vérifie facilement que la fonction Fj,, ; est radiale

car s et ¢, le sont, puis qu’elle est intégrable :

by ¥ piy(n) = / onlng™dnle) = [ a5 )dnte)

S1
& (g * ps)(n) = S & y(ns.gNdulg)
; 0 sisg™! € n.By ,
Iag(ﬁbn * ,Us)|(n) < { fsl sup |Dj¢ni1n.31(n3'g_l)dﬂ(g) si Sg_l € 77oBl )
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On a finalement :
[ 1Funsldn = [ 103(0 po)im)dn < 7% sup |DellnBa| < 15| sup|Dal
N N

d’ou Fsp; € Llh, puis Fy, i * Fy, ;i € L Appliquons (2.6) & cette derniére fonction :

V f € L*(N) < f*Fy % Fong, f > = / o < Ff,i*%Fonj),w>dEs(w) (2.9)
we

Or on voit pour le membre de gauche de cette égalité, d’aprés (2.8) :

<f*F* '*Fs,n,j7f> = <H(F* '*Fs,n,j)'faf>

S 8,13

= <(Fypy)-f,U(Fong)-f > = [M(Ey).f1*
= [105(f * dn * p)lI* = lidn * O(f * ws)lI*

et pour le membre de droite comme < .,w > est un caractére de L.

< FrixFopg,w>= | < Fypjyw > |2 = |00 < pg,w > 1| < Gnyw > &

L’égalité (2.9) devient donc :

6500wl = [ 104 < o> P1 < b0 > PaEs(e)

Maintenant comme la fonction w est bornée par 1, et que l'intégrale de ¢, vaut 1, on a
| < ¢p,w > | <1, et le membre de droite de ’égalité précédente est majorée par

. 107 < ps,w > [*dEf(w)

et comme ¢,,7 > 0 est une approximation de l'unité, le membre de droite tend vers
169 (f * 1)1 lorsque 7 tend vers 0. On en déduit la majoration (2.7).
Ceci achéve la démonstration de la proposition 2.17.

2.3.2 Controle L*® de S/ dans le cas d’un groupe de type H

Cette sous-section est consacrée a la preuve de la proposition 2.16 dans le cas d’un groupe
de type H.
Nous aurons besoin du lemme technique :

Lemme 2.19 (Dérivée d’une fonction de s?)

Soit f est une fonction réguliére et h € N. On pose g(s) = f(s?).
g™ s’6crit comme combinaisons linéaires de s?Uh f(h'+3)(s2),
—oud(j,h) =27, sur0< j < h,si h=2H,
—oud(j,h)=2j+1,sur0<j<h'—1,sih=2h —1.
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On remarque :
d(j,h) +h=2h +25 . (2.10)

Nous supposons dans cette section v' > 2. Dans le cas d'un groupe de type H, comme
Q = UQp, la proposition 2.16 est équivalente aux deux propositions suivantes :

Proposition 2.20
Il existe une constante C > 0 telle que :

Vh=1,...,v' =1 YweQy Shw) <C

Proposition 2.21
Il existe une constante C' > 0 telle que :

Vh=1,...,v -1 YweQ, S'w) <C
Démonstration de la proposition 2.20: Soit w = ®,. On a pour n = (X,Z) € N :

w(sn) = ,.(sX, 32 ) = Ju-a(rs|X]) ,
lw(s.n) = (r|X|) (TSIXI) ,

Ahw 2 oos%—l r h (,h) . 2 , s
w<»sA .Lumozq<mmmmzm

par le changement de variable s’ = rs|X]|, cette derniére intégrale vaut :

| @ Pasaux, z) = 1l [T P
51

qui est finie d’aprés le lemme 5.1, lorsque —1 < 2h — 1 < 2(v' — 1).
Démonstration de la proposition 2.21: Soit w = ®¢;. Ici, on a w(s.n) = Pgc,(n);

avec les notations du lemme 2.19, 8"w(s.n) s’écrit comme une combinaison linéaire de :
. " X
530:R) f(h'+3)(52) on

- - 1
f(s) := ®ycu(n) = e”<<’z>£l‘uf_1(§s|§||X|2) et n=(X,Z)eN

Calculons les dérivées de cette derniére fonction :
EC"‘<C Z>""‘( lCHXl) G SICIIXI) e <t?>

et donc le terme |07 f(s)| est majoré & une constante (de ;) prés par :
ICP Y 12X PmIL (3 S1ClX )]

m=0
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Gréce & cette majoration, 'expression |S"(w)|? est ainsi majorée & une constante (de h) prés

par le maximum sur 0 < j < h/2et 0 <m < h'+jde:
o 52 2

1 mt,m) = [ [ ssmigpz XA (X P, 2) ) s
o \Us

2
—_-/0 |q2h’+J)</|Z|h’+1—m|X|2m|le, l( IC|1 X || du( X, Z)) AW)-1gs

grace a (2.10).
Utilisons I'expression de p donnée dans la proposition 2.7 dans ce qui suit :

1 w—
[ 1z e (ldux,2) < [ @l - Tt
0
et donc par Holder :
2
( 2P XA () laux, 2))
/ (1-7% zdr/ L () Proemo-b (1 — %) 2dr

L’intégrale I(j, h,l, m) est donc majorée & une constante prés par :
/ |C‘2(h/+J) / IEI i 1 |C|T2)I2r2(2m+v-—l) (1 _ ,r4)w_%d7.s4(j+h')—1ds
0 .

cette derniére intégrale est égale par Fubini et le changement de variable s’ = %K |r? a:

// [ 1|£ ()P s\ dy 2(2m+u-1)(1—r4)w—%dr
b= |C|T2 [C|r?

00
— / 2(-2(j+h")+2m+v-1) (1 )w 2 dr / |£l(,mv’)—1(sl) |2(28/)2(j+h’)—1d31
0 0

La premiére intégrale ci-dessus est bien finie car —2(j + h') +2l+v—1> —2h+v—1> —3
lorsque h < v’ — 1. D’aprés le lemme 5.5 la seconde est finie tant que j + A’ < v’ — 1, donc
tant que h < v’ — 1.
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Chapitre 3

Transformée de Fourier radiale pour
N. v,2

Dans ce chapitre, nous explicitons les fonctions sphériques bornées du groupe nilpotent
libre & 2 pas et & v générateurs noté IV, o, et la mesure de Plancherel associée.

Notations. On convient dans cette section d’identifier par la base canonique les éléments
de Z et Z* a des matrices antisymétriques. On associe & un élément A* € £, vy € N, et
si A* # 0, v; € N, le multi-indice d’entier m € N*! et le vj-uplet (A1,...,A) € R" de la
maniére suivante :
— D'entier vg est tel que A, > 0 et A} ,; =0 : c’est le nombre de A} non nuls;
— v est le nombre de A} non nuls distincts, et les A; sont les A} non nuls et distincts,
ordonnés de fagon strictement décroissante :

Al>...2X,>0 ={\>...> %, >0} ;

— pour j = 1,...,v;, m; est le nombre de paramétres A] égaux & A; ; on définit également :
J
mo = my = 0 et m; = E mi, j=1,...v ;
=1

onam, :=my+...+ My _1+ My = .
Si A* # 0, on peut donc mettre la matrice antisymétrique Dy(A*) sous la forme (pour les
notations voir les sous-sections 5.2.1 et 5.2.2) :

A1J Ao,

On convient de noter :
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— Q l'ensemble des (r*, A*) € R* x £ vérifiant 7* = 0 si 2vp = v,

- L, la fonction de Laguerre normalisée (voir section 5.1.3),
, g
— pr; la projection sur I’espace vectoriel engendré par les 2m; vecteurs

Xoi1, Xaiy mj_y <@ < mj

Avec ces notations, nous redonnons maintenant ’énoncé du théoréme 2 :

Théoréme principal 3.1 (Fonctions sphériques bornées pour N, 2, O(v))
Les paramétres des fonctions sphériques bornées sont (r*,A*) € Q, puis le multi-indice
l € N" si A* # 0, ) sinon.

Avec ces paramétres, les fonctions sphériques bornées pour N, 2, O(v) sont données par :
SiA*#0

¢r'rA*’l(n) = @T"A"l(k.n)dk, nc N‘u,2 )
O(v)

ou O A" est la fonction donnée pour n = exp(X + A) € N, , par :
* A% . - . - v1 _ A
QAN (n) = i <Xs X>gi<Da(A )’A>j1=11£zj,m,-—1(EJ|PIJ~(X)|2) ,

ou on a noté dk la mesure de Haar de masse 1 du groupe O(v).
SiA*=0
¢ O(n) = / e <Xk X>qk n = exp(X + A) € N,
O(v)

On trouve aussi les fonctions sphériques pour N, 2, SO(v) :

Théoréme principal 3.2 (Fonctions sphériques bornées pour N, 2, SO(v))
Les paramétres des fonctions sphériques bornées sont (r*,A*) € Q, ainsi que si A* # 0,
€ = *1 et le multi-indice [ € N1,

Avec ces paramétres, les fonctions sphériques bornées pour N, 2, SO(v) sont données par :

SiA*#0
¢T'1A‘7lre(n) = / @r',A‘,l,E(k.,n)dk, n e N’U,2 )
SO(v)

oll on a noté dk la mesure de Haar de masse 1 du groupe SO(v), et @™ A"be |a fonction
donnée pour n = exp(X + A) € N, par :

* A® Sk - . € - V1 )\
or A ,l,e(n) = ¢iT <XU,X>61<D2(A )’A>j1=11£lj,mj—1(?],prj(X)P)
SiA*=0

¢ra,o(n) — / eirt<X;,k.X>dk’ n=exp(X+A) c Nv,2
SO(v)
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Pour les deux théorémes précédents, dans le cas A* = 0, on retrouve les fonctions de Bessel
“comme dans le cas des groupes de Heisenberg et des groupes de type H” (lemme 5.2) :

" exp(X + A)) = Tuza (rIX])

ou |.| désigne la norme euclidienne sur V pour la base canonique des générateurs. Si de plus,
r* = 0, on trouve la fonction constante 1.

3.1 Expression des fonctions sphériques bornées

Le but de cette section est de démontrer les deux théorémes précédents, c’est-a-dire de
donner les expressions des fonctions sphériques bornées de la paire de Guelfand

N =N,2, K =0(v) ouSO(v), ou encore G=K<N, K

Nous convenons dans cette section que le terme “fonction sphérique” signifie “fonction
sphérique bornée” ou encore “fonction sphérique de type positif” (théoréme 1.16b).

Pour p € N, on note :

- G, et K, les groupes de stabilité de la classe de p sous G et K respectivement,

- G’p I’ensemble des classe de représentations v € ép telles que vy est un multiple de p,

- ép I’ensemble des classes v € Gp telles que ’espace des vecteurs K-invariants de la

représentation Indgpu est de dimension 1.

Gréace aux théorémes des sous groupes et du nombre d’entrelacement, on verra que v € G’,,
est dans ép si et seulement si ’espace de ses vecteurs K,-invariants est une droite (voir plus
loin le lemme 3.7).

Les preuves des théorémes 3.1 et 3.2 reposent sur les deux théorémes et la proposition
qui suivent :

Théoréme 3.3 (G,)

a) Fixons p € N et (H”,v) un représentant d’une classe de é,,. Soit 4, un vecteur
unitaire K,-invariant pour v. On lui associe un vecteur unitaire K-invariant fz, pour
Indgp v ; la fonction de type positif alors associée a Indgp veG pour ce vecteur fgz,
est la fonction notée ¢¥ donnée par :

5(n) = /kEK<u(1,k.n).a,,,a,,>wdk, neN | (3.1)

ou dk désigne la mesure de Haar de masse 1 du groupe compact 1.

b) On obtient toutes les fonctions sphériques bornées comme les fonctions sphériques de
type positifs ¢ lorsque p parcourt un ensemble de représentants de N /G, et que v
parcourt un ensemble de représentants de é’p.

Proposition 3.4 (MV*/G)
a) Si K = O(v), les orbites de I’action coadjointe de N sous G sont parameétrées par
(r*,A*) € Q. Elles sont notées O(r*,A*). Le représentant privilégié de O(r*, A*) est
T*X.: + D2(A*)
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b) Si K = SO(v), les orbites de I’action coadjointe de N sous G sont paramétrées par
(r*,A*) € Q et e = *1. Elles sont notées O(r*, A*,€). Le représentant privilégié de
O(r*, A*) est r* Xy + Ds(A*).

Evidemment, les orbites O(r*, A*, 1) et O(r*, A*, —1) se confondent lorsque la derniére coor-
donnée de A* est A\ = 0.

Théoréme 3.5 (¢*)
Soient (r*,A*) € Q et e = £1 si A* # 0, sinon 0. Soit p € T} une représentation associée au
représentant privilégié f = r* X} + D5(A*).
a) SIA*=0, ép est ’ensemble des classes des représentations v™ .
La fonction ¢ associée a v = v™ ° par (3.1) est ¢"*° (donnée dans les théorémes 3.1
et 3.2).
b) Si A* # 0, @p contient les classes des représentations irréductibles v™A"b€ | € N1
ces derniéres possédent une droite invariante sous K,,.
La fonction ¢” associée & v = v" A€ par (3.1) est ¢"A"b¢ (donnée dans le théo-
réme 3.2).

Lors de la démonstration de ce dernier théoréme (sous-sections 3.1.6 et 3.1.7), nous
donnerons les expressions des représentations v™ 0 et v"ATbE,

3.1.1 Deémarche de la preuve

Admettons les deux théorémes et la proposition qui précédent, et conservons leurs nota-
tions. Du corollaire 1.21 et de la proposition 3.4, on en déduit que N /G est I'ensemble des
classes des représentations associées & f = r*X* + D§(A*), lorsque les paramétres (r*, A*)
parcourt Q, et le paramétre € parcourt +1 si K = SO(v) et vaut @ si K = O(v). D’apreés le
théoréme 3.3.b), et les premiéres parties du théoréme 3.5.a) et b), on en déduit que toutes
les classes des représentations de G qui ont une droite invariante par K sont obtenues en
considérant les représentations induites par 1”0, et v A%k [ € N"1| lorsque les paramétres
(r*, A*) parcourt Q et si K = SO(v) et A* # 0, € égale £1; si K = O(v), alors € vaut
toujours 0.

Et donc d’apres le théoréme 3.3.a), les fonctions sphériques sont les fonctions ¢* données
par (3.1), lorsque v parcourt v % et 1™ *A"b€. D’apreés les secondes parties du théoréme 3.5.a)
et b), les fonctions sphériques sont donc :

— les fonctions ¢™0, r* € R,

— et les fonctions ¢"A"he ou (r*, A*) € Q et [ € N*! ainsi que € = %1, si K = SO(v) et

e=0si K=0().

Les théorémes 3.1 et 3.2 seront donc démontrés lorsque nous aurons prouvé les théo-
remes 3.3 et 3.5, ainsi que la proposition 3.4. Le reste de cette section est consacré a leurs
démonstrations. Nous commengons par démontrer le théoréme 3.3 et la proposition 3.4.
Ensuite, nous décrivons le stabilisateur et le groupe quotient N = N/ ker p pour une repré-
sentation p € Ty« x;1pg(a+). Nous pourrons alors démontrer le théoréme 3.5 grace au lemme
suivant :
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Lemme 3.6 (Représentation quotientée par son noyau)

a) Une représentation d’un groupe (comme tout morphisme) passe au quotient par le
noyau ou un sous-groupe du noyau.
De plus, si la représentation du groupe est irréductible, alors la représentation quotien-
tée 'est aussi.

b) Soient v; et vy deux représentations d’un groupe G.
Si elles sont équivalentes alors leurs noyaux coincident kerv, = kerv,, et les repré-
sentations passées au quotient & tout sous-groupe de leurs noyaux communs, sont
équivalentes.
Réciproquement, si leurs noyaux coincident et les représentations passées au quotient
sous leur noyau commun, sont équivalentes, alors les représentation v, et v, sont équi-
valentes.

3.1.2 Ensemble G,

Le but de cette sous-section est de démontrer le théoréme 3.3.

Fixons p € N. Nous reprenons les notations qui lui ont été associées au début de la sous
section précédente. D’aprés la proposition 1.22, le groupe de stabilité de la classe de p sous
G se met sous la forme G, = K, <N, ou K, est le sous-groupe compact :

K,={k€eK: kp=p} CK

Lemme 3.7 (G,) )
Soit v € G,. La classe de v est dans G, si et seulement si la représentation v restreinte a K,
contient exactement une fois 1 K,

Démonstration du lemme 3.7: Par définition de G, une représentation v € G, est dans
contient exactement une fois 1.

G, si et seulement si la représentation [Indgp u]l K

Comme G, = K,4N, ou K, est un sous-groupe (fermé) de K, la double classe G,\G/K
est triviale. Appliquons le corollaire 1.24 du théoréme des sous-groupes aux sous-groupes :

On obtient : )

Vv € G, [Indgp I/]IK = Indﬁp(ymp)
Nous appliquons alors le lemme 1.25 aux groupes compacts K, C K et & la représentation
Y= I/| K, ’

Fixons (H”,v) € G,. D’aprés le lemme 3.7, le sous-espace vectoriel de H” des vecteurs
K-invariants est une droite Cu,, @ = 4, étant 'un de ses deux vecteurs unitaires. On cherche
a en déduire un vecteur K-fixe de la représentation (H™,II) = Indgp V.

L’espace H™ est ’ensemble des fonctions f : G — H telles que :

1. Vg, €Gpg9€CG f(gpg) = V(gp)f(g) )
2. g— ||f(g)||w € L2(G/Gp)
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Faisons un petit aparté sur les mesures choisies :
— sur G = K <4 N : la mesure de Haar dg = dkdn,
—sur G, = K, <N : la mesure de Haar dg = dk,dn, ou dk, est la mesure de Haar
normalisée sur le groupe compact K, ;
- sur G/G, ~ K/K, : la mesure dk identifiée 4 la mesure de masse 1 sur K/K, invariante
par translation sous K.
La représentation II est donnée par :

Vo,d €G, feH" T(g).f(¢) = f(d'9)

Lemme 3.8
Soit la fonction f sur G donnée par : f(k,n) =v(I,n).d pour (k,n) € G.
Le vecteur fz, = f € H" est K-invariant et unitaire.

Démonstration :Montrons que la fonction f est dans I’espace H™.
Pour g = (k,n) € G et g, = (ky,n,) € G,, on a g,9 = (k, k,n, k,.n) et donc par définition
de f: f(g,9) = v(I,n,kpn).d; or (I,ny,k,n) = (k,,n,)(I,n)(k;*,0). Comme v est un
morphisme, on a :

f(gpg) =V ((kpa n,) (I,n) (k;l’ O)) a = V(kpvnp) v(I,n) V(k;l,O)-ﬁ
= v(ky,n,)v(I,n).d

car 4 € H" est invariant sous K,. On obtient donc f(g,g) = v(g,).f(g), d’ou f € H™.
Montrons que f est un vecteur K-invariant.
Pour g=(k',n') e Get k€ K,on a:

H(k},O)f(gl) = f(g/ (k,O)) = f(klk7n,) = V(Ln,)'ﬂ = f(gl) )

il est aussi unitaire :

12 = /G 70 = /K SOl a

_ / W0l dk= [ 1dk=1 ;
K/Kp K/KP

car dk est de masse 1.

On obtient donc la fonction sphérique, comme fonction de type positif associée i la
représentation II, que ’on note ¢ :

Y(g) = (I(g). p o= II(9).f(¢"), f(g))...dg
06 = W)y = [ (10561, 16
Or d’aprés les expressions de IT et f, pour g = (k,n),¢' = (k',n’) € G, on a:
I(g).f¢") = f(g'g) = f(K'k,n'K n)
= v([,n K n)d = v(,n ), kn)a |,
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puis :
(T(9)-£(9), F(9))ye = (W, W(I,K )T, v(I,n)T),,

= <V(I, kl.n).'l._l:, 'L—[>Hu

On obtient donc ’expression (3.1) :
#“(g) = / (v(I,k'n).i, @),,dk = / (v(I,kn).d, @),,dk
K/K, K

d’apreés le choix de la mesure sur I’espace homogéne K/K), et la K-invariance de 4.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.3.a).

Maintenant, démontrons le théoréme 3.3.b). Lorsque p parcourt un ensemble de représen-
tants de N /G et lorsque v parcourt un ensemble de représentants de @p, on obtient toutes les
représentations irréductibles IT = Indgp v qui ont une droite K-fixe d’aprés le théoréme 1.23;
d’aprés les théorémes 1.15 et 1.16, on obtient donc toutes les fonctions sphériques bornées
en considérant les fonctions sphériques de type positif associées a II.

3.1.3 Description de N*/G

Nous démontrons ici la proposition 3.4. On garde les notations de la sous-section 1.3.2.

Proposition 3.9 (Coad de G)
Soit g = (k,n) € G avecn =exp(X + A) € N. On a :

Vf=X"+A"€N*,  Coadg(f) = k.X* + kA" — (k.A").X

Démonstration de la proposition 3.9: Gardons les notations de la proposition. Pour tout
X'+A €eNona:

gexp(t(X' + A)g™") = (k,nk.exp(t(X' + AN))(k™, kIn™t)
= (I,nk.exp(t(X' + A))kk™'n™1) = (I,nexp(t(k.X' + k.A"))n™?)

On en déduit pour X'+ A’ € N :
Adg(X'+ A) = Adn(k.X' +kA) = kX' + kA +[X, k.X]
puis :

Coad.g(f)(X'+ A") = f(Ad.g7' (X' + 4))
=< Xk X' >+ < ANETLA > - < AN ETLX ETLX) >

Or on a par définition de 'action de K sur N'* :

<X KX >=<kX*X'> et <Ak lA>=<kA A > ;
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et aussi :

<ALETLX ETLX) > = < ANEUX, X >=< kA% X, X >

<kA X X >

Cette proposition nous permet de déterminer toutes les orbites de N*/G dans les deux
cas K = O(v) et SO(v).

Fixons une orbite O. Toutes les formes linéaires f = X} + A} € O sont telles que les
matrices antisymétriques A} sont toutes orthogonalement semblables et nous leur associons
A* = (X\},...,\%) € L (proposition 5.8).

On note vy la dimension des sous espaces isotropes maximals pour w A ou A} € O; clest
aussi le nombre de A} non nuls.

Pour chaque f = X} + A} € O, nous choisissons alors :

1. Distingons les cas :
- si K = O(v), k € K tel que la matrice antismétrique k.A} = D,(A*) soit diagonalisée
par bloc 2-2;
- si K = 50(v), k € K et e = £1 tels que la matrice antismétrique k.A} = D5(A*)
soit diagonalisée par bloc 2-2 avec A* € L (proposition 5.9) ;

2. X € Vest tel que (k.A}).X € V" soit égale & la projection orthogonale X de k.X} € V*
sur Sk.A} = SD,(A*); en particulier, X5 = 0 si SDy(A*), c’est-a-dire si v = 20 et

A* = (A},...,A}), avec aucun \; nul;
3. k¥ € K qui laisse stable IDy(A*), donc également (SDy(A*))*, tel que K. X7 =
z* X2, z* € R.

Si K = O(v) ou dim (3Dy(A*))* > 1, on peut supposer z* = 7* > 0.
Si ¢ < 0, K = SO(v) et dim (SDy(A*))" = 1 clest-a-dire v = 2vy + 1, on pose

™ = —zx% et : |
"no__ Id2v’-—2 0
v = [y

On obtient :
- si K =0(), (Kk,expX).f =r*X} + Dy(A*),
- 51 K =S50(v) et 2vg + 1 < v, (K'k,exp X).f = r* X} + D§(A*),
- si K =S0(v) et 2v9 + 1 =, (K'k,exp X).f = X} + D3(A%),
La proposition 3.4 est donc démontrée.

3.1.4 Stablisateur de p

Le but de cette sous-section est de décrire le stabilisateur K, d'une représentation p
associée & f = r*X, + D§(A*) € N*. Rappelons (proposition 1.22) que c’est le stabilisateur
l’orbite coadjointe dans K de f.

62



Proposition 3.10 (K))
Soit (r*,A*) € Q. vy désigne le nombre de A} non nuls, ou A* = (A},...,)); On note
A* = (),...,\;,) € R™. Soit p une représentation associée & f = r*X, + Ds(A*) € N*, ou
e=0si K=0(), et e==%1si K=S0(v).

Si A* =0, alors le groupe K, est le sous-groupe de O(v) qui stabilise r*X.

Si A* # 0, alors le groupe K, est le produit direct K, X Kj, ou

1. le groupe K, est le groupe formé des éléments k; € SO(v) de la forme :
[k o0 .
b = { 0 Id } ’

tels que k; € SO(2vo) commute (matriciellement) avec Dy(A*) € Ay, ;

2. le groupe K, est le groupe formé des éléments ky € K de la forme :

Id 0
ke = [ 0 ks } ’
tels que ky € O(v — 2vp — 1) laisse stable r* X .

Dans la démonstration de cette proposition, on reprend les notations de son énoncé et
on convient de noter A* = D§(A*) et X* = r*X.
On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 3.11
K,={keK : kA*=A"% et kX'=X"}
Démonstration du lemme 8.11: D’aprés la proposition 3.9, pour f = X*+A* € N*,on a:
Vk e K Coad.k(f) =kX*+kA" et N.f=X"+3A"

Fixons momentanément £ € K,. On a Coad.k(f) € N.f. Comme la décomposition
N* = V* @ Z* est en somme directe, on a :

(1) kA=A et (2 kX €X +34°

La condition (1) implique que les matrices k et A* commutent. Donc en particulier, comme
X* € SA**, kX* puis kX* — X* sont aussi dans FA**. Or la condition (2) implique kX* —
X* € SA* : ce vecteur est donc nul. Ainsi k¥ commute avec A* et stabilise X*.

Réciproquement, si k¥ commute avec A* et stabilise X*, alors on a Coad.k(f) € N.f et
ke K,

Démonstration de la proposition 3.10: Lorsque A* = 0, K, est le fixateur dans K du
vecteur X* € V* ~ R". La premiére partie de la proposition 3.10 est donc démontrée.
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Démontrons la seconde partie. On adopte les notations de la section 5.2, ainsi que € = ¢
si K = SO(v) et vg = v/, et 1 sinon. Nous sommes dans le cas A* # 0. A* se met sous la
forme :

. Mm, 00
A = [ 2(A) 8} avec Dy(A*) =
0 0 i,

ol on a noté A\; > Ay > ... > A, > 0 les parameétres A} notés de maniére distincte, et m; le
nombre des A} = A;. On convient également :

J
mo:=mg:=0, et szZmi, j=1,...0
i=1
Soit k € K,. L’image de A* est I’espace vectoriel engendré par Xj,..., Xy, ; le noyau
de A* est ’espace vectoriel engendré par Xgyy41, ..., X,. Comme les matrices k et A* com-

mutent, I'image et le noyau de A* sont stables par k ; la matrice k peut donc s’écrire sous la
forme :

k = |: ké)l ]»? ] avec ];71 60(2'00) et IEQEO('U—Q’UO—].) ;
2
de plus la matrice 151 commute avec Dg(]\*), et la matrice l~cg stabilise le vecteur X™* car k

stabilise le vecteur X* € ker A*. Maintenant, les espaces propres pour A* sont les espaces
vectoriels engendrés par les vecteurs Xm-_l,Xgi,m;_l <t < m;avec j =1,...v;. Comme

les matrices ,151 et Dg([\*) commutent, ces sous espace sont propres pour 151; on peut donc
écrire k~1 avec des blocs [l~cl] ; € O(m;), i =1,...,v; sur la diagonale; de plus, vu la forme de
Dg(]\*), chaque bloc [121]]., commute avec Jp,; pour j < v, ou avec €Jp, pour j = vi.

Appliquons la proposition 5.10 & chaque bloc de ki : det [121] j=L Avec la décomposition
de k; en bloc matriciel, on en déduit : det k; = IT; det [l~cl] i=1

On peut donc écrire kK comme le produit k = k1ko = kok; avec k; € K;,7 = 1,2 pour les
groupes K, K3 donnés dans la proposition 3.10.

Réciproquement, toute matrice k € K, s’écrit sous cette forme-la.

On peut davantage décrire le sous-groupe Kj :

Corollaire 3.12 (Isomorphisme entre K; et K (m;wvg;v1))
Fixons le paramétre A* € £ — {0} et éventuellement si K = SO(v), € = 1. On leur associe
comme ci-dessus les indices v, vy et m = (my, ..., My, ).

On définit I'application si K = SO(v) et vg = v', e = —1,

. K, — K(m;voivl) ) o
C ke (L ) ™ ()
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sinon :

. K, — K(m;v0;~v1) ) ) _
1 ky — <¢§m1)([k1]1),”., §mu1-1)([kl]v1_1)’d}§mu1)([kl]vl)) ;

le groupe K (m;vo;v1) = Upy X Umy X ... X U, a déja été décrit dans la sous-section 1.2.2.
L’application ¥, est un isomorphisme de groupe entre K; et K(m;uvg;v;).

Démonstration du corollaire 8.12: On reprend les notations de la démonstration de la
proposition 3.10. Appliquons la proposition 5.10. Pour k; € K;,

(mj)

~ chaque bloc [k] ;»J=1,...,u1—1 commute avec Jn,, et donc est isomorphe par ¢,
a une matrice unitaire de taille m; ; 3
- si K = SO(v),v = v',e = —1, le bloc [ki], avec —Jn, ; et donc est isomorphe par
§m"1’_1) & une matrice unitaire de taille m;.

. 7 . My N . . .
— sinon, le bloc [kl]v1 avec Jp,, ; et donc est isomorphe par ¢§ 1) 3 une matrice unitaire
de taille m;.
Réciproquement, on a pour (ui, ... ,um,,l) € K(m;wvg;v;) selon les cas :

-1 v )—1 _1 _1 v _1
(w§m1) Uy, ..., §m v Um,, ) OU (¢§m1) ul,...,v,[)fm ) Um,, ) € Ki
L’application ¥, est donc un morphisme de groupe entre K; et K(m;vg;v;).

Remarque 6 Toujours d’aprés la proposition 5.10, Uapplication ¥, est compatible avec la
complexification dans le sens ot on a selon les cas :

’d)gvl'_l){kb(xl, Y1y oo+ Toty yv’)} = \Ijl(kl)"(pévl’_l)(zlv Y1y -+ Loty y'u') )

ou
Y k) (T2, Y1, - - - s Tugy Yuo)} = Uy (kp)- (21, Y1, - - - Tugy Yuo)

3.1.5 Groupe quotient N = N/ kerp

Expression des représentants p considérés. Nous allons maintenant donner 1’expres-
sion de py- p+ ¢ associée & la forme linéaire r*X,, + D§(A*) que nous allons considérer.

Vu la construction effectuée dans la sous-section 1.3.2, dans le cas A* = 0, on pose
Pr+0 = Ux+ o la représentation de dimension 1 donnée par le caractére :

exp(X + A) € N — exp(i < X*, X >) ;

dans le cas A* # 0, il reste & choisir un sous espace E;; nous allons le faire grace a la base
canonique.

Supposons donc A* # 0. On note A* € Z* identifié par la base canonique X;;, i < j & la
matrice antisymétrique Do(A*) # 0 et 2y la dimension de I'image SA* de A*; 'expression
de la représentation Uy-x, ps(a) (mais pas sa classe) dépend du choix de E), sous espace

65



maximal totalement isotrope pour la forme (X,Y) —< A*X,Y > restreinte a SA* x SA*.
Ici, grace a la base canonique, on pose :

E, =RX,®.. 0RXp_1©... ® RXpyy_1

On note py« p+ la représentation U,. X,,D5(A+) correspondant a ce choix. On peut donner
explicitement ’expression de p,« -, ainsi que des représentations p, p;, et p, que nous
allons définir dans la suite.

Notations. Fixons une des représentations (H, p) = (Hr+ A+, Pr=.a+ ) avec A* nul ou non.
On convient de noter :

— ker p le noyau de p,
N = N/ ker p le groupe quotient et A son algébre de Lie,
p le morphisme induit sur N (qui est une représentation sur le méme espace que p,
dont on peut donner une expression explicite),
— 7 € N I'image de n € N par la projection canonique N — N,
Y € N 'image de Y € N par la projection canonique N' — N,
si A* #0: B = |A*|71Dg(A*). ot pour A* = (X,...,\%) € L, |A*]? = Z;"zl Ar%; on
remarque |A*| = |Dy(A*)|, ot la norme précédente est la norme pour laquelle la base
Xi j,t < j est orthonormale.
Le but de cette sous-section est de démontrer les trois propositions suivantes :

Proposition 3.13 (NN et p)
Soit (H, p) = (Hps Av e, Pre Are)-
a) Si A* # 0, le groupe N est isomorphe au produit (direct) des deux groupes N; et Ny, et
la représentation p est équivalente au produit tensoriel des représentations p; sur N; et p3
sur ]—V;, ol :

~ le groupe de Lie nilpotent N, a pour algébre de Lie N] qui admet pour base comme

espace vectoriel : —)—(_1, e ,3(2—,,0, B ; son centre est RB ;
— la représentation p, induit sur le centre le caractére :

exp(aB) — exp(ialA*|)

~ N et p, sont décrits par :
— ou bien r* = 0 et N est le groupe trivial, et p, la représentation triviale;
— ou bien 7* # 0 et N, est le groupe d’algébre de Lie RX,, et p, est la représentation
associée au caractére :
expzX, — exp(iz)

b) Si A* = 0, alors N et p ont la méme description que N, et B, ci-dessus.

Avec les conventions de notations du début de cette sous-section, pour k& € K, les
représentations p et k.p sont équivalentes ; en particulier, elles ont méme noyau. Donc I’action
de K, laisse stable ker p et passe au quotient sur /N. Nous décrivons cette derniére action.

66



Proposition 3.14 (K, et N)
On garde les notations des propositions 3.10 et 3.13.
a) Si A* # 0, le groupe K; aglt sur Ny, et le groupe K, agit trivialement sur N, : le
produit semi-direct K, a'N peut s’écrire : K, 4N ~ ~ (K <1N1) x Ky x Nj.
b) Si A* =0, action de K, est triviale sur N : le produit semi-direct K, < N est en fait
direct : KPQN ~ K, X -N-.

L’utilisation de la base canonique dans ’expression de p- o+  nous permet d’établir sim-
plement un isomorphisme entre N; et le groupe de Heisenberg H* = C* x R. Gardons
les notations de la proposition 3.13, dans le cas A* # 0, et du corollaire 3.12. On définit
I’application ¥, : H* — N; donnée par si v = v, K = SO(v), e = —1:

\1/2(1'1 + iyla vy Tyt + iyv'y t)

v'—1
A* A* —
= exp ({Z [ .’L'JXQJ 1+ y,ng) % (yv’X2u’—1 + -Tv’XZv’)} + tB)

J

sinon :

Uo(z1 + Y1, - - -, Ty + WYugs ) = €XP (Z (z;Xaj—1 +viXe) + t§>

Proposition 3.15 (IV; et K;)
L’application V4 est un ismorphisme entre les groupes N, et H". Les groupes H := K; < N,
et Hpeis := K(m;vo;v1) <HY sont isomorphes par I’application :

U, HheiszK(m;vo;vl)dH”" e H=K1<1_N_1-
o Ul (ky), b — ki, Ua(h)

Les démonstrations du cas A* = 0 sont directes.

Démonstration des propositions 3.13 et 8.14 si A* = 0: Dans ce cas, la représentation p
s’identifie au caractére x dont la différentielle est ir* X . Son noyau ker p a donc pour algébre
de Lie I’ensemble des vecteurs X € V qui vérifient < 7*X*, X >= 0. Le groupe N a alors
une algebre de Lie isomorphe & R si 7* est non nul, et & {0} sinon.

La représentation p se factorise en une représentation unitaire irréductible 5 sur N, qui
est associée au caractére si r* est non nul :

expzX, — exp(iz)
et si 7* est nul, le caractére trivial 1.
Jusqu’a la fin de cette sous-section, on convient de noter A* = Dy(A*) et X* = r*X,,

ainsi que d’omettre r* et X, si r* = 0.
On connait :
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— grace a la remarque 3, le noyau de la représentation p,» 5+, dont on déduit la base
voulue pour N,
— grace a la remarque 4, son expression sur le centre de IV, dont on déduit I’expression
de p, sur RB.
Pour démontrer la proposition 3.13.a), il reste & exhiber le centre de N. Pour cela, nous
calculons tous les crochets de la base considérée.

Lemme 3.16

Dans ce qui suit, on suppose A* # 0; on garde les notations de la proposition 3.13.
L’algébre de Lie N' admet pour base comme espace vectoriel la famille de vecteurs :

X1,...,Xawy, B, 4 laquelle on ajoute X, si2vg<vetr*#0
Les crochets des vecteurs de cette base valent 0, sauf :

—_— W) .. ’
o, Kol = { 1P sii=vet K =50(),
7 Ii‘IB sinon.

En particulier, X* commute avec tous les vecteurs X;,i = 1, ..., 2up.
Démonstration du lemme 8.16: On déduit la base de N de I’expression du noyau (voir
remarque 3). On voit directement d’aprés (1.3) :
- si (4,7) # (20" — 1,2¢), < A*,[X;, X;] >=< A*.X;, X; >= 0 et donc [X;, X;] = 0,
- < A*,[XQi/_l,XQi/] >=< A*.Xgil_l,Xgi' > vaut 6)\:/ sit =17 et K = SO( ) et /\7;/
sinon; et donc [Xay_1, Xou] vaut eX’,|A*| 1B sii = v’ et K = SO(v), et \y|A*|"'B
sinon.

Démonstration de la proposition 8.14 si A* # 0: Soit n = exp(X + A) avec X décomposé
selon la base canonique :
i=1

2vo

n = exp(X+ < Dy(A*),A>B), avec X = ijyj+xvz
=1

Donc pour k € K,, on a : k.n = exp(k.X + k.A), et k.n = exp(k.X + k.A), avec :

ol

2vg
kX = szk.Xj+:cv—)C ,
j=1

kA = <A kA>B =<k 'A"A>B=<A"A>B =4 |,

car k™1LA* = A* et k.X* = X*. On _peut donc directement définir I'action (par automor-
phisme) du groupe K|, sur le groupe N. De plus, on remarque les propriétés suivantes :
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-SikeK; etﬁEEalors k.7 € N;; et donc K, agit sur V. L
- Sik e Ky et € Ny alors k.m =7 ; et donc K, agit trivialement sur N.

Démonstration de la proposition 3.15: Notons (z,t), (2/,t') € H"™ avec :
z=(T14+1W1,..., Lo+ 1Yy) et 2 = (2} +1yy,...,2,, +1Y,,)
D’apreés I'expression de (z,t).(2/,t') et Uy, on asi vy =2, K = SO(v), e = —1:

T (2,0).(2,)) = exp<{z

|A%|
X

(25 + 23) Xaj-1 + (y; + ¥5) Xo5

- - 1 & —
(W + 1) X1 + (2 + z;,)XW} (45D T - yﬂ}M)
j=1
sinon :

(z; + 75) Xaj—1 + (y; + ¥;) Xo5

¥, ((2,8) (2 =exp<2

1 & —
+(E+t+ > iy - yja:;.)A>
j=1

Or d’apreés la valeur des crochets des X; donnée dans le lemme 3.16, on voit :

[Z :EJX2] 1 + y]XQJ Z ” SL‘ X2] 1+ yJXZJ)jl

Vo |

vo
= Z 2\ $Jyy [Xaj—1, Xaj] + |,\* YiT; [Xoj, Xoj1] = Z(xfy; -y;25)B

j=1 .7
ainsi que :
A* S _ A*
[‘ |>\* |( v Xow—1 + Ty Xoy), — l)\* | (Yo Xav—1 + x:,'X2v’):|
v’ v

= ;\,,— (yo 2o [Xov—1, Xow] + Zwtfy [Xov, Xov-1]) = (@w¥ly — ywty)B
UI

On en déduit dans les deux cas :

\112 ((z,t).(z’,t’)) = exp (Z IL‘JXQJ 1+y]X2]) +tz>

vo A* -
exp (Z l)\*l (23 X2j-1 + yjXo5) + t/A>
j
= lI’g(z, t)\If ( , )
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L’application ¥, est donc un morphisme de groupe et il est clairement bijectif. Par définition
de U, et Uy, et d’aprés la remarque 6, on a :

Vk € Ky ,heH™ : UTHky).h = U5 (k. Us(h))

ainsi 'application ¥, est un isomorphisme de groupe K (m;vg;v;) <H™ — K; 4 N;.

3.1.6 Cas O(r*,0)

Nous montrons ici le théoréme 3.5.a). Fixons p = pp o, et v € ép. On note vy = c.p,
1 < ¢ £ oo et U la représentation donnée par le passage au quotient du groupe G, par ker p
de la représentation v.

Description de G p- D’apres la proposition 3.14 dans le cas A* = 0, le produit semi-direct
K, 4N est en fait direct, donc la représentation 7 s’écrit comme le produit tensoriel de deux
représentations unitaires irréductibles :

— 'une de N, qui coincide avec c.p (étant irréductible ¢ = 1),

— et l'autre de K, ayant un vecteur K)-fixe (étant irréductible, elle est triviale).
La représentation U coincide donc avec la représentation : (k,n) € K, x N — p(n). Or
d’aprés la proposition 3.13 dans le cas A* = 0, si r* # 0, la représentation p est associée au

caractére exp X, — €. Donc U est la représentation associée au caractére :
(k,exp(zX)) — exp(iz)
On en déduit que la représentation v = ™ ** est donnée par :
k,exp(X + A) — ei<mXeX>

si 7* # 0. C’est aussi le cas si 7* = 0, car alors p est la représentation triviale 1.

Nous venons donc de trouver que Gp est I’ensemble des classes des représentations v
lorsque 7* parcourt R*. L’espace de la représentation de v" 0 est de dimension 1. On note %
un de ses vecteurs unitaires.

r*,0

Formule pour ¢”,v € ép. Explicitons d’aprés la formule (3.1), la fonction sphérique ¢”
associée & la représentation v = v"%. On a :

<1/(I, n).a, 1'[>

o = ei<r'X;,X> d’oit ¢"(exp(X+A)) — / ei<r‘X;,k.X>dk

keK

@ = ¢""0, et le théoréme 3.5.a) est ainsi démontré.

3.1.7 Cas O(r*,A*¢)

Nous montrons ici le théoréme 3.5.b). Fixons p = p,- o+ avec A* # 0, et v € Gp. On
note : Yy = c.p, 1 < ¢ < oo et U la représentation donnée par le passage au quotient du
groupe G, par ker p de la représentation v.
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Description de G’p. D’aprés la proposition 3.14 dans le cas A* =0, le groupe K, aN est
isomorphe au produit direct de H = K;<4N; et de K3 et N,. La représentation ¥ s’écrit donc
comme le produit tensoriel de trois représentations unitaires irréductibles :

1. 'une de H dont les vecteurs K;-invariants forment une droite,
2. Pautre de K, dont les vecteurs Ks-invariants forment une droite,
3. la derniére, de N,.

A cause de l'irréductibilité, la représentation sur Ky est triviale : K, C kerv; d’aprés le
lemme 3.6, U passe au quotient en une représentation unitaire irréductible 7 sur H x N
qui coincide avec c.p sur N et dont les vecteurs Kj-invariants forment une droite. Nous
reprenons les notations du lemme 1.17, ainsi que celle de ¥ (proposition 3.15). Pour une
fonction sphérique w de (H", K (m;vp;v;)), on définit les représentations (H“, II“) de H par :

HY = {Fo¥,, FeH,} , I"=I(T)

Lemme 3.17
La représentation U est de la forme :

" (kl,h—l)GH=K1<1NI, Tl_2=eXp(.’L'7)GF2, kgng
U ((ky,77).(k2,m2)) = m(k1,71) exp(iz)

ou vy, est une représentation du K, < N, équivalente a II* avec w = wjp-|;, | € N**; la droite
K,-fixe de H¥ est CQ“ o V.

Démonstration :La représentation ¥ s’écrit comme le produit tensoriel de vy, et 7y, tel que
(a) lareprésentation -y; du groupe H est irréductible ; ses vecteurs K;-invariants forment
une droite ; elle coincide avec c¢.p sur N ;
(b) la représentation 7, du groupe N, est irréductible et coincide avec c.p sur Ns.
A cause de l'irréductibilité d’aprés la condition (a), on a ¢ = 1. Donc si Ny # {0}
c’est-a-dire r* # 0, on voit :

plexp(zX,)) = v2(exp(zX,)) = exp(iz)

De plus, d’aprés la proposition 3.15, H est isomorphe & Hpeis = K(m;vg;v;) < H™ par
Wy ; et d’aprés la premiére partie du lemme 1.17, on connait les représentations irréduc-
tibles (H,,IL,) sur Hp.;s dont les vecteurs K;-invariants forment une droite. On en déduit
que les représentations irréductibles de H dont les vecteurs K;-invariants forment une droite,
sont toutes les représentations (H,, I1,,) données dans I’énoncé, lorsque w parcourt ’ensemble
des fonctions sphériques de Hpeis. De plus, la droite K;-fixe de H¥ est CQ“ o Wy

Ainsi les représentations 7; vérifiant (a) sont les représentations 7; équivalentes a une
représentation II* satisfaisant : H‘ﬁv—l ~ p;. Supposons cette condition vérifiée. D’aprés la

restriction des représentations I et p, sur le centre exp RB de N; (voir respectivement la,
seconde partie du lemme 1.17, et la proposition 3.13), le cas w = w, est impossible, et la
fonction w est de la forme w = wjp+;. Par conséquent, les représentations v, vérifiant (a)
sont parmi les représentations <y, équivalentes a une représentation II* avec w = wjp,.
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G, C G}. On note la projection canonique (X est décomposé selon (3.2)) :

N — N1
W = exp(X + A) — exp (22”0 T; X, + <?A.A>B>

Par la projection canonique :

KpQN:K]_XKQQN — (KIQ—NI)X(KQX-]VZ)
k =kiky,n =exp(X + A) — ((kl,ql(n)), (ko,exp(r* < X, X > X))) k

la représentation 7 se reléve en la représentation v ; grace au lemme 3.17, v est équivalente
& une représentation (H“, " A"!) sur K, <« N avec w = wjp;, donnée par :

A k=k1k2€KP=K1XK2, n=exp(X+A)€N
Vr‘,A‘,l(k,n) — eir‘<X;,X> Hw(kl, ql(n))

On note G;, 'ensemble des classes des représentations v™ A" b€ [ € N*1. C’est un ensemble de

classe de représentations de K,< N, qui contient ép ; les restrictions & N de ses représentants
(H«, v A"b€) peuvent (a priori) ne pas étre équivalentes & p. Cependant, par construction,
elles ont une droite K,-fixe dont un des vecteurs unitaires est & = 2 o ¥,. Notons ¢” la
fonction sphérique associée.

Lemme 3.18 (Calcul de ¢*,v € é;)
La fonction ¢” est donnée par :

@7 A (n) = / el <Xk X>) 0 Uy(k.n)dk (3.3)
keK
- / oAb (kn)dk
keK
0l W = wyps|, €t U, = U5 o g, et la fonction ©A"be est donnée par :

@'*’A"l’e(exp(X +A) = i7" <X, X> gi<D3(A%),A> H El, mj—l( 21' |pfj(X)(2)

Démonstration du lemme 3.18: D’aprés I’expression de la représentation v = 7 A%be

on a: ‘
v(I,n)d = e <KX T(L, 1 (n)) 2 0 T

puis :
<y([7n).{[) E>H" — iTT<X5X> <H“’(1,q1(n))ﬂ“’ 0¥y, Qo \IJ0>Hw

L’isomorphisme ¥y donne :

<H“’(I, q1(n))Q¥ o ¥y, Qo \Ilo>Hw = <Hw(1, U5toq(n))Q, Q“’>H

w
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De I'expression de ¥, (proposition 3.15), on en déduit une expression ¥y = U5 og, (X étant
décomposé selon (3.2)) si K = SO(v),vp=0",e=—1:

ot < Dy(A*), A >
IA*| (:I:QU + 1$2v —l) |A*[ ) )

! (1 +iz9), .. .,

Fofexp(X + 4)) = (/17

sinon :

- Y Avo < Dy(A*), A >
\Ilg(eXp(X + A)) = ( |A |(x1 + 21‘2) |A*| (xZ’UO 1 + Z:L‘2’U0) 2(|A*|) )

Par définition de la représentation I1, la fonction 2 étant la fonction de type positif associée
a cette représentation (ou par 1’équation fonctionnelle (1.4) des fonctions sphériques pour
Q“),on a:

(M,(I, ¥2(n)), Q)

w

= O (I, \ilg(n)) = wo Wy(n)

Grace a l'expression de Uj, en renommant les A} en les \; distincts, et grace a I’expression
de w = wjp+),; théoréme 1.10, on obtient dans les deux cas :

- e v A
wo Uy(exp(X + A)) = et<Ds(A )’A>jI=IIElj,mj_1(EJIprj(X)lz) ,
puis I’expression (3.1) de la fonction ¢ = ¢™ *A"b¢ donnée dans le lemme.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.5.
Les théorémes 3.1 et 3.2 sont ainsi démontrés.

3.2 Remarques

Nous confrontons ici les résultats des théorémes 3.1 et 3.2 avec ceux déja connus, ou
ceux issus d’autres propriétés des fonctions sphériques. Nous obtiendrons des propriétés du
sous-laplacien de Kohn.

3.2.1 Représentation sur Nv,g'

Dans la section précédente, nous avons caractérisé les fonctions sphériques bornées des
paires (N,2,0(v)) et (Ny2,SO(v)) grace aux représentations des groupes O(v) a4 N, o et
SO(v) < Ny2. On peut aussi le faire grace aux représentations sur N = N, o [BJR90, theo-
rem GJ. Rappelons briévement une partie de ce résultat. Pour une représentation (H,II)
irréductible de N, on définit pour un élément k£ du stabilisateur Ky dans K, 'opérateur d’en-
trelacement Wy, donné (a une constante complexe de module 1 prés) par : Wy (k) o II(n) =
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[I(k.n) o Wr(k). On obtient ainsi la représentation projective Wy : Ky +— EndH. On dé-
compose H = ), V; en une somme orthogonale de sous espaces irréductibles invariants sous
I’action de Wp. Les fonctions sphériques sont données par

dnc(n) = /K <M(kn).(,¢>dk

lorsque II € N et ¢ € V}, |¢| = 1 (deux représentations II équivalentes ou deux vecteurs
du méme espace V; donnent la méme fonction sphérique). Au cours de la preuve de [BJR90,

theorem 8.7] (et des lemmes qui le précédent), on utilise que pour une fonction f € L}(N )h,
H( f ) préserve chaque sous espace V] et vaut en restriction & ce sous espace, & une constante
prés Idy, (lemme de Schur). Cette constante vaut < ¢n ¢, f >, ¢ € V;,|(| = 1. Cette propriété
est aussi vrai pour les mesures radiales de masses finies. On a donc aussi pour ( € E;, ' € Ey :

/ <T(kn).(, ¢ > dk = due(n) <G C>
K

qui vaut 0, si [ # .

Cas A* = 0. Chaque fonction sphérique ¢™? est trivialement associée par [BJR90, theo-
rem G| a la représentation de N de dimension 1 donnée par le caracteére :

n =exp(X + A) — exp(ir* < X;, X >)

Cas A* # 0. Soient (r*,A*) € Q avec A* # 0 et | € N e = £1,0. On considére la
représentation II = II,» 5» . de N sur 'espace H = L%(R") donnée pour une fonction f € H
de la variable (yy, ..., yy,) € RY, et pour n = exp(X +A) € N avec X décomposé selon (3.2)
sivg=1"et e=—1 par:

O(n).f(y) = exp(ir'z,+ < D5(A*), A >)

v -1
. A; * )‘:' ) *
exp ¢ = ToiToj—1 + [ Aj T2y — —TavTav—1 — / AyTow Y
— 2 J 2
J:

flyr + VAz1, - Y + VAT —1)

et sinon par :
Vo *
- * € * A] *
H(n)f(y) =expt| T T+ < D2(A ), A> + Z ?xgjisz_l + \/)\jZEijj
j=1
Flyr + VAiz1, - Yoy + 4/ A T2v0-1)

Cette représentation II = II,. o . est équivalente & p,- - ¢ grace a I'opérateur d’entrelace-
ment :

1
vo 1
Fe Hr‘,A*,e B f €H avec f(yla-°'ayv’) = (jI=-[1/\;)4F( /\Tyl’-'-a /\;oyvo)
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La représentation II est donc irréductible; on peut aussi le voir directement en s’inspirant
du cas du groupe de Heisenberg [Fol89]. Ainsi, c’est une représentation de N associée par
Kirillov, a lorbite contenant 7*X, + D§(A*). Nous avons déja décrit son noyau ker I dans
la remarque 3, puis son stabilisateur Ky dans la sous-section 3.1.4, enfin le groupe quotient
N/kerII dans la section 3.1.5. Rappelons que le groupe N/ kerII est isomorphe par ¥, au
groupe de Heisenberg, & une éventuel facteur euclidien prés, et que Ky est isomorphe par
U, au groupe K (m,vg,v1) C Uy,.

La décomposition de H par Wy se raméne au méme probléme sur le groupe de Heisenberg
pour le groupe K (m,vp,v;). Ce dernier est connu : en effet, par exemple pour K = U,,, et
pour les représentations de Bargmann sur H", ces espaces sont les espaces de polynémes
homogenes de degré fixé [FH87, ch.IV,IIL.2]; les représentations de Bargmann et de Schré-
dinger sont équivalentes et leur opérateur d’entrelacement envoie le monéme homogéne sur
la fonction de Hermite tel que le degré égale le paramétre (& une normalisation prés) [FH87,
ch.IV IIL1]J.

On obtient ainsi une autre construction des fonctions sphériques bornées de (N, 2, SO(v)),
dans la forme que nous donnons maintenant (mais que nous ne démontrons pas).

Pour I = (I3,...,l,) € N, on note E; I'ensemble des a = (al,...,a™) tels que o’ €
N™i || = I; pour j = 1,...,vy; pour un tel o € Ej, nous considérons la fonction unitaire
Ca € 'H donnée grace aux fonctions de Hermite (voir sous-section 5.1.5) par :

G R — R
o Y, -y Yy ;')lzlhod(ym 1+17---’ym9)

Comme les fonctions de Hermite sur R forment une base hilbertienne de L?(R), la famille
(o, € B, 1 € N1 est une base orthonormée de ’espace de Hilbert H. On peut montrer que
les espaces V}, engendrés par (,,a € E; sont irréductibles pour ’action de K.

On sait donc déja que pour a € Ej et o' € Ey, la fonction

n — / < Mpr pe e (k1) Gy Cor > dE
K

est une fonction sphérique si [ = I’ et a = ¢/, et nulle sinon. On montre que cette fonction
sphérique est
¢H,Ca — ¢r*,l\‘,l,6 Q€ El ’

pour cela, par exemple, on peut considérer le vecteur :

¢ = (CardE))” Z « €Vi

a€E;

et utiliser les propriétés des fonctions de Hermite et de Laguerre. En particulier, pour a €
E,od €eEpetl,'! eN" ona:

sinon

A%l S R — A
/ < e v (k). (o, Cor >4 dE = { g’ (n) s%l l'a=d |, (3.4)
K :
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pour K = SO(v) ou O(v).
Soit une fonction f € L*(N )b. Grace a ce qui a été rappelé sur II(f) ou par calcul direct,
onapourac€ kb :

O pee(f) G =< f¢7 P> (0 (3.5)

3.2.2 Sous-laplacien

Le sous-laplacien “de Kohn” est I'opérateur différentiel :

L = —iZlX?

C’est un opérateur sous-elliptique (& coefficients analytiques) invariant par translation &
gauche et par O(v) et SO(v) ; donc les fonctions sphériques (qui en sont des fonctions propres)
sont analytiques (ce que ’on pouvait déja voir sur leurs expressions explicites).

Chaque représentation II = II,« 5. . induit la représentation suivante, notée dII de I’al-
gebre des opérateurs différentiels sur N invariants & gauche sur 'espace des fonctions de
Schwarz S(R™) :

j = 1, ...,V dH(ng_l) = \//\;8%. et dH(XQJ) =1 )\;y] y
2 <j<v  dII(X;) = 0 et dI(X,) = ir*ld

_ i,/)\* Id si (Z ]) (25" —1,25"),5" #',
Vi< j dlil(X;;) = ze‘/)\* Id si(i,j5)=(2v"-1,20"),
sinon.

En particulier, pour le sous-laplacien L, on a :
dIl(L) = r*’Id — Z A (82 —4?)

Comme chaque fonction de Hermite-Weber hy,k € N sur R vérifie I’équation différen-
tielle : ¥” + (2k + 1 — %)y = 0, on calcule facilement pour o € E; :

. = (Z Ai(2L; + mj) +r*2> (o - (3.6)
j=1

Ainsi, les fonctions (,,a € E;,l € N"! forment une base orthonormée de vecteurs propres de
lopérateur dII(L).

Gréace aux égalités (3.4) et (3.6), on déduit la valeur propre associée & une fonction
sphérique bornée ¢ A"b€ pour le sous-laplacien L :

V1

J=1
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Cette égalité a un sens pour A* = 0, en convenant toujours que si A* = 0, ¢" *A"b€ signifie
¢ (et évidemment Af = 0 et \; = 0 aussi). Sa preuve est directe lorsque 1'on considére les
expressions des fonctions sphériques bornées données dans le théoréme 3.2. En particulier
pour € = 1, on trouve les valeurs propres pour le sous laplacien et les fonction sphériques de
la paire N, 2, 0(v)

Dans le cas A* # 0, on a donné une ébauche de preuve ci dessus. On peut aussi faire le
calcul direct et utiliser des identités remarquables sur les fonctions de Laguerre, ou encore
en utilisant notre construction des fonctions sphériques bornées et ce que ’on a rappelé dans
la sous-section 1.2.2 sur le groupe de Heisenberg.

Corollaire 3.19 (Transformée de Fourier du noyau de m(L))
Soit m € S(R). Le noyau M € S(N) de I'opérateur m(L) est une fonction radiale dont on
connait la transformée de Fourier sphérique : "

v
(M, ¢ M) = m(Yy N2 +my) +r7%)

J=1

pour tout (r*,A) € Q, 1 € Nt si A* #0, et ¢ = £1,0.

3.2.3 Autres opérateurs différentiels

Une autre méthode pour déterminer les fonctions sphériques, serait d’utiliser le théo-
réme 1.7, c’est a dire de considérer les fonctions sphériques comme fonctions propres com-
munes des opérateurs différentiels invariants & gauche et par O(v) ou SO(v). C’est ce que
nous avions fait pour les paires de Guelfand (H", K (m;vo;v1)). Mais sur le groupe N = N, o,
il n’est pas aisé de trouver des générateurs pour ces opérateurs.

Outre le sous-laplacien L, on connait d’autres opérateurs différentiels invariants & gauche
et par K. Citons d’abord le laplacien du centre :

Az = _ZXEJ' ’
i<j

dont on calcule facilement la valeur propre associée & une fonction sphérique :

AZ~¢)T‘,A"Z’€ — (Z /\:2) d)r',/\‘,l,e ) (38)
=1

Il y a également les opérateurs différentiels associés a polynéme K-invariant en les coefficients
de matrice et de vecteur ; par exemple, le polynome P(A, X) = ||A.X||*, et tous les polynoémes
P(A, X)=||A"X|?,n €N.

On peut donner des exemples d’opérateurs Dp issus de polyndéme P seulement en les
coefficients de matrice invariant sous l'action par conjugaison de K sur les matrices :

— avec le polynome P(A) = ||A|®> = trace (4*A4), on retrouve le laplacien du centre
Dp =2Az;
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— si 'on considére le polynéme caractéristique d’une matrice A :
XP 4+ cp 1 (A)XP + .. co(A)

Le polynome c; est symétrique en les coefficients de la matrice A et K-invariant. On
peut donc lui associer un opérateur différentiel sur A invariant & gauche et sous K, en
identifiant une matrice antisymétrique A de coefficient antisymétrique A;.; et ’élément
Y A;;X;; du centre de NV,

Par exemple, en étendant les notations X;; = —X;,4 < j et X;; = 0, on peut consi-
dérer le polyndme en les coefficients matriciels co(A) = det A ; L’opérateur différentiel

associé est :
Dco = ZE(U)HiXi,a'(j) N

la somme étant sur toutes les bijections o de {1,...,p} et €(o) désignant la signature
de 0. On connait pour cet opérateur les valeurs propres associées & chaque fonction
sphérique :
Doy Ahe = § IIAFGA0e siv =207,
0 siv=2v'+1.

Avec les égalités (3.8) et (3.7), on démontre :

Lemme 3.20 (Une famille de fermés de Q)
L’ensemble des fonctions sphériques bornées 2 (pour SO(v) ou O(v)), muni la convergence

uniforme sur tout compact, s’identifie au spectre de 'algébre L'(N )h, muni de la topologie
faible-*. Le sous-ensemble Q¥ N > 0 de Q) formé :

— des fonctions sphériques ¢™ ° avec * < N,

— des fonctions sphériques ¢™ A b¢ avec A* € £ — {0} et e = 1, vérifiant :

v vy
YNESNT et Y N@+my)+r <N,
i=1 j=1

est fermé dans I’ensemble ().
De ce lemme, on déduit facilement :

Corollaire 3.21 (Identification des structures boréliennes de )

Lorsque I'on identifie les fonctions sphériques et leurs paramétres, les structures boréliennes
de ’ensemble (topologique) 2 et des paramétres (r*, A*) € Q,1 € N"1, ¢ = %1, des fonctions
sphériques bornées pour SO(v) ou O(v), s’identifient également.

3.3 Mesure de Plancherel radiale

Dans cette section, nous explicitons la mesure de Plancherel radiale pour les fonctions
sphériques pour O(v). La mesure de Plancherel radiale est la mesure pour laquelle on a la
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formule de Plancherel radiale :

Vf € Llloc(‘lv)h : ”f||L2(N) = ||< f7 ¢ >||L2(dm(¢)) : (39)

Nous avons déja donné son expression dans le théoréme 3. Dans cette section, aprés avoir
redonné 1’énoncé de ce théoréme, nous le démontrons.

3.3.1 Expression de la mesure de Plancherel radiale

On identifie les fonctions sphériques et leurs paramétres. Le corollaire 3.21 nous permet
d’identifier aussi les structures boréliennes. Le théoréme qui suit montre que la mesure de
Plancherel radiale est supportée par les fonctions sphériques ¢" A" dont les paramétres
r*, A* [ sont dans ’ensemble P, = P donné par :

Pw = {(0,A*]), A*e€L,leN"} |,
Puwsr = {(r A1), reRY, A*el,leN} |

avec les notations du théoréme 3.1.
On note 7’ la mesure sur le simplexe £ donnée par :

dn'(A) = IiAzdn(A) , A=(A,.. A)

oul 7 est la mesure sur le simplexe £ dont 1’expression est donnée dans le lemme 5.11,
On note également m sur P, produit tensoriel :
- de la mesure 7/,
~ de la mesure 5 de comptage sur N,
— et si v = 2v' + 1 de la mesure de Lebesgue dr* sur R*,
a la constante de normalisation prés :

(2m) " T siv=2,
C(U) == _u(v—l)_l_vl .
2(2m)" 2 siv=20"+1.

Dans le cas v = 2v/, on note la mesure :
dm(A*,1) = dm(¢"*) = c(v)dn' ® Y |
et dans le cas v =2v"+1:
dm(r*,A*,1) = dm(¢"*) = c(v)dn'@Z@dr*
Rappelons I’énoncé du théoréme 3 :

Théoréme principal 3.22 (Mesure de Plancherel radiale)
La mesure de Plancherel est supportée par P et s’identifie 4 m.

79



Dorénavant, on confond les fonctions sphériques ¢ et leurs paramétres : on écrira pour
une fonction g: P — C, g(¢) ou g(r*, A*, 1) pour g(r*, A*, 1) lorsque ¢ = ¢" A"

Avant de passer & la démonstration de ce théoréme, nous donnons quelques notations
et proprités concernant la transformée de Fourier euclidienne. Nous utiliserons les notations
suivantes pour la transformée de Fourier d’une fonction f : R¢ — C :

}-C/I'f = /}Rd f(x)e—iz.gdx et ﬁ(/z‘f - /Rd f(x)e”'cdm

On identifie V, V* et RY, ainsi que Z, Z2* et R?, z = v(v—1)/2; cela nous permet de considérer
les transformées de Fourier euclidienne en ces variables.
On remarque :

Lemme 3.23
Soit f € S(N)". Soient A* € A, et k € O(v) tels que k.A* = A*. On a :

VXEVAR  Faun [f(ep(X +A)] = Faopa [fexp(X +k.4))]

On a aussi pour A* € A, et k€ O(v) :

3 Faesa. [f(exp(X + A))]dX = 5 Fi.aa-[f(exp(X + A))] dX

Démonstration du lemme 3.23: Pour la premiére égalité, effectuons le changement de
variable A’ = k71 A :

Farja.[f(k.exp(X + A))] = Flexp(X + k~L.A))e= <A 4> 4
Ay
= f(exp(X+A/))e—i<A‘,k.A’>dA/

Ay

On a d’une part, par dualité :< A* k. A >=< k~1.A* A >, d’autre part k~1.A* = A* car A*
et k commute par hypothése.
Pour la seconde égalité, commencons par remarquer :

Fi.aja. [f(exp(X + A))] = | Flexp(X + A))e~i<k-A4"4> g4

= Flexp(X + A'))e i<A 1 A>gA — flexp(X + k.A"))e <4 A>q4"
Ay Ay

aprés le changement de variable A’ = k~!.A. Maintenant, comme f est radiale, on voit :
f(exp(X + k.A")) = f(exp(k™1.X + A")); on en déduit :

Fr.arja- [f(exp(X + A))] = Faeja- [f(exp(X + k.A))] = Far/a. [f(exp(k‘l.X + A))] ;
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puis :

. Fr.av/a- [f(exp(X + A))]dX = " Farsa- [flexp(k™1.X + A))] dX

= Farsa-[f(exp(X' + A))] dX'
]R‘U
aprés le changement de variable X' = k~1.X.

Démontrons le théoréme 3.22. On définit les sous groupes K;,i =1,...,7y de K de la
maniére suivante : K; est I'’ensemble des éléments k € SO(v) tels que k.X; = X; pour tout
J # 2i—1,2i, qui laissent stable le plan P; := RXy;,_; ®RXj5;. On note dk; la mesure de Haar
(de masse 1) du groupe compact K;, i = 1,...,vp. Par restriction a P;, les éléments de K;
sont des transformations orthogonales directes du plan P;, et on a le passage en coordonnées
polaires :

/f(x2i—1X2i—1+-’E2iX2i)d-T2i—1d$2i = 27T/ / f(riki Xoi—1)ridridk; . (3.10)
P; i /0

On note K = K; X ... x Ky ; cest un groupe compact, dont on note dk = dk; ...dky la
mesure de Haar de masse 1. On définit la mesure sur R*? : 7df = ridry ... Typdry.

Par approximation, pour montrer le théoréme 3.22, il suffit de montrer la formule (3.9)
pour la classe de fonctions S(N)". Soit donc f € S(N)".

Soit ¢ = ¢" A"l une fonction spérique telle que A* € £ et r* = 0 si v = 2v'. D’aprés son
expression donnée dans le théoréme 3.1, on a :

<fp> = / f(exp(X + A))eir 2vei<Da(A").A> HE (A (z3;_1 + 73,))dAdX

v Au
/ / / e foexp (Z Toi—1X9i—1 + T2iXoi + Tow 1 Xow 41 + A)
RJA, JPy Py \i=l1

¥ ; * U/ A
i T gi<D2(A ),A>jr_[1£lj (é(mgj-—l + xgj))dwl e dToy dAdToy 41

Appliquons aux v’ plans P;,i =1,...,v" la formule (3.10). On obtient :

<fa¢>_ 277 // / /foexp (Zrlk X21. 1 +$2v’+1X2v+1+A>
v JR+Y

H Ly, (A; r?)dk 7df e =0 et <P2 N4> g Adzg,,

On a donc :



oll on a posé pour 7 = (T1,...,Ty) ER”/,A* eL,T*eRT et k= (k1y- .y ky) €K :

F(7, A*,r* k)

,UI
1= Fre/ogrgr - FDa(A%)/A - [f °© exp (Z Tiki Xoi—1 + Tow 41 Xovw 41 + A)

i=1

Montrons que I’expression F(7, A*, r*, l~c) ne dépend pas de k = (k1, ..., ky) : par défintion
des sous-groupes Kj;, on a :

f <€XP (Z Tiki Xoio1 + Toy41Xov41 + A))

i=1

f( ky . exp (ZTsz 1+ oy 11 Xow 41 + (K1 kv/)_l-A>> ;

1=1
= f (exp (Z T‘,;Xgi_l + $2UI+1X21,I+1 + ;I—IA)) ,
i=1

car la fonction f est radiale. Maintenant comme les matrices orthogonales directes du plan
commutent avec J, la matrice Dy(A*) commute avec tous les k; € K;,i = 1,...,v" donc
avec k. Ainsi d’aprés la premiére égalité du lemme 3.23 et celle qui précéde, on a :

fpg(m)/A- [f (exp <Z Tiki Xoi—1 + Tow 41 Xow 41 + A))

i=1

= FDy(a%)/A - {f <6XP (Z TiX2i—1 + Tov41Xow 41 + A>>

1=1

puis :

F(7,A* 1" k) = Fref234r - FDa(A*) /A - {f (exp (Z TiX2i-1 + Tov 41 Xov 41 + A))
i=1
= F(F,A*, 1)

Avec cette nouvelle notation, on a :

<f,o> = (2n)" / / (7, A*, ™) E (/\ )dkrdr
rR+Y JK

= (2m)" /R+'ﬂ F(r, A, r)H,Cl()\ )rd'r

Effectuons les changements de variables r; = Ar?/2,7=1,...,v;ona

dr' = dr}...drl, = T)dr
J:

bl
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d’ou : ,
< f,p>= (277)”/ ‘Hl)\j’l F’(r',A*, ) f[lﬁlj (r;) dr’ | (3.11)
= R+u’ ji=

ol on a posé pour 1’ = (r1,.. ., v,)eR*” A*e L, etr* e Rt :

2r1

F(r',A*r o

v’ A* *)

Or les fonctions H;."zlﬁlj,l € NY forment une base orthonormale de 1’espace L?(RY') (voir
sous-section 5.1.4). Donc on a :

[/ A% 2 * v / /2
/WJF(T,A i Z|/w (0%, 7) 1L 1) !

’ 2
Le membre de droite d’aprés P'égalité (3.11), vaut ((2m) 7" II;A;) >, | < f,é > |%
Le membre de gauche se calcule directement d’abord en effectuant les changements de va-
riable r} = \;73/2,

/ |F(T’:A*,T*)|2d7', = f"[ /\J/ |F(F,A*,T*)|2fd7~' ,
]R+v’ j=1 ]R+u/
puis en remarquant que par définition de F', on a :
/ |[F(r, A ) Prudry oy = / / |F(7, A", 7", k)P dk FdF
R+Y rR+Y JEK

UI
= / | Fre f2300 11 T Da(A%)/A- [f o exp (E Toi—1Xoi—1 + T2i X9 + Toy 41 X 41 + A) 2
R2Y

i=1

(27r)—vldx1dx2 ce dxzvl..ldiligv/

en ayant appliqué aux v’ plans P,,;i =1,...,v' la formule (3.10).
On en déduit ’égalité :

(@m)"ILN) Y < fé> P
l

|2d$1 .. .diEgv/ .

= (27r)“U/Hj)\j/ | Fs * )z +1fD2(A )/A- [foexp <Z ; X; +A>
R2v

i=1

Dans le cas v = 2v’, on a :
m) LN S < fo> 2 = / | Foaaryya - LF(exp(X + A))] PdX
! R
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Dans le cas v = 2v' + 1, par parité pour la variable 7*, aprés intégration contre dr*, d’aprés
la formule de Plancherel sur R, on obtient :

(2m) VT2 / (2I< o> Far = om / | Fosaeya- [F(exp(X + 4))] Px
Appliquons la seconde égalité du lemme 3.23 pour tout k£ € O(v) :
/IR | Foutaeya- [Flexp(X + k.A)) PdX = /R VFemuaeya - [Flexp(X + 4))] Pax
= [ 1 piaoya Ulep(X + A Faxa
50(v) JRY

et donc en intégrant sur L, il vient :

2 * *
AA‘;|<f,¢>zdrdn<A>
= 2 /S N /L [ VP (explX + AN PAX dn(A)ak

sachant que dans le cas paire, le terme 27 et 'intégrale contre dr* n’y sont pas.
Effectuons le passage en coordonnées polaires sur A, (voir section 5.2) : le membre de
droite de cette derniére égalité peut s’écrire :

| [ VFwsn Uleox + Al Paxaar
A, JRY

ou encore grace a la formule de Plancherel euclidienne :

(2m) 5> / [ 1fexp( + A)Pax dA = Cm)* |11

Finalement, on a obtenu :

v

(2m)™ /.C/ZI < fié> PdrTLdn(A7) = 22020 T |fP

sachant que dans le cas paire, le terme 2.27 et 'intégrale contre dr* n’y sont pas.
Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.22.

3.3.2 Inversion

Pour toute fonction f € L?(N) radiale, on définit au sens L? :
fo) = [ dm) < f,0> dm(@)
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c’est-a-dire que f est la fonction de L%(N )h qui correspond & la forme sesquilinéaire de I’espace
de Hilbert L%(N)" :

hEL%NfHﬂL<hﬁ>gmew);

les intégrales ci-dessus ont bien un sens, car on a :

— d’une part g(@) € L?(dm(®)) par hypothése,

— d’autre part < h, ¢ >€ L?(dm(¢)) d’aprés la formule (3.9) de Plancherel,

- d’ou < h, ¢ > g(¢) € L*(dm(9)).

Réciproquement, soit g une fonction sur P. Si g € L%(m), on définit au sens L? la fonction
f: N — C suivante :

f(n) = /P 3(n)g(9)dm(9)

C’est une fonction radiale de carrée intégrable, et sa transformée de Fourier est donnée par :

< f,¢>=g(¢).

On peut aussi définir les distributions radiales & partir des distributions sur P. En effet,
si h est une fonction C* & support compact sur N (on note h € C§°(N)), alors la fonction
¢ —< h, ¢ > est a décroissance rapide sur P (d’apreés la forme des fonctions ¢ et les propriétés
des fonctions de Laguerre) et on a : < h,¢ >=< h¥, ¢ > oil on a noté :

W :neN — / h(k.n)dk
O(v)

Pour g une distribution de Schwarz sur P, en particulier pour g € L*(P), on définit alors
I’application linéaire

f:heCP(N) — /N < hh, ¢ > g(¢)dm(¢) ;

l'application f est ainsi une distribution (radiale) sur N, dont la transformée de Fourier est
< f,d>=g.

3.3.3 Lien avec le cas non radial

Nous donnons ici avec nos notations la formule de Plancherel non radiale, qui est déja
connue [Str91] section 6.

On note m’ la mesure produit tensoriel des mesures suivantes :

— dk* la mesure de Haar sur O(v),

— m sur P.

Théoréme 3.24 (Formule de Plancherel non radiale)

Soit ¢ € S(N).
P(0) = /trace (k* ILs px(¥))dm/ (r*, K*, A*)
Hwniz(N) = /Hk*‘nr*,/\‘(w)”;s dm/(r*, k", A*)
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ol ||.||;¢ désigne la norme de Hilbert-Schmitt sur les opérateurs de l'espace de Hilbert
L*(R"), et ou on convient dans le cas v = 2v/, Il o+ = o~ et d’omettre I'intégration
contre dr*.

On pose pour une fonction f sur N : f*(n) = f(n~!). On déduit de ce théoréme, ainsi
que de 'égalité (3.5) :

Corollaire 3.25
Soient hy, hy C* deux fonctions a support compact sur N, et F € L* On a:

| <F*hy,hy>| < iug| < F ¢ > | |hall gz l1h2ll g2y
e

Démonstration :On déduit de 1'égalité (3.5), que pour deux fonctions Fi, h € L}(N) avec
F; radiale, on a, en notant II = II,. o~ et pour a € E; :
< K*II(Fy % h).CoyCo > = <O(F)k*TI(h).Cay (o > =< K*.T1(h).Co, TI(F1) ¢ >
<k*I(Fy*h).aCa> = < F,¢><k*T(h).La, (o >
Gréace & une approximation de l'unité radiale, cette derniére égalité est encore valable dans
le cas F; = F, distribution radiale dont la transformée de Fourier radiale est bornée sur P.

Reprenons les notations du corollaire. D’aprés ce qui préceéde, on a, toujours en notant
H = H,’.*,An’A* e E :

< K TI(F % hy % h3).Co G > =< F, ¢7 A > < k* T(hy * h}).Ca, Ca >

Comme la famille (y,a € E;,1 € N est une base orthonormée de L2(R”'), on a en utilisant
I’égalité ci-dessus :

trace (k*.II(F * hy * h})) Z 2 < K*II(F * hy * h3).Ca, Ca >

leNY' acE)
— r*X. ,A‘,l * *
= E < F,¢" "2+ > E < k*Ilx,,, A0 (h1 % h3).Cay Ca >
leNv’ ackE;

d’ou :
[trace (K*.II(F % hy x h3))| < sup| < F,¢>| 2 Z | < k*.II(hy * h3).Ca, (o > |
leNY' aeE;
Or on a par Cauchy-Schwarz dans L*(RY) :
< KT+ 1)Car o> | = | < P TH(Ay) Gy K" TL(R).Ca > |
“k*‘n(hl)'callLQ(Rv') ”k*'H(hQ)'Ca”L?(R"') J

IN

d’ou :

|trace (k*.TI(F % hy x h%))| < sup] <F¢>[Y Y | <k II(h1).Ca, k" TI(ho).Co > |
leNY' acE;

< sup| < Fy¢ > | ||K*.I1(h1)|| g 1K™ TI(R2) |l g s
PEP

86



Utilisons la formule de Plancherel non radiale :
< Fxhy,hg >= Fxhyxh3(0) = /trace (k* I g+ (F % by * h3))dm'(r*, k*, A*) ,

puis 'inégalité ci-dessus (en omettant les indices des représentations II et certains arguments
de m') :

| <Fxhy,hy>| < /Zugl < F ¢ > ||k TI(h1)| g [|E™ TI(R2) | s dm/ (™, K™, A7)
€

< sup| < o> |( [ I tmlsan ) ([ k1)t )

peP
= sup| < F,¢ > | ||h1||L2(N) ||h2”L2(N) ,
¢eP

d’aprés Cauchy-Schwarz puis le corollaire 3.24.
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Chapitre 4

Utilisation du calcul de Fourier radiale
sur Nv,z

Grace au calcul de Fourier obtenu dans le chapitre précédent, nous controlons la norme
L? des fonctions d’aires dans le cas du groupe nilpotent libre a deux pas, et nous étudions
le probléme des multiplicateurs.

4.1 Controle L? des fonctions d’aire pour N,
Le but de cette section est de démontrer le théoréme 2.3.b).

Comme dans le cas d’un groupe de type H, on pose pour une fonction sphérique bornée
w € 2 de N pour O(v) :

S(w) = \// 100 < g, w > |25%-1ds
0

Nous reprenons les mémes notations et conventions pour le groupe N = N, 2 que dans
le chapitre 2 et pour les fonctions sphériques bornées ¢ = ¢" A" € P que dans la sous-
section 3.3.1. En particulier z = v(v — 1)/2 et v = 2¢' ou 2v' 4+ 1. On suppose v’ > 2 dans
toute cette section.

Le théoréme 2.3.b) sera démontré une fois que on aura démontré les deux propositions
suivantes :

Proposition 4.1 (S7 et §9)
Pour e N— {0}, on a:

vieL*(N) IS < Zlelglgj(ab)l I
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Proposition 4.2 (HS’H )

Siv' > 2, il existe une constante C > 0 telle que :

z—1

vy < ,2U+1 YweP S'j(w)SC

Nous pourrions utiliser la méme démarche que sur le groupe de type H; c’est-a-dire
utiliser une mesure spectrale E abstraite sur le spectre de ’algébre commutative Llh, en
identifiant ce spectre & ’ensemble des fonctions sphériques 2. Nous serions alors amenés a
faire des estimations sur {2 tout entier. Nous allons plutot utiliser la mesure de Plancherel
non radiale du théoréme 3.24. Cela nous permettra de ne demander des estimations de $7
que sur la partie P des fonctions sphériques.

4.1.1 Fonction d’aire et $/(w)

Nous démontrons ici la proposition 4.1. Dans cette sous-section, on utilise les notations
des sous-sections 3.2.1, 3.3.1, et 3.3.3. En particulier, en utilisant la formule de Plancherel non
radiale donnée dans le théoréme 3.24, et la base orthonormée de L*(RY) (,,a € E;,| € NV
pour calculer la norme Hilbert-Schmidt des opérateurs, on a pour toute fonction f € S(N) :

e = [ 30 3 I pe () a5, 7, 7 (4.1)
l a€E,

La proposition 4.1 découle du lemme suivant :

Lemme 4.3 (||S7(f)]))
Soit f € S(N). On a :

“Sj(f)Hiz(m = /Z 1§97 A 2 Z |k* Ly - (F).Cal2dm! (7", k*, A¥)

leNY’ a€E;

En effet, admettons ce lemme. On a donc :

IS Aey < /Zlzggﬁ"(@ﬁzIk*-HT‘,A‘(f)-Ca|2dm’(r*,k"‘,A*)

leNY’ a€E;

ﬂwmw/zzwmmmmmmmv
PEP leNY’ a€E;

A .

= |sup & (4)? / 1E* T - (F) s (K, A7)

A .

= |sup 57(¢)/? ”f“imv) )
P
grace 4 la formule de Plancherel (4.1).
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Démontrons le lemme 4.3. Par Fubini, on a :

IS iy = [ 18305 # ) 5

Appliquons la formule de Plancherel (4.1) & 8(f * us) € S(N);
Hag(f X MS)HLQ(N) = / Z Z |k Hrn - f * 'LLS)),Calzdm’(r*’ k*’A*)
leNY' a€E,
Appliquons le lemme suivant & II = k*.IL;. p- et { = (4 :

Lemme 4.4
Pour une représentation (H,II) € N et un vecteur ( € H, on a :

TH(OL(f * 1s))-C = 81 (TL(f)M(ks)-C)

Ce lemme sera démontré a la fin de cette sous-section.

Comme us est une mesure radiale de masse finie, 'opérateur k*.II.» 5-(us) vaut d’une
part toujours IT.- 5-(ps) et d’autre part en restriction & chaque sous espace V;, I'identité a la
constante < i, ¢" A" > prés (voir sous-section 3.2.1). On en déduit :

E* Tw pe (F)K* TLe g (05) G = K" TLw ae (F) (< sy 6727 > 1d.G)
= <N5a¢r A l>k* r‘ ‘(f) Ca

Rassemblons les deux arguments précédentS' on a:
KTl s (B(f * 1)) = 8L < pisy ¢! > B T pe (f) o
et

S K T pe (B30 % 1)) Gal? = 181 < iy 674 > 25 IR Tl e () Gal?

a€EE; ackE;

Revenons a

”Sj(f)“m(m - /0/ Z Z k¥ T p= (80 (f * as)).Col2dm/ (7, k%, A*)s% " ds

leNY' a€E;
= / /Z'a] <.U's>¢r A* l>l2Z]k* r'A‘ )<a|2dm( k* A*)
s=0 N a€E
¥

En utilisant Fubini, on trouve :

Iy = [ [ 180 < g > s

leNv’

> 1k e e (£) Cal *dm (r*, k7, AY)

a€E;
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Grace a la définition de S7 , on en déduit le lemme 4.3. Pour que la preuve soit compléte, il
reste & montrer le lemme 4.4.

Démonstration du lemme 4.4: Comme p est une mesure de probabilité, IT(u).¢ est bien
définie (par dualité) comme vecteur de H.
Comme f * ps et &7(f * pus) € S(N), on voit pour un vecteur ' € H

<TE(f ¥ )6, ¢ > = /N B1(f % pa)(n) < I(n™Y).C, ¢’ > dn
- ¥ /N (f * pa)(n) < TM(m).C, ¢ > dn

On définit donc par dualité le vecteur de H :
OL(f * w))C = & [ (7 w) )T

On peut aisément calculer (car f € S(N) et us est une mesure de probabilité a support
compact) :

J (¢ mdmmn )i [ et ) Candu ()
- /N /N F(r)T(ng 0 ™Y).Cdndpsy(n')

aprés le changement de variable n; = n'~'n; grace a I(n'n'™") = H(n7HII(n'™), on a
finalement :

J e m)gan = [ s, [ 00 dn

S1

Ainsi, le lemme 4.4 est démontré, donc le lemme 4.3, puis la proposition 4.1 le sont
également.

4.1.2 Estimations de S’

Cette sous-section est consacrée & la démonstration de la proposition 4.2. Nous admet-
trons plusieurs lemmes, qui seront démontrés dans la sous-section suivante.
Fixons ¢ = ¢"A" € P, et h € N — {0}. On note A* = Dy(A*).

Lemme 4.5
L’expression 0" < y,, ¢ > peut s’écrire comme une combinaison linéaire sur les deux couples

d’entiers g = (hy, ha) et §j = (j1,72) (et Pentier h si v est impaire ) tels que :
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— hi+ ha = h siv est paire, et hy + hy + h = h si v est impaire (et dans ce cas, on note
h = h; + hs),
- etOSJI Shi/z;izlan
de :
1

Bﬁ,h’1+j1(r, S) j,(_f_’z;jz)(sz /1— 4 T4|A*l)
2

z—2

(VT=ra ) 11— ) Tdr

poh(s) = st /

r=0

ou on a noté :
— les entiers d; = d(j;, hi), i = 1,2, (décrits dans le lemme 4.5),
- h; =2h;,2h; 4+ 1 pouri =1,2,

ainsi que :

)| dou(X)

§'=s2

P v’ r.(X)|?
b (r,s) = / (irr*xu)he"s’ o H,Cl.()\;s'r2————|p7( )
s j=1 7 2

Jusqu’a la fin de cette section, nous gardons les notations de ce lemme, que nous démon-
trerons dans la sous-section 4.1.3. La proposition 4.2 est donc équivalente a la proposition
suivante :

Proposition 4.6
Les intégrales :

197 :=/ 699 (s)|?s%" 1 ds

0

sont bornées indépendemment de A*,r* 1, et ce pour tous les paramétres g,j comme dans
le lemme 4.5, tant que h < v+ 1+3/4,(z —1)/4,(z — 2)/2.

Le reste de cette sous-section est consacrée a sa démonstration, d’abord dans le cas
h # 0,7* # 0 ou r* = 0, puis dans le cas h = 0,7* # 0.

Majorations des I"P191:h2:32 5§ b £ 0 ou r* = 0

Nous souhaitons montrer la proposition 4.6 lorsque (h # 0,7* # 0) ou (r* = 0), si
h < (z —2)/2. On utilise la majoration des intégrales b""(r, s), donnée dans le lemme :

Lemme 4.7
Les expressions b""(r, s) pour 0 < n < h, sont majorées & une constante prés de v, h par :

(A s ST (jA%s%?)

0<i<h

Admettons ce dernier lemme, et montrons la proposition 4.6 lorsque h # 0,7* # 0 ou
r* =0.
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Commencons par majorer 1'expression de b97(s) (voir lemme 4.5) par Cauchy-Schwarz :
b9 (s)|2 < s2di+da)| g (2hsin) /1 |kt (7, s)rv=1(1 - r4)_i|2dr
0
PR e P R et
0

Utilisons le lemme 4.7. Si r* # 0, 'expression |b97(s)|? est majorée & une constante prés par :

$2(di+dz) [A*lz(h/+j2)/1 <5—7‘(|A*|7‘2)h/1+j1(|A*| 2 z)z =101 _ ) i>2dr

/ T EV TR (1 - o) T gy
= | A*|2bartia bl 1) §2d1+d2)—2h-+4i / ' T2(v—1+2i+2(h’1+j1))(1 _ 1‘4)—% dr
0
R e Py R e
0

Sir* = 0, on obtient la méme expression avec h =i = 0. Comme la premiére intégrale en r
est finie, 19 J~est majorée a une constante prés qui ne dépend que de v et h par le maximum
sur 0 < 7 < h des intégrales :

JO o | A AR i) / % Adibda) 2t
0
1 ’ h+_]2
/ |Jg+’12)(82v1—1“4|14*|)(1—r )% PR +4| dr 214
0 2

Rassemblons les exposants de s dans chaque intégrale J@ ; on utilise d’abord —h+h = h =
hi + hq, puis I'égalité (2.10) :

2(d1+d2)—2ﬁ+4i+2h—1 = 2(d1+h1+d2+h2)+4i—1 = 4(h/1+j1+h/2+j2)+4i—1

Effectuons le changement de variable s’ = s2\/1 — r4|A*| :

1
J(i) — / lj (h% +]2)( /)|2S/h’2+j2+h’1+j1+2i—1i23_// (1 _ T4)z—2+%—(h’l+j1+2i)dr
8'=0 0

Dans la derniére expression de J®, I'intégrale contre dr est finie lorsque pour tout j; et 4 :

1
z—2+§—(h'1+j1+2i) > -1 ;

oron a : _ _ .
hi+j1+2i<h+2h =h+h<2h ;
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donc ces intégrales sont finies lorsque 2h < z—1/2 (qui est toujours vérifié). L’exposant de s’
dans l’intégrale contre ds’ dans la derniére expression de J®| est :

By+jo+hi+14+2—1=d +dy+h+2i—1 ;

Comme nous nous sommes placés dans le cas oit h # 0, cet exposant est positif ou nul.
D’aprés le lemme 5.1, cette intégrale est finie lorsque h) + jo + A} + 1 +2i — 1 < 2(2 — 2)/2;
orona:

By+js+h, +j1+2<h +hy+2h = h+2h = h+h < 20 ;

donc l'intégrale contre ds’ sera finie lorsque 1 — g + 2h < —1 ou encore h < (z — 2)/2.
La proposition 4.6 est donc démontrée dans les cas (h # 0,7* # 0) ou (r* = 0), car dans
ce dernier cas h = h > 1.

Majorations des I°°

Nous souhaitons montrer la proposition 4.6 lorsque h = 0 et r* # 0. Nous supposons
donc ici 7* # 0 et h = h, ou encore g = j = (0,0) = 0. On utilise deux majorations de
|b™0(r, 5)| données dans le lemme qui suit, ainsi qu'un lemme technique.

Lemme 4.8
Si A* # 0,7* # 0, I’expression b™°(r, s) est majorée a une constante prés d’une part par :

O (e

0<j<2h

(rr*)h, d’autre part par :
(rr*s

Lemme 4.9
Fixons j € N — {0}. On pose pour z > 0,a > 0 :

-1 zris¥ z

' 2

o0 1 2,.2\? i '

thlfw = / (/ M|Jﬂ(82¢i——ﬂa)|r”'l(l—r4)72dr> s¥14s
z 0

Ces intégrales pour i = 0,...2j sont majorées indépendemment de a > 0,z > 0 lorsque
2>3/4,j<(z—-1)/4,et j <v+1+3/4.

Admettons ces deux lemmes et montrons la proposition 4.6 lorsque h = 0 et r* # 0, si
v>3, h<v+1+4+3/4,(z—1)/4.
L’intégrale I°° est la somme des deux intégrales :

1/r*
J® = / lbo’o(s)l2$2h_1ds ,
0

Jo = / 1590(5) 2521 ds
1/r*
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Comme b"°(r, s) est majorée par (rr*)"® & une constante prés (lemme 4.8), et comme les
fonctions de Bessel sont bornées par 1, 'expression b%°(s) est bornée & une constante prés
par 7*". On obtient donc que 'intégrale J* est majorée & une constante preés par :
1/r* 2h
//T T*QhSQh—-lds — T*?h(l/r*) _ i
0

2h 2h

D’aprés la seconde majoration de b™°(r, s) du lemme 4.8, I'expression 5%°(s) est majorée
& une constante prés par le maximum des intégrales

1 *| 2,.2\% z—
[ gt - im0, 2
0

(r*rsZ)h
Ainsi, l'intégrale Jy est majorée & une constante prés qui ne dépend que de v, h par le

maximum sur ¢ = 0,...,2h des intégrales J(i), .n,; d’aprés le lemme 4.9, Jy est donc
g |A*|,r*P.h

majoré indépendemment de r*, A* [ lorsque h < (2 —1)/4 et h <v+ 1+ 3/4.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 4.6 dans le cas 7* # 0 et A = 0. Comme
les autres cas ont été précédemment démontrés, la proposition 4.6 est prouvée sous réserve
que les lemmes 4.5, 4.7, 4.8, et 4.9 soient démontrés.

4.1.3 Deémonstration des lemmes techniques

Dans cette sous-section, nous démontrons les lemmes techniques utilisées dans la sous-
section précédente.

Démonstration du lemme 4.5
Pour démontrer le lemme 4.5, nous avons besoin de ’expression de < g, ¢ > :

Lemme 4.10
Rappelons que pour n € N — {0}, &, désigne la mesure de masse 1 sur la sphére euclidienne

S deR™. On a

1 . V' ) X 2
< o> =2 / / e 11 2, g 2 45, )
0 Js® j=1 2

z—=2

.7#(52\/1T7Z|A*|) 71— )7 dr

Démonstration du lemme 4.10: D’aprés ’expression de ¢ donnée dans le théoréme 3.1, et
comme la mesure pug est radiale, on a :

< sy P> =< pg, O A S = / oA (s.n)du(n)
S1
z—2

1
- 2/ /( ) /()er"A"l(”X’ s2/(1 = r4)A)d5,(A)dG,(X)r*~'(1 — r*) 2 dr,
0o Jsi JSsi*
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grace & I'expression de p, proposition 2.7. Par définition de ©""A™! théoréme 3.1, il vient :
/() ()@TAlsrsz/l—r“Adoz )da,(X)
s Jst=

S v’ A\* )
- /5<”) e” v-H‘Clj(?lerj(STX)lz)dUU(X)

J=1

/S(Z) eisz‘/(l_r4)<A*’A>d5’z(A)

Or la derniére intégrale contre 7, vaut J. =2 (s2v/1 — r% A*|), lemme 5.2.

Nous pouvons maintenant démontrer le lemme 4.5.
L’expression :

X 2
a;; |: irsT* Ty HE (/\ 2 2%_)}_)j%(82\/ 1- T4|A*|):| )

est égale & une combinaison linéaire sur h+h = h et hy + hy = h du produit des 3 fonctions :

O [erere>] op [Hﬁ (A;6° 2@%)} a’w[ ==2(s \/1—T4|A*l)]

8

1. On calcule aisément :

ag [eirsr‘:ru>] — (’L.TT*IEV >)f.leirs1":z:~u

2. D’aprés le lemme 2.19, comme fonction de s? dérivée h, fois, ’expression :

B

o [n,c, (s'r =L

est combinaison linéaire sur 0 < j; < hy/2 de :
01 2, 0,0 T
2 §ies?
3. D’aprés le lemme 2.19, comme fonction de s? dérivée h, fois, I’expression :
o [Tea(VI=ra)]
est combinaison linéaire sur 0 < j, < hy/2 de :
St A C e VY|
= s (VI= )T (VT )
On conclut grace a l'expression de < u,, ¢ > donnée dans le lemme 4.10.
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Démonstration du lemme 4.7 dans le cas 7* = 0

Danslecas 7™* =0,onah=h h=0et:

. . v’ (X)|?
%™ (r, 8) = /( )8?, {l_’_[ Elj()\js'ﬁm) da,(X)
SI" Jj=1 2 §'=g2
L’expression :
n |pr;(X)/?
s,jl;llﬁlj(/\js’r2—72——) : (4.2)
est combinaison linéaire de :
. 2|prj(X)|2 “ &)y o 2|prj(X)|2
jIGTJ()\Jr — ) L7 (NS — ) (4.3)

ou J parcourt les sous-ensembles de NN [1,v'] tel que e; € N et ). ;e; = n. Comme les
fonctions de Laguerre et leurs dérivées sont bornées, on en déduit que l'expression (4.2) est
majorée a une constante prés de n, v par la somme de

a2 PO oy p PEO0,

jeJ 2 jeJ

puis que |b%"(r, s)| est majorée & une constante prés de n,v par (r2|4*|)".
Le lemme 4.7 est donc démontré dans le cas r* = 0.

Démonstration du lemme 4.7 dans le cas 7* # 0,h # 0

La démonstration du lemme 4.7 repose sur h intégrations par partie. Avant de donner
une démonstration générale, nous allons d’abord montrer le cas particulier :

Lemme 4.11
L’expression bl’o(r, s) est majorée a une constante prés de v par :

1+ (|A%|s*r?)
S

Démonstration de lemme 4.11: Choisissons pour atlas de la sphére S§v) euclidienne de R”
les deux calottes sphériques de poles X; et — X :

1 v 1
Cr={XesY <X XA >> ~5} et Cri= (XesY, <X -X;>> 5}

Fixons une partition de 1'unité de la sphére pour cet atlas : c’est-a-dire deux fonctions C'*°
Y1, Y9 définies sur la sphére ng) telles que :

supp ; CC; et 0<Y;<1i=1,2 et P+ =1 surSY’)
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Comme carte pour C}, on considére la projection stérérographique de pdle X, et on note C
son image sur R*~!. De méme, pour C,, on considére la projection stérérographique de pole
—X, et on note Cj son image sur RV"!. C] et Cj sont compacts. Par ces changements de
cartes, les points X = ) . z;X; de la sphére sont paramétrés par les coordonnées z;,i # 1;
de plus, la mesure &, s’envoie sur une mesure de densité contre la mesure de Lebesgue dz
sur chaque domaine Cj,i = 1,2. La densité D;,i = 1,2 est C*.

On a donc en décomposant sur cet atlas puis en effectuant une intégration par partie :

. [ (X)]?
bo(r,s) = /( ) irr*z,er [ I ,Clj()\js'r2|p—r](2—l)} da,(X)
s = o2

_ / 209, e5m ' 11 £,,d5,(X)

1
S / 2o g, e T L4, hi(X)d, (X)

1=1,2

1, . v
) / Zeiraeg, {n E,J.a:vq/),-(X)Di} do
Cl{ S Jj=1

1=1,2

. . . r.(X .
Nous avons omis ’argument des fonctions L, lorsqu’il vaut )\jSQTZI—E#, avec X fonction
des parameétres de la cartes C;. On a donc :

L0 1 / : (XD
|B40(r, )| < SZ £|an szllﬁlj:cth(X)Dl} ldz . (4.4)

i=1,2

Estimons la dérivée :

L az,, [szi (X)Di]

1 J

1=

o, [.ﬁlcz,.:cvwi(xwi} -
J:

J

[
<

+2,%i(X)D;0;, [

1£l’1

Comme les fonctions de Laguerre et leurs dérivées sont bornées, on a :

|.fI L, < C

Oz, Ll;llﬁzj] = Z)\j032réazu {EI:J—O;X—)P} Ly, Winio Loy s
jo

o, |f16,] 1 < co N et
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ou C est une constante de v. On en déduit pour i = 1,2 :
/ ]8% ['ﬁlﬁljwii(X)D{l |d1L' < / C’|8xu [.’Ev’ll),,(X)Dz] Id.’L’
c J=
+Z)‘70032T2/ laa:u l:’prJO( )l ] | T, (X )Didx
Jo =t

Or chaque domaine C] compact ; la fonction densité D; est C™; les intégrales des normes
de z,%i(X)D; et de sa dérivée, multiplié par 1 ou par la dérivé de |pr, (X )|? sont finies et
bornées par une constante notée encore C' qui ne dépend que de v. On obtient donc :

// |0, [_fllﬁzjva/)i(X)Di} lde < C (1 +327'2Z)‘jo)
Jo

On conclut grace a la majoration ci dessus et |A*| ~ > \j, ainsi que (4.4).

Nous pouvons maintenant utiliser la méthode que nous venons de décrire pour montrer
le lemme 4.7.

Ona:

Z/, Y Dyda

Bﬁ’”(r,s) =/ o day (X
51" i=1,2

2/ zfra:v " (irs) "ah [efrer™ee]
!

1=1,2
|pr; (X)|?
2

;1/ |:lii.[1£[j ()\jSl’f’2 ):I ’l[JiDidl'
J= §'=g2

Aprés h intégrations par partie, on a :

Bh,n(,r 8 — § :/ ITST* Ty
!

1=1,2
v 2|prj(X)|2

A ag,{nz:,.(xjs’r )x,’-}zjziDi} dz
v j=1 ! 2 /=352

Or D’expression (4.2) est combinaison linéaire de (4.3) ou J parcourt les sous-ensembles de
NN[L,v] tel que e; € Net 3. ;e; =n; puis 'expression :

" [n Li,(\ss'r 2'-"—-(2i)x§¢ip,} , (4.5)

§/=g2

est combinaison des :

2 €

‘ | (X
ah I:J ( i 2|pr(2 ) ) ,Cl(:J)(/\\j32T2|pr](2 )l )mﬁszz] :
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donc grace aux estimations des fonctions de Laguerre et de ses dérivées, I’expression (4.5)
est majorée & une constante prés qui ne dépend que de v et h par :

(At ST (1ATs?y
0<j<h

Aprés intégration sur chaque domaine Cj, puis sommation et multiplication par s~* on

obtient la majoration voulue de |b%"(r, s)|. 3
Le lemme 4.7 est donc démontré dans le cas r* # 0, h # 0.

Démonstration du lemme 4.8

On a une majoration grossiére de

. ) . Vv X 2
bh'o(r, s)=/ (irr*mv)he"sr Tv .Hlﬁlj()\js%zl—p—r%ﬂ—)d&u()() ,
X J=

X X A : ,
4 une constante prés par (rr*)" car les fonctions de Laguerre sont bornées.

Pour la seconde majoration donnée dans le lemme, nous procédons comme dans la dé-
monstration du lemme 4.11. On a :

bO(r,s) = /S(v)...d@,(X) = Z //...wiDidz
1 i=1,27Ci

. v
= Z/ (ir'r*xv)h(i'rr*s)"%azf. [efrer™ee] ‘Hlﬁlj()\jszrz
! J=

1=1,2

(X2
_|pr3(2 ) Y;Didx

et donc aprés 2h intégrations par partie :

B*O(r,s) = S_Qh(irr*)_hZ/ gl e
i JGi

v (X)|?
o2 {nlﬁlj(xjs?ﬁ'frf(z—)l)xmiz)i] dz
J=

En procédant de la méme maniére que dans la démonstration du lemme 4.7, on obtient que

I’expression
|pr; (X)?
2

Oy [jfllﬁzj<Ajszr2 )xﬁwiD,} :

est majorée & une constante prés (de v, h) par :

S (14sr?)

0<j<2h

puis la majoration voulue de |6»(r, s)].
Ceci achéve la démonstration du lemme 4.8.
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Démonstration du lemme 4.9

Dans le cas o ¢ = 0, en majorant les fonctions de Bessel par 1, on voit :

et donc l'intégrale J, © st majorée & une constante prés par 1/(25).

a,z;j

N2
Dans le cas ou ¢ = 1,..., 27, par Cauchy-Schwarz, 1’expression (J, (1).) est majorée par

a,x;]
le produit de :
o . 1\2 1
:1:"4/ . (3'27_5) ds = —
27 4j

et de l'intégrale :

* z—2 4 -1
/ </ as%r?)'| Jez2 (s2VT = ra)r* 17k (1 = r%) 2 dr) 27 ds
z—1 0
® : i z—-2 4
< / </ (a527‘2)1ljz2;2(32 /1 —7‘4(1)|7"v—1_k(1 _7_4) 3 dT‘) %
00o 0 1 , s\
/ </ (5% | Tega (s VI =T (L= ) dr)
s 0

/=0 s

aprés le changement de variable s’ = as®. Cette derniére expression est majorée grace &
I'inégalité de Holder appliquée & ’intégrale contre dr par :

00 . 1 z—2, 3
/ o / (172 (VIO = ) T4
s 0

1=0
1 L _3\3 ds'
v—1—j+2i7 .4\~ 5 )3 —
</0 (7‘ (1=1%) ) dr) =

Dans cette derniére expression, la seconde intégrale contre dr est bien finie lorsque

w

Vi=1,...,2f : wv—1-—j+2 > —3/4 |

2
c’est-a-dire lorsque j < v+1+3/4; donc les intégrales (Jc(l - J) sont majorées & une constante
prés par le maximum sur ¢ = 1,...,27 des intégrales :

/S’—O/ | Tes2(sVI=r9)|(1 =1 )=

__/ | Tz ()|4~4z lds/ (1—r)4(z;2+%)_4i%d7' ’
=0 0
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aprés Fubini et le changement de variable § = s'v/1 — r4. Dans l'expression précédente,
I'intégrale contre dr est finie tant que :

z—2 3 1 z—2 3 1
4 —-)—4di—->-1i=1,...,2] < 4 =) —4=-> -1
3
— > -
z 4 )

ce qui est le cas. D’aprés le lemme 5.1, l'intégrale contre ds est finie lorsque 4t — 1 —1 <
4(z —2)/2 pour i = 1,...,2j donc lorsque j < (2 — 1)/4 ce qui est le cas.

Ceci achéve la démonstration du lemme 4.9, et de tous les lemmes utilisés dans la sous-
section précédente.

4.2 Multiplicateurs de Fourier sur N, 7

Dans cette section, on s’intéresse aux multiplicateurs définis par passage en Fourier sphé-
rique sur le groupe N = N, nilpotent libre & 2 pas. C’est le probléme défini comme suit :
soit f € L*®(m); on définit la fonction F' la distribution radiale dont la transformée de Fou-
rier est f (sous-section 3.3.2); on définit I'opérateur de convolution par F' sur les fonctions
simples de N : Ty(h) = hx F. Le probléme des multiplicateurs en Fourier consiste & trouver
des conditions sur la fonction f pour que 'opérateur Ty s’étende en un opérateur continu
LP(N) — LP(N) pour chaque p €]1, 00|

Autre probléme des multiplicateurs. Le probléme des multiplicateurs de Fourier a été
étudié dans le cas euclidien et indirectement sur les groupes de type H, groupes nilpotents
ayant un calcul de Fourier. En fait, I’étude dans ces cas est équivalente & un probléme de
multiplicateurs pour des opérateurs différentiels radiaux. En effet, dans le cas euclidien, cela
se raméne au probléme des multiplicateurs pour le laplacien —A standard : chercher des
conditions sur la fonction m pour que 'opérateur m(—A) s’étende en un opérateur continu
LP — [P revient a considérer le probléme des multiplicateurs en Fourier pour la fonction
m(t?), auquel Hérmander a apporté une réponse optimale. Dans le cas des groupes de Heisen-
berg, le probléme des multiplicateurs de Fourier se raméne au probléme des multiplicateurs
pour les deux opérateurs : le sous-laplacien “de Kohn”, et la dérivation du centre. Il en va de
méme plus généralement sur les groupes de type H [MRS96].

Notre travail repose sur le théoréme des intégrales singuliéres, puis des estimations de
normes L? & poids sur N. Cela conduit & effectuer de longs calculs techniques “cété Fourier”
proches du cas des groupes de type H [MRS96]. Le résultat n’est qu'un premier pas dans
I’étude du probléme. Il n’inclut pas les fonctions constantes. Nous souhaitons essentiellement
présenter nos solutions & quelques points techniques. En particulier, nous proposons une
décomposition de ’espace “coté Fourier” et nous traduisons la multiplication par la norme
“coté groupe”, en opérateur “coté Fourier” (voir les opérateurs = et X plus loin).

103



Organisation de cette section. Apres avoir posé plusieurs notations, en particulier celle
d’une partition de I'unité cété Fourier, nous donnons I’énoncé du théoréme annoncé dans ’in-
troduction, puis la démarche de la preuve. Cette derniére utilise des estimations de normes L?
sur le groupe, que nous démontrons dans la section suivante grace & de opérations effectuées
“coté Fourier”.

4.2.1 Notations et résultat

Nous supposerons v’ > 2.

Partition de ’unité sur P

La partition est indicée par le produit des ensembles I := I, X Iy X I; ou :
~ I, est ’ensemble des v/-uplets ¢ = ((y, ..., () € NV;
— I, est ’ensemble :

Iy == {(n0) : nely,s€i(n)} ,
ou I} est I’ensemble des v'-uplets n = (ny,...,my) € ZY vérifiant :
i <ma+1l, i=1,...,v -1 ,
et pour n € I}, I2(n) est 'ensemble des v'-uplets § = (0i5)1<icj<w € ZY' ' =1/2 yerifiant
la condition :
oM —4.2M < 285 < 49m - 1<i<j <
— I est 'ensemble des § € R, qui est omis si v = 2v'.

Soit x une fonction C*°, supportée dans U'intervalle [1/1,2] telle que :

+o00
x>0 et Yy>0 Zx(2_jy)=1

Jj=-00
On définit la fonction x, : P — C pour ¢ = (6, (n,6),() € I par :
(A0 = x@7rY) I (274G + 1)) x(@7A) Ix(27%9 (A = AD)
i<j

<i<v!

en convenant que dans le cas v = 2v/, les termes en 7 sont omis. Les x, ont un sens pour des
. V] v,gvl—l ) .
parameétres L € Z X Z¥ x Z— 2z ~ x NV | mais dans ce cas x, = 0 sur P.

On obtient une partition de l'unité de P :
VéeP Y x(¢) =1 . (4.6)
el

C’est une somme localement uniformément finie c’est-a-dire qu'il existe une borne C (ne
dépendant que de x et v') telle que pour tout ¢ € P, le nombre de paramétre ¢ vérifiant
X.(¢) # 0 est au plus C.
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Partition de 'unité de supp x.

On définit pour h € Z la fonction x, € L?(m) par :

Xn(9) = X <2—h(2 Ai(2L+1) + |T|2)>

=1

On pose pour des paramétres h € Z, et ¢ = (6,7,0,() € I :
5~ )
s, = Z22+<’ <+25)
Sur le support de la fonction x,, on a :

27%, < Y N(2Li+1)  (+[r]?) < 2%,

On a une partition de 'unité finie sur le support de x;, :

V¢ € supp x, > Xn(¢) =1 . (4.7)

h€Z:2-3s,<2h<25s,

Opérateurs sur P

Nous avons déja rappelé nos conventions de notation sur le transformée de Fourier eucli-
dienne. On utilisera aussi ici la transformée de Fourier sur Z¥ et T, ou T désigne le tore
R/[0, 27].

On définit les opérateurs A;,dy,,0, sur les fonctions tests f : P — C € D(P) par
A=\, ) €L LI=(l,...,ly) EN,r€R*) :

Ai-f('r’A’l) = f(T’A’(lla'”ali+1:"'7l:)))—f(T’A7l) )
O -f(r, A1) = O\ [N fr, (A, My Aw), )]
Or.f(r, A1) = Opfr— f(r,( A1, s Ny oy Aw), )]

On étend ces opérateurs par dualité sur ’ensemble D’(P) des distributions de P.
On étend les fonctions f : P — C de maniére triviale en une fonction

RxRYxZ" — C
(r A1) {(f)

!

(r,A\1) si(r,A\)eP (4.8)

- sinon

On identifie souvent une fonction sur P, et son extension triviale.
On remarque :
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Lemme 4.12
Soit v = (0, (n,6),() € I. Sur le support de la fonction X,, on a ’équivalence de la fonction
densité de la mesure ' sur le simplexe L par rapport & la mesure de Lebesgue dA

LU
dA !

ol on a noté : 5 . /
+ 2 dans le casv = 2v'
d(TIa5) — { | | |77|

0] + §In| dans le casv = 2v' + 1

En particulier, on a :
¥)
VieL®m) : lfxlliagm ~ 2 I xlla@erexzey

ol on a identifié fx, € L*(m) et sa fonction étendue de maniére triviale sur R x RY x Z"'.

Opérateurs sur L%(R x RY x ZY)

On associe & un paramétre ¢ = (6, (n,9),() € I, les quantités suivantes :

L, = mind;; +4max|n;, —mind;;| ,
1<) 10 1<)
1 .
R, = 3 max (0, r1n<1]n dij)
D, = 8max|n;, —mind; ;| + max(—mind;; +60,0) + 4max¢;
1o i<j i<j 1

et Popérateur non borné auto-adjoint positif sur 'espace de Hilbert L*(R x RY x Z*') donné
par :

vl ,UI
T,=1d+ Y 2788 +2%02+2% ) A?
1=1

i=1

Enoncé du théoréme
Avec les notations précédentes, on peut énoncer le résultat de notre étude :

Théoréme 4.13 (Multiplicateurs)
Soit f € L*(m), une fonction de P.

On note F' la distribution radiale dont la transformée de Fourier est f. On définit alors
l'opérateur Ty de convolution par F' sur les fonctions simples de N = N, 5.

On identifie f, = fx, 4 son extension triviale sur R x RY x Z'.

S’il existe € > Q)/2 tel que la somme suivante :

) s T9dnd) (
el

est finie, alors I'opérateur T s’étend en un opérateur continu LP — LP pour tout 1 < p < 0.

T f,

)
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Les hypothéses de régularité (“plus de /2 dérivées”), et de décroissance ne sont pas véri-
fiées pour les fonctions f constantes. Cependant, les moyens mis en oeuvre dans cette étude
(en particulier l'expression des opérateurs = et ) permettront dans des travaux ultérieurs
d’ameéliorer ce premier pas pour des fonctions assez réguliéres mais peu décroissantes, puis
éventuellement d’adapter certaines méthodes des groupes de type H.

Remarquons que dans le cas d’un groupe de type H, la forme des valeurs propres pour
les fonctions sphériques du sous-laplacien de Kohn et des dérivations du centre permet
de regarder de maniére équivalente les problémes des multiplicateurs de Fourier et spec-
traux conjoints pour ces opérateurs différentiels radiaux ; en particulier, certaines propriétés
connues des multiplicateurs spectraux sur les groupes de Lie nilpotents [Chr91, Ale94] sont
utilisées dans [MRS96]. De tels phénomeénes dans le cas de N, 2 ne semblent pas aussi directs.
En effet, le centre est de dimension v(v — 1)/2, il n'y a pas de “directions indépendantes”
et 23;1 Aj(2l; + 1) + 72 est la valeur propre du sous-laplacien L pour la fonction sphérique
bornée ¢"M € P (voir (3.7)). Il sera aussi moins facile que dans la cas d’un groupe de type H
d’utiliser sur N, o les résultat sur les multiplicateurs de Fourier au probléme des multipli-
cateurs spectraux pour le sous-laplacien (i.e. trouver un exposant optimal pour la classe de
Sobolev locale des fonctions qui sont des mutliplicateurs spectraux).

4.2.2 Démarche de la démonstration du théoréme 4.13

D’aprés le théoréme des intégrales singulieres [CW71], pour que 'opérateur T s’étende
en un opérateur continu LP(N) — LP(N), il suffit de montrer :

36,50 Vh Tyl < Cillblls (49)
3C,,C3>0 : Vy,yo €N |F(ny™!) = F(nyg")|ldn < C; (4.10)

Inyg '1>Calyyg |
D’apreés le corollaire 3.25, la condition (4.9) est déja vérifiée avec C1 = || f|| Lo
Avant de passer & I’étude de la condition (4.10), nous explicitons les décompositions de
fonctions dont nous aurons besoin pour cette étude.

Décompositions des fonctions sur P

Soit f € L*°(m). On définit pour ¢ € I la fonction f, := fx, € L*(m). D’aprés la
décomposition (4.6) de 'unité, on voit que ’on a décomposé :

fzz.fL

el
Nous décomposons aussi f, sur supp x,. On définit les fonctions f,, € L*(m) par :

fl.,h = fLXh = fXLXha LEI) h‘EZ : 2_33L < 2h < 253L

D’aprés la décomposition (4.7) de l'unité, on a :

fo= > fun

h€Z:2-3s,<2h <255,
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Décompositions de fonctions radiales sur NV

On définit les fonctions F,, F,, € L*(N )h comme les fonctions radiales dont les trans-
formées de Fourier sphériques sont respectivement f,, f, . D’aprés la proposition 3.19, la
fonction x; € L?(m) est la transformée de Fourier du noyau de 1'opérateur x(27"L) ,

On décompose :

F=)F e F= Y F,, (4.11)

el 2-35,<2h <255,

la somme pour F' converge dans S(N)’ (I’ensemble des distributions tempérées), et la somme
pour F;, est finie. Pour F}, on voit :

En=Fx*xx2"L).5 , (4.12)

ot 'on a noté x(27"L).dy le noyau de 1'opérateur x(27"L).
Par homogénéité du sous-laplacien on a :

X(27"L).6(y) = 2'% x(L).d (2%y) . (4.13)

En effet, on a : L% = r2L, ou on a noté 4, la dilatation sur des fonctions h : N — C et
sur des opérateurs T sur un espace de fonctions stables par dilatation :

§.h = h(r) et  To.h:= 6. (T.(6,.h))

On en déduit que pour une fonction m € S(R), en notant M € S(N) le noyau de 'opé-
rateur m(L), et M, € S(IN) le noyau de 'opérateur m(r2L), on a la propriété d’homogénéité
du sous-laplacien :

M, = T—Q(S%.M

Etude de la condition (4.10)

Pour les parametres :
v€I, heZ :23s,<2"<2s,, yzeN, r>0 ,

on note 'intégrale :
L = / Fonyn™) — Fup(en™)ldn |
lyn—1|>4r

et son supremum sur |yz~!| <ret h:

y,z € N vérifiant |yz7!|<r
h€Z vérifiant 273s, < 2" < 255,

SL,T‘ ‘= sup {IL,h.;y,z;r

108



D’aprés les décompositions (4.11) et le fait que le nombre des entiers h € Z vérifiant 2735, <
2h < 255, est borné indépendemment de ¢ € I, la deuxiéme condition (4.10) sera vérifiée, si
la condition suivante est satisfaite :

3IC>0 : Vr>0 > S,<C . (4.14)

el

Pour étudier 'intégrale I, ., ,.r, nous avons besoin de définir pour ¢ € I, pour € > 0 et
g € L*(m) dont le support est inclus dans celui de x, (en particulier g € L?(m)),

Noe(g) = |[(1+ 2l G(n)|

L2(neN)
en notant G € L?(N )b la fonction dont la transformée de Fourier est g.

Proposition 4.14
Pour (Q +1)/2 > € > Q/2, I'expression S,, est majorée & une constante qui ne dépend que

de €,p, par :
)

’ NL,i(fL)

Dans la section qui suit, nous montrerons la proposition suivante :

1 9, 1
min(s?r,1) s, * (rs?)

Proposition 4.15
Soit (6, (n,0),(¢) € I un paramétre.

Pour tout € > 0, on a pour toute fonction g € L*°(m) identifiée a sa fonction étendue de
maniére triviale sur R x RY x ZY' :

supp g C supp X, => N,(9) < C2M) | T%.g| Lo g per sy

ou C désigne une constante qui ne dépend que de v, €, et en particulier pas de la fonction g
ou du paramétre ..

Admettons ces deux propositions. On en déduit que ’expression S,, est majorée a une
constante prés par :

1 _9, 1 -e+¥ <
min(s?r,1) s,  (rs2) 249 |2 f, (4.15)

L2(RxRY xZv')

1
— Si ¢ est tel que s?r < 1, alors 'expression (4.15) est majorée par :

1 Q 1 ‘€+%‘ <
3o d(n,s )
sérs, *(rs?) d(n )’Tﬁ.fL ;
_1
de plus,onar <s, ? d’ou:
1 _g 1 -<+% 101_¢ Q _1Q
strs, *(rs?) = 52Ul < 22



1
- Sinon, on a : 827 > 1, et Pexpression (4.15) est majorée par :

Q 1 —e+2 I

e T P

La somme sur ¢ € I de ce terme est bornée pour une puissance € €]Q/2,—(Q + 1)/2,
indépendemment de r > 0 lorsque la somme

S s T9dmd) HTL%‘ f
el

sera finie. C’est exactement I’hypothése du théoréme 4.13.
Donc le théoréme 4.13 sera démontré lorsque les propositions 4.14 et 4.15 seront prouvées.
C’est ce que nous faisons dans la sous-section et dans la section qui suivent.

4.2.3 FEtude de l'intégrale L hoy 2

Cette sous-section est consacrée & la démonstration de la proposition 4.14. C’est une
1

conséquence du lemme qui suit lorsque K = s2.

Lemme 4.16

On se donne un paramétre K > 0 inférieur (a une constante qui ne dépend que de €,v) & 2%,
Pour |yz7| < r et € > Q/2, intégrale I, 4., ... est majorée & une constante qui ne dépend
que de v, €, par :

. ok -9 —e+4 €
{min 22%r} K3 (14 rK)™"7 [|(1+ K|n|) F.(n)] s2(neny

Démonstration du lemme 4.16: Dans la preuve, C désigne une constante qui ne dépend
que des dimensions du groupe N, et éventuellement de € et qui pourra évoluer au cours du
calcul. Lorsque |yz~!| < r, on contréle intégrale I, . .. soit d’aprés I'inégalité triangulaire,
soit grice aux inégalités de Taylor ([VSCC92], Théoréme IV.7.3) :

soit par 2/ |F,n(n')|dn’, soit par Cr m_ax/ | X;.F, n(n)|dn’
|n’|>2r t |n’|>2r
On cherche donc a contréler pour D = Id ou Xj,2 =1,...,v les intégrales :

/ |D.F, p(n')|dn’ ;
[n/|>2r

En utilisant ’écriture (4.12), on a :

/ NID-x(Z"hL)-5o(y’)! IF(n'y Dldn' dy < Jonen |1+ KD E(m)l 2neny
y'e

[n'|>2r
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par Cauchy-Schwarz et un changement de variable n = n'y’”", en dénotant l'intégrale :

JrpeD = / ID-x(Z"‘L)(y’)I\/ / (1+ K|y ™) dn'dy’
y'EN |n/|>2r

Il suffit donc d’estimer les intégrales J;. 4 p. Or d’une part, d’aprés 'égalité (4.13), on a.:
D.x(27"L).60(y) = 23@+4D) D y(L).& (22y)

oud(D)=0si D=1Idet 1si D= X; estle degré de l'opérateur différentiel D ; d’autre part,

on obtient de l'inégalité triangulaire :

Vo,ye N ¢ (IT+|zyl) < CA+[z)(A+1[yl)

ou C’ désigne la constante de 'inégalité triangulaire; on en déduit :
1=y, 12€ 11\ 2€ 1\ —2€ 5 1
/ (1+ Ky ™) dn’ < (1 + KIy/) / (1+ K|n|)dn
[n'|>2r [n!|>2r

On calcule facilement cette derniére intégrale : grace au passage en coordonnées polaires
(voir (1.1)), puis au changement de variable p' = Kp :

/I (o Kl = / (1+ Kp)™p%dp
n’'|>2r

p=2r
00

= K9 / (1+0) % dp < K@ / (14 )79 dp!
p=2rK p=2rK
= K902 - Q) '(1 + 2rK) %€
On a donc :

/I (1+K|n/y/—1|)—-2edn/ < C(1+K|y/|)2eK—Q(1+,’_K)—2e+Q ’
n'/|>2r

puis en rassemblant ce qui précéde et en utilisant ’hypothése sur K :

Jrnep < CQ%(Q+d(D))\/K—Q(1 + TK)—26+Q
[ Ipxm @i+ 2y)ay
y'eN
- 0K +rK) ™ [ DADHW0+ W)
grace au changement de variable 3" = 2%y’. Or on a x € S(R*), d’ot x(L).6 € S(N); les

derniéres intégrales contre dy” sont donc finies. On en déduit que pour tous les opérateurs
D =1d ou X;,2=1,...,v, les intégrales J, . p sont bornées a une constante prés par :

234D =% (1 4 rK) 2
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4.3 Controéle de la norme N,

Le but de cette section est de démontrer la proposition 4.15.
Par la formule (3.9) de Plancherel, on a :

N2 (g) = / | < (1+ 2[nl")G, & > [2dm(9)

_ /P | <G, (1+ s2(X[* + |AD)¢ > [2dm(e)

Nous cherchons donc & exprimer les termes | X|*® et |A|?¢ en fonction des opérateurs de
décalage et de dérivation appliqués aux paramétres de ¢ = ¢"M(n = exp(X + A)).
Rappelons :

SMexp(X + ) = [ DA f (71 Xk
O(v)

ou la fonction frr; = fs est paramétrée par P et est définie sur R” par :

e v’ (X))]?
o) 1= e i g o, OO0,

j=1

Opérateurs de décalage et de dérivation

On utilisera les opérateurs de décalage A, a, 3, sur les fonctions N — C définis dans la
sous-section 5.1.4. Pour une fonction donnée sur N, on définit les opérateurs A;, oy, G;, et
v; pour i = 1,...,v" comme les opérateurs 7%, o, 3,y agissant respectivement sur la iéme
variable entiére de [. Les propriétés pour ces opérateurs données dans la sous-section 5.1.4
conduisent aux propriétés suivantes pour les o, B;, i :

o0 TLLy (y5) = willy, TLL, (v5) (4.16)

5i'j1;llﬁzj(yj) = yiﬁzijgiﬁzj(yj) , (4.17)

,U/

¥ L, (y) = il jl;éliﬁlj (y;)

On remarque que I'on peut déduire en dérivant encore 1’égalité (4.16) suivant y; une autre
égalité :

'Ul

3 Iy () = 0l L, () = (€ + we) L) - (4.9
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Grace & ces égalités, on a facilement quelques propriétés de dérivation et de décalage pour
la fonction fy :

[pr; (X)|?

5 fe(X) = )\_ifd’(X) , (4.19)
O-fo(X) = %-ﬁ»(x) ) (4.20)
Bofo0) = (-4 (5) 5o2) (.21)

On définit 'opérateur = sur les fonctions sur P :
; 1 .
E = 221:?—1 <—§(9r2 siv=2v"+ 1>
De ’égalité (4.19), on obtient facilement pour n = exp(X + A) :

[ X*¢(n) = E.¢(n)

On définit aussi 'opérateur sur les fonctions de P :

am a + am, —4
Ri=Y 08} -2 aAm —A—+Z N A2(A By — @ — \;Oy, + )

1<j

AN B B
+4 Z o5 + )‘j’Yj i -0+ )‘171 )\] 20[1013)

1<J

2 i 2 : )
+ <Z 7\5(—)\,-7,-83 - 2ridyo; + 7"2:\— +1ir0;) — B\—ia’\" siv =20+ 1.)

i

Lemme 4.17 (Expression de | X |?¢ et |A|?¢)
On a:

Eg(exp(X +A)) = |X|*¢(exp(X + A))
R.p(exp(X + A)) = |A|*¢(exp(X + A))

Nous venons de montrer la premiére égalité. La sous-section qui suit sera consacrée a
montrer la seconde.

Remarque 7 Nous remarquons grace a (5.10), (5.14), (5.15), (5.16), au lemme 5.6, que
chaque terme de R, et de =, puis Z2 se développe en des termes comportant au moins “une
dérivation discréte ou non”.
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4.3.1 Etude de |A|%¢

Dans cette sous-section, pour alléger les notations, on sous-entendra les arguments et les
paramétres du terme ¢ = ¢"M (exp(X + A)).
On remarque :

IA'2¢ — ( AA‘:k.Dz(A) {A* N ei<A‘,A>} f¢,(k_1.X) dk ’
O(v)

ou A est le laplacien sur ’ensemble .4, des matrices antisymétriques. D’aprés son expression
“en coordonnées polaires” (lemme 5.12), on a :

AP0 = R+ B+ F (+Fy+F siv=2'+1)

ou les F; sont données par :

R = / Yo (A A (LX) dk

v)m

Bom [ 3 S Dk @Oy B, 7k B

1<J (m,n)GIi’j
F /()

et dans le cas v =2v' + 1 :

fo(k1.X) dk

— )\2 (MG, — Aj0y,). {A — kDAY £ (=1 X) dk

(’U) 1<]

Fy

/ > —Dﬁ[k—wK’“M’”](E;m ) FoKLX) dk

’L1, 21,2i—

F5 = /O )Zy—f’&- {A — kDAY £ (k71 X) d

Exprimons différemment F;

Ona:
=> & ¢-E—E,

ol les termes “correctifs” F; et E, sont donnés par :

E,

2 Z By, . <kPaMA>g, £ (kLX) dk
O(v)

E, = Z 6i<k'D2(A)’A>8§mf¢(k—1.X) dk
m Y O)
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On peut exprimer & l'aide du terme ¢ décalé ou dérivé ces termes Ej, E5. D’abord pour le
terme Fy, on voit que d’aprés les égalités (4.20) et la linéarité des opérateurs a,, on a:

i<k. Qm -
E, = 22 O(v)ame<’=D2<A>»A> -/\;.fd,(k LX) ;dk

o .
= 9 _m o i<k.D2(A),A> k—l.X dk
>3 L, e Folk7X)

Or on voit :

a ez<k .Da(A),A> f (k X) dk

— a}\m. / €i<k'D2(A)’A>f¢(k—1.X)dk _ / 6i<k'D2(A)’A>8)\m f¢(k—1X)dk
O(v) O(v)

D’ou on déduit d’aprés les égalités (4.20) et la linéarité des opérateurs o, :

E, = 22 i‘—:’nl.aAm.qs - ‘;—: /O " el <kD2AMA>g, (k7L X)dk
= 22 aAm ¢ — —m-. /O o ei<k-D2<A>vA>%‘Z- fs(k71.X)dk
= 2 Z a\m m)2 ¢

Ensuite, pour le terme E,, d’apreés les égalités (4.21), on a :
E; = _E;T: + (%:1‘1)2 ¢

On voit donc que l'on peut exprimer le terme F} comme :
_ — 2 2 Qm Oty 2
= Za,\m (22 O — m) “(2 —F+(E) o)

- Zﬁkm 25 O, + 4 Omtom

A2, ¢

Exprimons différemment le terme Fj3

Ona:
Zv )\2(>\3,\1 AiOh,)-¢ — Es

1<J
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ou le terme “correctif” F3 est donné par :

E =/ gt<k-Da(A),A> XiOy, — AiOh,)-fo(K™1.X) dk
3 O(v) ZAQ A2( A T )\) ¢( )

i<j

= Z}\2 /\2 aJ)¢ )

i<j 7

d’apres (4.20). On voit donc que 1'on peut exprimer le terme F3 comme :

Fy = ZX‘, /\2/\& — 20y,) Zv A2 aj)}qs

z<] i<j

= Z 3 )\2 )\ 8,\ oy — )\jc'?,\j + aj)} ¢

Exprimons différemment F,

La somme est sur (m,n) € [;; et i < j :

tDy A~ (k.Bhl ) _
F, = sztt 0/ ez<ke kA .DQ(A),A>f¢(k 1x) dk

2 .
_ Z / oi<k-D2(A),A d f¢((ke't-Dk,A¢_l(k'B:;‘{"))—1.X) dk
o) dtt =0

ou on a noté : (les {E,, ,} designent la base canonique des matrices antisymétriques)

g B 1
B;r,LJ,n = Dk,A"/J 1(k‘.Em1n) /\2 /\2 (6j>\jEmj,nj +6i/\iEm,-,n,-) ,

et ou les indices et les signes sont donnés par le tableau :

(m,n) |€ | (mjn;) |e& | (ming)

(2i-1,25) | - | (21-1,23) | + | (21,2j-1)

(21,2j) |+ (21,25-1) |- | (2i-1,2))

(2i-1,2)) | + | (2i-1,2§-1) | + | (21,2))

(21 2j- ) - (2172.]) - (21'1)2.]"1)
Fixons i < j, et (m,n) € I;; et calculons

d 2

5, Jo((ke®)"X), B=By

Pour cela, nous allons effectuer un développement limité & ’ordre 2. Commengons par :

|prp((ke“tB)—1.X)|2 = [prp(etf"/c‘l.X)[2 = |pr,(({ +tB + §B2)k'1.X)|2 + o(t?)

= |pr,(k7'.X)|> + 2t < pr,(Bk™".X),pr,(k71.X) >
+t*(< prp(B*k™.X), pr (k7. X) > +|pr,(Bk~1.X)[?) + o(t?)
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On obtient donc le développement limité (en convenant que lorsque leurs arguments ne sont

2
pas explicités, les fonctions £;, et leurs dérivées sont prises en l’argument (}\pm_rpéx_)i)) :
-1
|pr, ((ke™*7) ™ X)|? t?
Elp(/\p P 5 ) = Llp + tapﬁzp + E(bpﬁgp + G,ZAC;;) + 0(t2) ,

ol on a noté :

a, = ap(B) = X\, <pr(BE"L.X),pr,(k71.X) >
by = bp(B) = Ay(< pr,(B*k'.X),pr, (k7. X) > +|pr,(Bk™".X)|?)
On voit :
— ap(B) = by(B) = 0 lorsque p # i, j,
— danslecas v =20 +1, < X2, (ke‘tB)_l.X >=< X5 k7LX >
On en déduit :

42 g (ke tB¥n) " X)

_ ((bjc;j +a2Ly ).cli+(b,.z:;i+a3.c;;)z:,j+2aia,..c;,,.c;) nr, (z<rx;,k-1x>) _
i

Pour calculer

d 2 s R -1
4 flkeoin " x) (422
(m,n)el; ; -
il suffit donc
1. de calculer les expressions a?, a2, a;a;,

2. de calculer les expressions by, b;,

3. puis de les sommer sur (m,n) € I, ;, ces expressions étant dépendante de la matrice
antisymétrique B = B"J

Calculons les expressions a; et aj. Comme on a :

k71X, [k'X], sip=i ,

< prp(Em,nk_IX)7prp(k—1X) >= { _[k_lX] [k_lX] si p = ] -

on en déduit :

o = —)\#(ej)\j[k"l.X]nj[k‘l.X]mj+e,~)\i[k’1.X]m[k'1.X]mi) |
0 = - A?* (O XL X, + e X (6 X,
On en déduit les expressions a2, a J, a;a; : par exemple,
a? = —12————(/\2[19 X1, (kX +A?[k-1.X]2,[k-1.X]2,
()‘}2—)‘1') ni m;

+2€i€j/\i/\j[k_1-X] [.IC X] [ ] [k X] )
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Calculons les expressions b; et b;. Commencons par le premier terme de by, p = 14, j.
Comme on a d’une part :

2 _ - (\2R2 2 2
B = B + A B

j 1
et d’autre part :

kX, sip=i

< Pry(Bf k™ X), pry (k71 X) > = { ~[(k7X], sip=j

on en déduit que < pr,(B*k~'.X), pr,(k7'.X) > vaut :

-1 2r7.—1 112 217 —1 v12 .
(/\JZ _ )\12)2 ()\.7 [k X]mj + Ai [k X]m,) sitp=1 ,
—1 - _ 2 . .
0 A2)2,(A§<Uc LX), + M[k7IX]) sip=3
j N

Maintenant, calculons le deuxiéme terme de b,,p = %, j. Comme on a d’une part :

lpr, (B~ X)|* = 2 1Pty (B n k™0 X)) + NPTy (B ni k™ X))

2=

j i
et d’autre part :

[k’lX]i sip=1

Emnk ' X)? =
bk 20 = { (gt 325

on en déduit :

lpr,(BE™1.X)2 = _ (’\?[k_lxlij +M2kIXT,) sip=i
e N2 ) EIXP 4+ NIX)) sip=
( 7 1,) 7 m; 1 m;

Rassemblons les deux termes de b,,p = 7, 7. On obtient :

Ai 21-1v12 _ [p.—1y12 2/1.-1v12 _ .-1y1?
b = W(A,-([k XJh, = 70X + X XT, - 67T

Aj _1 2 12 12 12
b =~y (X, = X))+ (kX0 - ' T)
] 1
Nous allons maintenant sommer sur (m,n) € I; ; chacune des nouvelles expressions des
bi, bj, a2, a?, a;a;.
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Sommons a}, a},a;a;. On remarque que lorsque l'on va sommer sur (m,n) € I, les
doubles produits

26,‘6]'/\1')\]' [k—l.X]nj [k_l.X]mj [kwl.X]ni [k_l.X]mi )

vont disparaitre et ’on va obtenir :

A2 _ _
Za?(Bm,n) = (—/\2_—)\2)5()\]2'+)\?)|Prj(k 1‘X)|2|P1‘i(k I-X)[2 )

(m,n) J i
2 A 2, 32 -1 3|2 -1 )2
Y 02 (Bnn) = m(/\j+/\i)lprj(k X)Plpry (kLX)
(m,n) i M
AiA\; _ -
> ay(Bn) =~ (05 4 MDlery (6 X0l (67 )P
(m,n) j M
Sommons b;, b;. On obtient :
A2 4+ N _ _
Zbi = 2)\im (Iprj(k 1X)|2—}pri(k 1X)|2) )
(m,n) i N
AN ~1y\|2 —13\[2
2 b = =y (e XOF = pr (k7 X)F)
(m,n) ' :

Autre expression de F;. On en déduit donc que la somme (4.22) est le produit de
PLEDY e
WHI’#JQP (e«r Sk, ) |
J i

avec :

=2X;(Ipr; (k71 X)[* = [pry (k™' X)[*) L], Ly, + N lpr; (k™1 X) P[prs (k71 X) L] £,

+2Xi([pr; (K7 X)[* — |pry (k71 X)) L1, Ly, + Aflpr; (k™. X) |pry (k™. X)PLY £y,
—2)\¢/\j|prj(k'1.X)|2|pri(k"l.X)|2£;i£§j

Grace aux égalités (4.17), (4.16) et (4.18), on peut réécrire ce qui précéde de la maniére
suivante :

A2 4+ )22 B B;
J v L J -1
W(—‘laj + 4/\1’)’1-/(: - 40ti - 4)\1’7,/\—J - 8aiaj)f¢(k X)
On voit donc que 'on peut exprimer le terme F5 comme :
A2 4+ )2 B; B;
= § 1T (s ~ T ~ 90

Supposons maintenant v = 2v' + 1. Il reste & exprimer comme opérateur de dérivé et de
décalage sur ¢ les termes Fy, F5.
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Exprimons différemment F;
D’aprés les égalités (4.20), on a :

2
F; = Z—/\—a,\m-sb—Es ,

m

ou le terme “correctif” Fs5 est donné par :

2 - 2
= Z_)\_/( )ez<k.D2(A),A> 8)\ f¢(k X dk = Z__(_l_ﬂ b
m m JO(v

m A7TL
grace & (4.20). On voit donc que ’on peut exprimer le terme F5 comme :

F=Y [-%(a&n 4 j—:)] P

m

Exprimons difféeremment F,

Comme dans le cas du terme F3, on voit :

2
Fy = / Z —ei<kDMA >4 fol(ke™Bin) " X) dk
O(v)

dtt—
1,1=21,2i—

Développement limité de fu((ke *Fiv) I.X). On a pour i =2iou2i—1:

lpr, (ke i) " X)2 = |pr, (kX)) + 2t < pr,(B; k7' X), pr, (k71 X) >
+t%(< pr,(EZ k' X), pr, (k7' X) > +|pr,(E; k7' X)?) +

Or ici, on voit :

(k'X], k7' X); sip=1
0 sinon ,
~[k1X]} sip=i

0 sinon ,

- k‘lX]i sip=1
pry (B 0f = { ]

< pr(E; k7' X), pr, (k7' X) > = {

<prp(E;2,vk'1X),prp(k"1X) > = {

sinon

On peut donc faire un développement limité :
1

k —t'E;,u - X 2 .
Ai

F2R(-RXE + XD + 5

) 2
Ui X £ + o)) Ty,
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. N —t.B- 1
On peut aussi faire un développement limité de e?<"X3-(k¢ **) X> Commencons par :

< X,:, (ke‘t.Ei,u)_]'X >S=< X;, et.E;,vk_lX >
=< X5 kX > 4t < X3 B kX > +8 < X5 B2 KX > +o(t?)

On voit :
< X5, B k' X > = [kX];
<X EXET'X > = —[kX]

v

On en déduit le développement limité :

t.E

— . -1
i<rX:, (ke Tiv) X> i<rX:k1X>

€ e

(1 + z(t[k~1X]; - %[k‘IX]U) - %(a:t[k"lX];)Z + o(t2)>

On peut donc obtenir le développement limité de fs((ke™*Fiv)™".X) comme produit des

développements de

t.E

_tE -1
Ipry((keBin) T X) 2

L0, (M > x>

) et ei<rX;,(ke_

Le terme en %t2 donne une autre expression de :

45 (ke tF) ™ X)
dtt:O ¢ ’ '

= (Az("‘[k_IX]? + [k—lX]z)‘CL + ()\i[k,‘_lx]u[k—lX];fcx + QT)\i[k—IX]v[k—lx]?LL
F(r XY = 1l X)) L) gLy, €67%0K7X>

Autre expression de Fy. Il reste & sommer sur ¢ :

S L ke x)
} dti=o pllfe = ’
1=21,2i—1
= (M= lpry((E XD + 2k X)), + Xk X ory (K™ X)L,
+2r X[k X, pr (R XD LG, + (rPlpry((k™ XD - 2rk™ X, )L,)
Hi# ﬁzp ei<rX;,k’1X>
= (—204,- — 207;0? — 4rid,o; + (r22—% + 21’7"3,)) Jo(k7LX)

1

grace aux égalités (4.16), (4.17) et (4.18). Par linéarité des opérateurs o, 5;,7;, Oy, on a :

2 i
F4 = Z ﬁ(‘—az - )\1.71.83 - 27‘7:6-,-@1; + sz + Zra”')} : ¢

1 1

i
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Résumons

On obtient donc I’expression :

am al +am
Al%¢ Z@ =27~ O, +———+Z)\2 )\2(/\ 0x, — @i — A0y + o)

>‘m
1<J

B B
4 Z J a; + /\37J /\ —a; + >‘171>\ 20103) ,

1<J j J

a laquelle il faut ajouter si v =2v' + 1 :
& Myid? — 2ridhas + 12 4 ird),) (0

Zj\ﬁ(“ai— iYi T a1+rr+zr +Z___ L+ )\m)

ﬁz :
_ Z /\2 Aivi07 — 2ridra; + /\i +ird,) — /\—ié’,\i

Ceci achéve la démonstration du lemme 4.17.

4.3.2 Propriétés des opérateurs =, N

Nous aurons besoin de connaitre une expression manipulable des puissances de 'opéra-
teur =2 + R. Nous utiliserons toujours dans ce qui suit, la notation |a] = Y, a; pour un
n-upplet a = (ay,...,a,) € Z™.

Lemme 4.18 (Expression des puissances de Z2 + R)
Pour € € N, dans le cas v = 2v', I'opérateur (2 + R)° peut se mettre sous la forme de la
somme des termes suivants :

Ni;
(AF +A3)™

- J7 ) at—a; ab; e Ads e/:a\f
()\2 _ )\2)Di,j Hl Ai 6/\, {l’l A‘L } (T (Za’f‘) ) )
J J

Ep = QP(T) Hi<j

ot Qp € QX XT,...,. X}, X, ] et T = (rf,77,..., 7}, 7). La somme est a prendre sur
I’ensemble des paramétres I, qui est décrit dans ce qui suit :
— I est l'ensemble des paramétres P = (A,F) ou A = (a,b,¢c,d) siv =20 et A =
(a,b,c,dye, f) siv=2v"+1,et F=(N,D);
— les paramétres a = (a*,a”) € N¥ x NV et b,c,d € N, et dans le cas v = 20" + 1,
e, f € N vérifient :

2IN|+]a—|+]a+|<4(]b] +2/d]) —2¢, e< f+2|d—2, I|c<24d ,
(et les entiers e, f ont méme parité si v=2v'+1)
(4.23)
et :
0<|b|+f+]|d <4de . (4.24)
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— les paramétres N = (N, ;), D = (D; ;) € N7 vérifient :
IN|<e, [D|<2e ; (4.25)

— les paramétres a,b, N, D et e, f dans le cas v = 2v'+ 1 “qui sont les paramétres portant
sur A et r dans le cas v = 2v' + 17, vérifient la relation d’homogénéité :

e —
2|N| = 2|D| + |a*| —|a~| — |b] (+ 2f) = —2 . (4.26)
Les polynémes Qp, P € I, sont tels que la somme ), Ep soit symétrique en chacun des
groupes de termes

/\i,i=1,...,’Ul li,'i=1,...,U, /\?i)\?,2<] y
A;,i=1,...,0 O ,i1=1,...,7

1

En particulier, le cardinal de I’ensemble I, est finie, et ne dépend que de .

La condition (4.24) exprime le fait que dans chaque terme Ep, il y a au moins un dériva-
tion (discréte ou non), et qu'il ne peut y avoir en tout que 4e. D’aprés la remarque 7, c’est
déja le cas pour € = 1. La preuve est faite par récurrence sur e.

Démonstration du lemme 4.18: Le pas € = 1 est vrai, d’aprés les égalités (5.11), (5.12),
(5.13), (5.15), (5.16) et les lemmes 5.6 et 5.7 donnés dans la sous-section 5.1.4. Supposons le
pas € vrai. Montrons que le pas €+ 1 est alors vrai. Commengons par montrer que ’opérateur
Z2(Z2% + R)° est de la forme voulue. D’aprés le lemme 5.6 et 'hypothése de récurrence en
particulier la symétrie des termes, il suffit de montrer que les opérateurs

i ig+ai 5 j * a:’_ai— 3 ci i el
zol{lq oAPo ‘10} )‘Jol{lq OApJo+qO} (( )2P ) QP( )Hz /\i 85)\1 {lz A;i } (,’. (Zar)f) ’
pour les paramétres :

Diy +pjo (+p*) =2 ) pioapjoap* € N ) 0 S Qi S Diy 0 S Qjo S pjo )

et a,b,c,d(,e, f) vérifiant les conditions (4.23) et (4.24) peuvent s’écrire comme une somme
d’opérateurs de la forme :

Gelr) I X0k 0%y (r(i2))

érifiant les conditions (4.23) pour €+ 1.

v Vv
)-(5.19) donnés dans la sous-section 5.1.4

Les propriétés de dérivatlon enr, et les égalités (
permettent d’affirmer que c’est vrai.

Ensuite montrons que I’opérateur

Z (8)\m A )2(—'2 + N) )

m

avec Qp € QX{, X7,..., X}, X7, 4,b,8,d(,¢, f)
18
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est de la forme voulue. D’aprés le lemme 5.7 et ’hypothése de récurrence, il suffit de montrer
que 'opérateurs

—a / N (/\12 + AZ')Ni,j a,'."—a,._ . Ci .
DN ALY Qp(7) My o e N AARAL)
10 J J

pour les paramétres P = (a,b,¢,d(,e, f); N,D) € I, et :

(a\b,c,d)eN | d+b=2 , ¥+<2 , <ad

)

peuvent s’écrire comme une somme d’opérateurs de la forme :

1

~ (A12+)\2) I @ abs G A di &/ f
Qr(r) TNy A;)Dij RS (iFak) (o))
i)

J

..., X% X7]sont tels que la somme est symétrique. Les deux égalités qui suivent,
v v
et celles (5.18)-(5.19) permettent d’affirmer que c’est vrai.

la somme se fait sur les paramétres P = (&, b, ¢, J(,é, f); N, D) € L4, ; les polynomes Qp €
QXy, X1,

2 N 2 \N—1
(710, + A310s,) (AL + )‘2)D _ 2N()‘1 +23) _
(A= M) (A = A9)
A2+ A2 (A2 + AN (A2 + )N
o +a2) M) oy _gypy Mt ) BN
( A1 )\2) (/\% _ )\g)D ( ) ()‘% _ /\%)D ( )()\% _ )\g)D+l
Les mémes arguments montrent que ’opérateur

N; ;
(AZ 4+ )™

L AN {IFARY

2 Qm
; :\:(3,\,,, - )\—m-)-QP(T) Hi<jW

est également de la forme voulue.
On calcule directement :

2 )N 2 2\N-1 A2 a2\
(A10), + A20h,) M_ — QNM_ (AT +23)

D~ D—1 D
(AT = A3) (A= A3) (At = A2)
ce qui permet d’affirmer que ’opérateur '

1 . — €
77 Ry = Xioda,) (B2 +R)°
Jo 10

est de la forme voulue.

Enfin, les propriétés de dérivation en r, et les égalités (5.18)-(5.19) permettent d’affirmer
que les autres opérateurs de X appliqués & (22 + R) sont également de la forme voulue.

Ce lemme technique permet d’estimer les normes N, ., objet de la proposition 4.15.
q )
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4.3.3 Démonstration de la proposition 4.15

Dans cette preuve, C' désigne une constante qui ne dépend que de v, € et qui peut évoluer
au cours du calcul. Nous convenons aussi que le signe ~ entre deux expressions a et b
strictement positives, signifie qu'il existe une constante C telle que C~!b < a < Cb.

Soit ¢t € I, € > 0 et g € L*°(m). On suppose que le support de g est inclus dans celui de
x. (en particulier g € L?(m)), et que g est assez réguliére. On note G € L*(N )* la fonction
dont la transformée de Fourier est g.

D’aprés la formule (3.9) de Plancherel, on a :

Ne(9)* ~ [0+ 2 )G 5 men)

= [[1< @+ 0 9G(n). 6 > Fam(e)

Maintenant utilisons les opérateurs =, X que nous avons définis sur les fonctions g : P — R
assez réguliéres. D’aprés le lemme 4.17, on a :

(1+sIn[*)g(n) = (Id + s7(E* + X)).0(n)

et dans cette derniére expression, 'opérateur (Id + s2¢(Z% + R)°) agit sur les paramétres de
la fonction sphérique ¢ (nous identifions la fonction ¢ et ses paramétres dans P).
Par conséquent, on a :

< (14 sZn|*)G(n), 6 > = /N Gn)(1 + s%[n|*)¢(n)dn
= /N G(n)(Id + s%(Z2 + R)°).¢(n)dn

= (I + s2(22 4+ X)), /N G(n)é(n)dn
= (Id+s*(E*+R)).9(¢) ,

puis :
— € 2
Noe(9)® ~ |1 + 5242 +R))g| 32

Supposons € € N. Comme on a s, ~ Y, A\;(2l;+1) +72, et d’aprés le lemme 4.18, on voit :

¢/ 2 2
o+ 242+ el < O (Il + 3 Wl )
PeJ.
ou :
1

Fp:=Qp(r) Mjc;———————
P QP( ) <j ()\12 _)\?)Dm‘

LSO {15 AR} (re(i&)f ) ,

ou Qp € QX{, X7,...,. X, X ] et 7= (r{,7,...,7}, 7). La somme est & prendre sur

I’ensemble des parameétres J. qui est décrit dans ce qui suit :
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— Je est 'ensemble fini des paramétres P = (A,D) ou A = (a,b,¢,d) si v = 20 et
A= (a,b,cde f)siv=22" +1;
— les paramétres a € Z¥ et b,c,d € N, et dans le cas v = 2v' + 1, e, f € N vérifient :

2N +la—[+la+]<4(lbl +2[d]), e<[f+2ld], [cf<2d |,

(et les entiers e, f ont méme parité si v=2v'+1) | (4.27)
et :
0<|b|+f+]d <4e . (4.28)
~ le paramétre D = (D; ;) € N? vérifie :
|D| <2 (4.29)

— les paramétres a, b, N, D et e, f dans le cas v = 20"+ 1 “qui sont les parameétres portant
sur A et r dans le cas v = 2v' + 17, vérifient la relation d’homogénéité :

~2|D| + |a| — |b] <+e—;—f-) =0 . (4.30)
Mayjoration de ||Fp.g||*, P € J.

2 . ! s —_—
Les opérateurs 7+ de translations ne changent pas la somme sur NV ; et les opérateurs 7
peuvent juste faire disparaitre quelques termes. Donc on a :

1 2a; 12¢i |12
“FP-9“2 < C? // Oicj———=5— i Ay |r|*
RJc ; J ()\12 _ /\12)2Dm
o dn’
i Ads f 20T
|H13,\iAl 0! .9 dAdAdT ,

les paramétres pour les termes en r, étant omis dans le cas v = 2/, dn’/dA désignant la
fonction densité de la mesure 7’ sur le simplexe £ par rapport & la mesure de Lebesgue dA.
Or le support de la fonction g est inclus dans celui de x,. Outre 'équivalent de dn'/dA du
lemme 4.12, on a sur le support de x,, les estimations suivantes :

— |r|* ~ 2% d'ou |r|? < C29%,

— X2~ 2% dott ILA?% < CTI;2%%

— I; ~ 26 d'ou II; 1% < C?I; 2246

- )\? - )\12 ~ 2% d’ott Hi<j(/\? - )\?)2Di,j > C_2Hi<j225i’jD"‘j.
On obtient la majoration :

|Fp.g||> < C?2%md)gexp / / > Moy ARG, gdrdA
LJRT
ol on note momentanément 1’exposant :
exp := —20.D +a.n+ 20 +2¢.C
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Notons 0* = min,;d;; et (M = max;(;. On a 6.D > §™|D|. Utilisons P € J.. On a
d’apreés la condition (4.30) :

~26.0 < ~2871D| = (1~ lal + Ly
d’ot1 :
f—€m e
exp < (bl = la + =—=)&" +an+ 56 +2cC
= |bl5; +Za¢(nz 07) + 5 (=0 +0) + 567 + 2

Or on a grace a la condition (4.27) :
c¢ < ¢Mel < ¢M2dl
S(-6r+6) < S(f+ 2 max(~7 +6,0)
Y oaim—8") < D laillm — &7 < 4(lb| + 2[d|) max|n — &7

IAN A

On obtient donc que 'exposant exp est majoré par :

1
157 + (16 + 2Jd]) max |, — 67|+ 5(f + 2le) max(~57 +6,0) + L7 +4¥la]

= L,|b|+ R.f + D,|d|

par définition de L,, R,, D,, puis :

“Fpg“2 < 02224(71,5)2LL|b|+RLf+DL|d|/E/RZ Inzaj::A:iiar‘.ngdT'dA
l

On note encore g : R x R x Z¥ — C la fonction g : P — C étendue de maniére triviale au
sens (4.8). On a obtenu la majoration de la norme pour P € J, :

2d; f 2

Ly bi D, By
|Fp.gl2am < C22%409 Hni(m 8) (2%A) (2%8,) g

L2(RxRY' xZV")

Sommation sur P € J,

Grace & la formule de Plancherel pour g, on a :

— 2
0d + 4 48000l gy < C2249 S Fp gl
PeJ!

ou J! est 'ensemble J,, auquel on a rajouté I’élément P = 0 et pour lequel Fp = Id.
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Utilisons la formule de Plancherel sur L?(R x R x Z); nous noterons les variables
dualesde l € ZV, A€ R",rcRparl e T, Ac R et 7€ Rsi v =20+ 1.

2d; , R,

m2%a,)" (2% a0 2% g\

L2(RxRY xZv')

= [, [, [mesn et -0 et Fopadd
TV JRY

avec 0 < |b| + f + |d| < 4e. En sommant sur ces paramétres, on a :

On en déduit :

S Fegl? < CzAI/I/ﬁ4€|F.g|2d?def |
v v R

0<|bl-+f+|d|<4e

ou on définit la fonction

~

. (?’K’l) — 1"‘2%21‘;\\1’2‘*‘2%?2""2%21@—”2

~ {RXR”'XT“' — R*
T

Nous avons donc obtenu :

(1 + $24(22 + 8)Yg [,y < €229 | T F g

L2(RxRY xT¥')

Majoration de N, (g) obtenue

Grace 4 la formule de Plancherel sur R x R” x Z“ la transformée de Fourier de I'opéra-
teur 7,, est égale a la multiplication par la fonction T Et donc ici, on a :

Résumons. Nous avons montré jusqu’a présent que pour tout e € N, on a :

~ 2¢

T, F.g

L2(RXRY xT*') - ”TEEQHLz(IRxR”'xZ"’)

AC=C(p,e)>0 Viel VYge L*m) supp g C supp X.
N,(9) < C2UNT2g| 1a(ar.an an

Par interpolation, ce résultat est vrai pour tout € > 0. Ceci achéve la démonstration de la
proposition 4.15, et donc du théoréme 4.13.
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Chapitre 5

Appendice

La premiére section de ce chapitre est consacrée aux propriétés connues de certaines
fonctions spéciales. La seconde section précise ce que nous avons appelé le passage en polaire
sur les matrices antisymétriques.

5.1 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous donnons les propriétés des fonctions I', J, de Bessel, £, de
Laguerre, hy, de Hermite Weber.

5.1.1 Fonction I

Nous rappelons :
— I’équation fonctionnelle :

YVaeC-{0,-1,...}, ol'(a)=T(a+1) ; (5.1)
— pour p,q > 0, ) -
/0 P Y (1 -2)"dz = -F% (5.2)

— Destimation uniforme locale en 2 > 0 lorsque y — oo [Tit75] :
[(z+iy) ~ Vome 3y[*2
dont on déduit :
V[a,b] C]0,00] IC >0 Vz€[a,b] YVyeR |D(z+iy) > Cle® |, (53)
et lorsque n — oo :

n -1 _ ln+1l(a+1) ~ (EYT(a
On+a - F(n+a+1) (Tl) F( +1) : (54)
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5.1.2 Fonction 7,

Pour o > 0, on définit les fonctions de Bessel réduites (comme [FH87], chapitre II) :

Ja(z) = T(a+ 1)( Z QVVT;‘FzEa++a1j- 1)

Souvent, on omettra le qualificatif “réduit”.
Gréace a son expression en série entiére et & l'estimation pour z — 0o : Ju(2) = O(z“%)
[Sze75] §1.71, la fonction J, vérifie :

Ia+1) _1_
/ e S — a
T (2) = T(at 2)zja+1(z) et Ju(z) = O(z727%)
et donc par récurrence sur kK € N :
Ve>0 |I®(z)| < Crz® 7 . (5.5)

Lemme 5.1 (Majoration des intégrales pour J,)
Les intégrales suivantes :

/ 179 (5)[2s8ds
s=0

sont finies lorsque 8 > —1 et 8 < 2a pour tout k € N.
Les intégrales suivantes : -

| 170 sas
s=0

sont finies lorsque 3 > —1 et 8 — 1 < 4 pour tout k € N.

Démonstration du lemme 5.1: La fonction J, est entiére. Donc les intégrales en 0 sont
finies. En oo, d’aprés la majoration (5.5), la premiére intégrale est finie lorsque : 2(—a— 1)+
B < —1, et la seconde lorsque 4(—a — %) +0< -1.

Nous avons besoin des propriétés suivantes [FH87] :

Lemme 5.2
Pour un paramétre a de la forme oo = (n —2)/2,n € N,n > 3, la fonction de Bessel réduite
se met sous la forme

Tulel) = [ e din(s)
1

ol 6, désigne la mesure sur la sphére unité euclidienne Sf") de R™.

Lemme 5.3
Pour n > 0 et a € C, le systéme :

{ 4ry" +4ny' +oy = 0
y(0) =1

a pour unique solution C* au voisinage de 0 la fonction entiére y(z) = Jn_1(pu/Z) ot p? = .
Elle est bornée si et seulement si oo > 0.
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5.1.3 Fonction £, ,

On note L le polynéme de Laguerre de degré n et de paramétre o > —1. On peut le
définir par les conditions d’orthogonalité et de normalisation suivantes [Tha93, Sze75] :

oo

VnmeN / ez L (z)dz = T(a+ 1)C ubnm - (5.6)
=0

On appelle fonction de Laguerre de degré n et de parameétre o la fonction notée £, o

sur R donnée par :

Lnq(z) = Lf{(a:)e'%

On aura besoin de la fonction de Laguerre normalisée de degré n et de paramétre a que
'on note £, , et qui est donnée par :

E_na . £n,a

) T n
n+a

La fonction de Laguerre normalisée est bornée par sa valeur 1 en 0. On omettra souvent
le qualificatif “normalisé”.
Rappelons [Sze75] : d’une part le calcul des dérivés des polyndmes de Laguerre : L' =
—L*], dont on déduit :
-1
ko = TEk,a —Lr1a+1 (5.7)

d’autre part la décroissance exponentielle des fonctions de Laguerre :
3C>0 VkeN,zeR" : |Lia(z)] < Ce™™

dont on déduit par récurrence sur 1’égalité (5.7), que les fonctions de Laguerre normalisées
Lo et leurs dérivées sont bornées indépendemment du degré k (mais pas du paramétre o
et du nombre de dérivés).

Lemme 5.4 ([FH87] proposition V.11)
L’équation hypergéométrique confluente de paramétre o,y € C s’écrit :

2y'+(y—2)y —ay =0 . (5.8)
Pour v # 0,—1,-2,..., on appelle fonction hypergéométrique confluente de paramétres «,y
la fonction entiére notée F(a,~;.) et donnée par :
e
’Y? ’)’ k )

k=

o

ot I'on note pour B € Cet k € N: (8), = B(B+1)...(6+ k). La fonction F(a,~;.) est
solution de I’équation (5.8) de paramétre a7y ; et toute solution C* au voisinage de 0 lui
est proportionnelle.

Supposons v > 0.
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1. Si o est un entier négatif : o« = —1,1 € N, alors F(,7;.) est un polynéme, de Laguerre
de degré | &4 un constante prés :

1

l
CH-’y—l

F(-Ly2) = =——L7"(2)

2. Si Ra < v et si a n’est pas un entier négatif, alors on a estimation suivante pour 2z

grand :
I'(Y) . e
F . ~ z. 00—y
D’aprés [Mar82], lorsque o, + 3 > —1. on a les estimations suivantes :
0o n® si g < %
/ |Lnars(z)]?z%dz ~ | n®Inn  sif=: (5.9)
=0 na+26—1 si ,3 > %

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 5.5
Pour j,a € N — {0}, les intégrales :

(e ]
/ 1L (2)?2¥ " dz on 0<m<j
z=0

sont bornées indépendemment de | tant que j < a.

Démonstration du lemme 5.5: Grace & une récurrence sur (5.7), E{T:f,)_l est une combi-

naison linéaire de £;_p y—14n 01 0 < n < m; ainsi il suffit de majorer pour 0 < n < m les
intégrales :

I(a,j, l,m,n) = / |&7ﬁf_ﬁ@l2m2j_1dm
=0

I+a
D’aprés P'estimation (5.9) et grace & la formule (5.4), on a les équivalents pour ! grand :
—sia+n—(2j—-1)> 1

. a 2 .
I(e,g,limyn) ~ (1 =n)? 7 ((3) D@+ 1)) ~ B2 (a+1)"

-sia+n—(2j-1)>1%

. . «a 2
Hayg limm) ~ (1= )%= #0727 (q 4 1))

~ TUTIHMG2D (g 4 1)?

Donc les intégrales I(a, j,l,m,n),0 < n < m < j sont bornées indépendemment de [ tant
que 27 —1—-2a <0.
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5.1.4 Propriétés des fonctions £, = L,

On adopte la notation :
L= Lo = Lo

D’aprés les conditions (5.6) d’orthogonalité et de normalisation des polynémes de La-
guerre, les fonctions :

Ly, z=(21,...,29) ERY = TP Li(z;), l=(l,...,ly) eN |

forment une base orthonormale de 1’espace L?(RP').

Opérateurs de Décalage

Opérateurs 7,77, A. Pour une fonction R définie sur N, on définit les fonctions de
décalage 7+, 7~ par :

R(I-1) sil>1
0 sil=0

T"R()=R(l+1) et 7 R()= {
On définit 'opérateur de différence sur les fonctions de N :

A=71"-1d

L’opérateur A commute avec 71 et 77.

Nous montrons ici que grace aux propriétés des polyndmes de Laguerre, certains opéra-
teurs de décalage sur la fonction de Laguerre £; sont égaux & des opérateurs de dérivation
ou de multiplication par la variable.

Opérateur B. D’aprés [Sze75] page 101, on a :
IL(z) = (—z+ 2l —1)Li_1(z) — (I = 1) Lj_o(z)

donc ici :
.’L‘L:l(:lf) = —(l + 1)£1+1(.'L‘) + (2l + 1)[:[(1‘) - lﬁl_l(a:)

On pose alors pour une fonction R: N — C:
B.R:=—-(1+1)r"R+(2l+1)R-Ilr".R

etona:

B.Li(z) = zL(z)
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Opérateur a. Encore d’aprés [Sze75] page 102, on a :
zLi(z) =l (Li(z) = Li-i(z))

donc ici :
i@ = oot (L) - J1o))
= 72 <l(L1(:1:) — L (x)) — %zLK:z:))

= ULi(z) - L1 (z)) — %ﬁ.ﬁl(x)

On pose alors pour une fonction R: N — C :

lT_.R-i— —-—l + 17'+.R ,

B3 2

a.R = I(R—7.R) - %g.R - _%

et on a:
a.Li(z) = zL)(z)
Opérateur v. Toujours d’aprés [Sze75] page 102, on a :
[ = [ e e [ = L)

et donc :
!
L~ Ly = ~Liy

En utilisant ’expression de a et cette derniére égalité, on a :

, 1., 1, I+1
al, = "iﬁz— §£"1+T 1+1
_z 1 l [+1 1, 1 l [+1
= e 2 (—5.[/; - 5 ;_1 + _2— ;_’_1 - 5(—§Ll - §Ll—1 + 2 LH—I))
_z l [+1 1, 1 [ [+1
= e 2 <—§Ll—l - TL’ - 5(—§Lz - '2‘Ll—1 + 5 Ll+1))
s 20+ 1 l l+1
= e 2 (——4—[4 — ZL[-1 - "—4"'Ll+1)
On en déduit : 41 ; I+1
aﬁi = —"—4—£[ - Zﬁl_l - —4—[:[4.1
On définit 'opérateur sur les fonctions de N :
20+1 l I+1
=g Ity T o
et on a:
v.L; = a.L



Lien entre les opérateurs A et o, 3,

On vérifie directement :

A +a) = -2 ((+2) 1+ 1)A) — 7 (L + 1)IA) + (I + 1)(I + 2)(A? + 24) (5.10)
20 = (d+7)({A)+7F7+77 (5.11)
B = -1 (A% -(Q2ld-717)A (5.12)
4y = -1 (1A% — (2ld—77)A+2(2l +1)Id (5.13)

Sur les fonctions de deux variables [y, [ entiéres, on en déduit en particulier :
)] — Qg = (7'1_ + I)(ll + I)Al - (TQ_ + I)(lg + 1)A2 (514)

2(a; + az +20q00) = (Id+7)(L+ 1A+ (Id+ 75 )(la+ 1)A,

+(Id+m)(Id+75) (L +1)(la+ 1) AjA,y (5.15)

4y18;, = 4B1B2 — 215 (21 + 1), A2 — 2(21d — 757) (2l + 1)Ay . (5.16)

On cherche & écrire la puissance de certains opérateurs en fonction de A, la multiplication
par [, a des décalages prés. Précisons la forme de ces décalages : c’est une combinaison linéaire

finie & coeflicients rationnels en les opérateurs T+ et 75 o k*,k~ € N. On peut donc
Iécrire sous la forme : P(r+,77) := P(7%), ot P € Q[X,Y] est un polynéme de deux
variables & coefficients rationnels.
Comme on calcule directement : [r+? ] = pr*? et [r7P,]] = —pr~", on a:
VPeQ[X,Y], 3Q,eQX,Y] : [P(1%),]] = Qp(t%) . (5.17)
On remarque que les termes suivants (pour P € Q[X,Y]) :
= IAP(TH)1T | T = IA?P(TH)9

peuvent se mettre sous la forme d’une somme de terme du type R(7%)I"A% o0 R € Q[X, Y] et
r,s € N. En effet, d’une part, d’aprés la propriété (5.17) et la commutativité des opérateurs
A, 7%, il existe un polynéme Q € Q[X,Y] tel que

w = (PrHl+Q(r*)) Al et z = (P(r%)l+Q(r%)) A% ;

d’autre part, on connait le commutateur : [A, 9] = 7+ (17 — (I — 1)?); calculons I'autre com-
mutateur [A2, lq]. en commenc¢ant par :

A9 = AUA - A[I9A] = (9A =19, A)A - A[19, 4]
on déduit de l’expression de [A, l9] :
[A% 19 = —[I9, AlA - A9, A]
= —ttI-(1-1)Y)VA-ATT(1T-(1-1)9) ;
AWP-(1-1)7) = BA—-77(17-(1-1)
—(-1D)A+77((1-1)7-(1-2)9
W-00-1)A+7rr(-0+2(0-1)'-(-2)) |,

Il
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puis grace & la commutativité des opérateurs A et 7 :

[A%)19] = -1 {2 W-(U-DYA+7r(-1"+2(1-1)" = (I = 2))}
on en déduit :

w = IAP(TH)l
(P(r5)l+ Q(r%)) (MA +7H (19— (1 - 1)%)) (5.18)
r = IA?P(rE)If

(P(T5)l 4+ Q(r%)) (19A?
+rt 20 -1 -D))A+7H (=10 +2(1-1)"=(1-2))}) . (5.19)

Lemme 5.6 (Puissance de 3)
Pour p € N,p > 1, 'opérateur (3P est la somme sur q =0, ...,p des opérateurs :

P,(r5)l9AP* ou P, € Q[X,Y]

Démonstration du lemme 5.6: Le cas p = 1 est évident d’aprés 1’égalité (5.12). Montrons
ce lemme par récurrence. On fixe p, et on suppose la propriété du lemme vraie au rang p.
Montrons maintenant que la propriété du lemme est alors vraie au rang p + 1. D’aprés
I'expression (5.12) de 3, et ’hypothése de récurrence, on a :

gt = (—T"(ZA2) —(21d - T‘)A) (Pq(T_)lqA”"”q)
—77IR,(T%) A%IAPTT — (21d — 77) (Pq(ri)Aqu’”)
car les opérateurs 7~ et A commutent. Le premier terme du membre de gauche est de la

forme voulue grace au calcul (5.19); le deuxiéme l’est également, car on a déja directement
calculé : [A, 9] =779 - (I -1)7).

On aura également besoin de ’expression des puissances de 'opérateur 9y — a/\ en
fonction de A :

Lemme 5.7 (Puissance de 9\ — a/)\)
Pour une fonction

R RxN — C
' ML= R(AI) k

I’expression »
o"
(aA _ —) R\ D)
A
peut s’écrire sous la forme d’une somme sur
(a,b,c,d) € N* telsque a+b=p), b+c<p, d<c |,
de termes de la forme :

Pa,b,c,d(Ti))\_aag(ldAc).R ()\, l) , ol Pa,b,c,d € Q[X, Y]
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Démonstration du lemme 5.7: Le cas p = 1 est évident d’aprés ’égalité (5.11). Montrons
ce lemme par récurrence. On fixe p, et on suppose la propriété du lemme vraie au rang p.
Montrons maintenant que la propriété du lemme est alors vraie au rang p + 1. D’aprés
I’expression (5.11) de o, et 'hypothése de récurrence, I’expression

(8 - %)HI.R(A,Z)

peut s’écrire sous la forme d’une somme sur le quadruplet (a,b,c,d) € N* tel que a +b=p
etb+c<pd<cde:

< (Id+77)({A) + 7t + 7~
- 2\

) Popca(T5)AT233(1%A%).R(\ 1)

donc grace & la commutativité des opérateurs en A et [, sous la forme :

1

Paped(T¥)ON T R(PA). RN 1) + 5

(Id 4+ 77)(1A) Py pca(TE)A* LR (14A%).R (A1)

Tt 4+ 7

5 Popea(TEANTIRR(12A).R(N\ 1)

Le dernier terme de la somme précédente se met sous la forme voulue. De méme pour le
deuxiéme grace au calcul (5.18) et & la commutativité des opérateurs en \ et [, ainsi que
pour le premier, car on voit : A 7388 = —aX ™18 + Ak,

5.1.5 Fonction de Hermite-Weber
Les fonctions de Hermite-Weber Ay, k € N sur R sont données par :

he(z) = (KT T T Hy(z) ou  Hi(s) = (—=1)e(d/ds) e |

Hy est le polynéme de Hermite de degré k.

Rappelons (voir section 5.6 de [Sze75]), que les fonctions de Hermite-Weber hy, k € N
sur R forment une base orthonormale de L?(R) et que chaque fonction h; vérifie 'équation
différentielle : y” + (2k + 1 — z%)y = 0.

On définit les fonctions de Hermite-Weber h,,a € N™ sur R™ par :

he = I hq,

5.2 Matrices antisymétriques

Nous précisons ici les coordonnées polaires sur ’ensemble A, des matrices antisymétriques
de taille v. On aura a distinguer les cas v = 20’ et v = 20’ + 1. On note O(v) le groupe des
matrices orthogonales, et SO(v) le groupe des matrices orthogonales de déterminant 1.
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5.2.1 Réduction
Le groupe O(v) agit par conjugaison sur A, :
Vke O(v), A€ A, : kA= kAk™!
Pour en décrire les orbites, on définit le simplexe £, et son adhérence L :
L= {A=0p,.., ) ERY : Ay > ... > Ay >0}
L= {A=0p. ., M) €ERY 1 A > ... > Ay >0}
A un élément A € RY, on associe la matrice antisymétrique Dy(A) de taille v :
A J

K N 0 1
(0)

)

c’estd dire :

AJ Ad

si v=2v’ : 0o . 0 et si v=2v'+1 : o . 0
AT Avd
Y 0
Proposition 5.8 (A,/0(v))
Toute matrice antisymétrique A € A, est orthogonalement semblable & une matrice diago-
nalisée par bloc 2-2. En effet, le polynéme caractéristique de A est de la forme :
O (2? =\ siv=20
P(z) = { ol (22 =A%) siv=20'+1

ot A = (A,..., ) € RY; il existe une matrice orthogonale k € O(v) telle que : A =
k=1Dy(A)k. On peut choisir A € L.

La démonstration se fait de maniére élémentaire par récurence sur la taille v de la matrice,
et grace aux propriétés des endomorphismes normaux.
On définit plus généralement pour A € R, la matrice antisymétrique D§(A) de taille v :

[\ J
0o . 0
D5(A) = Ayr_1J ou ee€{l,-1}
Ay J
(0)

Evidemment, on a D}(A) = Dy(A), et Da(Ay, ..., ) = Da(A1, - -, —=Aw).

Proposition 5.9 (A,/SO(v)) )
Pour toute matrice antisymétrique A € A, il existe k € SO(v), A € L et e = £1 tels que :
A =k71D5(A)k.
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5.2.2 Isomorphisme Sp(n) N O(n) ~ U,

Définissons pour n € N — {0}, les matrices antisymétriques de taille 2n x 2n :

J ... 0 J ... 0
Jp = J = . et J!:=

n . n

0o ... J 0 ... =J
et la complexification :

,‘bgn,+1)=,¢)‘(:ﬂ) X1, YLy oy Ty Yn — T1 WYL, T F W,
,(p((:'n-,—l) DT, Yy Ty Yn 1?1+'L'yl;~-yl'n—1+iyn—1’yn+ixn

Proposition 5.10 (Matrices orthogonales commutant avec J:)
Soit n € N — {0}. Les matrices orthogonales de taille 2n qui commutent avec J ont pour
déterminant 1. On a un isomorphisme ¢§"’6) entre
- le groupe des matrices 2n — 2n orthogonales qui commutent avec J;,,
— le groupe U, des matrices unitaires de taille n.
1l vérifie :

VE,X o (kX)) =™ (k). (X)

On notera Y{™*V = (™.

Démonstration rapide de la proposition 5.10: Soit k € O(2n) qui commute avec J. Une
base de l’espace propre associée a la valeur propre —1 pour k peut s’écrire sous la forme :
e1, Jy.e1, €2, J5.e2. .. donc la dimension de ce sous-espace propre est paire et det k = 1.

Ecrivons la matrice k par bloc 2-2 :

/ ’
kl,l . .. kl’n k k
. 21—1,2¢—-1 20-1,2
k= ou k.= e 12
, K/ ’ k21,2c—1 k2l,2c
n,l n,n

On définit les coefficients d’une matrice complexe u u;c = kgj—1.20-1 + 2k 2.-1,1 < I, ¢ < n,
sie=1,etsie=—1:

kai_19c-1 + tkarge—1, si 1<4,5<m,
Ui, = ko120 — i.k2l—1,2n—1 S? (4,7) = (4,n) # (n,n),
° k2n,2c—1 - Zk;2n,2c S1 (7‘ ]) (’I’L ]) 7& ( )
k2n,2n - ik?n,2n—1 si (2 .7) (TL TL)

Comme la matrice k est orthogonale, la matrice u est unitaire.
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5.2.3 Passage en coordonnées polaires

En fait, nous allons nous intéressés a ’ensemble D, des matrices antisymétriques aux-
quelles on associe comme dans la proposition 5.8 A € £ C L. On obtient le passage en
coordonnées polaires :

Lemme 5.11 (Passage en coordonnées polaires)
Il existe ) une mesure sur le simplexe £ C R” donnée par :

oIl k(A2 — A2)%dA siv=2v
dn(A) = gk Tk o dA=d)\...d\y) ;
n(A) { LN (A2 = AD)%dA siv =20 +1 ( ' v)
la constante c est telle que l'on ait le passage en coordonnées polaires sur I’ensemble des
matrices antisymétriques A, :

/A o(a)d4 = /O ., /C o(k.Da(A))dn(A)dk . (5.20)

Ce lemme est déja bien connu : dans [Str91] (page 398), on renvoit a [Hel62] page 382. Nous
le montrons ici “4 la main”.

Nous avons besoin aussi de résultats sur le Laplacien sur A,. Rappelons que lorsque la
base canonique de l'espace vectoriel A, est E;;,7 < j ou E;; désigne la matrice antisymé-
trique dont toutes les entrées sont nulles sauf celle de la iéme ligne et jéme colonne qui vaut
1 et celle de la jéme ligne et iéme colonne qui vaut -1, le laplacien sur ’espace vectoriel A,

est donné par :
Z D2 E 1J ) E vJ

i<j

Nous aurons en fait besoin de ’expression du Laplacien en coordonnées polaires sur le sous
ensemble D,. Pour cela, définissons I’application

Oy xL — A,
v kA — kDy(A)

dont I'image est D,, le sous groupe K, de O(v) comme ’ensemble des matrice de la forme :

Te, . L. .
la matrice ry désigne une rotation du plan :

0 0 ou _ [ cos® —sinb
76, "= 1 sind cosh
(1)

v

On voit :
K.={keOw) VAeL o(k,A)=DyA)}

On note
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— DPespace homogene K = O(v)/K, comme variété quotient de O(v) par le sous groupe
K, (Paction considérée est celle & droite),
- p:0(v) — K la submersion canonique,
— dk la mesure sur la variété homogéne induite par les deux mesure de Haar normalisée
de masse 1.
On peut donc définir 'application que l'on note encore v :

"\ pk),A —> k.Dy(A)

qui devient une bijection sur D,, et aussi un difféomorphisme de variétés.
. c s, 2 N . . . /
Précisons les espaces tangents de ces variétés. Evidemment, on identifie TL ~ RY et

TA, ~R" 7 en tout point. On munit 'espace O(v) des cartes locales au point k£ € O(v) :

(@ij)1<icjco — Kexp (Z ai,,-Ei,,-) ,

i<j
ou exp désigne I'application matricielle exponentielle, et E;;,1 < ¢ < 7 < v la base cano-

nique des matrices antisymétriques donnée plus haut. L’espace tangent au point k peut donc
s’identifier a

TO(v) ~ {kA, A matrice antisymétrique de taille p }

Par passage au quotient, lorsque l'on a choisi k € O(v) tel que p(k) = k pour chaque k, la
variétés K est munie des cartes locales au point & :

(ai,j)15i<j§v,(i,j);é(2lc—l,2k) 7D (k €xp (Z ai,jEi,j)) )

et ’espace tangent au point k peut donc s’identifier a

= - - matrice antisymétrique de taille p,
Tk ~ {kA A dont les blocs 2-2 sur la diagonale sont nuls } ’
dont nous fixons la base canonique formée par les vecteurs kE;;, pour 1 <i < j < v et
(2,7) # (2k — 1,2k). Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, on notera de la méme
maniére k£ € O(v) et son image p(k), et de méme pour les vecteurs des espaces tangents
TO(v) et TK. On identifie Ty, A(K x L) ~ T;K @ TAL et sa base canonique est donc formée
par les vecteurs suivants :

— les vecteurs Ei,j =kE;;,1<7(4,7) # (2l - 1,2]),

— les vecteurs Egl_l,gl, l=1,...,v, le vecteur colonne de TL ~ R¥ dont toutes les entrées
sont nulles sauf la [éme qui vaut 1; on peut les identifier au champs de vecteurs 0y,
dérivée en les variables de A.

Dans la suite, on identifie la différentielle Dy 2% & ’application linéaire sur ’ﬂ‘,—cf( @ TrL.

Elle est donnée par :

d d

_ ¢ 4« tA N
- dtt=odu1.=o¢(ke A+ uh)

Dk,Aw(ketEa A)
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Lemme 5.12 (Laplacien en coordonnées polaires) )
Soit f une fonction sur A,,v > 1. On pose g = f o1 : c’est une fonction sur K x L. On a
pour A = Y(k,A) :

Af(A Z@,g+2 Y. Diag(Dy'(k.-Empn), DY (k.Emp))

i<j (m,n)€l;;

4
+> - N A2(AaA 2;05,)-9

i<j

- 2 .
+Z Z —D2 W,Ef,)—)\—ia,\i.gs1v=2v’+1 ;

i 3=2i,2i—1 1

On a omis I'argument (k, A) de g et de ses dérivées. Les sommes sur un seul indice se font sur
Pensemble {1, ...,v'}. Les sommes indicées par i < j se font sur I’ensemble {1 < i < j < v'},
qui est vide lorsque v' = 1. Pour 1 < i < j < v,v' > 1, on a noté I,; = {(2¢ — 1,25 —
1),(23,25), (2 — 1,25), (2¢,25 — 1)}.

On a le calcul explicite des DY~ (k.Ep ) = D s~ (k-Empn), (myn) € I;; :

DY~ (k.Eyi—12j-1) = ;21—,\:( —Aj E21—1,2j + AiE2i,2j—1)
Dy~Yk.Eygoj )= Xri—,\’z( ~NiEai 1,2j +A'E2i 2j—1)
DY~ Hk.Eyi1; ) = 7\7—1_72(/\ Eni19j-1 + NiEai o)
Di/)_l(kEzmj—l ) = pl—,\z‘( =i E2i—1,2j—1 - )\jE2i,2j) )

ou on a noté Ei,j =kE;;,i < j,(i,75) # (2l - 1,21).

5.2.4 Démonstrations

Nous démontrons ici les deux lemmes de la sous section précédente.

Démonstration de lemme 5.11

Comme D, est un ouvert dense de A,, on a :

/UQ(A)dA= /Dug(A)dA = /L/kg(k.Dz(A))|detDk,A¢| dAdk |

ou det Dy A% le déterminant de ’application linéaire Dj 29 vue dans les bases canoniques
des espaces tangents.
On note I; ; est I’ensemble ordonné :

Ii,j = {(22 - 1) 2.7 - l)v (2272.7)) (22 - 172..7)) (2272] - 1)}

Nous allons expliciter D 2%, son déterminant et ainsi que son inverse Dy~ dont nous
aurons besoin dans la démonstration de lemme 5.12.
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On a pour kA € T,O(v) :
Dy ayb(kA) = k.[A, Dy(A)] (le crochet est celui des matrices)

On a pour A € TC
D,ay¥(A) = k.Da(A)

L’application linéaire D a)3 envoie
- Ey_1asur k.Egy_y19,l=1,...,v". Donc on a:

D~ k.Ey_19 = Eg_19 = Oy,

— pour tout ¢ < j (lorsque v > 1), 'espace vectoriel V;J engendré par les vecteurs
E,,m, (I,m) € I, ; sur l'espace vectoriel k.V; ; engendré par les vecteurs k.E; n, (I,m) €
I; ;. De plus I'application D )% restreinte au départ a 17,] et a Parrivée a k.V;; se
représente dans la base de départ Ej , (I, m) € I, ; et d’arrivée k.Eym, (I, m) € I; ; par

la matrice :
0 0 =X =N\
0 0 Ai A
Aji =X 0 0 ’
Ai =X 0 0

dont le déterminant est (A2 — /\J2-)2, et l'inverse est :

0 0 X -\
1 0 0 X -

NN =N <A 00
AN 00

On en déduit le calcul explicite des DY~ (k.Epp), (m,n) € I;; donné dans I’énoncé
du lemme 5.12.

- E‘gi,v sur —Aik.Egi_1, €t Ezi_l,u sur A\;k.Ey;, (lorsque v = 20"+ 1) pouri =1,...,7".
Et donc en restriction a E2i,va E2i_1’v et 4 son image, le déterminant de Dy est A\? et
son inverse est donnée par :

1

Dy~ (k. Baio) = 1

. 1 -
Esi_1y et DY~ '(k.Ey_1y) = —XjEzi,u

On en déduit :

jce(A2 — A2)? siv=2v

det D =
| det Dy a9| { Hi/\fnjdc()\? _ )\%)2 siv=2v+1 )
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Démonstration du lemme 5.12

Comme le laplacien est égale a la trace de la matrice hessienne dans la base canonique
{Emn}, et dans toute autre base orthonormée {k.E,, ,} pour tout k € O(v) et en particulier
pour k£ de la décomposition en polaire de A, on a :

Af(A=k.Dy(A) =Y D*f(Emp,Empn) =Y D*f(k-Empn, k.Empn)

m<n m<n

Comme Df o Dy = Dg, on a :
D*f(Dy, Dy) + DfD*p = D%,
et donc sur D,, on a:
D*f = (D?— Dgo Dy~ o D*p) (Dy™',Dy™") . (5.21)

Pour obtenir la formule, il nous suffit d’expliciter ’opérateur encore D%y ainsi que les
expressions Dy~1(A) et Dy~! o D*Y(Dyp~' A, Dy~ A) pour des matrices A = k.E,, ..
Concernant D%, on voit que :

D% (kAlakA2) = k.[A,[A, D(N)]) (5.22)
2Ky, Kg) = 0 (5.23)

Explicitons Dy~ o D%(Dvy~1(A), Dy=1(A)) :
— pour A = k.Ey_; o, d’aprés (5.23) :

D*Y(Dy~ Y (k.Ey_121), DY~ (k.Eg_121)) = D2¢(E21—1,2z, E21—1,21) =0 ,

et donc Dy~! o D%)(Dy~1(A), Dy—1(A)) = 0.
— pour A € k.V;; (lorsque v' > 1) : on pose kA = Dy~*(A) € V;; calculé précédemment.
On a donc d’une part :

Dy(kA) = A= k.[4,Dy(A)]
et d’autre part, d’apres (5.22) :

D*p(Dy(A), Dy} (A)) = D*(4,A) = k.[4 [4, Dy(A)]
= k[A KAl =[k.A A

Dansles4 cas A=k.Epn,(m,n) € I;;, on a kA= E"m,n par choix de notation donc :

- 1
[k)A, A] = /\_2_—)\_2(—)\jk'E2j"1’2j + )‘ik'E2i—l,2i) ,
d’aprés ce qui précéde, puis :
1 - -
Dy~ o D*(D9p~(A), Dy~ (A)) = /\—2—_'—/\3(—)\3'E2j—1,2j + AiE2i1,2:)
j i
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- pour A=k.E;,,l =24,2t — 1,1 <i < v (lorsque v = 2v' + 1) dans les deux cas :
D*)(Dy~H(A), Dy (A)) = [k.A, Al = =X 'k.Eaicri

puis o
Dy~' o D*P(Dy~H(A), DY~ (A)) = =X B 12

Et donc, grace a l'égalité (5.21), on obtient les expressions de D?f(kE,,,), puis l'on
somme. On obtient I’expression de lemme 5.12 voulue.
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