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Abstract
The aim of my PhD work is to study the lAboundedness of operators on two classes of 

two-step nilpotent Lie groups, using Plancherel formulas and spherical functions as tools. 
The first class of groups consists of the groups of Heisenberg type, and the second, of the 
two-step free nilpotent Lie groups (denoted NV}2 for v generators). In the latter case, we 
develop a radial Fourier calculus.
Our study has focused on the maximal functions associated with Koranyi spheres, together 
with their square functions, and the convolution operator defined with the radial Fourier 
calculus on the two-step free nilpotent Lie group (radial Fourier multipliers problem).

In fact, one chapter of this work is devoted to the proof of ZAinequalities for the maximal 
spherical function on the two considered classes of groups. Our method is based on inter­
polation for the same operator family as in the euclidean case, on ZAboundedness for the 
standard maximal function, and L2-inequalities for square functions. These L2-inequalities 
are based on Plancherel formula and on the properties of bounded spherical functions for 
the orthogonal group.

On Nv>2 , we construct the bounded spherical functions using representations of the se- 
midirect product of NVt2 with the orthogonal group. We also obtain some properties of the 
Kohn sublaplacian and the radial Plancherel measure.

Then we present a first study of the radial Fourier multiplier problem, with the aim of 
giving our solutions for some technicals difficulties.
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Introduction

Le but de ce travail est l’étude de la continuité LP de certains opérateurs sur deux classes 
de groupes nilpotents de pas deux, avec comme outils, des formules de Plancherel et des 
fonctions sphériques.

La première classe de groupes est formée des groupes appelés de type H (ou de type 
Heisenberg), la seconde des groupes nilpotents libres à deux pas. On notera Nv¿ le groupe 
nilpotent libre de pas deux à v générateurs tout au long de ce travail. Pour ce dernier, nous 
avons développé un calcul de Fourier radial.

Les opérateurs principalement étudiés sont les fonctions maximales associées aux sphères 
de Korányi et leurs fonctions d’aires, ainsi que les opérateurs de convolution définis grâce au 
calcul de Fourier radial sur NV i 2 (problème des multiplicateurs).

Fonctions maximales

Les fonctions maximales associées à des boules, des sphères... sont des outils naturels 
pour démontrer la convergence presque partout des moyennes de fonctions sur ces supports 
(théorème de différentiation de Lebesgue) ; de plus, des fonctions maximales associées à 
des semi-groupes d’opérateurs interviennent dans des problèmes ergodiques (théorème de 
Wiener). Dans une autre direction, certaines fonctions maximales permettent le contrôle 
d’opérateurs (théorème des intégrales singulières [CW71] etc...).

Sur les groupes de Lie, plusieurs fonctions maximales ont déjà été étudiées. Elles pro­
viennent d’une part de la recherche de résultats analogues au théorème de Wiener : des 
inégalités maximales LP pour des familles de mesures formant un semi-groupe, sont connues 
sur des groupes de Lie semi-simples [Nev94, Nev97, MNSOO, NS97] et sur le groupe de Heisen­
berg [NT97]. Leurs démonstrations reposent sur la méthode classique d’étude des fonctions 
maximales de semi-groupes d’opérateurs [Ste70], ainsi que sur l’évaluation de fonctions d’aire 
grâce à des propriétés spectrales.
D’autre part, sur l’espace euclidien ou plus généralement sur les groupes homogènes munis 
d’une norme homogène [FS82], on s’intéresse à la fonction maximale associée aux dilatées 
d’une surface donnée ; par exemple, la continuité LP des fonctions maximales associées à la 
sphère euclidienne [Ste76, SW78], ou à la sphère de Korányi sur le groupe de Heisenberg 
[Cow81] a déjà été démontrée. D’autres résultats ont été obtenus pour des fonctions maxi­
males associées à un support dont la courbure rotationelle ne s’annule pas, en utilisant les 
intégrales oscillantes [SS90, Sch98, MA03].
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Nos résultats. Un chapitre de cette thèse est consacré à la démonstration d’inégalités 17 
pour la fonction maximale sphérique sur les groupes de type H et Nv¿ et leur fonctions 
d’aires, en utilisant le même point de départ que [Ste76]. Ce résultat est déjà connu pour 
le groupe de Heisenberg [Cow81] et plus généralement pour les groupes de type H [Sch98] 
(avec des indices optimaux pour p dans les deux cas), mais pas pour les groupes Nv¿.

Notre méthode repose sur l’interpolation de la même famille analytique d’opérateurs 
que [Ste76], sur la continuité 1? de la fonction maximale standard et le contrôle L2 de 
fonctions d’aires. Dans notre cas, ce contrôle s’effectuera par des techniques spectrales proches 
de [NT97].

Transformée de Fourier radiale

Les propriétés spectrales utilisées sont celles données par les fonctions sphériques bornées. 
Leurs expressions sont bien connues sur le groupe de Heisenberg [BJR92], tout comme leurs 
généralisations sur les groupes de type H au sens de Damek et Ricci [DR92].

Nos résultats. Nous avons construit les fonctions sphériques bornées du groupe Nv¿, à 
l’aide de la théorie des représentations du groupe produit semi-direct de NVt2 par le groupe 
orthogonal ou spécial orthogonal. Elles n’étaient pas jusqu’alors explicites. Nous avons aussi 
confronté les expressions trouvées à d’autres caractérisations, surtout celles données par les 
représentations sur Nv<2. Nous avons ensuite explicité les mesures de Plancherel radiale et non 
radiale. Les résultats sont concordants entre eux, et avec l’étude de Strichartz [Str91, section 
6]. Nous avons ainsi obtenu la formule de Plancherel sphérique et la formule d’inversion 
radiale.

Multiplicateurs de Fourier sur N v¿

Nous nous sommes intéressés ensuite au problème des multiplicateurs définis par passage 
en Fourier sphérique sur le groupe Nv¿. Grâce au calcul de Fourier sphérique et à de longs 
calculs proches du cas des groupes de type H [MRS96], nous avons obtenu certaines estima­
tions L2 à poids sur le groupe Nv¡2. En appliquant le théorème des intégrales singulières, nous 
avons alors abouti à des conditions suffisantes pour le problème des multiplicateurs en Fou­
rier. Cependant, ces conditions ne sont pas satisfaites même pour les fonctions constantes. 
L’objectif de cette première étude est d’exposer nos solutions à quelques points techniques.
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Présentation de ce document et de nos résultats
Organisation de ce document. Dans le premier chapitre, nous donnons les définitions, 
les notations sur les fonctions maximales des deux classes de groupes que nous étudions : les 
groupes de type H et les groupes NVt2 - Nous rappelons également la notion de fonctions sphé­
riques qui existent sur les groupes de type H, et des éléments de la théorie des représentations 
qui nous permettront de construire les fonctions sphériques sur les groupes Nv>2 -

Dans le chapitre 2, nous montrons des inégalités LP pour la fonction maximale sphérique 
sur les groupes de type H et sur les groupes ATV|2. Cela repose sur le contrôle L2 de fonctions 
d’aire.

Dans le chapitre 3, nous donnons les expressions des fonctions sphériques et la formule 
de Plancherel radiale.

Dans le chapitre 4, grâce au calcul de Fourier précédemment développé, nous montrons 
le contrôle L2 de fonction d’aire pour NVt2 , et nous étudions le problème des multiplicateurs 
sur NVi2.

Énoncés des résultats. Jusqu’à la fin de ce chapitre d’introduction, nous présentons 
techniquement les résultats suivants :

-  les inégalités maximales sphériques sur les groupes de type H et sur les groupes NVt2,
-  le calcul de Fourier du groupe NVt2 -

Fonction maximale sphérique

Nous considérons un groupe de Lie N de type H ou NVt2 - C’est un groupe de Lie nilpotent 
connexe simplement connexe que l’on peut identifier via l’exponentielle à son algèbre de 
Lie M.

L’algèbre de Lie M  est stratifiée : N  = V © Z  avec [V, V] = Z  et [J\f, Z] — {0} (Z est 
le centre de cette algèbre). On définit les dilatations naturellement associées à une algèbre 
stratifiée de pas deux :

Vr > 0 , V X e V , Z G Z  6r.(X + Z) = rX  + r2Z .

Elles induisent des dilatations n t—*■ r.n, r > 0 sur le groupe N. De plus, les deux sous- 
espaces V et Z  sont naturellement munis de normes euclidiennes. On peut ainsi définir la 
norme de Korânyi sur N :

\n\ = (\X\4 + \Z\2ÿ< où n = exp(X + Z ), X e V ,  Z e Z  .

On considère une base orthonormée pour V et Z dans le cas d’un groupe de type H, et la 
base canonique formée par les générateurs et leurs crochets dans le cas d’un groupe nilpotent 
libre à deux pas. On peut ainsi fixer une mesure de Lebesgue sur J\i puis une mesure de Haar 
dn sur N.
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Cette norme et cette mesure étant fixées, on note n la mesure supportée par la sphère 
unité Si {n, |n| = 1}, pour laquelle on a le passage en coordonnées polaires :

V / ,  f  f(n)dn = f  f  f{r.n)dn(n)rQ~xdr .
J n  J 0 JSi

où Q — dim V + 2 dim Z  est la dimension homogène du groupe N. La fonction maximale 
sphérique est l’opérateur A  donné pour une fonction /  localement intégrable sur N par :

A.f(n) := sup | j f(n  r.n'~1)dfi(n')\ , n G N . 
r> 0  JSi

Nous avons étudié les propriétés de cette fonction maximale A  pour la norme LP ; les espaces 
LP que nous considérons sont relatifs à la mesure de Haar dn :

11/11 lp = (JN\f(nïïPdn)

Nous montrons des inégalités maximales sphériques LP sur N dans le chapitre 2 : 

Théorème 1 (Inégalité LP pour A.)
Notons v = dim V et z =  dim Z. La fonction maximale sphérique vérifie des inégalités LP,

• 2 < p < oo si v — 4,
• si v > 4, dans le cas d’un groupe de type H, (v — 2)/{y — 3) < p < oo,
• si v > 4, dans le cas N = NVt2 , 2ho/(2ho — 1) < p < oo où ho est le minimum de v + 1 

et de la partie entière de (z — l)/4,
c ’est-à-dire qu’il existe une constante C qui dépend seulement de v , z,p telle que :

V f e l / ,  ||A/||„<C||/||IP .

Pour démontrer ce théorème, nous avons besoin des expressions explicites des fonctions 
sphériques bornées ; elles sont connues sur les groupes de type H [DR92] ; nous les avons 
explicitées sur NV j 2 ■

Calcul de Fourier radial sur N v)2
On note X\,. . . ,  X v les générateurs de l’algèbre de Lie du groupe NVt2 , et v — 2v' ou 

v = 2v' + 1. Les vecteurs X ït .. . ,  X v engendre une base d’un sous-espace V, que l’on munit 
du produit scalaire pour laquelle la base (X i , . . . ,  Xv) est orthogonale.

On convient aussi de noter le simplexe : £ := {À* > ... > A*, > 0}, et son adhérence 
£ := {Ai > ... > A*, > 0}. À un élément non nul A* G £, on associe les entiers v0, vi, le 
multi-indice d’entier m G N"1 et le ^i-uplet (Ai,. . . ,  AVl) G RVl de la manière suivante :

-  l’entier v0 est tel que A*0 > 0 et A*0+i = 0 : c’est le nombre de A* non nuls ;
-  V\ est le nombre de A* non nuls distincts, et les A j sont les A* non nuls et distincts, 

ordonnés de façon strictement décroissante :

{Aï > ... > a;  > 0} = {Al > ... > AV1 > 0} ;
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-  on note m.j le nombre de paramètres A* égaux à Aj, on définit également : ra0 := m'Q 0 
et m’j := ^ ¿=1 rrii pour j  = l , . . .D i ;o n a  m!Vl := m\ + ... + mVl_i + mVl — vQ.

Nous avons obtenu les expressions explicites des fonctions sphériques bornées de la paire 
de Guelfand (A^j2, SO(v)) et (NVt2,0(v)). Nous présentons ces dernières :

Théorème 2 (Fonctions sphériques sur Nv^ O {v ))
Les paramètres des fonctions sphériques bornées sont r*, A*, l, décrits dans ce qui suit :

1. A* G jC /
lorsque A* est non nul, on lui associe comme décrit ci-dessus les entiers Vq, V\, le 
multi-indice d’entier m G N1'1 et le Vi-uplet (Ai,. . . ,  \Vï) G M'"1 ;

2. le multi-indice l G NVl si A* ^ 0, rien sinon ;
3. r* > 0, avec r* =  0 si 2vo = v.
Avec ces paramètres, les fonctions sphériques bornées pour NVt2,0(v) sont données par : 

Si A* 0
(j)r ,A ,l(n) — (  0 r ,A ’\k.n)dk, n G Nv̂  ,

JkeK
où 0 r*’A*’/ est la fonction sur NVt2 donnée pour n = exp(A" + A) G Nv̂  par :

© ^ ( n )  = ei<r*x- x>ei^ = i^ a2- 1̂ n ;L 1Â.,m.-1(^|prJ.(X)|2) ,

où on a décomposé X  = J2j=i xj^ j A = ^  ̂  ahj[Xu Xj] et noté :
-  £ „ ]Q la fonction de Laguerre normalisée de degré n et de paramètre a (voir sous sec­

tion 5.1.3),
-  prj la projection orthogonale sur l ’espace vectoriel engendré par les 2m j vecteurs :

X x - i , X 2i, m'j_1 < i < m'j .

Si A* =  0
0r*,o(n) =  J^{r*\X\) , n =  exp(X +  A) G Nvfi ,

où Ja est la fonction de Bessel réduite (voir sous section 5.1.2).

Ce théorème sera démontré dans le chapitre 3, ainsi que le théorème donnant les fonctions 
sphériques bornées pour SO(v).

Les fonctions sphériques sont fonctions propres des opérateurs différentiels sur NVt2 in­
variant à gauche et sous SO(v), en particulier du laplacien de Kohn L = — ^  Xf. Dans 
le même chapitre, nous donnerons les valeurs propres associées à L pour chaque fonction 
sphérique bornée : avec les notations du théorème 2, on a dans les cas A* ^  0 et A* = 0 
respectivement :

L.<fir*'A’ '1 = Xj(2lj + rrij) + r*2̂  (/>r*,A*,/ et L . f ’0 = r * V ‘ -° .
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Dans le chapitre 4, nous donnons l’expression de la mesure de Plancherel radiale pour
N Vi2 , 0 { v ) :

Théorème 3 (Mesure de Plancherel radiale)
La mesure de Plancherel radiale est supportée par les fonctions sphériques 0r*,A*,i, dont les 
paramètres X*, A*, l sont dans l’ensemble Vv — V donné par :

V2V' =  {(0,A V ) ,  A* (= £ ,  l e  N"'} ,
T V h  = {{r*,A*J),  r* e R + , A* EC,  l e N v'} .

En identifiant les fonctions 0r*,A*,i, et leurs paramètres r*, A*, l, la mesure de Plancherel est 
la mesure sur l ’ensemble V produit tensoriel :

-  de la mesure sur le simplexe C, donnée par :

n.jÀjdî}(A) , A (Ai,. . . ,  Av') ,

où rj est la mesure sur le simplexe C dont l ’expression est donnée dans le lemme 5.11,
-  de la mesure de comptage sur
-  et si v = 2v' + 1 de la mesure de Lebesgue dr* sur R+,

^ T r r ^ - " '  si v = 2v' ,
2 (27 r )  sj v  =  2 v ' +  1 .

Il découle des théorèmes 2 et 3 un calcul de Fourier radial sur Nv>2 ,0(v)  ; on étudie alors 
le problème des multiplicateurs de Fourier dans la section 4.2.

c(v) =



Chapitre 1

Généralités

Dans la première section de ce chapitre, nous rappelons les définitions des fonctions maxi­
males sphériques, puis nous présentons les groupes de type H et les groupes libres nilpotents 
à deux pas ainsi que leurs structures homogènes. Nous donnons ensuite les propriétés carac­
téristiques des fonctions sphériques dans la seconde section, puis dans une troisième section, 
des éléments sur la théorie des représentations.

1.1 Groupes et fonctions maximales étudiés
Dans ce travail, tous les groupes de Lie nilpotents sont supposés CONNEXES SIMPLE­

MENT CONNEXES. Lorsqu’une mesure de Haar dn est fixée sur un groupe N nilpotent, 
pour une fonction /  localement intégrable sur N, on définit sa norme LP :

l l / I U  : =  11 /11 , :=  ( /  \f(n)\>dn) '  ;

on notera aussi parfois ||/||2 = ||/||-

1.1.1 Fonctions maximales sphériques

Dans cette section, on considère un groupe N homogène muni d’une norme homogène 
[FS82] ; on note n i—► |n| la norme homogène, n i—> r.n, r > 0, la famille de dilatations, et 
Q la dimension homogène. Lorsqu’il n’y aura pas de confusion sur la structure choisie, on 
omettra le qualificatif “homogène”.

Le groupe N est donc nilpotent.
On suppose qu’une mesure de Haar dn est fixée. Pour un ensemble E C N, on note 

r.E = {r.n, n € E}  l’ensemble dilaté, et \E\ sa mesure de Haar lorsque E est mesurable; 
toujours dans ce cas, on a \r.E\ = rQ\E\.

On définit comme dans le cas euclidien, la boule homogène centrée en n de rayon r :

B(n,r) := {n1 E N : |nn'-1| < r} ,
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et la sphère homogène centrée en n de rayon r :
S(n, r) := {n1 G N : \nn'~l\ = r} .

En particulier, la boule unité 5(0,1) est notée B\, et la sphère unité 5(0,1), Si.
Il existe une unique mesure de Radon /i sur la sphère unité Si telle que l’on ait l’égalité 

[FS82], proposition 1.15 :

V / G L l (N), f f{n)dn — f f f(rn)dfi(n)r®~1dr . (1.1)
J n  Jr=0 JSi

On note fj,s la mesure dilatée de la mesure /j dans le sens suivant :

/ f(s.n)dfi(n) = / f(n)dfjts(n) .
J Si J s.S\

Nous définissons alors la fonction maximale sphérique
A .f  := sup|/is * /| .

s> 0
Pour une fonction /  localement intégrable sur N, la fonction maximale A .f  est mesurable 
(il suffit de considérer le supremum sur tous les rationels positifs).

Nous nous sommes intéressés aux propriétés IP de la fonction maximale A :

v /  , ||A/||„ < C„ 11/11 „  .
Rappelons la définition de la fonction maximale standard que nous noterons A4 pour une 

fonction /  localement intégrable sur N :

M.J{n) := 1 Í  f(n')dn' n e  N .
\B\n i r )l JB(n,r)

Il est bien connu que cette fonction maximale vérifie des inégalités LP, 1 < p < oo et I^-faible, 
[CW71, théorème fondamental des intégrales singulières] :

v / , HM.f\\Lr < Cr | | / | | „  . (1.2)

On en déduit le corollaire :
Corollaire 1.1
Soit F : N >—> R une fonction intégrable positive telle que F(n) = m(\n\) où m est une fonc­
tion défínie sur M+, décroissante. On déñnit les fonctions Ft,t > 0 par Ft(n) = t~®F(t~l.n), 
et leurs opérateurs de convolution Tt : f  i—> Ft * / .

Alors la famille d’opérateur {Tt, t > 0} vérifie une inégalité maximale : LP, 1 < p < oo ;

V /E f f ,  sup|T«./| SCUfïli, ||/||„ ,
Í>0 LP

où C est une constante qui ne dépend que de la strucure homogène du groupe N.

Mais pour la fonction maximale sphérique, le cas général n’est pas connu. Il l’est sur 
l’espace euclidien Rn [Ste76], et sur le groupe de Heisenberg Hn pour la norme de Korányi 
[Cow81, Sch98] avec des indices pour p optimaux.
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1.1.2 Groupes de type Heisenberg
Introduits par Kaplan [Kap80], les groupes de type Heisenberg (ou de type H) généralisent 

les groupes de Heisenberg dans le sens où les solutions élémentaires du sous-laplacien sont 
formellement identiques.
Définition 1.2
Soit Ai une algèbre de Lie. Ai est une algèbre de type H  (ou de type Heisenberg) lorsqu’elle 
vérifie les trois conditions suivantes :

(1 ) En tant qu’espace vectoriel, Ai est muni d’un produit scalaire noté < , > et se décom­
pose en somme directe orthogonale de deux sous-espaces non nuls V et Z : Ai = V@Z.

(2) En tant qu’algèbre de Lie, [V, V] C Z et [Ai,Z\ =  {0}. En particulier, cette algèbre 
de Lie est nilpotente.

Lorsque les conditions (1) et (2) sont satisfaites, on définit l ’application J : Z  —► End V par :

vx, x ' ev,vz ez, < j{z)x, x' > = < z, [x, x'} > .
(3) Pour tout Z G Z, on a : J2(Z) — — |Z|2Idy.

Un groupe de type H  est un groupe de lie N dont l ’algèbre de Lie Ai est de type H

Lorsque N est un groupe de type H avec les notations de la définition ci-dessus, on a 
[V, V] = Z  et Z  est le centre de l’algèbre de Lie. On identifie N ~  Ai ~  V © Z  pour noter 
n = (X, A) G N.

Remarque 1 L’application J est linéaire, inversible et à valeurs dans l’ensemble des endo- 
morphismes antisymétriques de l’espace vectoriel V. En conséquence, l’espace vectoriel V est 
de dimension paire.

Remarque 2 La condition (3) établit le lien entre la structure euclidienne et celle de Lie. 
Elle est équivalente à la condition (Sbis) suivante :

(3bis) Pour tout X  G V, |X| = 1, ad(X) est une isométrie de (ker ad(X))-1 sur Z.
En conséquence, on a : dim Z < dimV.

Exemple : le groupe de Heisenberg. Dans ce travail, on choisit la loi suivante sur le 
groupe de Heisenberg I "  = Cn x R :

(zu . . . ,  zn, t).(z[, ...,z'n,t') = (zx + z[ , . . . ,  zn + z'n, t + t' +  ̂ ■
i

Son algèbre de Lie s’identifie comme espace vectoriel à M2n©]R. Le centre de cette algèbre est 
Z  = R(0,1) ~  R. Sa structure d’algèbre de type H correspond à des matrices Jt, t G Z  ~  R 
de taille 2n, diagonalisées par bloc 2-2, dont les n blocs 2-2 sont tous de la forme :

t [ °  " M1 0

Un produit direct de groupes de Heisenberg (ou de type H) étant encore un groupe de type H ; 
on obtient ainsi une grande classe d’exemples de groupes de type H.
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1.1.3 Groupes nilpotents libres à deux pas
On définit d’abord l’algèbre de Lie nilpotente libre à deux pas et v générateurs. Heuris- 

tiquement, c’est l’algèbre de Lie nilpotente de pas deux engendrée par v vecteurs libres, tels 
que les seules relations entre leurs crochets soient celles nécessaires à l’anticommutativité. 
Pour des pas quelconques, les algèbres de Lie libres nilpotentes se définissent par propriété 
universelle [Jac62, Chap.V §4].

Définition 1.3
Une algèbre de Lie libre nilpotente à deux pas et v générateurs est une algèbre de Lie 
qui admet en tant qu’espace vectoriel une base :

■Xi, 1 < * < v ; X itj , 1 < % < j  < v , telle que X itj = [Xi, Xj],i < j  .

Elle est unique à isomorphisme près et on la note Aiv<2 -

Les bases X\,... ,  Xv et Xitj , i < j  sont appelées canoniques dans la suite.
On notera V l’espace vectoriel engendré par les vecteurs X i}i = 1,... ,v, et Z  l’espace 

vectoriel engendré par les vecteurs Xij,i  < j. Le sous-espace Z  est le centre de l’algèbre de 
Lie ; il est de dimension z — v(v — l)/2.

On convient tout au long de ce travail que lorsque l’on écrit X  + A G Ai, on sous-entend 
X  e V  et A e Z.

Définition 1.4
Le groupe libre nilpotent à deux pas est le groupe nilpotent dont l ’algèbre de Lie est
AÎVj2 - On le note NVi2.

Une réalisation de A/"„,2.

Outre la définition par générateurs, on peut définir l’algèbre de Lie nilpotente libre à 
deux pas comme suit. Soit (V, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension v. On note 
O(V) le groupe des transformations orthogonales de (V, <, >) et SO(V) son sous-groupe des 
transformations spéciales orthogonales. Leur algèbre de Lie commune s’identifie à l’espace 
vectoriel des transformations antisymétriques de (V, <, >), que l’on note Z. On définit la 
somme extérieure d’espaces vectoriels : Ai = V ® Z.

Définissons le crochet de Lie. On définit une application bilinéaire [.,.] sur V x V à
valeurs dans Z  par

[X,Y}.(V) = < X , V  > Y - < Y , V  > X  X , Y , V e V ,  .

On étend alors cette application bilinéaire antisymétrique sur Ai x Ai par :

[•i — [•)•]ZxN = 0 •

Ce crochet vérifie trivialement l’identité de Jacobi ; il munit l’espace vectoriel Ai d’une struc­
ture d’algèbre de Lie nilpotente de pas deux.
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Action de O(V). De plus, les groupes O(V) et son sous-groupe S'O(V) agissent d’une 
part, par automorphisme sur V, et d’autre part, par la représentation adjointe Adz sur leur 
algèbre de Lie commune Z. On peut donc définir une action de O(V) et de SO(V) sur 
l’algèbre de Lie A/". Montrons qu’elle respecte le crochet ; il suffit de voir pour X,Y,V  G V 
et A: G 0{V) :

[k.X,k.Y](V) = < k.X, V > k.Y-  < k.Y, V > k.X 
= k. (< X ? k.V > Y -  < Y* k.V > X) 
=  ¿.[À-, YKàT1.*') = Adz k.[X,Y] .

On a donc une action par automorphisme du groupe O(V) (et de son sous-groupe S'O(V)) 
sur l’algèbre N.

Produit scalaire sur Z. L’application donnée par X  A Y i—► [X, Y], s’étend en un iso­
morphisme (d’espace vectoriel) de A2(V) sur Z  ; et les éléments [X, Y] sont des générateurs 
de Z. Comme sur A(V)2, on définit le produit scalaire de Z  en étendant par bilinéarité la 
forme suivante :

< [X, Y], [X7, Y'} > = < X , X ' > < Y ,Y '  > -  < X,Y' >< X ',Y  > .

On remarque < [X, Y], [X', Y'} >= <  [X,Y]X' ,Y' >. Et donc grâce à l’identification 
entre Z  et Z* par le produit scalaire, on a pour A* G Z* et X, Y G V :

< A*,[X,Y] > =  < A*.X,Y > . (1.3)

Lien avec la définition par générateurs.

Fixons une base orthonormale X i , . . . ,  Xv de V ; alors les vecteurs X hJ := [Xj, Xj],i < j  
forment une base de Z. Ainsi, l’algèbre de Lie N  s’identifie à l’algèbre de Lie nilpotente libre 
à deux pas avec pour générateurs X \,. . . ,  X v.

La base X i}j, i < j  est orthonormale pour le produit scalaire de Z  ; elle permet d’identifier 
l’espace vectoriel Z  à l’ensemble Av des matrices antisymétriques de taille v.

L’égalité (1.3) se redémontrent alors en développant A* et X, Y sur les bases canoniques.

Action de K  =  0(v) ou K  — SO(v). Par leurs bases canoniques, on identifie V à M” 
et Z  à Ay ; on a donc les deux actions par automorphismes :

f  K  x V  — > V ( K x Z  —  
\ k,X  i— ► k.X {  k,A i— ► k.A = kAk~l

On vérifie facilement : k.[X, X'] — [k.X, k.X'] en développant X  et X' sur la base canonique. 
On retrouve l’action (par automorphismes) du groupe K  sur l’algèbre de Lie A/^2, puis sur 
le groupe NVt2.
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1.1.4 Choix de la structure de groupe homogène.

Soit N un groupe de type H, ou un groupe libre nilpotent à deux pas, et M  son algèbre 
de Lie. On écrit J\f = V ® Z  en reprenant les notations des définitions 1.3 et 1.2. L’algèbre 
N  est stratifiée à deux pas [FS82].

On équipe alors le groupe de dilatations adaptées à la stratification :

VX G V, Z E Z  Vr > 0 r. exp(X + Z) =  exp(rX + r2Z) ,

et d’une norme homogène “de Korânyi” :

v x  g v, z  g z  | exP(x  + z\) = (\x\4 + \z\2y  .

où les normes euclidiennes sur V et Z  sont choisies de la manière suivante :
-  s\ N est un groupe de type H, ces normes euclidiennes sont issues de la norme eucli­

dienne pour N  ;
-  si N = NV 2 est un groupe libre nilpotent à deux pas, ces normes euclidiennes sont celles 

pour lesquelles les bases Xi, 1 < i < v et X ltV i < j  sont orthogonales respectivement.
Le groupe N est ainsi muni de la structure naturelle de groupe homogène avec une norme 
homogène pour un groupe stratifié. La dimension homogène est Q =  dim V + 2 dim Z . 

Nous fixons la mesure de Haar suivante sur N :

f f(n)dn = [ [ f{exp(X  + Z))dXdZ ,
JN JVJZ

où les mesures de Lebesgues dX, dZ sur V et -Z sont fixées telles que :
-  si N est un groupe de type H, une base orthonormale sur chacun des sous espaces V 

et Z  donne lieu à deux mesures de Lebesgues dX et dZ sur V et Z  respectivement ;
- s i  N = NVt 2 est un groupe libre nilpotent à deux pas, les mesures de Lebesgues sur

V et Z  sont celles données par les bases canoniques Xi, 1 < i < v et Xhj, i < j  
respectivement.

1.2 Fonctions sphériques
Dans cette section, on rappelle d’abord les différentes définitions équivalentes des fonc­

tions sphériques. Puis, on donne les définitions des paires de Guelfand et leurs propriétés. 
Nous illustrons alors ces notions par l’exemple du groupe de Heisenberg. On donne également 
leurs généralisations au sens de [DR92] sur les groupes de type H. Enfin, on précise l’action 
du groupe spécial orthogonal sur le groupe libre nilpotent à deux pas qui en fait une paire 
de Guelfand.

Pour ce qui suit, on renvoit aux cours [Far82] et au livre [Hel62].
Dans ces rappels et la première sous-section, on considère un groupe G, localement com­

pact, et un de ses sous-groupes compacts K, sur lesquels sont fixées des mesures de Haar : 
dg sur G, et dk (de masse 1) sur K.
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Définition 1.5 (Fonctions sphériques et caractères)
Une fonction sphérique est une fonction $ continue sur G, biinvariante par K  (i.e. invariante 
sous les actions à gauche et à droite de K), telle que ¡ ’application :

x ■ f  '— ► f f {g)H9~l)dg
Jg

soit un caractère non nul de l ’algèbre de convolution des fonctions continues, à support 
compact, biinvariantes par K  ; c ’est-à-dire qu’elle doit vérifier x(fi * h)  = x ( f i )x ( f 2 ) pour 
toutes fonctions fi, f 2 : G —> C continues, à support compact, biinvariantes par K.

La fonction obtenue par passage au quotient sur G/K s’appelle encore fonction sphérique.

On peut aussi les définir par une équation fonctionnelle (théorème 1.6), et dans le cas 
de groupe de Lie, comme fonction propre d’opérateurs différentiels (théorème 1.7), [Hel62, 
sec.3 ch.X].

Théorème 1.6 (Fonctions sphériques et équation fonctionnelle)
Soit $  ^ 0 une fonction continue sur G, biinvariante par K. La fonction $ est sphérique si 
et seulement si elle vérifie :

Vgi,9 2 €G, [  $(gikg2)dk = $(gi)$(g2) . (1.4)
JK

En particulier on a $(e) = 1, De plus, si $  est bornée, alors elle est bornée par 1.

Théorème 1.7 (Fonctions sphériques et opérateurs différentiels)
On suppose que le groupe G est un groupe de Lie connexe. Soit <f> : G/K —> C une fonction 
C°°, invariante à gauche sous K.

La fonction 4> est sphérique si et seulement si <f>(e) — 1, et (p est fonction propre de tous 
les opérateurs différentiels sur G/K invariants sous l’action à gauche de G.

1.2.1 Sur une paire de Guelfand

On choisit une mesure de Haar dg sur G. On note L1(K\G/K) le sous-espace des fonctions 
intégrables sur G, biinvariantes par K. C’est une algèbre de convolution, qui s’identifie à 
l’algèbre de convolution des fonctions intégrables sur G/K, invariantes sous l’action à droite 
de K.

Définition 1.8
La paire (G ,K ) est dite paire de Guelfand si l ’algèbre de convolution L1(K\G/K) est 
commutative.

Théorème 1.9 (Fonctions sphériques et spectre de L 1(K \ G / K ))
On suppose que (G, K) est une paire de Guelfand.

Soit $ une fonction sphérique bornée. L’application x de la définition 1.5 s ’étend en un 
caractère non nul de l ’algèbre commutative Ll(K\G/K).
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Réciproquement, tout caractère non nul de Ll(K\G/K) est de cette forme.
Notons Sp{Ll{K\G/K)) le spectre de l ’algèbre Ll{K\G/K) et Ci, l ’ensemble des fonc­

tions sphériques bornées. L ’application :

„  f Îî — ► Sp(Ll(K\G/K))
“  ’ l  $ 1— > [x* : /  1— " SGf(9)®(9~l)dg)

est une bijection. C’est un homéomorphisme lorsque l ’on munit le spectre de sa topologie 
usuelle faible-*, et fi de la convergence uniforme sur tout compact de G (ou G/K).

Produit semi-direct O. Soient H un groupe, et K  un sous-groupe du groupe d’automor- 
phismes de H. Le produit semi-direct de H par K  est l’ensemble G = K x H, muni de la 
loi :

{k\, î)> (&2i h?) G G, (ki,hi).(k2,h,2) = (fciÀ;2,/ii A4 ./12) ,
qui donne à G un structure de groupe. On note le groupe G produit semi-direct du groupe H 
par K : G = K<\H. On identifie souvent le groupe K  avec le sous-groupe K  x {e} C G, ainsi 
que le groupe N avec le sous-groupe {Id} x N C G. On fait de même pour leurs éléments.

Dans ce cas, si le groupe G = K  < H produit semi-direct de H par K  est tel que (G, K ) 
est une paire de Guelfand, on dit aussi que (H, K ) est une paire de Guelfand. Les fonctions 
sur G biinvariantes par K  sont en bijection avec les fonctions sur H invariantes sous K. On 
note L1*1 l’ensemble des fonctions intégrables sur H et invariantes sous K. La paire (H, K ) 
est alors de Guelfand si et seulement si l’algèbre de convolution L1*1 est commutative.

Nous allons illustrer la notion de paire de Guelfand en donnant un exemple dans la sous- 
section qui suit, exemple qui nous sera utile lors de la construction des fonctions sphériques 
sur le groupe NV j 2 dans le chapitre 3. Il s’agit du groupe de Heisenberg HP0 (dont la loi a 
été rappelée dans la sous-section 1.1.2), pour l’action de certains sous-groupes K  du groupe 
unitaire UVQ donc du groupe d’automorphismes de IHF0 :

V(z,t) G HT0 = Cv° xR , u G k, u.(z,t) — (u.z,t) .

1.2.2 Sur le groupe de Heisenberg
Pour tout n G N, n > 1, Un désigne le groupe des matrices unitaires de taille n. On 

identifie une matrice de Un avec l’endomorphisme sur Cn, qu’elle représente dans la base 
canonique.

On se donne deux entiers v0, G N, puis un ^i-uplet d’entiers m = (771̂  . . . ,  mVl) G N1'1 
tels que JZjLi mj = vo- Nous nous intéressons à tous les groupes K  de la forme :

K(m\ V\ j Vq) = Umi x ... x Umvi 

Le groupe Umj agit sur les rrij variables 2*, rn'j_i < i < m'-, où l’on a noté :
j

m0 := î71q := 0 et m' := , j  = l , .. .V\ .
¿=1
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On dit qu’une fonction sur IHF0 est radiale si elle est invariante sous K(m\v0;t>i); une 
fonction /  : IHF0 i—► C est donc radiale si et seulement si elle peut s’écrire :

= f\ r u . .. ,rVl,t) où r j=  z2 . (1.5)

Théorème 1.10 ((IHF0, K (m ; v\\vo)) )
a) (W 0, K(rrï, Vi\Vo)) est une paire de Guelfand.
b) Les fonctions sphériques bornées de cette paire sont :

1. les fonctions u = paramétrées par À G R* et l = (li,... ,lVl) £ N"1 :

aj(z,t) =  e"<Â n £ /ilmj -i(y|prj(«)|2) ,

où on a noté prj la projection sur les rrij variables m'j_l < i < m'p et CiiTn la 
fonction de Laguerre normalisée (voir sous-section 5.1.3).

2. les fonctions u = paramétrées par ¡ 1  = (/ilt. . . ,  ¡j,Vi ) G R+Vl :
in

u(z,t) =  n Jm i(^-|pr.(z)|) , 
j = i  ■>

où Ja est la fonction de Bessel réduite (voir sous-section 5.1.2).

La démonstration de la partie a) est analogue à la preuve du cas (Hn, Un), [FH87] théo­
rème V.6.

Démonstration du théorème 1.10.a): On pose K  — K { m \ v U suffit de montrer 
que l’ensemble L1̂ des fonctions radiales intégrables sur EF0 est une algèbre de convolution 
commutative.

On définit le morphisme 0 du groupe IHF0 par : ô(z,t) = (z , —t). Pour une fonction 
/  : IHF0 —* C, on adopte les notations (pour h G IHF0, k G K) :

f(h) = /(ft“1) f(h) = f(k.h), f(h) = ¡(6(h)) ;

On a alors les propriétés suivantes :
-  une fonction /  est radiale si et seulement si on a : f k — f  pour tout k G K  ;
-  si une fonction /  est radiale, alors la fonction /  est aussi radiale.

Comme le groupe K  est un sous-groupe du groupe d’automorphismes de HF°, on voit que 
pour deux fonctions /,  g sur IHF0, on a : ( /  * g)k = f k*gk pour tout A; G if. En conséquence, le 
produit de convolution de deux fonctions radiales est encore une fonction radiale et LlK(IHF0) 
est une algèbre de convolution.

On constate que 6 est un automorphisme involutif, et que par contre, l’inverse est un 
antiautomorphisme involutif de IHF0 ; ainsi, pour deux fonctions /, g, on a :

f  *9 = ( f  * 9e)6 et /  *g = (g* f j  .
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De plus, on la propriété suivante :

V/iGff°, 3 k e K :  6{h) =  k.h~l ;

donc pour une fonction /  radiale, on a : f e — f.  Puis pour deux fonctions radiales / ,  g, on 
a :

/  *g  =  ( / 9 * g9)6 =  ( f * 9 Ï = g * f

L’algèbre de convolution L1̂ est donc commutative.

Pour la démonstration du théorème l.lO.b), on fait les remarques suivantes : d’une part, 
les groupes K(m ; Vi ;vq) et HP0 sont des groupes de Lie ; d’autre part, on connaît l’algèbre D̂  
des opérateurs différentiels sur IF0 invariants à gauche et sous K ( m \  v\,  vq ) ,  [Hel62] chapter 
X section 2 :

Proposition 1.11 (D &)
L’algèbre D\ est engendrée par les sous-laplaciens :

Aj = -  y , Xi +Y> - J = 1..... «t ,

et la dérivation en la variable du centre T

La preuve du théorème l.lO.b) est analogue à (HP, Un), [FH87] théorème V.12. Elle utilise 
les propriétés des fonctions hypergéométriques confluentes (lemme 5.4), et des fonctions de 
Bessel (lemme 5.3), ainsi que l’expression des sous-laplaciens A j en coordonnées radiales :

Lemme 1.12
Soit une fonction f  sur IHF0, radiale et assez régulière. Si désigne la fonction définie en (1.5), 
on a :

A j . f  = A ) . f  , j  = l ,. . . ,vx  , 

où Aj est l ’opérateur différentiel sur les fonctions g(rj, t) donné par :

u . . d2g dg 1 d2g+ - r ,—  , j  =  l , .

Démonstration du théorème l.lO.b): D’après les théorèmes 1.6 et 1.7, une fonction lu : 
ŒF° —* C est sphérique bornée si et seulement si elle est radiale, bornée par sa valeur 1 en 0, 
et fonction propre des générateurs de :

Aj.u = ajU , j  =  1, . . . ,  vi , (1.6)
T.u = 0üj , (1.7)

où ocj,j =  1,... ,V\ et P sont des nombres complexes, d’après la proposition 1.11.
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Supposons que u soit une telle fonction. L’opérateur T étant la dérivée selon la variable 
du centre, la solution de l’équation (1.7) est de la forme :

tü(z,t) = e^f2(z) .

Comme u est bornée et radiale, ¡5 = iX, A G R,

Q(z) = Ç}(ru . . . , r Vl) avec rj = ^  z2 .
m'<i<m'

u étant solution des équations (1.6), l’expression radiale des sous-laplaciens (lemme 1.12) 
implique :

d2Q, dÜ 1 o
¿p- + + n  = ~ a i n  ’ j  =  1 ;

et fü est nécessairement de la forme :

f2(ri,..., ) = iij(ri)... Q,V[(rVl) ,

où chaque fonction flj(rj) est C°°, bornée et vérifie l’équation :

„ a2 a  , d ü j  i n2<~\4r,- 9 + -r,-/? Î2,- = -oijQj .
J orj J orj 4 J J J J

Puisque la fonction u est bornée par sa valeur 1 en 0, il en va de même pour 5Ru; sur H”0. 
Par conséquent, la fonction 5RÎ2, puis les fonctions sont bornée par leurs valeurs 1 en 0. 
On en déduit :

3fifî'(0) < 0  et donc ¿ftcr, > 0 . (1.8)

Nous devons distinguer deux cas A = 0, A ^ 0.

A est nul : chaque fonction est une fonction C°° bornée, prenant la valeur 1 en 0 et 
qui vérifie l’équation :

. d2ü j dflj _4 rj-r-é- + 4mj — + CCjÇij = 0 . orj orj

D’après le lemme 5.3, la fonction Qj est donnée par flj(rj) — 3mj-\{^jy/f]) avec ¡x2 = G R. 
Grâce à (1.8), on a aussi otj > 0 ; on peut ainsi supposer fij =  G R+. On en déduit que 
la fonction ui = ¡x — (/i1}. . . ,  ¡xVl) est de la forme :

Vi ^
U ^ { z , t )  =  n j m j - l i ^ l j y / r ] )  OÙ T j =  2 ^  Zi ■
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I AI _-_±
vj = Y rj et =  e 2 ’ J = 1, • • • , Vl •

La fonction Fj(vj) vérifie alors l’équation hypergéométrique confluente (5.8) de paramètres 
rrij > 0 et ( | A | m j — cê )/(2|A|). D’après le lemme 5.4, la fonction Fj est donc la fonction 
hypergéométrique confluente :

Fj =  F(|A|mj- -  oijl2\\\,mj, .) .

De plus on voit !ft(|A|mj — ckj)/(21A|) < rrij. Et le premier paramètre peut se mettre sous la 
forme d’un entier négatif :

lAIra,- —  c t j  ,---- ^ ----  =  - l j  avec lj e  N ,

car sinon la fonction
Slj : r, e K+ e - ^ F ^ r i )

ne serait pas bornée.
Ainsi, on trouve : Fj =  F (—lj,rrij, .) =  Cl3.+m._1 L^3 , puis :

fi(’-i) =  7 5 7 =  ' W i ( y ri) ■

^ I j + r r i j  — 1

On en déduit la forme suivante de u =  :

uXil(z,t) =  e-i* n c htmj- i ( Y rj) où T j =  ^  ** ‘

Réciproquement, on peut “remonter” les calculs pour voir que les solutions trouvées sont 
bien radiales, C°°, bornées par leur valeur 1 en 0, et fonctions propres communes aux opé­
rateurs T et Aj, j  = 1,.. . ,  V\.

Il découle de cette preuve que la valeur propre associée à la fonction sphérique u = pour 
le sous-laplacien A j vaut aj =  |A|(2̂  + rrij).

1.2.3 Sur les groupes de type H
On convient dans tout ce texte que pour tout n G N, n > 1, 0 ( n ) désigne le groupe des 

matrices orthogonales de taille n. On confondra souvent une matrice de O(n) et l’endomor- 
phisme qu’elle représente dans la base canonique sur Rn.

On reprend également les notations pour un groupe N de type H de la sous-section 1.1.2, 
et on note v = dim V et z = dimZ. D’après la remarque 1, v est paire : v — 2v’ .

A n’est pas nul : on effectue les changements de variables et de fonctions suivants :
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Le groupe compact 0(v ) agit sur l’espace V ~ JR". On dit qu’une fonction est radiale 
lorsqu’elle est 0(w)-invariante. Par dualité, on définit les distributions radiales. Pour une 
classe de distributions C, on note l’ensemble de ses distributions radiales.

Le groupe 0{y)  agit, mais généralement pas par automorphismes sur le groupe N . Il 
ne peut donc pas être question de fonctions sphériques de N sous K, ni de paire de Guel- 
fand (N,0(v)). Toutefois, dans l’article [DR92], les auteurs donnent un sens aux fonctions 
sphériques bornées, en considérant l’opérateur de radialisation sous 0(v) :

f f>. S Vx Z ~ c
' \ Z) -  foM ¡(k.X, Z)dk '

où dk est la mesure de Haar de masse 1 du groupe compact 0(v). Cet opérateur vérifie 
les mêmes propriétés que l’opérateur analogue sur une paire de Guelfand; les auteurs de 
l’article [DR92] définissent alors les fonctions sphériques comme les fonctions radiales au sens 
ci-dessus, et propres pour les opérateurs différentiels invariants sous radialisation. Comme 
sur le groupe de Heisenberg, ces opérateurs différentiels forment une algèbre notée D13 qui 
admet pour générateurs :

V

L = -  ^  X? et Uit i = ,
¿=1

où X i , ... ,X V est une base orthonormale de V, et U\,. . . ,  Uz une base orthonormale de Z. 
Les fonctions sphériques sont explicites et ont les mêmes propriétés spectrales que dans 
le cas d’une paire de Guelfand. Nous redonnons ici une partie du contenu de cet article, 
essentiellement le théorème (3.3) page 227, avec nos notations.

Théorème 1.13 (Fonctions sphériques sur un groupe de type H)
L’ensemble L1*1 des fonctions intégrables sur N et radiales est une sous-algèbre commutative 
de L1{N) pour la convolution.

On note Q. l ’union (disjointe) des ensembles de fonctions sur N :

: Ce Z - { 0 } l e  N} ,
= {$r : r > 0} ,

où les fonctions sont données par :

* U(X,Z)  =  K im 2) ,
4\(X,Z) = r\X\) ;

jCn a désigne la fonction de Laguerre normalisée, et Ja la fonction de Bessel réduite (voir 
section 5.1).

Les fonctions de Q sont C°°, bornées par leur valeur 1 en 0. De plus, elles sont sphériques 
dans le sens où ce sont des fonctions continues radiales qui vérifient les deux propriétés 
suivantes :
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1. elles vérifient l ’équation fonctionelle (1.4); et donc, pour /x, / 2 deux distributions ra­
diales telles que /i  * f 2, < fi, <f> >, i =  1,2, (p £ fl ont un sens, on a :

: <  / i  * / 2, (t>> =  < f i A > <  Î2,(f>> ; (1.9)

2. elles sont les fonctions C°°, bornées par leur valeur 1 en 0, fonctions propres communes 
aux opérateurs différentiels de DK

On retrouve le cas de Heisenberg N = Hn, non pas pour Un mais pour 0(2n), ce qui ne 
change rien aux fonctions sphériques.

D’après (1.9), les fonctions sphériques sont les caractères de l’algèbre L1̂ . Le théorème 1.9 
s’étend aussi au cas d’un groupe de type H.

Pour le lecteur intéressé par la preuve du théorème 1 sur les groupes de type H (inégalité 
LP pour la fonction maximale pour les sphères homogènes), il est inutile d’aller plus loin 
dans cette section.

1.2.4 Sur le groupe NV)2

D’après [BJR90, Theorem 5.12], (NVj2, SO(v)) est une paire de Guelfand; donc les fonc­
tions intégrables invariantes sous SO(v) forment une algèbre de convolution radiale; a for­
tiori, c’est également le cas des fonctions intégrables invariantes sous 0(v). Les distributions 
invariantes sous 0(v ) seront appelées radiales.

Théorème 1.14
(NV:2 , 0(v )) et (Nv>2 , SO(v)) sont deux paires de Guelfand.

Dans le chapitre 3, nous déterminons les fonctions sphériques bornées associées à cette 
paire avec la méthode suivante : comme les fonctions sphériques bornées d’une paire de 
Guelfand (G, K ) sont les fonctions de type positif associées aux représentations du groupe 
G qui ont les propriétés d’être irréductible et d’avoir un vecteur K -fixe non nul, nous allons 
construire ces représentations en suivant la théorie de Mackey.

Nous rappelons ces notions dans la section qui suit.

1.3 Représentations
Dans cette section, nous rappelons d’abord les propriétés des fonctions de type positif, 

puis le lien entre les fonctions sphériques bornées d’une paire de Guelfand et les représen­
tations, ainsi que des éléments de théorie des représentations (théorèmes de Kirillov et de 
Mackey) que nous utiliserons dans le chapitre 3.

Tout au long de ce travail, nous ne considérons que des groupes localement compacts, 
et sur ces groupes des représentations unitaires et continues sur des espaces de Hilbert 
séparables. Nous renvoyons par exemple à [Mac76] pour les définitions de représentation, 
représentation irréductible et équivalente. Pour un groupe G (localement compact), on note
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G l’ensemble des représentations irréductibles de G quotienté par cette relation d’équivalence 
(notée ~). On confond souvent une classe et la donnée d’un de ses éléments.

1.3.1 Cas d’une paire de Guelfand

Voici d’abord les propriétés du sous-espace des vecteurs if-invariants [Far82] :

Théorème 1.15 (Sous-espace invariant)
Soient G un groupe et K un de ses sous-groupes compacts.

Soit (II, H) une représentation de G.
On note Hk le sous-espace des vecteurs K-invariants de H.
-  Si dim Hk =  1, a lors la représentation II est irréductible.
-  Si (G, K) est une paire de Guelfand et si n est irréductible, alors dim Hk < 1-

On peut caractériser les fonctions sphériques bornées de type positif d’une paire de Guel­
fand à l’aide des représentations [Far82, Hel62]. Dan le cas qui va nous intéresser, les fonctions 
sphériques bornées sont de type positif [BJR90, Corollary 8.4] :

Théorème 1.16 (Fonctions sphériques et représentations)
Soit (G, K) une paire de Guelfand.

a) Les fonctions sphériques bornées de type positif sont les fonctions de type positif 
$ associées à une classe de représentations irréductibles qui possèdent au moins un 
vecteur K-fixe non nul.
Dans ce cas, l ’espace des vecteurs K-invariants est la droite C$.

b) Si de plus G est le produit semi-direct K  < N, où N est un groupe de Lie nilpotent 
connexe simplement connexe et K  un groupe de Lie compact, alors les fonctions sphé­
riques bornées sont de type positif.

Exemple : la paire de Guelfand (K(m\ v0; Vi),HT1’0). Reprenons les notations et les 
résultats développés dans la sous-section 1.2.2. D’après le théorème 1.10, les fonctions sphé­
riques bornées sont les fonctions u — u\,i ou w = ^  définies sur IF0, ou encore leurs 
extensions Q? au groupe entier Hheis = K(m',vo; t>i) < HP0 :

V (k, h) G Hheis = K(m ; u0; i>i) <3IFF0 ST(fc, h) = to(h) .

Pour une fonction sphérique bornée u, on note {Hu, ü^) la représentation irréductible de 
HheiS associée à comme fonction de type positif, [Far82, Hel62].

Lemme 1.17
-  Les représentations irréductibles sur K(m;voi't'i) <Ht'° ayant un vecteur K(m;vo;vi)- 

ûxe (non nul) sont les représentations (Hw, IIW) associées aux fonctions de type positif
extension des fonctions u = u\ ,̂ A G R*, l E N*'1 et u = uî , ¡i G R+Vl.

L’espace des vecteurs K(m; vq; V\)-fixes pour la représentation 11̂  est la droite CQ“ .
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-  Sur le centre Z := { (0 , t) : t G M } du groupe de Heisenberg HP0 = C70 x  R , la 
représentation IIW coïncide avec le caractère :

f (0, t) i-> eiXt si u = ux,i ,
(0, ¿) I—► 1 S i Lü — .

Démonstration du lemme 1.17: La première partie du lemme est une conséquence du 
théorème 1.16.

Pour la seconde, comme la représentation 11̂  est irréductible, sa restriction au centre Z 
est de dimension 1. Grâce à l’expression de u =  théorème 1.10, on calcule :

V(0,t) G Z ,V(z',i') G MV0 : io(z',t + t') = L>(0,t)üj(z?,t!) ;

on en d é d u it grâce à la  d é f in it io n  de p o u r (0, t) G Z e t g1 =  (k z', t')  G Htleis :

((Id; 0, -t)g ') = tr{k '-z ', t' - t )  =  u(z', t' -  t)
— u (0 ,-t)u (z  ,t') = u(0, — t)üw(g') .

Ainsi sur Z, la représentation coïncide avec la représentation de dimension 1, donnée par 
le caractère (0, i) h-> (̂O, — t) sur la droite Cf2 donc sur l’espace de Hilbert tout entier.

Rappelons maintenant quelques éléments de la théorie des représentations dont nous 
aurons besoin pour utiliser le théorème 1.16.

1.3.2 Méthode des orbites
Redonnons la méthode des orbites pour les groupes nilpotents (voir par exemple [Puk67], 

partie II, chapitre III §3 et [Kir74], §15), et appliquons-la au groupe N Vt2. La description de 
N  est déjà connue (voir [Gav77] avec une autre méthode que celle des orbites).

Théorème 1.18 (Kirillov)
Soient N  un groupe de Lie nilpotent et N  son algèbre de Lie.

Pour une forme linéaire f  G Ai* et un polarisation Afo en f , on définit x l ’homomorphisme 
dont la différentielle est i f  sur le sous-groupe N 0 = exp Afo, et Indj^x la représentation 
induite par x de N 0 sur N . Cette représentation est irréductible, et sa classe d’équivalence 
notée Tf ne dépend pas de la polarisation Afo en f .

On a la bijection de Kirillov :

f  A f * / N  — > N  
l  N .f ^  N .T f  ‘

Nous l’appliquons au groupe libre nilpotent à deux pas noté dans cette sous section 
N = Nv<2 - On note aussi ici Ai = Afv,2 son algèbre de Lie, et Ai* son dual; V* et Z* 
désignent les espaces duaux de V et Z  respectivement ; lorsque l’on écrit X* + A* G Ai*, on 
sous-entend X* G V* et A* G Z*.
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Les expressions des représentations T/, /  G J\f*/N, peuvent s’obtenir et s’écrire (longue­
ment) en utilisant les bases canoniques, et l’image de leurs vecteurs par des transformations 
orthogonales ; mais cette démarche rend les choix effectués peu lisibles. Ici, nous allons uti­
liser la seconde réalisation de l’algèbre de Lie Ai =  que nous avons décrite dans la 
sous-section 1.1.3.

Conventions concernant les éléments de Z *. Rappelons que l’espace vectoriel Z* est 
identifié par le produit scalaire naturel à Z , l’ensemble des endomorphismes antisymétriques. 
Supposons A* G Z* fixé. On lui associe alors la forme bilinéaire antisymétrique ou a- sur V 
donnée pour X, Y G V par :

uA.(X,Y)  = < A * X , Y  > .

D’après l’égalité (1.3), on a aussi ua*(X,Y) =<  A*, [X, Y] >.
Le radical de la forme ua* est égal au noyau ker A* de l’endomorphisme antisymé­

trique A* ; son supplémentaire orthogonale dans (V, <, >) est l’image de A*, notée Q'A*. 
Ainsi, u>a- induit sur la forme sympléctique notée uia*,t ; en particulier, la dimension de 
l’espace ÎM* est paire et sera notée 2vq.

Choix d ’un sous espace isotrope. Fixons Ex, un espace vectoriel maximal totalement 
isotrope pour u > A " , r -  Sa dimension est v q .  On pose E2 =  A*E\. Comme Ex est inclus dans le 
supplémentaire SsA* de ker A*, les sous-espaces vectoriels E\ et E2 sont isomorphes donc la 
dimension de E2 est aussi v0.

Par définition de u>a%t et comme Ex est totalement isotrope pour u>A*,r, on voit que 
l’espace vectoriel E2 est aussi le supplémentaire orthogonal de Ex dans (£L4*, <, >). Comme 
l’endomorphisme A* est un isomorphisme normal en restriction à ^A*, on en déduit dans
( S M * , < , > )  :

A*E2 = A*(Ei)± =  (A*E1)± = E£ = Ex .

Finalement, E2 est aussi un sous-espace totalement isotrope de ua\t, qui est maximal à 
cause des dimensions.

On note pQ : V —» ker A*, px : V —»• E\ et p2 : V —> E2 les projections orthogonales. On a 
Idv =Po+Pi  +P2-

Définition des représentations associées. Soit X* G keryi*. On définit les représenta­
tions ('Hx,,Ami Ux *,a*) par ce qui suit :

-  si A* = 0, c’est la représentation de dimension 1 (i.e. TCx*,A' =  C), donnée par le 
caractère : exp(X + A) ■—► exp(i < X*,X  >).

-  si A* 7  ̂0, 7ix-,A' = L2(Ei), F G 'Hx ',a*, n = exp(X + A), X' G Ex :

U x . M n ) - F ( X ’) =  e x p ( i < A * ^ \ p x ( X  +  2 X % p 2(X)] +  A > ^

ei<x''x >F ( p x ( X ) + X ' )

A*, >):



On montrera dans ce qui suit, que le choix de E\ pour la construction de cette reprsen- 
tation (Hx*,a*> Ux -,a*) avec A* ^ 0, n’en change pas la classe d’équivalence.

Remarque 3 L’algèbre de Lie du noyau ker Ux\a- de Ux-,A' est

(k e rA * n p r )x) ©(Æ*)1- ,

où (X*)1- est l’espace vectoriel orthogonal à X* dans (V, <, >), et (j4*)X est l’espace vectoriel 
orthogonal à A* dans (Z , <, >). En effet, avec les notations ci-dessus, on a l’équivalence :

( Pl(X) =  p2(X) = 0 
V X ' e E 1 Ux%A*(n).F(X’) = F ( X ' ) ^ {  < X * , X > =  0 

{ A =  0
Remarque 4 La représentation Ux*,a* s ’identifie sur le centre Z avec le caractère :

expyl — ► exp(i < A*, A >) .

Ces représentations sont celles données par la méthodes des orbites :
Proposition 1.19
Le représentant privilégie de chaque orbite Af*/N est f  = A* + X*, où A* G Z* et X* G V* 
tel que X* G ker A*. On a {Hx^a^Ux^a*) €Tf-

On obtient donc N comme l’ensemble des classes Tx~+a‘ des représentations Ux*,a*i avec 
A* G Z* et X* G ker A*.

Le reste de cette sous section est consacré à la démonstration de cette proposition.

Représentant de Ai*/N. Donnons l’expression des représentations adjointe et coadjointe 
pour n =  exp(X + A) G N :

VX' +  A' G Ai Ad.n(X' + A!) =  X' +  A! +  [X, X'] ,
VX* + A* G Ai* Coad.n(X* + A*) = X* + A* -  A*.X .

Ainsi, l’orbite N.f  de /  = X* + A* G Ai* pour l’action coadjointe de N est l’espace affine 
X* + SsA* + A* C Ai*. Décomposons X* = (X* — Xq) + Xq où en identifiant V ~ V* par le 
produit scalaire, Po(X*) = Xq G ker A*, X* — Xq G ker A*-1 = SA* ; on a Coad. exp(—(X* — 
XJ).(/) = Po(X*) + A*). Ainsi, on peut choisir comme représentant privilégié d’une orbite 
X q  + A* avec X0* G ker A*.

Construction d’une représentation associée. Fixons une forme linéaire f  = X* + A*
avec X* G ker A*. On définit la forme Bf bilinéaire antisymétrique sur Ai associée à /  :

v v , v ' e r t  ■ B f i v y )  = f ( [ v x ) )  •
Or on voit facilement grâce à l’égalité (1.3) :

Bf (X + A, X' + A!) =  f { [X , X ' } ) = <  A*, [X, X'} > = wA- (X, X ’) .

puis que :
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- s i  A* =  0, alors Bf est nulle, et Cf = J\f est une polarisation en / ,
-  si A* est non nul, et si E\ est un sous-espace totalement isotrope pour u>A*,n alors en 

posant E2 A*E\ C SA*, le sous espace Cf := E2 © ker A* ® Z  est une polarisation 
en / .

On note
-  L = Lf =  exp Cf le sous-groupe de N d’algèbre de Lie Cf.
-  x  Ie caractère sur L dont la différentielle est if.
-  U la représentation de N induite par x-

Lorsque A* =  0, alors on a L = N, et U est la représentation sur N qui s’identifie au 
caractère x '■

Vn = exp(X + A) € N, x(n) =  exp(z < X*, X  >) .

Plaçons-nous maintenant dans le cas A* ^  0, et explicitons U.
L’espace de la représentation est Tiu est l’ensemble des fonctions G : N —> C telles que :

1. V l e L , n e N  G{ln) = X{l)F{n) ,
2. n —> |G(n)| G L2(N/L) .

La représentation est donnée par :

VGgTÎî/ ,  Vn,n' e N ,  U{n).G{n') = G{n'n) .

Explicitons l’expression de la représentation (Tïu, U).

Lerrime 1.20
Soit G G Hu et n =  exp(X + A) et n' =  exp(X' +  A ). On a :

U(n).G( n') =  e x p ( ! < A - , i ( [ î>1(X + 2 r ) ,p 2(X)] +  [pI( r ) , p 2( r ) ] )  + i4' +  yl>') 

et<x-,x+x'>GoexpoPl(X  + X') .

On utilise les notations £'2,poiPi,P2 développées plus haut (Ei étant fixé). Rappelons 
Idv = Po +Pl +P2-

Démonstration :On garde les notations du lemme. On a n'n — abc où :

a =  exp (A' + A + i[X ',X ]) , c = ex P(Pl(X + X')) ,
b = exp (X + X') exp {—pi(X + X'))

=  exp(X + X ' -  Pl(X + X') + ±[X + X ', - Pl(X +  X')])

= eM (P 2 +Po)(X + X') +  ±[X + X \ - Pl(X + X')}) .
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On remarque a,b e  L, donc G(n'n) = x{a)x(b)G(c). Or par définition de x, on a d’une part : 

X(a) =  e x p ( i f ( A ' +  A  +  ^ [ X ' , X ] ) )

=  exp(z < A*, A; + A > + 1-  < A*, [X\X] >) ,z
d’autre part,

x (b) = exp( (̂fe + p„)(;t + r) + i[x + r,-p1(x + x')A')

= exp ( i < X \  (p2 + p„)ÎX + X ' ) > + ' - < A \ \ X  + X ’, - Pl(X + X')} > )

Comme on a choisi X* 6 ker A*, on a < X*,pi(X + X') >= 0 et :

<  X*, (p2 + po ) ( X  +  X')  >  =  <  X*, X  +  X'  >  ;

On a comme le sous espace Ei est isotrope pour uA*tr,

< A*, [X + X', - Pl{X + X')} > = loA.{X  + X ', - Pl(X + X 1))
= ujA.,r((Pi+P2)(X + X ' ) , - Px(X + X')) = ua- M X  + X ' I - p^ X  + X'))
= <A*,\p1(X + X'),p2(X + X ’)\> ,

et comme le sous espace E2 l’est aussi :

< A*, [X\X] > = uA-{X',X) = uA%r((Pl+p 2)X\ (pi + p2)X)
= UA*tr{pi{X'),p2(X)) +  WAvÜ^PO.PlPO)
= < a\ ^ { x ^ m x ) ]  + [p2m )Pl(x)] > .

En rassemblant les termes, on obtient donc :

G(n'n) -  e M i < A * ,A '  + A > + î-<A * ,\p1(X'),p2(X)} + \p2(X')>p1(X)}>)

exp(i < X * , X  + X ' > + ^ <  A*, [pi(X + X'),p2{X + X')} >)

G(exP(Pl(X + X ’))) , 
puis l’expression de (Hu,U).

Maintenant la transformation unitaire :
Hu — ► 'Hx*,a* — L2(E\)

G i— > F  =  {Xi i—> G o expop1(X 1) ) }

entrelace les représentations U et Ux-,Am de N.
Deux choix différents de sous espace E\ totalement isotrope pour uA-yT conduisent à deux 

polarisations pour la même forme linéaire f  = X* + A*, et donc à deux représentations U 
équivalentes, puis à deux représentations Ux*,a* équivalentes.

Ceci achève la démonstration de la proposition 1.19.
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1.3.3 Description de N /G

Nous démontrons ici le corollaire du théorème de Kirillov suivant :

Corollaire 1.21 (N/G)
Soient G, N deux groupes. On suppose que N est nilpotent ; on note Ai son algèbre de 
Lie et J\f* le dual de cette algèbre. On suppose également que G agit continûment par 
automorphismes sur N ; le groupe G agit alors sur l ’ensemble N et sur le dual Ai* (par 
automorphismes) :

f  G x N  — ► N ( G xM * — > Ai*
l  (9,p) '— ► 9-P= p{g~l-n)} & \ (gJ) '— ► 9 -f = { n ^ f { g ~ 1.n)}

Pour un élément f  G Ai*, on note G .f l ’orbite pour cette dernière action, et Tf la représen­
tation de N associée par le théorème de Kirillov.

On a pour f  G Ai* et g G G :
g.Tf =  Tg.s . (1.10)

On en déduit la bijection :
f  N\Af*/G — > N/G 
{  G .f — ► G.Tf '

Démonstration du corollaire 1.21: Montrons l’égalité (1.10). Fixons /  G Ai* et g G G. 
On choisit une polarisation Afo en / .  On note alors g.No — AÎq. Comme G agit par automor­
phismes sur N, on vérifie aisément que AÎq est une polarisation en f  :=  g .f .  On note x  
X' les homomorphismes sur No = expAio et Nq = expAq ayant pour différentielles i f  et i f  
respectivement. On a :

I n d " x  =  (H , H) € T,  et In d ^ x ' =  ( « ' ,  II') e  7> .

Mesures choisies. Dans ces inductions, on suppose que les mesures ont été choisies de la 
manière suivante :

-  Les mesures dn et dno sur N et No sont choisies telle qu’il existe une mesure dn 
sur N/No, iV-invariante et qu’elles vérifient pour toute fonction continue h à support 
compact sur N :

/ h(n)dn =  I / h(nno)dno 1 dn .
Jn Jn/No \Jn0 )

-  Le groupe G agit sur l’algèbre de Lie Ai par automorphismes. Le jacobien du change­
ment de variable n i—> g.n est donc la valeur absolue du déterminant de l’application 
X  i—> g.X sur Ai ; en particulier, il est constant sur N ; on le note | det <?|.
On définit la mesure dn'0 sur N'0 comme la mesure-image par n ^  g.n de | det g|dn0 : 
c’est-à-dire pour toute fonction continue h à support compact sur Nq :

/ h(g.no)\ detg\dn0 =  / h(n'0)dn'0 ;
JNo
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-  On définit l’ensemble C o(N ; No) des fonctions continues sur N, invariantes par Nq, 
qui passées au quotient sur N/No, sont à support compact; on fait de même pour 
C0(N] Nq). Les mesures (positives de Radon) sur N/Nq s’identifient aux formes linéaires 
positives sur C0(N\ N0) ; et de même sur N/Nq.
Comme g est un automorphisme continu qui envoie N0 sur Nq, on a la bijection :

r Cq( N ; Nq) — > Cq(N ; Nq)
\ h i— ► h(g.) : n h(g.n) ’

cela permet de définir dn' la mesure sur N/Nq comme la forme linéaire positive sur 
Co(N] Nq) donnée par :

h i— > / h(g.n)dn i.e. / h(g.n)dn =  /  h(n)dh' .
J N/Nq Jn/No J N!N'ü

La mesure dn' est A/’-invariante car dn l’est ; en effet, on a pour h G Cq(N; Nq), n x G N  :

/ h{n\n)dn' = / h(n\ g.n)dn =  / h(g.n)dn .
JN/N'0 JN/NO JN/NO

De plus, la mesure dn' vérifie pour toute fonction h continue à support compact dans N  :

/  h(n)dn =  /  h(g.n)\detg\dn =  l h(g.(nno))\detg\dn0 \ dn
J n  J n  JN/NO \JN q J

= i h(g.ng,no))\detg\dn0 ) dn =  / I / h(n'n'Q)dn'0 \ dn' .
JN/NO \ J no J  J n /N'q \ J %  J

par définition de dn'0 et dn'.

Opérateur d’entrelacement entre g.II et II'. On pose pour une fonction u G H' et 
pour n G N  : {Au}(n) = u(g.n).

Montrons A:TC' —* H. Soit u G H!. On a pour n0 G Nq et n G N  :

A.u(n0n) =  u(g.(n0n)) =  u(g.n0g.n) =  exp(if'(g .n0))u(g.n) ,

par définition de H', car g.Uq G Nq. Comme f  =  g . f  et u(g.n) =  A.u(n), on a bien :

A.u(n'0n) =  ex p (i f  (n'o)A.u(n))

De plus, la fonction \A.u\ passe au quotient en une fonction sur N/Nq qui est localement 
intégrable car n h-► g.n est continue ; d’après le choix des mesures dn et dn1, on a :

/  \A.u(n)\2dn =  I \u(g.n)\2dn 
JN/NO J N/Nq

=  f  \u{n')\2dn' =  \\u\\2n, <  oo ;
J n / %
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et donc A.u G H et ||Aii||w = ||u||W/.
Montrons g.II o A — A o II'. En effet pour g G G,u G H', n, n' £ N, on a :

(j.n (n ) o ,4.îî} (n') = {n(<7_1.n) o A.u] (n1) = A.u(n' g~l.n)
= u(g.{n' g~\n)) = u(g.n' n) ,

{A o I I '^ .u }  (n') = U'(n).u(g.n') = u(g.n'n) .

Nous venons de montrer que A est un opérateur unitaire qui entrelace g.II et II'. L’éga­
lité (1.10) entre classe de représentations est donc démontrée.

D’après cette égalité, les classes de représentations associées aux formes linéaires de G.f 
sont les éléments de G.Tf.

Sous les hypothèses du corollaire précédent, pour un élément p G N, on note Gp son 
groupe stabilisateur :

Gp = {g G G; g.p =  p) .

Proposition 1.22 (Stabilisateur)
Soient N un groupe nilpotent, et K  un groupe (localement compact) qui agit continûment 
sur N comme groupe d’automorphismes. On note G = K  < N leur produit semi-direct; le 
groupe G agit continûment par automorphisme sur N.

Fixons p £ N. Alors le groupe Gp stabilisateur de p peut s ’écrire comme Kp < N, où Kp 
est le sous-groupe :

Kp := {k G K  : k.p = p) C K  .

On peut toujours supposer p = Ty, /  G N *, et dans ce cas :

Kp = {k G K  C G : k .f G N.f}  .

Démonstration de la proposition 1.22: D’après le théorème 1.18 de Kirillov, il existe 
une forme linéaire /  G N* tel que Tf = p. D’après le théorème 1.18 de Kirillov et son 
corollaire 1.21, on a :

g G Gp <==>■ g.p = p <=> g.Tf = Tg.f = Tf <^> g.f G N .f ,

d’où :
— (k,n) G G : g G Gp -4=^ k.f G N.f

On en déduit que le groupe Gp peut s’écrire comme Kp < N, où Kp est le sous-groupe :
Kp = {k G K  : k.f G N.f}  C K  .

Or “en remontant les équivalences” précédentes, on voit :
k.f G N .f «=> Tk,f - k.Tf = Tf <==> k.p = p .

On obtient la première caractérisation de Kp donnée dans la proposition 1.22.
Nous ne considérerons ici que le cas d’un sous groupe normal N d’un group G ; le 

groupe G agit alors sur N par conjugaison, donc sur le dual N* par la représentation coad- 
jointe.
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1.3.4 Théorème de Mackey

Une partie de la théorie de Mackey décrit G en fonction de N lorsque N est un sous 
groupe distingué fermé de type I de G ; le problème est d’étendre les représentations p de N 
à leurs stabilisateurs Gp lorsque le quotient N/G a une structure mesurable “raisonnable”. 
Ce problème fut étudié plus avant en considérant les multiplicateurs de Gp/N ; nous n’irons 
pas dans cette direction.

Pour l’énoncé du théorème ci-dessous, nous renvoyons par exemple à [Lip74, ch.III sec.B 
theorem 2],

Théorème 1.23 (Mackey)
Soient N un groupe nilpotent, et K  est un groupe compact qui agit continûment sur N par 
automorphismes. On note G = K  < N le produit semi-direct.

Le groupe G agit sur N par conjugaison, donc sur N. Pour p G N, on note Gp le 
stabilisateur de p, et on pose

Gp = {u  G Gp; v\n est un multiple de p] .

Alors pour p G N etv  G Gp, la représentation IIj, = Ind^i/ est irréductible ; G est l ’union 
disjointe :

G =  IJ {n„; l /E f i , }  .
p e Ñ / G

Ce théorème est vrai lorsque G est un groupe localement compact et N un sous-groupe 
distingué fermé régulièrement plongé de type I de G.

Propriétés utilisées avec le théorème 1.23

Nous utiliserons le corollaire suivant du théorème des sous-groupes de Mackey (voir par 
exemple [Lip74, ch.II sec.A subsec. 1 theorem 1]) :

Corollaire 1.24 (Théorème des sous-groupes)
Soient Gi, G2 deux sous-groupes fermés d’un groupe G.

Si l ’ensemble des doubles classes de G sous Gi et G2 est réduit à celle de l ’élément neutre, 
alors pour toute représentation u de Gi; on a :

[Indgi u] IG2 ~  n̂<̂ GinG2 (ty|G1nG2 ) •

De plus, nous utiliserons une version faible du théorème du nombre d’entrelacement (voir 
par exemple [Lip74, ch.II sec.A lemma 5]) :

Lemme 1.25 (Théorème du nombre d’entrelacement)
Soient H un sous-groupe fermé d’un groupe G et y une représentation de H, tels que la 
variété homogène G/H admette une mesure G-invariante fínie. Le nombre de fois que la 
représentation Ind^ 7  contient 1g (comme un facteur direct discret) est égale au nombre de 
fois que 7  contient 1 h (comme un facteur direct discret).
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Chapitre 2

Fonction maximale sphérique

Dans ce chapitre, nous démontrons le théorème 1, c’est-à-dire des inégalités LP pour 
la fonction maximale sphérique associée à la norme de Korânyi sur les groupes de type H 
ou Nv>2 - Le résultat est déjà connu sur les groupes de Heisenberg [Cow81], et sur les groupes 
de type H [Sch98], mais pas pour les groupes NVi2.

Tout au long des deux sections qui suivent, N désigne un groupe de type H, ou un 
groupe libre nilpotent de pas deux. On reprend les notations de la section 1.1, en particulier 
M = V®Z.  On pose dim V = v et dim Z =  z, Q = v + 2z et v = 2v' ou 2v' +1. Le groupe N 
est muni de sa structure de groupe homogène et d’une norme homogène, sur lequel on a fixé 
un mesure de Haar dn (sous-section 1.1.4). On note p la mesure pour laquelle on a le passage 
en coordonnées polaires (1.1) ; on en connait facilement l’expression (voir proposition 2.7). 
On note A  la fonction maximale sphérique (sous-section 1.1.1).

Dans les deux section qui suivent, nous montrons le théorème 1 :

Théorème principal 2.1 (||̂ 4.||p^.p)
Pour v' > 2 et pour p £ [1, oo] tel que :

&) 2 < p  < oo si v1 = 2,
b) si v' > 2, dans le cas d’un groupe de type H, (v' — l)/{v' — 3/2) < p < oo,
c) si v' > 2, dans le cas N — NVt2 , 2ho/(2ho — 1) < p < oo où h0 est le minimum de v + 1 

et de la partie entière de (z — l)/4,
la fonction maximale sphérique A vérifie des inégalités LP :

V / e l ' ,  l|A/||„<C||/||iF ,

où C est une constante de v, z,p.

Ce résultat est déjà connu sur les groupes de Heisenberg [Cow81], et on peut le déduire 
de [Sch98] pour les groupes de type H. Les indices pour p alors obtenus sont optimaux : 
p > n/(n — 1), on n = v + z est la dimension topologique du groupe. Nous n’obtiendrons pas 
l’optimalité dans le cas des groupes de type H, mais nous couvrirons le cas du groupe libre 
nilpotent de pas deux. En effet, la courbure rotationnelle de la sphère de Kornâyi du groupe 
NVt 2 s’annule sur le centre.
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Notre démonstration va suivre le même point de départ que [Ste76] ; nous serons amenés 
à étudier les fonctions d’aires définies pour des fonctions /  G S(N)  de la classe de Schwartz 
sur N par :

s‘ (f) := J \ d i u  * n,)\W-'ds ;

elle repose sur les deux théorèmes suivants :

Théorème 2.2 (\\A\\p̂ p et ||Sj ||2_*2)
Soit h € N. On suppose v' > 2 et 1 < h < (Q — 2)/2. Si on a un contrôle L2 pour les fonctions 
d’aires S\j = 1,... h :

Vj = l,,,.ft 3 0 0  V/ € S(N) ||si(/)|| < C 11/11
alors pour p G [1, oo] tel que :

a) 2 < p < oo si h = 1,
b) (2h)/(2h — 1) < p < oo si h > 1,

la fonction maximale sphérique A vérifie des inégalités IP :

V / e L " ,  ||A/||„<C||/||„ ,
où C est une constante de v, z,p, h.

Le théorème ci-dessus se généralise au groupe stratifié de rang 2.

Théorème 2.3 (||5J'||2̂ 2)
On suppose v' >2. On a :

a) dans le cas d’un groupe de type H :

VA = 1.......v ' - l  V f e L 2(N) IIS'-COH < C ll/H ,
b) dans le cas d’un groupe Nv>2 ,

VA S N , V /  6 L2(N) ¡S'H/JH < C 11/11 ,

où C est une constante de v, z.

Ces deux derniers théorèmes impliquent le théorème 2.1.

2.1 Inégalité If, p > 2  pour A
Le but de cette section est de démontrer le théorème 2.2.a). Il repose sur le contrôle L2 

de la fonction maximale pour les boules, l’interpolation de Marcinkiewicz, et la proposition 
suivante :
Proposition 2.4
Soit f  G S(N). On a :

A .f  < Q\Bl\ M . f + - ^ S l.f  .
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2.1.1 Démonstration du théorème 2.2.a)

Admettons la proposition 2.4, et supposons que les hypothèses du théorème 2.2.a) sont 
vérifiées; c’est-à-dire que la fonction d’aire S1 vérifie une inégalité L2.

Montrons que A  vérifie des inégalités L2 et L°°. La fonction maximale A4 vérifie 
des inégalités LP (voir (1.2)), en particulier L2. Comme S1 vérifie aussi une inégalité L2, on 
en déduit que c’est aussi le cas pour A  ; il existe une constante Ci > 0 telle que :

V / ||A/||i2 < C2 ||/||l2 . (2.1)

Trivialement A  vérifie une inégalité L°° ; il existe une constante > 0 telle que :

v /  Il A / I U  < Oc ll /IU • (2.2)

Interpolons. Fixons momentanément r(.) : (N, dn) i—>■ R+ une fonction mesurable, et 
considérons l’opérateur T défini sur les fonctions simples de N par :

T .f (n )  =  (/xr(n) * / )  (n) .

D’après (2.1) et (2.2), T est borné sur L2 et sur L°° ; d’après l’interpolation de Marcinkiewicz 
[SW71], T s’étend en un opérateur borné sur chaque LP pour 2 < p < oo, avec des constantes 
qui ne dépendent que de p,C 2 ,C00. Ceci est vrai pour toute fonction r(.) : (N,dn) R+ 
mesurable. On peut donc repasser au supremum : la fonction maximale A  vérifie une inégalité 
LP, 2 < p < oo.

Le théorème 2.2.a) sera ainsi démontré lorsque nous aurons prouvé la proposition 2.4.

2.1.2 Contrôle de A  par M. et S1
Le but de cette sous-section est de démontrer la proposition 2.4. On procède comme dans 

le cas euclidien [Ste93].
Soit /  G S(N). La fonction (s, n) (—> /  * /xs(n) est alors dérivable et de dérivée continue 

selon (s, n) G K*+ x N, et on a :

1 Í*
f  * Ht(n) = j ds(sQf  * ns(n))ds

=  Q sQ~xf  * Hs(n)ds + ¿Q J sQds( f  * fia(n))ds ,

Pour le premier terme du membre de droite, on voit d’une part d’après la formule (1.1) 
du passage en coordonnées polaires :

f  s®-1 f  * [is(n)ds =  Í  f  f ( n s .n /~1)dn(n')sQ~1ds =  Í  f (n n '~ 1)dn' ,
J 0 J 0 J Si JB(0,t)
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d’autre part \B(n,t)\ = |5(0,i)| = tQ\B(0,1)| d’où :

1  = l î 1 
tQ \B(n,t)\

On a donc :

jô  Í  QsQ~l f  * na(n)ds = Q\Bx\ 1 Í  }{n")dn" . 
t Jo \B{n, t)\ JB(n¡t)

Pour le second terme, on utilise Hôlder :
t t ~ t ~

¿ I  j f  sQds( f * , s(n))ds\ < |sQ-5|2ds^ Q f  \shs( f  * ix^n^ds^

~ V ^ ( i  s|ô' ( / t " - (n))l2is) 2 = ^ Q S'-f{n) ■
On a donc pour tout t > 0 :

l / * M » ) l  <  [  f(n")dn" + - L j S l.f(n) .
\B{n, t)\ JB(n,t)

Prenons le supremum en t dans ce qui précède :

A / (n )  < Q|B,|A<./(n) + - ^ = S 1./(n) .

Ceci achève la démonstration de la proposition 2.4, et donc celle du théorème 2.2.a).

2.2 Inégalité LP, p < 2 pour A
Le but de cette section est de démontrer le théorème 2.2.b). Pour cela, nous allons placer 

l’opérateur de convolution par fi dans une famille analytique d’opérateurs Aa, pour laquelle 
nous montrerons des inégalités maximales à l’aide des fonctions d’aires. Nous finirons par un 
argument d’interpolation.

Nous choisissons la même famille analytique d’opérateurs Aa que dans [Ste76].

Proposition 2.5 (A a)
Nous déñnissons pour a G C\(—N) sur R+ la fonction ma et sur N la fonction F01 par :

(1 -  x2)“-1
ma(x) := 2----  +— , x G K+ et Fa(n) := ma(\n\) , n G N .r(a)

Pour 3f?a > 0, nous déñnissons ainsi l ’opérateur Aa de convolution avec F01. Il est continu 
sur L/, 1 < p < oo.

Cette famille d’opérateurs {Aa} est analytique dans le demi-plan ïüa > 0, et se pro­
longe analytiquement dans le demi-plan > 1 — h lorsque h < (Q — 2)/2 en une famille 
d’opérateurs sur la classe de fonctions S(N) de Schwartz. Pour a =  0, A0 est l ’opérateur de 
convolution avec ¡jl.
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2.2.1 Famille d’opérateurs {A01}

Le but de cette sous-section est de démontrer la proposition 2.5 On remarque :

Lemme 2.6
Pour îîo: > 0, Fa est intégrable et radiale sur N. Pour a > 1, ma est décroissante.

Démonstration :En effet, on a :

r r1 (i -  r2')3*“-1L™in-L ~inâ̂TQ"dr '

Ainsi pour 3£a > 0, l’opérateur Aa est l’opérateur de convolution avec la fonction Fa G 
L1 ; c’est donc un opérateur borné sur LF, 1 < p < oo. De plus, la famille d’opérateurs 
{AQ} est analytique sur le demi-plan 5Ro; > 0. Nous avons à montrer qu’elle se prolonge 
analytiquement, et que A0 est l’opérateur de convolution avec /i 

Nous aurons besoin de l’expression de ¡i :

Proposition 2.7
On note ân la mesure de la spère unité euclidienne sur Mn.

Avec les notations ci-dessus, on a pour une fonction g localement intégrable sur N :

f g(n)dfx(n) =  2 f f f  #(exp(rX + \/(l - r 4)Z))
Jsi Jo Js[v) Js[z)

dàz(Z)dâv(X)rv~\l -  r4)1̂ dr .

On remarque que la mesure ¡u, est symétrique et radiale c’est-à-dire invariante sous n t—> n-1 
et sous 0 (v ) respectivement.

Démonstration de la proposition 2.7: Posons :

1(g) ■■= f g{n)dn = [  [  g(exp(X + Z))dXdZ .
Jn Jv Jz

En effectuant un passage en coordonnée polaire en X  G V ~ et en Z € Z  ~  R2,
roc n /»oo r

^  = / , i / / , , 2(exP(ri  ̂+ r2Z))dàz(Z)r2~1dâv(X)rl~ldri .
J o Js[v) J o Js\z)

Considérons le changement de variables suivant :

où ri = r'r[ et r/4 = r\ + r\ ,

41

( n , r 2) — ► (r ì ,r ;)



dont le jacobien est r 2dr2 A dri = 2r'4dr' A dr[. Avec ce changement de variable, on a :

I(s) = 2 / “  r  f  /  9(r'exp(r;X + ( l - r ; 4)èZ))dà,(Z)ciS„(X)

r i v-1(l — r j 4) 2 r>Q~1dr'1drl .

De l’unicité de la mesure /j vérifiant la formule (1 .1) du passage en coordonnée polaire, 
on trouve l’expression de /j donnée dans la proposition.

Pour montrer la proposition 2.5, nous aurons également besoin du lemme technique sui­
vant :

L em m e 2.8
On note Dr l ’opérateur différentiel sur les fonctions de la variable r ç R :

n a 1 1 « 1Dr := Or --  = ---Or ------ r .
2 r 2 r 2 r 2

On peut écrire l ’opérateur f  1—> D^. [f * /irr Q-1] comme une combinaison linéaire sur 
j  = 0 , . . . ,  h de : f  r Q_1_2,l+J^ ( /  * /j,r).

Démonstration du lemme 2.8: On a :

D r =  \ d r [ ^ - 2- 2h+̂ rf * f l r]

= l-(Q  -  2 -  2h +  j ) r Q- 3- 2h+̂ rf  * fJir +  ^ r Q- 2- 2ĥ d i +1f  * /¿r

=  f  * +  ^Q -l^ fc+ D + ü + D ^+ ly r + ^ r }

où les /ij, 2 =  1 ,2  sont des constantes de Q, h, j .  On en déduit le lemme par récurrence.

La proposition 2.5 sera démontrée lorsque nous aurons montré le lemme suivant : 

Lem m e 2.9
Pour "Ra > 1 — h, l ’opérateur A a coïncide sur S (N )  avec l ’opérateur :

A a,h := /  1— > f  m a+h+1(r) D [ /  * /ij-r*3-1] dr .
J 0

En effet, d ’une part, en utilisant le lemme 2.8, on voit facilement que la famille d ’opérateur 
A a,h, > 1 — h sur S ( N )  est analytique. D’autre part, l’opérateur A 0,1 coïncide avec 
l’opérateur de convolution avec /1 :

A0,1. /  =  - j f  2dr ^ 3 7 ^ /  * dr = i / * ^ rr Q-1  =  /  *//  ■
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=  - ( Q - 2 - 2 H  +  j ) r Q- 3- 2h+^ r f  * ß r +  - r Q- 2- 2h+^ r+1f  * /¿r 

=  i f i r Q - i - 2( M - i ) + ^  f * ßr  +  x ^ Q -i- i ih + D + U + D ß i+ if  * }

i(s) = 2 r  f  / , ,  f ,,9(>-'exp(r;X + ( l - < ‘)i Z))dà,(Z)d»,(X)

r /1v_1(l — r^4) 2 r '^ '^ r i d r '  .

a—' V * »-%*** V* V v  V *•*.* V/ ̂  v/ T AAAVMAX V/ AV/A. AXA VA A ^ A I A y VA VA A A v-/v-/ V/ A V ^iV /illlV V  V /lU Jil V-/ J

on trouve l’expression de ¡i donnée dans la proposition.

Pour montrer la proposition 2.5, nous aurons également besoin du lemme technique sui­
vant :

Lemme 2.8
On note Dr l ’opérateur différentiel sur les fonctions de la variable r  G R :

n * 1 1 a 1 Dr := Or ---  - ---Or --------r  .
2 r  2 r 2 r 2

On peut écrire l ’opérateur f  t—> D^. [ /  * [iTr®~1] comme une combinaison linéaire sur 
j  — 0 , . . . ,  /i de : f  i ► rQ- l- 2ĥ d i { f  * /jr ).

Démonstration du lemme 2.8: On a :

où les Ki, 2 =  1 ,2  sont des constantes de Q, h, j .  On en déduit le lemme par récurrence.

La proposition 2.5 sera démontrée lorsque nous aurons montré le lemme suivant : 

Lem m e 2.9
Pour R a  > 1 — h, l ’opérateur A a coïncide sur S (N )  avec l ’opérateur :

A a,h := /  i— > f  m a+h+i(r) D :̂. [ /  * /¿rr*3-1] dr .
J o

En effet, d ’une part, en utilisant le lemme 2.8, on voit facilement que la famille d ’opérateur 
A a,h, 5Ra > 1 — h sur S ( N )  est analytique. D’autre part, l’opérateur A0,1 coïncide avec 
l’opérateur de convolution avec /i :

A0'1. /  = - j f  2dr dr = i / * ^ rr Q-1  =  /  *//  .

Dr.[rQ-l-2h+idif * ßr] = \dr[r̂-2-2h+̂ rf*fir]
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Démonstration du lemme 2.9: Montrons d’abord Aa = AQ,° : par passage en coordonnées 
polaires (1.1), pour /  G S(N), on a :

Aa.f(n) = f  f{nn' l)Fa(n')dn' = f  f  * fxTma(r)r^ ldr
J n  J  o

En intégrant par partie, on a donc :

’ 2(1 - r 2)“ 1 f q . , ] 1 [ x 2(l - r 2)a  ̂ (  1 , Q_ ^  ^
-  r ^ r ~ r s*^r ,0-l —iv r * ) dr■

Le crochet est nul (on a supposé Q > 3). En utilisant l’équation fonctionnelle (5.1) pour T, 
l’opérateur Aa coïncide avec Aa<1 qui a un sens pour > — 1.

Si à l’ordre h, l’opérateur Aa coïncide avec Aa,h, alors effectuons une intégration par 
partie :

j f  ma+tl(r)Df. [ f  « /..r®"1] dr = j f  ‘ ^  g?- [ /  * ¿ V « “ 1]

_  2(1 — r2)Q+k 1 1 ‘
(a + h)r(a + h) -2 r  r ' 1 A J

[ '  2(1 — r2)Q+/t , - n l  dr
y0 (a +  ft)r(a+ />)'' _ - 2r r ' [/ "r J_

Le crochet en r = 1 est nul. D’après le lemme 2.8, on peut mettre r^_1_2h_1 en facteur 
et donc le crochet en r =  0 est nul. En utilisant l’équation fonctionnelle (5.1) pour T et la 
définition de Dr, l’opérateur Aa coïncide avec Aa,h+1.

On a donc montré par récurence Aa — Aa,h lorsque ïîa > 1 — h, pour tout 0 < h <
( Q  -  2 ) / 2 .

Grâce aux lemmes 2.8 et 2.9, en développant D [ f  * UrT® *] dans l’écriture Aa = Aa’h, 
on obtient :

Corollaire 2.10 (Bg^)
Pour 3?« > 1 — h et 1 < h < (Q — 2)/2, l ’opérateur Aa coïncide avec une combinaison linéaire 
sur 0 < j  < h des opérateurs suivants :

B£j : = / < — > [  ma+h(r)rQ- l- 2h+id>rf  * (xrdr . 
J 0

A •/ íJo
2(1 r 2 a—1)

r(o) / * ßrr.QÌ ____ idr

2(1 r2)a + / i -1

r(a + h)
dr

a



2.2.2 Inégalités maximales pour Aa

Nous donnons le sens suivant à la notion de dilatation :
-  pour une fonction /  sur N :

( f ) r(n) = r~Qf(- .n )  , r

-  pour une mesure u sur N :

ur(n) =  v(r.n) et donc / fdur =  / f(r.n)du(n) ,Jn Jn
-  pour un opérateur T qui opère sur un espace de fonctions stables par dilatations au 

sens ci-dessus :

Tr.f(n) =  (T f(r.)) (r_1.n) où /(r.) = n i-> f(r.n ) .

Ces notations sont cohérentes dans le sens où : si T est un opérateur de convolution avec 
une fonction ou une mesure tp, alors Tr est un opérateur de convolution avec la fonction ou 
la mesure i/v respectivement.

Pour un opérateur T qui opère sur un espace de fonctions stables par dilatation, on peut 
ainsi considérer la fonction maximale associée à  la famille de ses dilatées Tr ,r >  0 : 
supr>0|TP|.

On définit A a la fonction maximale associée aux dilatés de Aa : Aa := supr |A“ |, et # “ • 
la fonction maximale associée aux dilatés de Ba : := supr \(B^j)r\.

Nous souhaitons montrer des inégalités maximales L2 et L9 :

Proposition 2.11 (||̂ 4.||p_p , >  1)
On a un contrôle maximal LP pour Aa :

V[a, b] C [1, oo[ Vpe]l,oo] 3 C > 0  Vxê[a,6] Vy G R V/  e S{N)
< C e 2»||/||i w  .

Proposition 2.12 (||̂ >||2_9 3fto: <  °)
Soit 1 < h < (Q — 2)/2. Si on a un contrôle L2 des fonctions d’aires , j  =  1, . . . ,  h :

Vj = l,.,,/1 3 C > 0  V/  e  S(N) ||S>(/)|| < C ll/ll 

alors on a un contrôle maximal L2 pour Aa :

V[a, b] C [1 -  h, oo[ 3C > 0 Vxe[a,b\ Vy G R V /  € S(N)

La preuve de la proposition 2.11 repose sur le corollaire 1.1.
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Ax+iy f IIL2(N) < C e2y II/ IIL2(N)

IlÁx+iy f IILP(N)



\a°-/i = 1/* n  < i/i. m  .

ir.,M .d-H2):'1, . (1- |n|2)*“"‘ ir(SQV*°in) 
l F  (n)l - 1—rxS) 1 s ¡fwi “ 1 w 1 {  )  '

On en déduit localement e n i = îta, uniformément en y — S a , grâce à la majoration (5.3) : 

kt“/l < lS%/l*f“ < |S4 m*-I/I < Ce* A*, l/l ,r(a) r(a)
C étant une constante issue de la majoration (5.3). D’après le lemme 2.6, la fonction Fx 
vérifie les hypothèses du corollaire 1.1 : l’opérateur A x vérifie une inégalité LP. On obtient 
la majoration voulue de ||-4a./||£P, pour tout 1 < p < oo.

La proposition 2.12 repose sur le corollaire 2.10 et les deux lemmes suivants :

Lemme 2.13
Pour 0 < j  < h < (Q — 2)/2, on a un contrôle ponctuel des 13%j par les fonctions d’aires :

V[a,b] C — h, 00[ 3C > 0  Vx G [a,6] Vy G R V / G S(N)
Kÿ"J\ < Ce*Si(i) .

Lemme 2.14
Pour 1 < h < (Q — 2)/2, on a un contrôle L2 de B%0 :

V[a,b] C [1 -  h, 00[ 3C > 0 Vx G [a, b] Vy G R V / G S(N)
1135'VII < Ce” ll/ll .

La proposition 2.12 sera donc démontrée lorsque l’on aura prouvé ces deux lemmes. 

Démonstration du lemme 2.13: Pour /  G S(N) et t > 0, on a :

dT [f(t.) * /¿r(i_1n)] = dr i f(t(t~1nn,~1)dixr(n')
Jr.Si

= dr i f(ntn'~1)d/xr(n>) = dr f f(n rtn'~1)dfi(n')
J r.S\ J S\

= tdr> f f(nr’n'~1)dfi(n') = t[dT> [f * ¿v(n)]]|r,=rt ,
- J I r'=rt

puis par récurence, pour h > 1 :

9r [/(*■) * Vr(t~xn)\ = th [d£ [/ * ¿v(n)]] |r<=rt ,

Démonstration de la proposition 2.11: On a :

45

et :



d’où :

=  [  'rna+h(r)rQ~l~2h+Jt] [dÎ,f * Vr>}\r>=rtdr ,
J 0

\(Bh,j) ff \2 ^ [  V3~^tj [dPr, f  * iirl)\T̂ rt\2dr Î  \ma+h(r)rQ~1~2h+^\2dr , (2.3) 
J  o J o

par Hôlder. On pose a  =  x +  iy. La seconde intégrale du membre de droite de (2.3) est 
majorée par :

Î 1 i Z”1 4(1 — r2\2(I+/l_1)
/  |ma+/l(r)r<3~1_2,l+2 \2dr <  /  —  — r 2Q~l~ihdr

Jo Jo |r(a + /i)|2
_  4 Î 1 / 2 (x+h~i)lQ-i-2kdrl _ riT(2x +  2 h - l ) T ( Q - 2 h )

|T(a + h)\2 J0 { T) T 2 r(2z + Q -l) |r (c*  + /i)|2

grâce à (5.2) lorsque 2x +  2h — 1, Q — 2h >  0 . En utilisant l’estimation (5.3), lorsque 
h < Q/2,  le terme précédent est majoré à une constante près localement en x > —h +  \  et 
x >  — (Q — l ) /2  uniformément en y  G R par : e4y.

Pour la première intégrale du membre de droite de l’inégalité (2.3), effectuons le change­
ment de variable r' =  rt  :

Z*1 . t r l r' . dr'
/  |r '_ 2ÎJ[3 ! , /  * Hr>}\r-=rt\2dr  =  /  l ( - )  I p f y f  *Hr' \2— '

Jo Jo t  t

< /  \ d Ì , f * ^ \ 2r ,2j- ldr' =  & ( f ) 2 .
Jo

Passons à la preuve du lemme 2.14; elle repose sur le corollaire 1.1.

Démonstration du lemme 2.14: ^ho es  ̂ un opérateur de convolution avec la fonction 
G% donnée par : G%(n) := F a+h(n)\n\~2h. En effet, grâce à la formule (1.1), le passage en 
coordonnées polaires donne :

Bh,o-f(n ) =  Î  m a+h{r)rQ- l- 2hf  * ixr (n)dr =  f  *G l{n )  .
Jo

On note a  =  x +  iy et on a :

|G‘ (n)l -  s  C e2 ,° ^  ■ 

le dernière majoration étant due à (5.3), d ’où localement en x :

Wto fl  < l/l * |G»I < c  e * B l 0.l/l . (2.4)
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|G‘(n)l - iër|îfI+‘(n)|n|'2‘ - ^ r |GI+k(n)5  Ce2'°^ ■

( B h , j \ - f  =  Í  rna+h{ r ) r Q 1 2h+Jt] [d¡.,f * ß r>}\r>=rtdr ,
J 0

\(Bh,j) ff \2 ^ [  V3~^tj [dPr, f  * ß rl)\T̂ rt\2dr Í  \ma+h(r)rQ- l- 2h+^\2dr , (2.3) 
J 0 J 0
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Pour Q — 1 — 2h> — 1, elle est intégrable :

/J N
Ainsi, localement en x tel que x + h — 1 > 0 et pour h < Q/2, la fonction G% vérifie les 
hypothèses du corollaire 1.1; on en déduit que l’opérateur B% 0 vérifie une inégalité maxi­
male IF pour tout 1 < p < oo en particulier L2. Avec la majoration (2.4), on en déduit le 
lemme 2.14.

2.2.3 Interpolation
On achève ici la démonstration du théorème 2.2.b). On suppose comme dans les hy­

pothèses du théorème, h > 1 et que chaque fonction d’aire SJ,j  — vérifie une 
inégalité L2.

Linéarisation. Fixons momentanément r(.) : (N,dn) i—> R+ une fonction mesurable. Pour 
2 G C dans la bande 0 < < 1, on définit l’opérateur Tz sur les fonctions simples de N :

T\¡(n) = t) ,

où on a noté a(z) = z + (1 — z)xi avec 0 > Xi > 1 — h fixé.
On a la majoration ponctuelle de Tz.f  grâce à la fonction maximale sphérique :

V / V z e C , 0 < 9 f c < l  \Tz.f\ < e~^z)2Aaiz).f

D’après les propositions 2.11 et 2.12, l’opérateur Tz vérifie :
-  lorsque îîz = 1, une inégalité LP avec 1 < p < oo,
-  lorsque = 0, une inégalité L2.

Interpolation. Grâce à la nouvelle famille d’opérateurs {T 2}0<îrz<i est une famille ana­
lytique d’opérateurs admissible au sens de [SW71]. On interpole en z0 tel que a(z0) = 0. 
L’opérateur TZo vérifie donc une inégalité L9 où le paramètre g est tel que :

-  =  + — et 1 < p < oo . (2.5)
q 2 p

La constante de cette inégalité Lq ne dépend que de N et des constantes des inégalités 
obtenues pour Aa (propositions 2.11 et 2.12). Elle est en particulier indépendante du choix 
de r(.).

Fin de la démonstration du théorème 2.2.b) On peut donc “repasser au supremum” : 
l’opérateur ez°Aa(z°) vérifie la même inégalité Lg, et ce pour tout q tel que (2.5) avec z0 = 

G [0, (h — 1 )/h] (car 1 — h < X\ < 0). Par conséquent, la fonction maximale sphérique 
A  vérifie à une constante près une inégalité Lq pour (2h)/(2h — 1) < q < 2.

D’après la partie a) déjà démontrée, la fonction maximale sphérique A  satisfait également 
une inégalité Lq pour 2 < q < oo. Le théorème 2.2 est ainsi complètement démontré.

r i dn' L(i - r2 a + h -

(x +  h
r Q - l —2h ir

1



2.3 Fonctions d’aire pour un groupe de type H
Le but de cette section est de démontrer le théorème 2.3.a). Nous montrerons la partie

b) correspondant à NV i 2 dans la section 4.1.
Comme dans le chapitre 1, on note il l’ensemble des fonctions sphériques bornées de N 

pour 0(v). On pose pour u G Î2 :

Sj (u) := $  < p,,u > fsV-'ds .

Le théorème 2.3.a) sera démontré une fois que l’on aura démontré les deux propositions 
suivantes :

Proposition 2.15 (S-7 et &)
Pour j  G N — {0 }, s ’il existe une constante C >  0 telle que :

Vu e n  s j (u) < c  ,

a lors

V/ G L2(N) ||S(/)|| < c  ii/ii ,
Au cours de la preuve, on utilisera une mesure spectrale E sur Q, qui nous amènera à 

estimer S1-7 sur Q, tout entier. On pourrait donner une expression explicite de E, grâce à 
une formule de Plancherel non radiale, “adaptée aux fonctions sphériques” dans le sens de 
[BJR90, theorem G] dans le cas d’une “vraie” paire de Gelfand. On peut par exemple choisir 
la formule donnée par les représentations de Bargmann ou de Schrödinger. Nous utiliserons 
cette autre méthode sur le groupe nilpotent libre à deux pas.

Proposition 2.16 ( )OO
Si v' > 2, il existe une constante C > 0 telle que :

Vj = 1,... ,  v' -  1 Vu; G Q. Sj (uj) < C .

2.3.1 Fonction d’aire et mesure spectrale
Cette sous-section est consacrée à la preuve de la proposition 2.15. Nous aurons besoin 

de la proposition suivante :

Proposition 2.17
On note End L2(N) les endomorphismes continus de l ’espace de Hilbert L2(N).

Il existe une mesure spectrale E pour l ’algèbre commutative L1̂ à valeur dans End L2(N) 
telle que :

V F g L 111 V / ,p G L 2(7V) < / * F , ô > =  [  < F,u>dE^(u) . (2.6)
Jn
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| | < W * , , ) f <  • (2.7)
J n

Lorsqu’on admet la proposition ci-dessus, la démonstration de la proposition 2.15 est 
aisée.

Démonstration de la proposition 2.15: Grâce à Fubini, puis à (2.7), et enfin de nouveau 
par Fubini, on a :

roc

| | * ( / ) | |a = /  \\dif * H»\\* sV-'ds 
J 0

< f  f  \&s < Us,u > \ 2dEf{u)s2j- lds = f  \Sj(u)\2dEf {u>) .
J o Jn Jn

Donc si SJ(u) est borné par C indépendemment de u € Î2, alors, 11 S'-7 ( /)  112 est borné par C2 
multiplié par

[  dEf (u>) < ||/f .
Jn

Remarque 5 Comme c ’était déjà le cas dans [Nev94, Nev97, MNSOO, NS97J, nous avons 
besoin d’une estimation L°° de sur tout le spectre Cl. Nous pourrions nous passer de l’es­
timations de Si sur la partie Ùb en utilisant une formule de Plancherel non-radiale adaptée. 
Dans le cas d’un groupe de type H, ces deux méthodes conduisent au même résultat.

Démonstration de la proposition 2.17

On utilisera le lemme suivant, qui construit une approximation de l’unité radiale : 

Lemme 2.18
Il existe une fonction <fi : N h-► [0,1], C°°, radiale, à support dans la boule unité B\, vérifiant 
JN<t>(n)dn =  1 .

Pour une telle fonction <p, on définit alors pour 77 > 0 les fonctions 4)v par :

<j>v(n) r]~Q(f)(r]~1.n) , n E N .

Les fonctions <7̂ , 77 > 0 forment une approximation radiale de l ’unité sur N.

Démonstration du lemme 2.18: Il existe <pi : N t—> [0, 1] une fonction C00, à support dans 
la boule unité Bi, et telle que 4>i(0) = 1 . On définit :

M n) = f  <t>\(k.n)dk puis 0 (n) = f ■
Jo{v) Jn (p2 \Ji)dn

La fonction (fi ainsi définie convient.

On a :
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Démontrons la première partie de la proposition 2.17, c’est-à-dire l’existence d’une 
mesure spectrale E satisfaisant (2.6). Considérons le morphisme d’algèbre :

f L\N) — ► End L2(N)
\ F K— {n (F) : / _ ► / *  F } •

Notons C l’adhérence de ÜL1*1 dans l’algèbre normée End L2(N), ||.|| par la norme des opé­
rateurs. Comme d’une part II est un morphisme continu d’algèbres normées et que d’autre 
part d’après le théorème 1.13, l’algèbre de convolution L1̂ est commutative, l’ensemble C 
est une sous-algèbre commutative de End L2(N), ||.||. De plus l’algèbre C est aussi normale :

(II(F))* = U(F*) où F e  Ll(N) en notant F*(n) = F(n_1) . (2.8)

D’après les propriétés spectrales des C*-algèbre commutatives (voir par exemple [Rud73]), 
l’algèbre C admet un mesure spectrale En : Sp(C) —> V, où on a noté Sp(C) le spectre de 
l’algèbre C et V l’ensemble des projections continues de L2(N) :

VTG C, T = f TdEn .
JSp(C)

On définit l’application :

n, . r s p ( o  — * s p t i1*)
' \ a A o n

On en déduit une mesure spectrale E du spectre de identifié à il par le théorème 1.9 en 
posant :

- t t  *Fn. f  m  — > V 
h ~  11 b ■ \ B En(U'~1(B)) ’

où B(Cl) désigne les boréliens sur i l  Cette mesure spectrale vérifie bien la propriété (2.6).

Démontrons la seconde partie de la proposition 2.17, c’est-à-dire l’inégalité (2.7). 
Fixons une approximation radiale de l’unité 4*̂ ,17 > 0 comme dans le lemme 2.18.

Nous allons appliquer la formule (2.6) à la fonction F*vj  * Fs^j où F3Vtj = dJs * /j,s) et 
la fonction F*^  est donné par (2.8). On vérifie facilement que la fonction Fs>r)J est radiale 
car /is et 4>v le sont, puis qu’elle est intégrable :

4>v*^s{n) =  /  <t>r,{ng~x)dna{g) = /  ^ {n s .g ^ d ^ g )  ,
J s.Si JSi

* Vs)(n) =  [  dicfi^n s.g~1)dfj,(g) ,
J Si

\xj,, si/ n ^ /  0 sisg~x g rj.Bi ,
\ sWv * Vsm71) -  | SUp \Di<f>r,\lv.Bl(n s .g -1)d/i(g) s isg-1 G tj.Bi .
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[  \Fs,r,,j(n)\dn = [  ns)\(n)dn < ri~Q+] suplDfiWri.Bil < rflBxl sup\D<j)\ .
JN JN

d’où e Ll\ puis F '7/J * Fs,r,,j € L1 . Appliquons (2.6) à cette dernière fonction : 

V / e l ! m  < / »  F , , „ , / >  =  /  < F l „ j * F , „ j ) , u > d E ,  (w) ,(2.9)
JuieCi

Or on voit pour le membre de gauche de cette égalité, d’après (2.8) :

<  /  * Fs,T},j * Fs,ri,ji /  >  =  <  n(-^s,7j,j * FSiVtj ) . f ,  f  >

= <n(Fs, ,j)./, n(FSi7?J)./> = ||n(FS)J?ij)./||2
= \\ds(f  * <t>T, * Vs)\\2 = Uv * ds{f * Vs)\\2 ,

et pour le membre de droite comme < .,u > est un caractère de L1̂ :

<' ^S,T),j * =  I < Fs'TlJlM  > I = 1̂  < I^S1U  ^ M ^ > |

L’égalité (2.9) devient donc :

\\(t>r, * dî(f * Hs)\\2 = f  \dl < fis,u > |2| < <j)̂ u > \2dEf (u) .
Jn

Maintenant comme la fonction ui est bornée par 1, et que l’intégrale de (f>v vaut 1, on a 
| < 4>r,,w > | < 1 , et le membre de droite de l’égalité précédente est majorée par

f  |dl < Hs,u > \2dEf (u) ;
Jn

et comme 4>v, t] > 0 est une approximation de l’unité, le membre de droite tend vers 
||ĉ (/ * /is)|| lorsque 77 tend vers 0. On en déduit la majoration (2.7).

Ceci achève la démonstration de la proposition 2.17.

2.3.2 Contrôle L°° de &  dans le cas d’un groupe de type H
Cette sous-section est consacrée à la preuve de la proposition 2.16 dans le cas d’un groupe 

de type H.
Nous aurons besoin du lemme technique :

Lemme 2.19 (Dérivée d’une fonction de s2)
Soit f  est une fonction régulière et h E N. On pose g(s) = / ( s 2). 

s ’écrit comme combinaisons linéaires de sd̂ ,ĥ f^h'+^(s2),
-  où d(j, h) = 2j, sur 0 < j  < h1, si h = 2h!,
-  où d(j, h) =  2j  + 1 , sur 0 < j  < h' — 1, si h =  2h' — 1 .

On a finalement :
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On remarque :
d(j, /i) + h — 2h! -t- 2j  . (2.10)

Nous supposons dans cette section v' > 2. Dans le cas d’un groupe de type H, comme 
Cl — Q,l U î2b, la proposition 2.16 est équivalente aux deux propositions suivantes :

Proposition 2.20
II existe une constante C > 0 telle que :

Vh =  1,... y  -  1 V u e S Ì B  s h(u) < C .

Proposition 2.21
Il existe une constante C > 0 telle que :

Vh =  1,... y  -  1 Vu> G Cli s h(u) <  c  .

Démonstration de la proposition 2.20: Soit u = <br. On a pour n = (X , Z) G N :

uj(s.n) =  $ r(sX,s2Z) = Jvi-x{rs\X\) ,
dgüj(s.n) = ( rlXlf j^r sl Xl )  ,

d’où :
15‘ M I2 < r  s™-' f \(r\X\)hrt%(rs\X\)\Hpi(X,Z)ds ; 

J 0 JS1

par le changement de variable s' = rs|X|, cette dernière intégrale vaut :

IfJs 1 Jo

qui est finie d’après le lemme 5.1, lorsque — 1 < 2h — 1 < 2(y' — 1).

Démonstration de la proposition 2.21: Soit ui =  Ici, on a u>(s.n) =  <ï>s2̂ ,/(n) ;
avec les notations du lemme 2.19, d^ui(s.n) s’écrit comme une combinaison linéaire de :
sd(j,h)f(h’+j)(s2) QÙ

f(s)  := $ sU(n) = eis< ’z>jCiy ^s\C\\X\2) et n = (X, Z) G N .

Calculons les dérivées de cette dernière fonction :
3 I 171 _  1

= Y .c? <c-'z > ,~ml~2]‘m 2 )  ^ (^ IC im 2) e“ <cz>
7 7 1 = 0

et donc le terme |c /̂(s)| est majoré à une constante (de j)  près par :

1C

j2h-> 1 4 - 2<¿s'c x{X Z) -■ \t*rJo ,2h
S ■■i.

(h)
y . 12ds'

jE i
n=0

z\ - r r \x\¡2 7 7 Cl 0 ;iix i 2)

%f(s)
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Grâce à cette majoration, l’expression |S,/l(ix')|2 est ainsi majorée à une constante (de h) près 
par le maximum sur 0 < j  < h/2 et 0 < m < h' + j  de :

H]

= jT  ICI—  (^|Z|'‘'+i-m|Jf|2mIÂy-i(Yl<ll-XÏ2)l<WX z>) a4<‘'+iM<is .
grâce à (2.10).

Utilisons l’expression de fi donnée dans la proposition 2.7 dans ce qui suit :

/  \Z\l'l*i-~\XŸm\Cfl,_1(s ')W (X ,Z ) < / 1r2’"|£Î” L1(S' ) l ( l - r 4) " " r v~'dr , 
V5i J 0

et donc par Holder :

(i
< C  (1 — r4)~^dr / ,1|£}” )_i(3,)|V(2m-H,- 1)( l - r 4)w' “dr ,

J 0 ./O

L’intégrale /(ji, h, l, m) est donc majorée à une constante près par :
r°o pl 2 3

/  |C|2(/l'+j) /  | 4 ” - i ( i r l C k 2)|2r 2(2m+,," 1)( l - r 4r " 5 d r54ü+/l')- 1d5 ; 
j  o y o * 2

cette dernière intégrale est égale par Fubini et le changement de variable s' = y  |C|r2 à

n
o° /  o « / \  2( j+h' )—l > /

| < | 2 ( t f + j ) _ 1|£- M  i(s,)|2̂ j  ¡^^— «(1 -  r r - ‘dr
r i  3 /*oo

=  /  r 2( - 2( j+ h ' ) + 2m + v - D ( i  _ r 4) ^ - 2d r  /  ( 5/ ) |2( 2^)2Ü+/l'}“1 d s '  .
7o «/o

La première intégrale ci-dessus est bien finie car —2(j + h') + 21 +  v — 1 > —2h + v — 1 > —| 
lorsque h < v1 — 1. D’après le lemme 5.5 la seconde est finie tant que j  + h' < v' — 1, donc 
tant que h < v ' — 1.

i, I m)  : ÍJo L ■j l h’+j \x ia(:
s2

‘ <2 \X\ I dp K, Z] s^-'ds

Z\h' j-r x\ im ~(m)
■1« dfi( ■ , Z ) )
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Chapitre 3

Transformée de Fourier radiale pour
N v, 2

Dans ce chapitre, nous explicitons les fonctions sphériques bornées du groupe nilpotent 
libre à 2 pas et à v générateurs noté iVv>2, et la mesure de Plancherel associée.

Notations. On convient dans cette section d’identifier par la base canonique les éléments 
de Z  et Z* à des matrices antisymétriques. On associe à un élément A* G C, v0 G N, et 
si A* ^  0, V\ G N, le multi-indice d’entier m G NVl et le üi-uplet (Ai,. . . ,  AVl.) G KUl de la 
manière suivante :

-  l’entier v0 est tel que A*o > 0 et A*0+1 = 0 : c’est le nombre de A* non nuls ;
-  V\ est le nombre de A* non nuls distincts, et les A j sont les A* non nuls et distincts, 

ordonnés de façon strictement décroissante :

{Aï > ... > a ;  > 0} = {Ai > ... > AV1 > 0} ;

-  pour j  =  1 , . . . ,  vi, rrij est le nombre de paramètres A* égaux à A j ; on définit également :

j
m0 := m'0 := 0 et m'- := ^ rr ij , j  — ;

2=1

on a m!Vi := mx + ... + mVl_i + mVl = v0.
Si A* ^ 0, on peut donc mettre la matrice antisymétrique £>2(A*) sous la forme (pour les 
notations voir les sous-sections 5 .2.1 et 5 .2.2) :

A: J AiJmi

d 2( a *) =  0 0 0 0
\* 7 \ JAv/J  Av\ Jmv^(° ) J L T ô " .

On convient de noter :

55



-  Q l’ensemble des (r*, A*) 6 l + x £  vérifiant r* = 0 si 2v0 = v,
-  jCni0i la fonction de Laguerre normalisée (voir section 5.1.3),
-  pr̂  la projection sur l’espace vectoriel engendré par les 2mj vecteurs

X 2i - i , X 2i, m'-.j < i < m'j .

Avec ces notations, nous redonnons maintenant l’énoncé du théorème 2 :

Théorème principal 3.1 (Fonctions sphériques bornées pour NV£,0(v))
Les paramètres des fonctions sphériques bornées sont (r*, A*) G Q, puis le multi-indice 
l G NUl si A* 7̂  0, 0 sinon.

Avec ces paramètres, les fonctions sphériques bornées pour NVi2, 0(v) sont données par : 
Si A* /  0

4>r' ,A*,l(n) =  f  Qr*'A‘ 'l(k.n)dk, n G Nv>2 ,
JO(v)

où 0 r*,A*,/ est la fonction donnée pour n =  exp(X + A) G NV}2 par :

=  ei'-<x :'x >ei<D̂ A> n â , mi. l(^-\pFj(x)\2) ,j=l Z J

où on a noté dk la mesure de Haar de masse 1 du groupe 0(v).
Si A* =  0

0r*,o(n) = f  e%r*<X”'kX>dk, n — exp(X + A) G NVt2 .
JO{v)

On trouve aussi les fonctions sphériques pour NVt2, SO{v) :

Théorème principal 3.2 (Fonctions sphériques bornées pour NVj2, SO(v))
Les paramètres des fonctions sphériques bornées sont (r*, A*) G Q, ainsi que si A* ^ 0, 
e = ±1 et le multi-indice l G N*'1.

Avec ces paramètres, les fonctions sphériques bornées pour NVt2, SO(v) sont données par : 
Si A* #  0

r̂*,A*,i,e(n) _  f  Qrm'A''l'e(k.n)dk, n G NVt2 ,
JsO(v)

où on a noté dk la mesure de Haar de masse 1 du groupe SO(v), et Qr*<A’ <l>e ¡a fonction 
donnée pour n = exp(X + A) G NVt2 par :

0 r*,A*,i,£(n) =  eir*<X^X>ei<D|(A*),A>||^^_i A | pr.( x ) |2)
j—1 Z

Si A* =  0

= [  eir'<xt'kx>dk, n = exp(X + A) e  Nv>2 .
J SO(v)
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Pour les deux théorèmes précédents, dans le cas A* = 0, on retrouve les fonctions de Bessel 
“comme dans le cas des groupes de Heisenberg et des groupes de type H” (lemme 5.2) :

<f>T''°(exp(X + A)) = Jv=î(r*\X\) ,

où |.| désigne la norme euclidienne sur V pour la base canonique des générateurs. Si de plus, 
r* = 0, on trouve la fonction constante 1 .

3.1 Expression des fonctions sphériques bornées
Le but de cette section est de démontrer les deux théorèmes précédents, c’est-à-dire de 

donner les expressions des fonctions sphériques bornées de la paire de Guelfand

N = NVi 2 , K  = 0{y) ou SO(v) , ou encore G = K  < N , K .

Nous convenons dans cette section que le terme “fonction sphérique” signifie “fonction 
sphérique bornée” ou encore “fonction sphérique de type positif” (théorème 1.16b).

Pour p € N, on note :
-  Gp et Kp les groupes de stabilité de la classe de p sous G et K  respectivement,
-  Gp l’ensemble des classe de représentations v € Gp telles que v\n est un multiple de p,
-  Gp l’ensemble des classes v G Gp telles que l’espace des vecteurs /C-invariants de la 

représentation Ind^z/ est de dimension 1 .
Grâce aux théorèmes des sous groupes et du nombre d’entrelacement, on verra que v G Gp 
est dans Gp si et seulement si l’espace de ses vecteurs /^-invariants est une droite (voir plus 
loin le lemme 3.7).

Les preuves des théorèmes 3.1 et 3.2 reposent sur les deux théorèmes et la proposition 
qui suivent :

Théorème 3.3 (Gp)
a) Fixons p G N et (Hu, v) un représentant d’une classe de Gp. Soit Üu un vecteur 

unitaire Kp-invariant pour v. On lui associe un vecteur unitaire K-invariant fnv pour 
Ind^ v ; la fonction de type positif alors associée à Ind^ v G G pour ce vecteur fa  
est la fonction notée 4>v donnée par :

(jf{n) = /  (u(I,k.n).uu, u„) dk, n G N , (3.1)
J k e K

où dk désigne la mesure de Haar de masse 1 du groupe compact 1.
b) On obtient toutes les fonctions sphériques bornées comme les fonctions sphériques de 

type positifs (f)w lorsque p parcourt un ensemble de représentants de N/G, et que v 
parcourt un ensemble de représentants de Gp.

Proposition 3.4 (Ai*/G)
a) Si K  = 0(v), les orbites de l ’action coadjointe de N sous G sont paramétrées par 

(r*, A*) G Q. Elles sont notées 0(r*,A*). Le représentant privilégié de 0(r*, A*) est 
r*Xv* + D2(A*).
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b) Si K  = SO(v), les orbites de l ’action coadjointe de N sous G sont paramétrées par 
(r*, A*) G Q et e = ± 1 . Elles sont notées 0(r*,A*,e). Le représentant privilégié de 
0(r*, A*) est r*X* + D\(A*).

Evidemment, les orbites 0(r*, A*, 1 ) et 0(r*, A*, —1 ) se confondent lorsque la dernière coor­
donnée de A* est \v> =0.

Théorème 3.5 (4>u)
Soient (r*, A*) G Q et e =  ± 1  si A* ^ 0, sinon 0. Soit p G Tf une représentation associée au 
représentant privilégié f  = r*X* +  D|(A*).

a) Si A* = 0, Gp est l ’ensemble des classes des représentations ur' ,Q.
La fonction (j)1' associée à v =  i/'*’0 par (3.1) est (donnée dans les théorèmes 3.1 
et 3.2).

b) Si A* ^ 0, Gp contient les classes des représentations irréductibles vr*'A*'l,e, l G N111 ; 
ces dernières possèdent une droite invariante sous Kp.
La fonction (f)u associée à v =  par (3.1) est 0r*’A*>i>e (donnée dans le théo­
rème 3.2).

Lors de la démonstration de ce dernier théorème (sous-sections 3.1.6 et 3.1.7), nous 
donnerons les expressions des représentations vr*’° et

3.1.1 Démarche de la preuve

Admettons les deux théorèmes et la proposition qui précèdent, et conservons leurs nota­
tions. Du corollaire 1.21 et de la proposition 3.4, on en déduit que N/G est l’ensemble des 
classes des représentations associées à /  = r*X* +  D\(A*), lorsque les paramètres (r*, A*) 
parcourt Q, et le paramètre e parcourt ± 1  si K = SO(v) et vaut 0 si K  = 0(v). D’après le 
théorème 3.3.b), et les premières parties du théorème 3 .5 .a) et b), on en déduit que toutes 
les classes des représentations de G qui ont une droite invariante par K  sont obtenues en 
considérant les représentations induites par vr*’°, et l G NUl, lorsque les paramètres
(r*,A*) parcourt Q et si K  = SO(v) et A* ^ 0, e égale ± 1  ; si K  = 0(v), alors e vaut 
toujours 0.

Et donc d’après le théorème 3.3.a), les fonctions sphériques sont les fonctions <j)v données 
par (3.1), lorsque v parcourt vr'fi et D’après les secondes parties du théorème 3.5.a)
et b), les fonctions sphériques sont donc :

-  les fonctions 0r*,o,r* G R+,
-  et les fonctions 0r*'A*>i'£ où (r*, A*) G Q et l G NUl ainsi que e =  ±1, si K = SO(v) et 

e = 0 si K = 0(v).
Les théorèmes 3.1 et 3.2 seront donc démontrés lorsque nous aurons prouvé les théo­

rèmes 3.3 et 3.5, ainsi que la proposition 3.4. Le reste de cette section est consacré à leurs 
démonstrations. Nous commençons par démontrer le théorème 3.3 et la proposition 3.4. 
Ensuite, nous décrivons le stabilisateur et le groupe quotient N = N/ ker p pour une repré­
sentation p G Tr.x;+r>|(A»)- Nous pourrons alors démontrer le théorème 3.5 grâce au lemme 
suivant :
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Lemme 3.6 (Représentation quotientée par son noyau)
a) Une représentation d’un groupe (comme tout morphisme) passe au quotient par le 

noyau ou un sous-groupe du noyau.
De plus, si la représentation du groupe est irréductible, alors la représentation quotien­
tée l ’est aussi.

b) Soient Vi et v2 deux représentations d’un groupe G.
Si elles sont équivalentes alors leurs noyaux coïncident ker ui = ker v2, et les repré­
sentations passées au quotient à tout sous-groupe de leurs noyaux communs, sont 
équivalentes.
Réciproquement, si leurs noyaux coïncident et les représentations passées au quotient 
sous leur noyau commun, sont équivalentes, alors les représentation et v2 sont équi­
valentes.

3.1.2 Ensemble Gp
Le but de cette sous-section est de démontrer le théorème 3.3.
Fixons p E N. Nous reprenons les notations qui lui ont été associées au début de la sous 

section précédente. D’après la proposition 1.22, le groupe de stabilité de la classe de p sous 
G se met sous la forme Gp = Kp <3 N, où Kp est le sous-groupe compact :

Kp = {k G K  : k.p = p) C K  .

Lemme 3.7 (Gp)
Soit u G Gp. La classe de v est dans Gp si et seulement si la représentation u restreinte à Kp 
contient exactement une fois 1 kp-

Démonstration du lemme 3.1: Par définition de Gp, une représentation v G Gp est dans 
Gp si et seulement si la représentation [Ind^ v] contient exactement une fois 1k-

Comme Gp = KP<N, où Kp est un sous-groupe (fermé) de K, la double classe GP\G/K 
est triviale. Appliquons le corollaire 1.24 du théorème des sous-groupes aux sous-groupes :

Gx = Gp, G2 = K , G1n G 2 = GpC)K = Kp, .

On obtient :
VveGp, [Indgp^]|K = lnd%p(v{Kp) .

Nous appliquons alors le lemme 1.25 aux groupes compacts Kp C K  et à la représentation 
7  ; v \k „-

Fixons (Ti'/, v) G Gp. D’après le lemme 3.7, le sous-espace vectoriel de Hu des vecteurs 
/^-invariants est une droite Cüv, ü = uu étant l’un de ses deux vecteurs unitaires. On cherche 
à en déduire un vecteur if-fixe de la représentation (7in, n) =  Indg v.

L’espace Tin est l’ensemble des fonctions f  : G —> 7iv telles que :

1. V i/p  G Gp, g E G f(gpg) = v(gp)f(g) ,
2- 9 ll/G?)Il«* € L2(G/Gp) .
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Faisons un petit aparté sur les mesures choisies :
-  sur G = K < N : la mesure de Haar dg = dkdn,
-  sur Gp = Kp < N : la mesure de Haar dg = dkpdn, où dkp est la mesure de Haar 

normalisée sur le groupe compact Kp ;
-  sur G/Gp ~ K/Kp : la mesure dk identifiée à la mesure de masse 1 sur K/Kp invariante 

par translation sous K.
La représentation n est donnée par :

V j . j 'e G ,  / e « n n (g).f(g') =  l(g'g) .

Lemme 3.8
Soit la fonction f  sur G donnée par : f (k , n) = u(I, n).ü pour (k, n) G G.
Le vecteur f$u = /  G 7in est K-invariant et unitaire.

Démonstration .'Montrons que la fonction /  est dans l’espace Hn.
Pour g — (k,n) G G et gp =  (kp,np) G Gp, on a gpg = (kpk,npkp.n) et donc par définition 
de /  : f(gpg) = v{I,npkp.n).Ü-, or (I,npkp.n) = (kp,np) (I,n) (k~l,0). Comme v est un 
morphisme, on a :

f(9p9) = u ((̂ p> np) (A n) 1>0)) = v{k,p,np) v(I,n) v(k~l,Q).u 
= v(kp,np)v(I,n).ü

car üÇi'Hv est invariant sous Kp. On obtient donc f(gpg) = v(gP)-f(g), d’où /  G Hn.
Montrons que /  est un vecteur if-invariant.

Pour g =  (k', n1) G G et k G K, on a :

Yl(k,0).f(g') =  f{ç f  (fc.O)) = /(A /M ') = v(I,n').Ü = f(g') ;

il est aussi unitaire :

Il/Il2 = /  Mg)\\wdg= [  \\f(kM2H»dk
JG/Gp  J K / K p

= f \\u(I,0).u\\^dk= f 1 dk =  1 ;
J K / K p  J K / K p

car dk est de masse 1 .

On obtient donc la fonction sphérique, comme fonction de type positif associée à la 
représentation n, que l’on note (f>u :

n g )  =  <n(9)./,/>„„ =  /  (n (g ) .f (g ') , f (g ' ) )H.dg' .
J G f Gp

Or d’après les expressions de n et / ,  pour g = (k, n),g' =  (k n ')  E G, on a :

n {g)-f(g') = f(g ’ g) =  f(k'k,n'k'.n)
= u(I, n' k' .n).ü = v(I,n')v(I,k'.n).ü ,
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puis :

(n (g)-f(g')J(g'))n„ = {v{I,ri)v{I,k'.n).ü, v{I,ri)ü)HV
= {v(I,k'.n).ü, u)HV .

On obtient donc l’expression (3.1) :

<!>v{g) = /  (u(I,k'.n).u, u) dk' =  / (v(I,k.n).ü, u) dk ,
Jk/kp Jk

d’après le choix de la mesure sur l’espace homogène K/Kp et la /("-invariance de u.
Ceci achève la démonstration du théorème 3.3.a).
Maintenant, démontrons le théorème 3.3.b). Lorsque p parcourt un ensemble de représen­

tants de N/G et lorsque u parcourt un ensemble de représentants de Gp, on obtient toutes les 
représentations irréductibles II = Ind^ u qui ont une droite if-fixe d’après le théorème 1.23 ; 
d’après les théorèmes 1.15 et 1.16, on obtient donc toutes les fonctions sphériques bornées 
en considérant les fonctions sphériques de type positif associées à II.

3.1.3 Description de J\f*/G

Nous démontrons ici la proposition 3.4. On garde les notations de la sous-section 1 .3.2.

Proposition 3.9 (Coad de G)
Soit g — (A:, n) G G avec n =  exp(X + A) G N. On a :

Vf = X* + A* e  Af*, Coad.g{f) = k.X* + k.A* -  (k.A*).X .

Démonstration de la proposition 3.9: Gardons les notations de la proposition. Pour tout 
X 1 + A' £ Af on a. :

gexp(t(X' + A!)g~l) — (k, nk. exp(i(A'/ + A/)))(A;~1, k~ln~l)
= (I,nk.exp(t(X '+ A')) kk^n-1) = (I,nexp(t(k.X' + k .A '))^ 1) .

On en déduit pour X' + A! G Ai :

Ad.g(X' + A!) = kà.n{k.X' + k.A') = k.X' + k.A1 + [X, k.X'] .

puis :

Coad.g{f){X ' + A>) = f  (Ad.g-\X' + A'))
= < X * ,k -1.X' > + < A*, k~l.A! > -  < A*,[k-1.X,k~1.Xr\ > .

Or on a par définition de l’action de K  sur Ai* :

< X\k~\X' > = < k.X*,X' > et < A*, k~l.A! > = < k.A*, A! > ;
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et aussi :

< A *,[k -l.X,k~1.X ']>  = < A*,k~l.[X,X'] > = < k.A*,[X,X'\ > 
= < k .A * .X ,X '>  .

Cette proposition nous permet de déterminer toutes les orbites de Ai*/G dans les deux 
cas K = 0(v) et SO(v).

Fixons une orbite O .  Toutes les formes linéaires /  =  X j  +  A*j G O  sont telles que les 
matrices antisymétriques A*j sont toutes orthogonalement semblables et nous leur associons 
A* = (XI, . . . ,  A*,) € C (proposition 5.8).

On note Vq la dimension des sous espaces isotropes maximals pour uiâ t où Ay G O ; c’est 
aussi le nombre de A* non nuls.

Pour chaque /  = XJ H- A*j G O ,  nous choisissons alors :
1 . Distingons les cas :

-  si K  = 0(v), k G K  tel que la matrice antismétrique k.Aj = D2(A*) soit diagonalisée 
par bloc 2-2 ;

- s i  K = SO(v), k G K  et e =  ± 1  tels que la matrice antismétrique k.A*j = D$(A*) 
soit diagonalisée par bloc 2-2 avec A* G £ (proposition 5.9) ;

2. X  G V est tel que (k.A*j).X G V* soit égale à la projection orthogonale Xq de k.Xj G V* 
sur Qk.AJ — Sj92(A*) ; en particulier, Xq =  0 si S£>2(A*), c’est-à-dire si v = 2v' et 
A* = (Aj, . . . ,  A*,), avec aucun A* nul ;

3. k' G K  qui laisse stable QD2(A*), donc également (SD2(A*))"L, tel que k'.Xq =  
x*X*,x* G R.
Si K  = 0(v) ou dim (S-D^A*))1  > 1 , on peut supposer x* = r* > 0.
Si x* < 0, K = SO(v) et dim (SD^A*))1  = 1 c’est-à-dire v = 2vq +  1 , on pose 
r* = -x*  et :

. n _  Id2v' - 2 0
L 0 | -Id 2 _ '

On obtient :
- s i  K  = 0(v), (k'k,exipX).f = r*X; +  D2(A*),
- s i  K  = SO(v) et 2v0 +  1 < v, (k'k, expX ).f =  r*X* + D\( A*),
- s i  K  = SO(v) et 2v0 + 1 = v, (k'k,exp X ).f  = r*X* + D ^i A*),
La proposition 3.4 est donc démontrée.

3.1.4 Stablisateur de p

Le but de cette sous-section est de décrire le stabilisateur Kp d’une représentation p 
associée à  /  = r*Xv + J92(A*) G Ai*. Rappelons (proposition 1 .2 2 ) que c’est le stabilisateur 
l’orbite coadjointe dans K  de f.
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Proposition 3.10 (K p)
Soit (r*, A*) G Q. Vq désigne le nombre de A* non nuls, où A* =  (A^,. . . ,  A*,) ; On note 
À* — (A*,. . . ,  A*0) G KUo. Soit p une représentation associée à f  = r*Xv + D\(A*) G Ai*, où 
e = 0 si K  = 0(v), et e — ± 1  si K  = SO(v).

Si A* = 0, alors le groupe Kp est le sous-groupe de O(v) qui stabilise r*X*.
Si A* /  0, alors le groupe Kp est le produit direct K i x K2, où
1. le groupe K\ est le groupe formé des éléments ki G SO(v) de la forme :

k _  T h
1 “  [ 0 Id J ’

tels que ki G SO(2v0) commute (matriciellement) avec £>2(A*) G A 2Vq ;
2. le groupe K2 est le groupe formé des éléments k? G K  de la forme :

r id o '
2 =  I. 0 h .  ’

tels que k2 G 0(v — 2v0 — 1 ) laisse stable r*X*.

Dans la démonstration de cette proposition, on reprend les notations de son énoncé et 
on convient de noter A* = D2(A*) et X* = r*X*.

On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 3.11

Kp = { k e K  : kA* = A*k et kX* = X*} .

Démonstration du lemme 3.11: D’après la proposition 3.9, pour /  = X *+ A* G Ai*, on a :

\/k e K  Coad.Jfc(/) =  k.X* + k.A* et N .f = X* +  QtI* .

Fixons momentanément k G Kp. On a Coad-k(f) G N.f. Comme la décomposition 
Ai* — V*®Z* est en somme directe, on a :

(1 )k.A* = A* et (2) k.X* <E X* + %A* .

La condition (1 ) implique que les matrices k et A* commutent. Donc en particulier, comme 
X* G 9:j4*'L, kX* puis kX* — X* sont aussi dans ÎM*1. Or la condition (2) implique kX* — 
X* G $sA* : ce vecteur est donc nul. Ainsi k commute avec A* et stabilise X*.

Réciproquement, si k commute avec A* et stabilise X*, alors on a Coad./c(/) G N .f et 
k G Kp.

Démonstration de la proposition 3.10: Lorsque A* = 0, Kp est le fixateur dans K  du 
vecteur X* G V* ~  Rv. La première partie de la proposition 3.10 est donc démontrée.
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Démontrons la seconde partie. On adopte les notations de la section 5.2, ainsi que ë = e 
si K  = SO(v) et Vq =  v ', et 1 sinon. Nous sommes dans le cas A* ^  0. A* se met sous la 
forme :

r ~ -, 0 0
.* D2(A*) 0 1 /X*\
A o T avec D^A Î =

0 0

où on a noté \i > A2 > ... > AVl > 0 les paramètres A* notés de manière distincte, et m* le 
nombre des A* = A O n  convient également :

j
m0 := m'0 := 0 , et m'- = m* , j  =  1,... V\ .

1=1

Soit k G Kp. L’image de A* est l’espace vectoriel engendré par X i , ... ,X 2vo ; le noyau 
de A* est l’espace vectoriel engendré par X 2vo+i , . . . ,  Xv. Comme les matrices k et A* com­
mutent, l’image et le noyau de A* sont stables par k ; la matrice k peut donc s’écrire sous la 
forme :

r k o ik — 1 ~ avec k\ G 0 (2v0) et k2 G 0(v — 2v0 — 1) ; 0 k2 J

de plus la matrice k\ commute avec D2(A*), et la matrice k2 stabilise le vecteur X* car k 
stabilise le vecteur X* G ker A*. Maintenant, les espaces propres pour A* sont les espaces 
vectoriels engendrés par les vecteurs X 2i - i , X2 < i < rrij avec j  =  Comme
les matrices k\ et D2(A.*) commutent, ces sous espace sont propres pour ki ; on peut donc 
écrire ki avec des blocs G O(mj), i = 1,. . . ,  v\ sur la diagonale ; de plus, vu la forme de
D2(A*), chaque bloc [¿i]j, commute avec Jmj pour j  < t>i, ou avec èJmvi pour j  = V\.

Appliquons la proposition 5.10 à chaque bloc de k\ : det [¿i]. = 1. Avec la décomposition 
de k\ en bloc matriciel, on en déduit : det ki =  Ilj det [fci]̂  = 1.

On peut donc écrire k comme le produit k = kik2 = k2ki avec ki G Ki, ¿ = 1,2 pour les 
groupes K i, K2 donnés dans la proposition 3.10.

Réciproquement, toute matrice k G Kp s’écrit sous cette forme-là.

On peut davantage décrire le sous-groupe Ki :

Corollaire 3.12 (Isomorphisme entre Ki  et K ( m ;v 0;vi))
Fixons le paramètre A* E C — {0} et éventuellement si K  = SO(v), e =  ±1. On leur associe 
comme ci-dessus les indices vq,Vi et m =  (mi, . . . ,  mVl).

On définit l ’application si K  = SO(v) et vq = v1, e = —1,

J'LTTlv^

K x
ki

K(m V n W i )

{ 4 mi> C [ * i ]u .
m Vl-

l)(fi ‘lui -l), '
(̂mV]

'1}( ^ U )



( K i  — ► K(m;v0;vi)

le groupe K(m; v0; vi) = Umi x Um2 x ... x Umvi a déjà été décrit dans la sous-section 1.2.2. 
L’application Î'i est un isomorphisme de groupe entre K\ et K(m\v0;^i).

Démonstration du corollaire 3.12: On reprend les notations de la démonstration de la 
proposition 3.10. Appliquons la proposition 5.10. Pour kx G Ki,

-  chaque bloc [ki]j,j =  1,... ,V\ — 1 commute avec Jmj, et donc est isomorphe par 
à une matrice unitaire de taille rrij ;

- s i  K =  S O ( v ) , V q  =  v',e =  —1, le bloc [k\] avec — Jmvi ; et donc est isomorphe par
^ m’ ‘ ’  ̂ à une matrice unitaire de taille m ,j .

~ (m ^-  sinon, le bloc [ î]Vl avec Jmvi ; et donc est isomorphe par 1,1 à une matrice unitaire 
de taille rrij.

Réciproquement, on a pour (u\,. . . ,  umvi ) G K(m\ Vq\Vi) selon les cas :

(V>imi) 1u i,.. . ,^ iTnn’_1) v , )  ou umvi) G K x .

L’application 'l'i est donc un morphisme de groupe entre K\ et K(m;vo;t»i).

Remarque 6 Toujours d’après la proposition 5.10, l’application 'l'i est compatible avec la 
complexification dans le sens où on a selon les cas :

~l) ,y i , . . . ,x v>,yv>)} = 't>i(ki).'ipiv' - 1)(xu yu ... ,xv-,yv>) .,

OU

^ Vo){k v {x i ,y i ,.. . ,x Vo,yVo)} = '&i(ki).'ip(Vo)(xu yu ... ,xV0,yV0) .

3.1.5 Groupe quotient N =  N/  ker p
Expression des représentants p considérés. Nous allons maintenant donner l’expres­
sion de Pr*,A*,e associée à la forme linéaire r*Xv + A*) que nous allons considérer.

Vu la construction effectuée dans la sous-section 1.3.2, dans le cas A* =  0, on pose 
Pr*,o — Ux' , 0  la représentation de dimension 1 donnée par le caractère :

exp(X + A) G N i— > exp(z < X *,X  >) ;

dans le cas A* ^ 0, il reste à choisir un sous espace Ei ; nous allons le faire grâce à la base 
canonique.

Supposons donc A* 0. On note A* G Z* identifié par la base canonique Xitj, i < j  à la 
matrice antisymétrique D2(A*) ^  0 et 2v0 la dimension de l’image de A* ; l’expression 
de la représentation Ut*xv,d {̂k*) (mais pas sa classe) dépend du choix de E\, sous espace

sinon :
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maximal totalement isotrope pour la forme (X ,Y) y-*< A*X,Y > restreinte à SsA* x SA*. 
Ici, grâce à la base canonique, on pose :

Ei =  RX\ © ... © R I 2j- i  © ... © R-X^uo-i

On note pr*,Av la représentation Ut*xv,d\(k*) correspondant à ce choix. On peut donner 
explicitement l’expression de pr*,A*,e> ainsi que des représentations p, p1; et p2 que nous 
allons définir dans la suite.

Notations. Fixons une des représentations {H, p) = (7ir*,A*,e, Pr*,A*,t) avec A* nul ou non. 
On convient de noter :

-  ker p le noyau de p,
-  N = N/ ker p le groupe quotient et J7 son algèbre de Lie,
-  p le morphisme induit sur N (qui est une représentation sur le même espace que p, 

dont on peut donner une expression explicite),
-  n G N l’image de n £ N par la projection canonique N —> N,
-  Y G 77 l’image de Y G M  par la projection canonique M  —> ÂT,
*  si A '  i  0  : B =  | A * | - ‘ 5 Ï ( F ) .  o ù  p o u r  A * =  ( A ; , . . . ,  A *,) €  Z ,  |A * |2 =  £ ” 1 , A f  ; on  

remarque |A*| = |D2(A*)|, où la norme précédente est la norme pour laquelle la base 
X ij,i < j  est orthonormale.

Le but de cette sous-section est de démontrer les trois propositions suivantes :

Proposition 3.13 (N  et p)
Soit (T~i, p) — (̂ r*,A*,£ï Pr*,A*,«)-
a) Si A* ^  0, le groupe N est isomorphe au produit (direct) des deux groupes Ar1 et N2, et 
la représentation p est équivalente au produit tensoriel des représentations ~pi sur Ni et pj 
sur N2, où :

-  le groupe de Lie nilpotent Ni a pour algèbre de Lie qui admet pour base comme 
espace vectoriel : X 1 : , X 2vo, B ; son centre est R B ;

-  la représentation Pi induit sur le centre le caractère :

exp(aB) i— > exp(za|A*|) .

-  N2 et p2 sont décrits par :
-  ou bien r* = 0 et N2 est le groupe trivial, et p2 la représentation triviale ;
-  ou bien r* ^ 0 et N2 est le groupe d’algèbre de Lie et p2 est la représentation 

associée au caractère :
expxXv — > exp(ix) .

b) Si A* =  0, alors N et p ont la même description que N2 et p2 ci-dessus.

Avec les conventions de notations du début de cette sous-section, pour k G Kp, les 
représentations p et k.p sont équivalentes ; en particulier, elles ont même noyau. Donc l’action 
de Kp laisse stable ker p et passe au quotient sur N . Nous décrivons cette dernière action.
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Proposition 3.14 (K p et N )
On garde les notations des propositions 3.10 et 3.13.

a) Si A* 0, le groupe Ki agit sur Ni, et le groupe K 2 agit trivialement sur N2 : le 
produit semi-direct Kp < N peut s ’écrire : Kp< N ^ (K\ < Ni) x K 2 x N2 .

b) Si A* =  0, l ’action de Kp est triviale sur N : le produit semi-direct Kp< N est en fait 
direct : Kp < N ~  Kp x N.

L’utilisation de la base canonique dans l’expression de pr*,A*,€ nous permet d’établir sim­
plement un isomorphisme entre Ni et le groupe de Heisenberg HP0 = O  x R. Gardons 
les notations de la proposition 3.13, dans le cas A* ^ 0, et du corollaire 3.12. On définit 
l’application ^2 : HIt,° ~̂  Ni donnée par si Vq = v', K  = SO(v), e — — 1 :

^ 2(^1 + iyu--- ,xv> + iyV',t)

=  exp y ^ 2]) ~ {Vv'^v'-i + xv>X 2t/)  | + tB^

sinon :

(
Vo / 1 a* I _____ ___ _\

XJ y  ~^r ixJX 2j-i + Vix 2j) + tB j  .

Proposition 3.15 (Ni  et K i )
L’application \P2 est un ismorphisme entre les groupes Ni et EF°. Les groupes H := K i<1 Ni 
et Hheis '■= K(m]v0]vi) <IF0 sont isomorphes par l’application :

^ ( Hheis = K(m ; u0; ui) <1IF0 — ► H = Ki < Ni 
° ' 1 ► k l t * 2(h)

Les démonstrations du cas A* = 0 sont directes.

Démonstration des propositions 3.13 et 3.14 si A* =  0: Dans ce cas, la représentation p 
s’identifie au caractère x dont la différentielle est ir*X*. Son noyau ker p a donc pour algèbre 
de Lie l’ensemble des vecteurs X  G V qui vérifient < r*X*,X >=  0. Le groupe N a alors 
une algèbre de Lie isomorphe à R si r* est non nul, et à {0} sinon.

La représentation p se factorise en une représentation unitaire irréductible p sur N, qui 
est associée au caractère si r* est non nul :

expxXv — > exp(ix) ,

et si r* est nul, le caractère trivial 1.

Jusqu’à la fin de cette sous-section, on convient de noter A* — D2{A*) et X* = r*Xv, 
ainsi que d’omettre r* et Xv si r* =  0.

On connait :
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-  grâce à la remarque 3, le noyau de la représentation pr-,a*i€, dont on déduit la base 
voulue pour N,

-  grâce à la remarque 4, son expression sur le centre de N, dont on déduit l’expression 
de sur R5.

Pour démontrer la proposition 3.13.a), il reste à exhiber le centre de Ai. Pour cela, nous 
calculons tous les crochets de la base considérée.
Lemme 3.16
Dans ce qui suit, on suppose A* ^  0 ; on garde les notations de la proposition 3.13. 

L’algèbre de Lie J\f admet pour base comme espace vectoriel la famille de vecteurs :

X i , . . . ,  X 2vo, B, à laquelle on ajoute Xv si 2vq < v et r* ^ 0 .

Les crochets des vecteurs de cette base valent 0, sauf :

( x ^ . * a  = f eâ f  n - * * * - * > ( » ) .  .

[ y^B  smon.

En particulier, X* commute avec tous les vecteurs Xi,i = 1 , . . . ,  2v0.

Démonstration du lemme 3.16: On déduit la base de 77 de l’expression du noyau (voir 
remarque 3). On voit directement d’après (1.3) :

-  si (i,j) ^  (2il -  1 ,2 ï), < A*, [Xu Xj] >=<  A*.Xi,X j >=  0 et donc [Ti,X]\ =  0,
-  < A*, [X2i ' X 2i') >= <  A*.X2i>̂ i, X 2i> > vaut eA*, si i = v' et K  = SO(v), et À¿/ 

sinon; et donc [X2i>-i, X 2ii] vaut eÀ*,|A*|_1B si i = v' et K = SO(v), et
sinon.

Démonstration de la proposition 3.14 si A* ^  0: Soit n = exp(X + A) avec X  décomposé 
selon la base canonique :

V

X  = Y , xiX i • (3.2)
1=1

On a :
2vo

n = exp(X+ < D2(A*),A > B) , avec X  = XjXj + xvX v .
j=i

Donc pour k E Kp, on a : k.n = exp(k.X + k.A), et k.n =  exp(k.X + k.A), avec :
2vo

k.X = ^2 Xjk.Xj + xvX v , 
j=i

O  = < A * ,k .A > B = < k ~ l.A \ A > B = < A \ A > B  = A ,

car k~l.A* = A* et k.X* = X*. On peut donc directement définir l’action (par automor­
phisme) du groupe Kp sur le groupe N . De plus, on remarque les propriétés suivantes :
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-  Si k G Ki et n G Ni alors k.n € Ni ; et donc K  i agit sur Ni.
-  Si k G Ki et n € N2 alors k.n =  n ; et donc K 2 agit trivialement sur N2.

Démonstration de la proposition 3.15: Notons (z, t), (z',t') G EF0 avec :

z =  (x i +  iyi, . . . , x V0+  iyvo) et z! =  {x[ +  i y [ , . . . ,  x'VQ +  iy'vo) .

D’après l’expression de (z, t).(z', t1) et \&2> on a si Vq =  v', K  — SO(v), e =  —1 :

i  i v'~1 l\ A * I
^ 2 ((z,t).(z',t')) =  exp ^ Y 2 ] j - ^ r ( xj +  x'j)X 2j - i  +  (yj +y'j)X 2j

+  y'v')x zv'-i +  (xv‘ +  xv')X2v' | + { t  +  t' +  -  5 3  xjVj ~ yjx 'j)^ j

smon :
/  v° I j A *1 _____  ___

^ 2  ((z, t).(z\ t')) =  exp 5 3  \ H y ( xi +  x 'jïX 2J-1 +  (%■ +  tij)x *3
Vj=i V xi

1 vo —\ +  (t + 1' +  -  5 3  xjy'j ~  yjx'j)A j

Or d ’après la valeur des crochets des X j donnée dans le lemme 3.16, on voit :

£  ÿ ^ ( x j x y - 1  + V jXv ) , £  ]p^(x'jX*J-1 + y'iX*i )

v° I A * I ___________ j A * I _______________ Vo __= E V  ̂  *5] + = Em - y>x'̂ B ■
j=l J J j=l

ainsi que :

11 A* | ______ ____ I |A*| /______ , ____
-W  -ÿ - {y v 'X 2V'-i  +  Xy’Xïv') , — W -^ ¡-(y>v,X 2V>-i +  x'vlX 2v')

— \» (Vv'Xv' [-^2u' — 11 X 2y> J "h X v<yv, 2v' ) X 2v' — 1J ) ( '̂Z/u' 2/u' ^  Av,
On en déduit dans les deux cas :

/  v° I u *1 _____ ___ _\
^2 ({ z , t) . ( z ' , t ' ) )  =  exp I 53 \ ~ r r ( x j x 2j-1 +  y j X 2j)  +  t A  )

\ j =i V j  J

exp ( 5 3  + ^ )\j= l V j J

\ *Av'

A l

^ 2( !,t). ,0

(2 j - 1
!A1fx'„X

x'v,

*2j-l 2jj - [xv,x



L’application ^  est donc un morphisme de groupe et il est clairement bijectif. Par définition 
de 'l'i et ^ 2, et d’après la remarque 6, on a :

V h e K i  , / i e r  : Vï'ikù.h = ;

ainsi l’application 'l/o est un isomorphisme de groupe K(m\vo;^i) < H"0 —► K\ < N\.

3.1.6 Cas 0(r*, 0)

Nous montrons ici le théorème 3.5.a). Fixons p = pr*t0, et v G Gp. On note = c.p, 
1 < c < oo et V la représentation donnée par le passage au quotient du groupe Gp par ker p 
de la représentation u.

Description de Gp. D’après la proposition 3.14 dans le cas A* = 0, le produit semi-direct 
KP<N  est en fait direct, donc la représentation V s’écrit comme le produit tensoriel de deux 
représentations unitaires irréductibles :

-  l’une de N, qui coïncide avec c.p (étant irréductible c = 1),
-  et l’autre de Kp ayant un vecteur Kp-fixe (étant irréductible, elle est triviale).

La représentation V coincide donc avec la représentation : (k,n) G Kp x N i—► p(n). Or 
d’après la proposition 3.13 dans le cas A* = 0, si r* ^ 0, la représentation p est associée au 
caractère expxXv i—► elx. Donc V est la représentation associée au caractère :

(fc, exp(xX)) i— > exp(ix)

On en déduit que la représentation v = vr*,Q est donnée par :

/c,exp(X + A) i— ► et<r*xH<x > )

si r* 0. C’est aussi le cas si r* = 0, car alors p est la représentation triviale 1.
Nous venons donc de trouver que Gp est l’ensemble des classes des représentations vr*'° 

lorsque r* parcourt M+. L’espace de la représentation de uT''° est de dimension 1. On note ü 
un de ses vecteurs unitaires.

Formule pour 4>u, v G Gp. Explicitons d’après la formule (3.1), la fonction sphérique 4>u 
associée à la représentation u — vr''°. On a :

(u(I,n).u, u) = ei<r*x- x> d’où <p(exp{X + A)) = f  ei<r'xt ’k x>dk .
JkeK

<jf = et le théorème 3.5.a) est ainsi démontré.

3.1.7 Cas 0(r*, A*,e)

Nous montrons ici le théorème 3.5.b). Fixons p = pr*,A*,e avec A* ^ 0, et u G Gp. On 
note : v\x = c.p, 1 < c < oo et F la représentation donnée par le passage au quotient du 
groupe Gp par ker p de la représentation v.

70

(kv



Description de Gp. D’après la proposition 3.14 dans le cas A* = 0, le groupe KP<N  est 
isomorphe au produit direct de H — K\ <N\ et de K2 et N2. La représentation V s’écrit donc 
comme le produit tensoriel de trois représentations unitaires irréductibles :

1 . l’une de H dont les vecteurs A'i-invariants forment une droite,
2 . l’autre de K2 dont les vecteurs ^-invariants forment une droite,
3. la dernière, de N2.

À cause de l’irréductibilité, la représentation sur K2 est triviale : K2 C kerF; d’après le 
lemme 3.6, v passe au quotient en une représentation unitaire irréductible v sur H x N2 
qui coïncide avec c.p sur N et dont les vecteurs Ki-invariants forment une droite. Nous 
reprenons les notations du lemme 1.17, ainsi que celle de 'l'o (proposition 3.15). Pour une 
fonction sphérique u de (Hv°,K{rn\ i>0; Vi)), on définit les représentations (H“ , IL1') de H par :

7T = { F o f 0 , F e H u} , nw = nw(«ro.) •
Lemme 3.17
La représentation V est de la forme :

V (ki, W[) G H = Ki < Ni , n̂  =  exp(xX) £ N2 , k2 G K2 :
V((kx,nï).(k2,nl)) =  7 i(fci,nr)exp(îx) ,

où 71 est une représentation du Ki < Ni équivalente à IT*' avec ui =  W|a*|,/> l G NUl ; la droite 
Ki-fixe de Hw est CQW o 'I'q.

Démonstration :La représentation v s’écrit comme le produit tensoriel de 71 et 72 tel que
(a) la représentation 71 du groupe H est irréductible ; ses vecteurs /Ci-invariants forment 

une droite ; elle coïncide avec c.p sur Ni ;
(b) la représentation 72 du groupe N2 est irréductible et coïncide avec c.p sur N2.
À cause de l’irréductibilité d’après la condition (a), on a c =  1 . Donc si N2 ^ {0} 

c’est-à-dire r* ^ 0, on voit :

p(exp(rrXv)) = 7 2(exp(xXl,)) = exp(ïrr) .

De plus, d’après la proposition 3.15, H est isomorphe à Hheis = K(m\vo;^i) < HP0 par 
'l 'o  ; et d’après la première partie du lemme 1.17, on connait les représentations irréduc­
tibles (7iw, I L )  sur Hheis dont les vecteurs i^i-invariants forment une droite. On en déduit 
que les représentations irréductibles de H dont les vecteurs /Ci-invariants forment une droite, 
sont toutes les représentations ( 7 L ,  I L )  données dans l’énoncé, lorsque u parcourt l’ensemble 
des fonctions sphériques de Hheis• De plus, la droite i^i-fixe de est o ^ 0.

Ainsi les représentations 71 vérifiant (a) sont les représentations 71 équivalentes à une 
représentation satisfaisant : EKÿ- ~  p: . Supposons cette condition vérifiée. D’après la
restriction des représentations IT1' et Pi sur le centre exp MB de Ni (voir respectivement la 
seconde partie du lemme 1.17, et la proposition 3.13), le cas u =  est impossible, et la 
fonction u est de la forme u =  W|a*|,î- Par conséquent, les représentations 71 vérifiant (a) 
sont parmi les représentations 71 équivalentes à une représentation II" avec u =
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Gp C G'p. On note la projection canonique (X  est décomposé selon (3.2)) :

( N — > Wi
qi ' | n = exp(X + A) \— > exp (¿2^=1 •

Par la projection canonique :

Kp < N =  Kx x K2 <3 TV — ► (K ^ N l)  x (K2 x N?) 
k = kik2,n = exp(X + A) i— > ((fci, <7i(n )) , (k2, exp(r* < X*, X  > X)))  ’

la représentation V se relève en la représentation v ; grâce au lemme 3.17, v est équivalente 
à une représentation (HUJ, sur KP<\N avec u =  î̂ |a*|,Z) donnée par :

V k = kik2 G Kp =  Ki x K2 , n =  exp(X + A) £ N : 

vr’ ,A’ 'l(k, n) =  eir"<xv<x > n w(A;i, qi(n)) .

On note G'p l’ensemble des classes des représentations l G N"1. C’est un ensemble de
classe de représentations de KP<N, qui contient Gp ; les restrictions à N de ses représentants 
(7f*') i/r*,A*,i,e) peuvent (a priori) ne pas être équivalentes à p. Cependant, par construction, 
elles ont une droite Kp-Rxe dont un des vecteurs unitaires est ü = o fy0. Notons 4>v la 
fonction sphérique associée.

Lemme 3.18 (Calcul de v G G' )
La fonction <f>v est donnée par :

(j)r*’A*’l’e(n) = f  eir*<x;:’kX>ü jo ÿ 2(k.n)dk (3.3)
JkeK

=  [  e r*'A''l’e(k.n)dk ,
JkeK

où uj =  et ^2 =  ^2 1 ° Qi> fonction 0 r *-A*-i -e est donnée par :

0 r*’A*,',£(exp(X +  A)) = jr*<xt,x>ei<D<2m,A> a  ^  i(k\pr JX)\2) .
j=1 2

Démonstration du lemme 3.18: D’après l’expression de la représentation v = 
on a :

i/(7, n)Ü = eir'<x'*’x> rr(7, qi(n))Üw o ,
puis :

(u{I,n).ü, ü)H„ =  eir*<x;,x>  (n w( 7 ,g i (n ) )^  o ^ o , o .
L’isomorphisme '¡/o donne :

(n"(/,?1(n))n“ oÿ0, î t > ^  .
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De l’expression de ^2 (proposition 3.15), on en déduit une expression 'I'2 =  ^2 l o Qi étant 
décomposé selon (3.2)) si K = SO(v),v0 — v1, e — —1 :

T / , V / / Al , . . I \v> . . . < D2(A*),A > ^ 2(exp(X + A)) = ( J  j^ j(Z l + tX2), ■ ■ ■ , - J  j ^ ( X2v' + lX2v'-l),------- j^ j------- ) ,

sinon :

tf2(exp(X + A)) =  ( y j^ j ( * i  + ^ 2), • • •, j-(x2«o-i + ix*, 0), .

Par définition de la représentation nw, la fonction étant la fonction de type positif associée 
à cette représentation (ou par l’équation fonctionnelle (1.4) des fonctions sphériques pour 
Q?), on a :

( r u / ,  ^ 2( n ) ) i r ,  ç r ) Hu =  î t  ( / ,  * 2(n ) )  =  w o * 2(n) .

Grâce à l’expression de ÿ 2, en renommant les A* en les A j distincts, et grâce à l’expression 
de u — W|a*|,z théorème 1.10, on obtient dans les deux cas :

a- o Î 2(exp(X + A)) =  ei<Di(A'>'A> n i4 , mj_1(^|prj (;0|2) ,

puis l’expression (3.1) de la fonction <f)u =  0r*-A*>i-e donnée dans le lemme.

Ceci achève la démonstration du théorème 3.5.
Les théorèmes 3.1 et 3.2 sont ainsi démontrés.

3.2 Remarques
Nous confrontons ici les résultats des théorèmes 3.1 et 3.2 avec ceux déjà connus, ou 

ceux issus d’autres propriétés des fonctions sphériques. Nous obtiendrons des propriétés du 
sous-laplacien de Kohn.

3.2.1 Représentation sur Nv$

Dans la section précédente, nous avons caractérisé les fonctions sphériques bornées des 
paires (NVt2,0(v)) et (NVi2, SO(v)) grâce aux représentations des groupes 0(v) < NVt 2 et 
SO(v) < NVi2. On peut aussi le faire grâce aux représentations sur N = NVt2 [BJR90, theo- 
rem G]. Rappelons brièvement une partie de ce résultat. Pour une représentation (H, TV) 
irréductible de N, on définit pour un élément k du stabilisateur Kn dans K , l’opérateur d’en­
trelacement Wn, donné (à une constante complexe de module 1 près) par : Wu(k) o II(n) =
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n(/c.n) o Wn(k). On obtient ainsi la représentation projective Wu : Kn i—► EndTi. On dé­
compose Ti. = Vi en une somme orthogonale de sous espaces irréductibles invariants sous 
l’action de Wu• Les fonctions sphériques sont données par

<f>n,ç(n) =  /  <U(k.n).Ç,Ç > dk ,
J K

lorsque II G iV et Ç G Vj, |£| = 1 (deux représentations II équivalentes ou deux vecteurs 
du même espace Vi donnent la même fonction sphérique). Au cours de la preuve de [BJR90, 
theorem 8.7] (et des lemmes qui le précèdent), on utilise que pour une fonction /  G L1 (̂ V)\ 
ü ( /)  préserve chaque sous espace V/ et vaut en restriction à ce sous espace, à une constante 
près Idy( (lemme de Schur). Cette constante vaut < 0n,ç> />)C£^>|C| = 1- Cette propriété 
est aussi vrai pour les mesures radiales de masses finies. On a donc aussi pour £ G Ei, C G Ei> :

[  <  n (fc.n).C, C > dk =  0n,<(n) <  C, C' >  ,
J K

qui vaut 0, si l ^ l'.

Cas A* =  0. Chaque fonction sphérique est trivialement associée par [BJR90, theo­
rem G] à la représentation de N de dimension 1 donnée par le caractère :

n =  exp(X + 4̂) i— ► exp(ir* < X*,X  >) .

Cas A* 7̂  0. Soient (r*, A*) G Q avec A* ^ 0 et / G N ^ e = ±1,0. On considère la 
représentation II = de N sur l’espace H = L2(RV°) donnée pour une fonction /  G H
de la variable (yi,... ,yVo) £ ® °̂, et pour n = exp(X + ̂ 4) G N avec X  décomposé selon (3.2) 
si Vq = v1 et e =  —1 par :

II(n).f(y) = exp(ir*xv+ < Dl(A*),A>)

( V'~l A'• ¡— A*, \
exP i [ Y ;  ~i^x 2jx 2j-\ +  y J \ * X 2 jy j--- 7^x 2v'x 2v'~l -  y /K > x 2 v'Vv'J

f{y\ + V ^ xi>--->yvi + \/xï>x2v,-i)  )
et sinon par :

(
v° X* ,—  \

r*xv+ < D£2(A*),A> + y^*jx 2jy j j

f{yi + y/Kxi, • • •,yvo + y[Kox 2vo-i) ■

Cette représentation II = nr* e s t  équivalente à pr*,A*,e grâce à l’opérateur d’entrelace­
ment :

1
F  G ftr-.Av i— > f  e H  avec f (y u . . . , y v>) =  ( n A*) * . . . ,  •
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La représentation II est donc irréductible ; on peut aussi le voir directement en s’inspirant 
du cas du groupe de Heisenberg [Fol89]. Ainsi, c’est une représentation de N associée par 
Kirillov, à l’orbite contenant r*Xv + De2(A*). Nous avons déjà décrit son noyau kern dans 
la remarque 3, puis son stabilisateur Ku dans la sous-section 3.1.4, enfin le groupe quotient 
N/ kerïï dans la section 3.1.5. Rappelons que le groupe N/kevU est isomorphe par ^  au 
groupe de Heisenberg, à une éventuel facteur euclidien près, et que Kn est isomorphe par 
i 'i  au groupe K(m,v0,vx) C Uvo.

La décomposition de H par Wu se ramène au même problème sur le groupe de Heisenberg 
pour le groupe K(m,v0,vi). Ce dernier est connu : en effet, par exemple pour K  = UVo, et 
pour les représentations de Bargmann sur HP0, ces espaces sont les espaces de polynômes 
homogènes de degré fixé [FH87, ch.IV,III.2] ; les représentations de Bargmann et de Schrô- 
dinger sont équivalentes et leur opérateur d’entrelacement envoie le monôme homogène sur 
la fonction de Hermite tel que le degré égale le paramètre (à une normalisation près) [FH87, 
ch.IV,III.l].

On obtient ainsi une autre construction des fonctions sphériques bornées de (Nv>2, SO(v)), 
dans la forme que nous donnons maintenant (mais que nous ne démontrons pas).

Pour l = (li,. . . ,  lVl) G NVl, on note Ei l’ensemble des a = (a1, . . . ,  aVl) tels que G 
Nmj, |aJ| = lj pour j  — 1,. . . ,  Vi ; pour un tel a G Et, nous considérons la fonction unitaire 
Ca i  W donnée grâce aux fonctions de Hermite (voir sous-section 5.1.5) par :

f RVo — > R
\ Uli i Vvo 1 * (î/m'._j+l, • • • ) Um'j)

Comme les fonctions de Hermite sur M forment une base hilbertienrie de L2(R), la famille 
ÇQ, a G Ei, l G NUl est une base orthonormée de l’espace de Hilbert H. On peut montrer que 
les espaces Vf, engendrés par £Q, a G Ei sont irréductibles pour l’action de Ku-

On sait donc déjà que pour a G Ei et a' G Ei>, la fonction

77. I > j  <C n r.,A,,e(/c.n).Ca,Ca' -^dk ,
J k

est une fonction sphérique si l = l' et a = a', et nulle sinon. On montre que cette fonction 
sphérique est

<f>n,<a =  <pr ' ' A *'l ’e , o l  E  E i  ; 

pour cela, par exemple, on peut considérer le vecteur :

0 = (Card£,rè ,
aeEi

et utiliser les propriétés des fonctions de Hermite et de Laguerre. En particulier, pour a G 
Ei, a! G Eii et I, V G N"1, on a :

f  t t  n  \ . J.  J ,  f <fir' ,A*,l’e(n) si l = l',Oi = a' , /0 .s
JK < nr»,A*,e(̂ .w).Ca, Ca' >ydk — q sinon (3-4)
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pour K — SO(v) ou 0(v).
Soit une fonction /  G L1(Ar)V Grâce à ce qui a été rappelé sur II(/) ou par calcul direct, 

on a pour a G Ei :
nr*,AV(/).Ca = < / , < f * ’AV’£>Ca • (3.5)

3.2.2 Sous-laplacien

Le sous-laplacien “de Kohn” est l’opérateur différentiel :
V

£ : = - E * . 2 •
i= 1

C’est un opérateur sous-elliptique (à coefficients analytiques) invariant par translation à 
gauche et par 0(v) et SO(v) ; donc les fonctions sphériques (qui en sont des fonctions propres) 
sont analytiques (ce que l’on pouvait déjà voir sur leurs expressions explicites).

Chaque représentation II = 11,.. .̂  ̂ induit la représentation suivante, notée dû de l’al­
gèbre des opérateurs différentiels sur N invariants à gauche sur l’espace des fonctions de 
Schwarz <S(RU°) :

j = l , . . . , v 0 dU(X2j-i) = et dïl(X2j) = i y ^ y j  ,
2v0 < j  < v dll(Xj) = 0 et <üï(̂ \Tv) = ir*Id ,

( zv/Â*jd si (i, j ) = (2 / -  1,2j ' ) , f  ^ v' ,
Vz <  j  dn(Xij) =  < d si (î,.7‘) =  (2 t / -  1,2t/) ,

( 0 sinon.

En particulier, pour le sous-laplacien L, on a :fo
dTl(L) =  r * 2Id -  2  A,' K  -  yf)  .

¿=1

Comme chaque fonction de Hermite-Weber hk,k G N sur R vérifie l’équation différen­
tielle : y" + (2k + 1 — x2)y = 0, on calcule facilement pour a G Ei :

dH(L).Ça = Aj(2(? + mj) + r*2̂  Ca • (3-6)

Ainsi, les fonctions £Q, oc G Ei,l G N*'1 forment une base orthonormée de vecteurs propres de 
l’opérateur dll(L).

Grâce aux égalités (3.4) et (3.6), on déduit la valeur propre associée à une fonction 
sphérique bornée pour le sous-laplacien L :

L .^ - A - U  =  Xj(2l j  + m .) +  r.A  ^ -a v .«  (3.7)
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Cette égalité a un sens pour A* = 0, en convenant toujours que si A* = 0, 0r*’A*’i’e signifie 
<pr''° (et évidemment A* = 0 et Xj =  0 aussi). Sa preuve est directe lorsque l’on considère les 
expressions des fonctions sphériques bornées données dans le théorème 3.2. En particulier 
pour e = 1 , on trouve les valeurs propres pour le sous laplacien et les fonction sphériques de 
la paire NVi2, 0(v)

Dans le cas A* ^ 0, on a donné une ébauche de preuve ci dessus. On peut aussi faire le 
calcul direct et utiliser des identités remarquables sur les fonctions de Laguerre, ou encore 
en utilisant notre construction des fonctions sphériques bornées et ce que l’on a rappelé dans 
la sous-section 1.2.2 sur le groupe de Heisenberg.

Corollaire 3.19 (Transformée de Fourier du noyau de m(L))
Soit m E  S(E). Le noyau M E  S(N) de l ’opérateur m(L) est une fonction radiale dont on 
connaît la transformée de Fourier sphérique :

(M , </)r*’A*’,’e) =  m (J 2  ^j(2lj +  mj) +  r*2) > 
j=i

pour tout (r*, A) G Q, l G NUl si A* ^ 0, et e — ±1,0.

3.2.3 Autres opérateurs différentiels
Une autre méthode pour déterminer les fonctions sphériques, serait d’utiliser le théo­

rème 1.7, c’est à dire de considérer les fonctions sphériques comme fonctions propres com­
munes des opérateurs différentiels invariants à gauche et par 0(v) ou SO(v). C’est ce que 
nous avions fait pour les paires de Guelfand (HVo,K(m; Vo]Vi)). Mais sur le groupe N = NV}2, 
il n’est pas aisé de trouver des générateurs pour ces opérateurs.

Outre le sous-laplacien L, on connait d’autres opérateurs différentiels invariants à gauche 
et par K. Citons d’abord le laplacien du centre :

^  = ■ 
i<j

dont on calcule facilement la valeur propre associée à une fonction sphérique :

A2 .0r*’ÀV’e = ^ ¿ A * 2j  4>r*’AV'£ . (3.8)

Il y a également les opérateurs différentiels associés à polynôme if-invariant en les coefficients 
de matrice et de vecteur ; par exemple, le polynôme P(A, X) — ||ÆX||2, et tous les polynômes 
P (A ,X )  =  ||j4n.X||2 , n G N.

On peut donner des exemples d’opérateurs DP issus de polynôme P seulement en les 
coefficients de matrice invariant sous l’action par conjugaison de K  sur les matrices :

-  avec le polynôme P{A) =  ||/1||2 = trace (A1 A), on retrouve le laplacien du centre 
Dp — 2A z ;
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-  si l’on considère le polynôme caractéristique d’une matrice A :

X p + cp- 1(A)Xp~l + ... c0(A) .

Le polynôme c* est symétrique en les coefficients de la matrice A et invariant. On 
peut donc lui associer un opérateur différentiel sur N  invariant à gauche et sous K , en 
identifiant une matrice antisymétrique A de coefficient antisymétrique AZ<J et l’élément 

AijXij du centre de Ai.
Par exemple, en étendant les notations X y  = —Xjti,i < j  et X iti =  0, on peut consi­
dérer le polynôme en les coefficients matriciels Co(-A) = det A ; L’opérateur différentiel 
associé est :

Dc0 =  ^ ] c(£7)IIt.X"t)<T(j) ,

la somme étant sur toutes les bijections a de {1,. . .  ,p} et e(a) désignant la signature 
de a. On connait pour cet opérateur les valeurs propres associées à chaque fonction 
sphérique :

DC04>T*'K''l'e =  { j™? V*,AV,É si v =  2vt ,
 ̂ 0 si v = 2vf + 1 .

Avec les égalités (3.8) et (3.7), on démontre :

Lemme 3.20 (Une famille de fermés de ft)
L ’ensemble des fonctions sphériques bornées fi (pour SO(v) ou 0(v)), muni la convergence
uniforme sur tout compact, s ’identifie au spectre de l ’algèbre L1(N)\ muni de la topologie 
faible-*. Le sous-ensemble £lN, N > 0 de Q, formé :

-  des fonctions sphériques 0r*’° avec r* < N,
-  des fonctions sphériques avec A* E C — {0} et e = ±1, 0 vérifiant :

V1 V \

^ A f < A T 2 et j (2lj + mj) + r*2 < N2 ,
i=l 1

est fermé dans l ’ensemble fi.

De ce lemme, on déduit facilement :

Corollaire 3.21 (Identification des structures boréliennes de Q)
Lorsque l’on identifie les fonctions sphériques et leurs paramètres, les structures boréliennes 
de l ’ensemble (topologique) fi et des paramètres (r*, A*) € Q, l € N111, e = ±1,0 des fonctions 
sphériques bornées pour SO(v) ou O(v), s ’identifient également.

3.3 Mesure de Plancherel radiale
Dans cette section, nous explicitons la mesure de Plancherel radiale pour les fonctions 

sphériques pour 0(v). La mesure de Plancherel radiale est la mesure pour laquelle on a la

78



79

formule de Plancherel radiale :

W  € Aoc(^) ’ II/IIl2(W) — II*'' />  ̂->llL2(dm(0)) • (3-9)
Nous avons déjà donné son expression dans le théorème 3. Dans cette section, après avoir 

redonné l’énoncé de ce théorème, nous le démontrons.

3.3.1 Expression de la mesure de Plancherel radiale

On identifie les fonctions sphériques et leurs paramètres. Le corollaire 3.21 nous permet 
d’identifier aussi les structures boréliennes. Le théorème qui suit montre que la mesure de 
Plancherel radiale est supportée par les fonctions sphériques 0r*,A*,i) dont les paramètres 
r*, A*, i sont dans l’ensemble Vv = V donné par :

=  { (0, A*,/) , A* e  C, l e W  } ,
Vw+i =  {(r*,A*,0, r * e R + , A * e £ ,  l e N v } ,

avec les notations du théorème 3.1.
On note 77' la mesure sur le simplexe C donnée par :

où 77 est la mesure sur le simplexe C dont l’expression est donnée dans le lemme 5.11, 
On note également m sur V, produit tensoriel :
-  de la mesure 77',
-  de la mesure ^  de comptage sur ,
-  et si v — 2v' +  1 de la mesure de Lebesgue dr* sur M+, 

à la constante de normalisation près :

c{v) =
v ( v  — 1) /

(2ir)~ > ~v si v = 2v' ,
2(27r) 2 1 v si v = 2v' +  1 .

Dans le cas v — 2v', on note la mesure :

dm(A*,l) = dm{4>°'h''1) — c{v)drf 0 ^ 3  >

et dans le cas v = 2v' +  1 :

dm(r*, A*,l) = d m ^ ',A*,l) = c(y)dr]' 0  ®dr* .

Rappelons l’énoncé du théorème 3 :

Théorème principal 3.22 (Mesure de Plancherel radiale)
La mesure de Plancherel est supportée par V et s ’identifie à m.

» —  rijA, ir¡( A) A (Ai, ) ^ v '  J



Dorénavant, on confond les fonctions sphériques <fr et leurs paramètres : on écrira pour 
une fonction g : V —> C, g(4>) ou g(r*, A*, l) pour g(r*, A*, l) lorsque </> =

Avant de passer à la démonstration de ce théorème, nous donnons quelques notations 
et proprités concernant la transformée de Fourier euclidienne. Nous utiliserons les notations 
suivantes pour la transformée de Fourier d’une fonction /  : Rd —> C :

Fç/x-f ~ [  f(x)e~lx<dx et Fç/X.f = [  f(x )e lx<dx .
J Rd J R<*

On identifie V, V* et Rv, ainsi que Z , Z* et Rz, 2 = v(v—l)/2 ; cela nous permet de considérer 
les transformées de Fourier euclidienne en ces variables.

On remarque :

Lemme 3.23
Soit f  G S(NŸ■ Soient A* G Av et k G 0(v) tels que k.A* = A*. On a :

WX G V ~  R F  a* ,  a- [/(exp(X + A))} = TA*/A. [/(ex p(X  + AT1.,4))] .

On a aussi pour A* G Av et k G 0 (v ) :

[  FA-/A.[f(exp(X  + A))]dX = [  Fk.A./A.[f(exp(X  + A))]dX .
J R" J R"

Démonstration du lemme 3.23: Pour la première égalité, effectuons le changement de 
variable A' — k~l.A :

FA./A.[f(k.exp(X  + A))} = f  f(exp(X  + k-\A ))e-i<A’ ’A>dA
J A v

= [  f(exp(X  + A,))e -i<A' ’kA'>dAl .
Ja v

On a d’une part, par dualité :< A*, k.A >= <  k_1.A*, A >, d’autre part k~x.A* = A* car A* 
et k commute par hypothèse.

Pour la seconde égalité, commençons par remarquer :

Fk.A'iA- [/(exp(X + A))] = [  /(exp(X + A))e~1<k A''A>dA
Jav

= f /(exp(X + A'))e-i<A''k~l-A>dA = f /(exp(X + k.A!))e~i<A''A,>dA  ,
J Av Av

après le changement de variable A! = k~l.A. Maintenant, comme /  est radiale, on voit : 
f(exp(X  + k.A')) =  f(exp(k~1.X  + A')) ; on en déduit :

fk.A-iA- [/(exp(X + A))] = /a- [/(exp(X + k.A))] = TA*/A. [/(exp(k~\X + A))] ,
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puis :

f  Tk.A./A.[f(exp(X + A))}dX = [  FA./A.[f{exp (k -1.X + A))]dX
JRV JRV

= [ F a-ia- I/(exp(X' + /!))] dX'
J R"

après le changement de variable X' — k~l.X.

Démontrons le théorème 3.22. On définit les sous groupes Ki, i = 1 , . . . ,  v0 de K  de la 
manière suivante : Ki est l’ensemble des éléments k G SO(v) tels que k.Xj = Xj pour tout 
j  7̂  2i — 1 , 2i, qui laissent stable le plan Pi := EX2i_i ©ÏÏO^i- On note dki la mesure de Haar 
(de masse 1 ) du groupe compact Ki, i =  1,... ,vo- Par restriction à Pj, les éléments de Kl 
sont des transformations orthogonales directes du plan Pu et on a le passage en coordonnées 
polaires :

/ f (x 2i-iX 2i-i + x2iX2i)dx2i-idx2i = 27r / / ¡(riki^i-iyidridki . (3.10) 
JPi J Ki JO

On note K  = K\ x ... x Kv> ; c’est un groupe compact, dont on note dk — dk\... dkv> la 
mesure de Haar de masse 1 . On définit la mesure sur R+v : fdf = ridri... rv>drv•.

Par approximation, pour montrer le théorème 3.22, il suffit de montrer la formule (3.9)
L L

pour la classe de fonctions S(N) . Soit donc /  G S(Ny.
Soit (f) — (fir*'A’ ’1 une fonction spérique telle que A* G C et r* =  0 si v =  2v'. D’après son 

expression donnée dans le théorème 3.1, on a :

< S A >  =  [ f HexpiX + A ^ e ^ - e ^ ^ ^ n C ^ x l ^ + x l n d A d X  
J Ru J A v J_1 ^

= /  /  /  ••• /  / o e x p  Y ' x2i-iX 2i-i + x2iX2i +  X2v‘+iX2v'+\ + A 
JR JA v JPvi JPV1 \ i=1 J

etr*x„eK£>2(A*),A> n  r ( ^ . ( x 2 x +  x L ) ) d X i  . . . dx2v> dA dxW + i . 
j = 1 Z J

Appliquons aux v' plans Pj, i =  1 , . . . ,  v' la formule (3.10). On obtient :

< / ,  <t> > = (27r)”' [  [  [  f  f  ° exp ( riki.X2i-i + x2v>+iX2v>+i + A ]
Ju J a v J r + J k  /

n CiA^r^)dkfdfeir*Xvei<D̂ K,)'A> dAdxw+1 . j=i 2 J

On a donc :

<f,4>>= (2xf f f F(r,A‘,r>J)n&l( % ri)dkfdr ,
Jr+»' Jk J=1 2 J
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où on a posé pour f  = ( n , . . . ,  rv>) G R+l/, A* G j C ,  r* G M+ et k — (ki, . . . ,  kv>) G K  : 

F(r,A\r*,k)

:= T r*/x2l)/+1 • 3 ~ D 2( h » ) / A  ■ f  ° exp + x2v>+iX2v>+i + ^

Montrons que l’expression F (f , A*, r*, k) ne dépend pas de k = (ki,. .., kv<) : par défintion 
des sous-groupes Ki, on a :

/  ^exp riki.X2i-i + x2v>+iX2v>+i + Â j j

= /  1̂ • • • kyi. exp riX2i~\ + x2vi+\X2vi+x + (ki... kv>) * ^ >

= /  ^exP ( y j i X ^ i  + x2vt+iX2vi+x + k ’

car la fonction /  est radiale. Maintenant comme les matrices orthogonales directes du plan 
commutent avec J, la matrice D2(A*) commute avec tous les ki G Ki,i = 1,... ,v' donc 
avec k. Ainsi d’après la première égalité du lemme 3.23 et celle qui précède, on a :

3~d 2(a , ) / a  • f  ^exp rjkj.X^i-i + x2v'+iX2v>+i +  ^

— •7rD2(A*)M • /  ^exP 7"i^2i-l + ^2u'+1^2u'+l + ^   ̂ i

puis :

F(f, A\ r', k) = 3~r-/T;,.'+ ■ ■ /  ^exp | ^ r , À '2,-i  +  :c.il.+iÀ'2l/+i + '4 j j

:= F ( f , A V )  .

Avec cette nouvelle notation, on a :

</,</>> = (2tt),/ f  f  F(r,A*,r*)U Ci (^-r2)dkfdr
Ju+V Jk J=i 2

= [  F (r ,A * ,r* )h£ i (^r ] ) fd f  .
Ju+V' J=i 2

Effectuons les changements de variables r' = Xjr2/2,j =  1, . . . ,  v' ; on a

V'
dr1 =  dr[... dr'v, =  II Xjfdr , j=î
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< / , 0 > =  (27rr'fÎA -1 f  F (r ',A \r*)U C lj(iJj )dr' , (3.11)
3=1 ■> J R+V> J=1 J

où on a posé pour r1 =  r'v,) G , A* 6 C, et r* G R+ :

F ( / , A V )  F ( y Ç ........ y Ç . A ' . O  •

Or les fonctions IIv-=iCip l G forment une base orthonormale de l’espace L2(RV') (voir 
sous-section 5.1.4). Donc on a :

f , \F(r\A\r*)\2dr' =  V  | f F(r', A*, r*) II Ci (r') dr'\2 .
J  r+ » ' i J r +v' J=1

Le membre de droite d’après l’égalité (3.11), vaut ((2n)~v IljAj) ^  | < / ,  <fi > |2.
Le membre de gauche se calcule directement d’abord en effectuant les changements de va­
riable r' = Xjr2/ 2,

f  , \F(r', A*,r*)\2dr' =  fi Aj- [  \F(r,A*,r*)\2rdr ,
J R+v J=1 J R+”

puis en remarquant que par définition de F, on a :

f  \F(r, A*,r*)\2ridri.. ,rv>drv' =  Î  f  \F(r,A*,r*,k)\2dkfdr
JU+V' JR+v' JK

=  /  I^*/x2„,+i ^ 2(A‘ )M. /  ° exp j X2i - iX 2i-i +  X2iX2i +  X2v' + lX2v’+i +  A j |2 
•/r2u' \i=l / .

(27r) v dx\dx2 • • • dx2v'—\dx2v1

en ayant appliqué aux v' plans Pi, i — 1, . . . ,  v' la formule (3.10).
On en déduit l’égalité :

( ( 2 7 r ) _ t / I I j A j ) 2 | < / , < / > >  |2 

l

= {2‘n)~v'YijXj /  \TftxïvI+.F d2{A')/a - f  o exp V  XiXi + A J \2d x i . . .  dx2v' .
J*»' [ J.

Dans le cas v — 2v', on a :

(27T)-w'n i Ai J 2  I < f A >  r  =  f  | ^ 2(a*)M • [/(exp(X  + A))} \2dX .
1 J ^ v

d’où :
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Dans le cas v = 2v' + 1 , par parité pour la variable r*, après intégration contre dr*, d’après 
la formule de Plancherel sur R, on obtient :

{2tt)~v U.j\j2 f < f y<j>> 12dr* = 2ir [ \Fd2{a*)/a- [/(exp(X 4- A))] \2dX .
JR+ i J R ”

Appliquons la seconde égalité du lemme 3.23 pour tout k € 0 (v ) :

/  |^d2(a*)M • [ /(exP(^ + k-A))} \2dX = [  |^.d2(a*)m • [/(exp(X + A))] \2dX 
J r v J r

=  f  f  \Fk.D2(A-)/A. [f(exj>(X +  A))]\2dXdk ;
JSO(v) J R” 

et donc en intégrant sur £, il vient :

[  [  ^ \ <  f,4>> \2dr*drj(A*)
J e  JR /

= 2ir f f f \Fk.D2m/A. [/(exp(X + A))]|2dXdT/(A*)dfc ,
Jso(v)  J e  Jm?

sachant que dans le cas paire, le terme 2ir et l’intégrale contre dr* n’y sont pas.
Effectuons le passage en coordonnées polaires sur Av (voir section 5.2) : le membre de 

droite de cette dernière égalité peut s’écrire :

/  [  \Fa*/a. [f(exv(X + A))]\2dXdA* ,
JAv j R”

ou encore grâce à la formule de Plancherel euclidienne :

(2n)~LTA f  f  |/(exp(X + A))\2dX dA = [2tï) Ĵ A ||/||2 .
J Av Ju v

Finalement, on a obtenu :

M “ ”' f  /  E  I < f’* > fdr’ïïjXjd'oih’) = 2.2v(2ir)^ ||/||2 ,
J e  J R I

sachant que dans le cas paire, le terme 2.2ir et l’intégrale contre dr* n’y sont pas.
Ceci achève la démonstration du théorème 3.22.

3.3.2 Inversion
Pour toute fonction f  € L2(N) radiale, on définit au sens L2 :

f(n ) =  f  4>(n) < f, 4> > dm{4>) ,
J v
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c’est-à-dire que /  est la fonction de L2(NŸ qui correspond à la forme sesquilinéaire de l’espace 
de Hilbert L2(Nf :

h e L 2(Nf\-^ f  < h,<j>> g(4>)dm((j)) ;
Jv

les intégrales ci-dessus ont bien un sens, car on a :
-  d’une part g(4>) G L2(dm((f>)) par hypothèse,
-  d’autre part < h,<f> >G L2(dm(<j>)) d’après la formule (3.9) de Plancherel,
-  d’où < h, 4> > g(<p) G Ll(dm((f))).
Réciproquement, soit g une fonction sur V. Si g G L?{m), on définit au sens L2 la fonction 

/  : N —> C suivante :
/(n ) = [  4>(n)g{(t))dm{4>) .

Jv
C’est une fonction radiale de carrée intégrable, et sa transformée de Fourier est donnée par : 
< f , ( f > > =  9{(f>)-

On peut aussi définir les distributions radiales à partir des distributions sur V. En effet, 
si h est une fonction C°° à support compact sur N (on note h G Cq>(N)), alors la fonction 
(f) i—►< h, (f) > est à décroissance rapide sur V (d’après la forme des fonctions <p et les propriétés 
des fonctions de Laguerre) et on a : < h, 0 >=<  h\<p > où on a noté :

hP : n G N  \— ► /  h(k.n)dk .
JO(v)

Pour g une distribution de Schwarz sur V, en particulier pour g G L°°(V), on définit alors 
l’application linéaire

/  : h G C%°(N) i— ► [  < h\<p> g(<f>)dm(<f>) ;
Jn

l’application /  est ainsi une distribution (radiale) sur N, dont la transformée de Fourier est 
< f,4>  > =  9-

3.3.3 Lien avec le cas non radial

Nous donnons ici avec nos notations la formule de Plancherel non radiale, qui est déjà 
connue [Str91] section 6.

On note m! la mesure produit tensoriel des mesures suivantes :
-  dk* la mesure de Haar sur 0(i»),
-  m sur V.

Théorème 3.24 (Formule de Plancherel non radiale)
Soit ^ G S(N).

ip(0) = J  trace (A;*.nr»iA.('0 ))(im/(r*, A:*, A*) , 

WWlhn) = J P ^ n r.iA*(V0 l l L dmV,fc*>A*) ,
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où H-11̂ 5 désigne la norme de Hilbert-Schmitt sur les opérateurs de l’espace de Hilbert 
L2(RV ), et où on convient dans le cas v = 2v', nr. *̂ = n0,A* et d’omettre l ’intégration 
contre dr*.

On pose pour une fonction /  sur N : f*(n) =  / (n -1). On déduit de ce théorème, ainsi 
que de l’égalité (3.5) :

Corollaire 3.25
Soient hi, /i2 C°° deux fonctions à support compact sur N, et F G L1*1 On a :

\ < F * h i ,h 2 > \ < sup I < F, <p > I I M I T A T )  I N I l ^ j v )  »

Démonstration :On déduit de l’égalité (3.5), que pour deux fonctions Fi, h G Ll(N) avec 
Fi radiale, on a, en notant IT = nr. (A* et pour a G Ei :

<k*.U(F1*h).(a,Ça > = <U(F1)k\U{h).Ca,Ca > = <k\U(h).(aiU(F1y cot>
< k*.ü(Fi */l).Ca,Ca >  =  <  F,<t> > <  fc*.n(/l).Ca,Ca >  •

Grâce à une approximation de l’unité radiale, cette dernière égalité est encore valable dans 
le cas F\ = F, distribution radiale dont la transformée de Fourier radiale est bornée sur V. 

Reprenons les notations du corollaire. D’après ce qui précède, on a, toujours en notant
n = > a* g £ i

<  k\U(F  *  /l! * h*2).& , C* >  =  < F ,  P ' ’A' ’l’e X  k*.n(/n * h*2).Ca, Ca >  •

Comme la famille Ça,oc G Et,l E est une base orthonormée de L‘2(RV>), on a en utilisant 
l’égalité ci-dessus :

trace (k*.U(F *hx* h*2)) = < k*-n (F * hi*  Ca >
/«EN«' a e E,

= £  < F, ctr-x*'»*’ * > £ <  * hÿ.ç,, ç„ > ,
zeN«' aeEi

d’où :

|trace (k*.U(F * hi* h )̂)] < sup | < F, 4> > \ £ £  I < fc*.n(/ii *h*2).(a,ça > i .
ZeN”' Oi^Ei

Or on a par Cauchy-Schwarz dans L2(M.V') :

I <  k* . *  h;).Ca, Ca >  I =  I <  fc*.n(/n).Ca, k*.R(/l2)-Ca >  |

—  ||̂  •n(/li).Ça||£2(K«/ ) ||A: .n(/l2)-Ca|lL2(Kv') ,

d’où :

|trace (A:*.n(.F * hi* /i2))| < sup | < F, <f> > | EE I < k*.n(hl).ça,k*.n(h2).ça > I
içftv'açEt

< sup \ < F, (f)> \ ll^ .n^O II^ p M W I U  .
<t>ev

,nr.k
+ 1»

•Ca)h*2



Utilisons la formule de Plancherel non radiale :

< F * h\, h,2 > =  F *h\* ^2(0) = J trace (k* .Tlr* t\*(F * hi * h^dm !(r*, k*, A*) ,

puis l’inégalité ci-dessus (en omettant les indices des représentations II et certains arguments 
de m') :

\ < F * hi,h2 > \ < /sup | < F, (j) > | HF.n^OII^ \\k*.Ïl(h2 )\\HS dm,'(r*, k*, A*)
J <t>a>

< sup| < f ,4>> \^J ||r.n(/ix ) \ \ l s ^ y  ( j  \W’ -n(h2)f„s dm ĵ

=  sup | < F, 0 > | ||MLaW INIL2 {n) ,
4>ev

d’après Cauchy-Schwarz puis le corollaire 3.24.
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Chapitre 4 

Utilisation du calcul de Fourier radiale 
sur N Vi2

Grâce au calcul de Fourier obtenu dans le chapitre précédent, nous controlons la norme 
L2 des fonctions d’aires dans le cas du groupe nilpotent libre à deux pas, et nous étudions 
le problème des multiplicateurs.

4.1 Contrôle L2 des fonctions d’aire pour N v$
Le but de cette section est de démontrer le théorème 2.3.b).
Comme dans le cas d’un groupe de type H, on pose pour une fonction sphérique bornée 

u> G fi de N pour 0(v) :

Sj (u) := ^ jj^ \ d i< f ia,u > \ 2s2j - 1ds .

Nous reprenons les mêmes notations et conventions pour le groupe N = NVi2 que dans 
le chapitre 2 et pour les fonctions sphériques bornées <j) = (pr',A''1 G V que dans la sous- 
section 3.3.1. En particulier z = v(v — l )/2 et v = 2v' ou 2v' + 1 . On suppose v' > 2  dans 
toute cette section.

Le théorème 2.3.b) sera démontré une fois que l’on aura démontré les deux propositions 
suivantes :

Proposition 4.1 (Si et SJ)
Pour j  G N — {0}, on a :

V f e Û (N )  ||S(/)|| < mp\S>m 11/11 ,
4>ev
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Proposition 4.2 ( &  )oo
Si v' > 2, il existe une constante C > 0 telle que :

V; < Z—£ L,v + 1 V w e ?  Sj (u) < C .

Nous pourrions utiliser la même démarche que sur le groupe de type H ; c’est-à-dire 
utiliser une mesure spectrale E abstraite sur le spectre de l’algèbre commutative L1̂ , en 
identifiant ce spectre à l’ensemble des fonctions sphériques i l  Nous serions alors amenés à 
faire des estimations sur Q. tout entier. Nous allons plutôt utiliser la mesure de Plancherel 
non radiale du théorème 3.24. Cela nous permettra de ne demander des estimations de & 
que sur la partie V des fonctions sphériques.

4.1.1 Fonction d’aire et S^(u)

Nous démontrons ici la proposition 4.1. Dans cette sous-section, on utilise les notations 
des sous-sections 3.2.1, 3.3.1, et 3.3.3. En particulier, en utilisant la formule de Plancherel non 
radiale donnée dans le théorème 3.24, et la base orthonormée de L2(M.V') Ça , a G Ei, l G 
pour calculer la norme Hilbert-Schmidt des opérateurs, on a pour toute fonction /  G S(N) :

La proposition 4.1 découle du lemme suivant :

Lemme 4.3 (||SJ(/)||)
Soit /  G S(N). On a :

llsi(/C(K) = /  E|Si(0’-'A‘J)|2E|A:*.nr.,A.(/).C<,|2<im'(r-,<:*,A-) .
jgN*' <*€£(

En effet, admettons ce lemme. On a donc :

Ili

= | sup S3((j))\2 f  5 3  ^ K U r - M f ) - C a \ 2drn’ {r\k\A*)
le N”7 &ç.Ei

= I sup (</>)!2 f  ||fc*.nr*)A»(/)||^s dm'(r*, k*, A*)
<t>ev J

= |sup$W ll/lk(*) ,4>ev

grâce à la formule de Plancherel (4.1).

z - 1
4

I k\ / ) Cai 2 dm1(rJ , a *:

/ ) < E
teN ” '

sup
4>ev

Sj \k*,nr ,A (/: C I2■Sa| m (r* A*)

(4.1)
l ctGEt

11/ I h n )

k*,



Démontrons le lemme 4.3. Par Fubini, on a :
roc

l|SJ(/)HI W  = /  » M . ) s V ~ ' d s  ■J s=0

Appliquons la formule de Plancherel (4.1) à d{(f  * £fs) £ S(N) ;

ll^(/*M.)||i!(K) = / E  £ l^ n r.,A.(3 J (/.,a X d W (r ‘ ,*:*,A-) .
igN"' a Êi

Appliquons le lemme suivant à II = £*.11,.*̂ » et C = Cq ;

Lemme 4.4
Pour une représentation (H, H) G N et un vecteur £ G H, on a :

n (W » ^ )K  = 3J. (n(/)n(^K) .
Ce lemme sera démontré à la fin de cette sous-section.

Comme ¡xs est une mesure radiale de masse finie, l’opérateur A:*.Ilr.iA*(Ais) vaut d’une 
part toujours 11,.. *̂(/is) et d’autre part en restriction à chaque sous espace V/, l’identité à la 
constante < /¿s,0r*’A*,i > près (voir sous-section 3.2.1). On en déduit :

F .n r.,A.( / )^ .n r.,A.(/xs).cû = r .n r.,A. ( / ) ( < ^ , 0r*’A*’'>id.Ca)
= fc*.IIr.,A*(/).Ca •

Rassemblons les deux arguments précédents ; on a :

F .n r.,A *(W *M s)Ka = %. < / /s, r ,A*’i > r . n r.,A*(/).Ca ,
et

£>*-n,.,a-(W*m,)).C,I2 = K < > I2 lfc* nr-.A-(/)-al2 •
a € E i a e E i

Revenons à

||SV)ILW  = T  f E E • ̂ ))<a\2dm'(r-,k-,A-)s«-lds
Jl=°J IE!.-’ «E,

= r  f E 13- < > I2 E l<=*.nr.iA.(/).C„|2<im'(r*,r, A*)
Js=0 J lew' «efî,

¿V-'ds .

En utilisant Fubini, on trouve :

H ’̂C/OlUiV) = /  Y ,  f  1^- <
J  leN « ' Js=0

J2\k*.nr-M f ) U 2dml(r\k\A*) .
a e E i
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Grâce à la définition de SJ', on en déduit le lemme 4.3. Pour que la preuve soit complète, il 
reste à montrer le lemme 4.4.

Démonstration du lemme 4-4'- Comme fi3 est une mesure de probabilité, II(/is).£ est bien 
définie (par dualité) comme vecteur de H.

Comme f  * p,s et dJs( f  * fis) G S(N), on voit pour un vecteur (' € 7i

< n (d i(f  * ns)).Ç,C > =  f  d i ( f  * ¡¿s)(n) < U (n ~ 1) . ( ,C  > dn
JN

= % Î  ( /  * fo)(n) <H(n).C,C/ > dn .
Jn

On définit donc par dualité le vecteur de H :

n ( ^ ( / * / i s))-C = <% f  ( f  * H,)(n)H(n).Çdn .
Jn

On peut aisément calculer (car /  G S(N) et /¿s est une mesure de probabilité à support 
compact) :

/  ( /  * Ms)(™)n(n-1).£dn = f f f(n'~xn)Y[{rrx).Ç,dndiJ,s(n')
Jn Jn Jn

= f  f  f {n x)Yi(nïln'~x).Çdndns{n') ,
J n  J n

après le changement de variable ni = n/- 1n; grâce à II(n]"1n/-1) = n(n^_1)ri(n/—1), on a 
finalement :

[  ( / *  ^s)(n)II(n_1).Cdn = [  /(ni)II(n^1). [  ïï.(n'~1).ÇdiJ,s(n') dn .
Jn Jn Jsi

Ainsi, le lemme 4.4 est démontré, donc le lemme 4.3, puis la proposition 4.1 le sont 
également.

4.1.2 Estimations de

Cette sous-section est consacrée à la démonstration de la proposition 4 .2 . Nous admet­
trons plusieurs lemmes, qui seront démontrés dans la sous-section suivante.

Fixons 4> = 0r*,A*,i G V, et h G N — { 0}. On note A* = D2(A*).

Lemme 4.5
L’expression d% < ¡j,s , <f> > peut s’écrire comme une combinaison linéaire sur les deux couples 
d’entiers g — (hl, h2) et j  =  (ji, j2) (e t  l ’entier h si v est impaire ) tels que :
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-  h\ + h2 = h si v est paire, et hi + h2 + h = h si v est impaire (et dans ce cas, on note 
h =  h\ + h2),

-  et 0 < ji < hi/2, i — 1,2, 
de :

V'h(s) := sdi+d2 [ 1 bh'hi+jl(r,s) J {J i+j2)(s2V l - r 4\A*\)
Jr=0 2

(V T ^ \ A * \ f2+j2 rv_1(l -  r4) 1̂ 1 dr ,

où on a noté :
-  les entiers di — d(ji, hi), ¿ = 1,2, (décrits dans le lemme 4.5),
-  hi = 2h\, 2h\ + 1 pour i =  1,2, 

ainsi que :

ï/l,n(r,s) = f 0irr*xvf é rsr'x'dna, [ n ¿,.(A-Vr2 '̂ )] dàv(X) .
JS{V) b'=1 2 J S'=S2

Jusqu’à la fin de cette section, nous gardons les notations de ce lemme, que nous démon­
trerons dans la sous-section 4.1.3. La proposition 4.2 est donc équivalente à la proposition 
suivante :

Proposition 4.6
Les intégrales :

roo
p j  . -  / \v>j(s)\*s2h- 1ds

J  o
sont bornées indépendemment de A*, r*,l, et ce pour tous les paramètres g ,j comme dans 
le lemme 4.5, tant que h < v + 1 +  3/4, (z — l)/4, (z — 2)/2.

Le reste de cette sous-section est consacrée à sa démonstration, d’abord dans le cas 
h ^ 0, r* ^ 0 ou r* = 0, puis dans le cas h = 0, r* ^  0.

Majorations des si h ^  0 ou r* — 0

Nous souhaitons montrer la proposition 4.6 lorsque (h ^ 0, r* ^ 0) ou (r* — 0), si 
h < (z — 2)/2. On utilise la majoration des intégrales bh,n(r, s), donnée dans le lemme :

Lemme 4.7
Les expressions bh,n(r, s) pour 0 < n < h, sont majorées à une constante près de v, h par :

(|X*|r2)”^ S E  ( I^ V r 2)* •
0<i<h

Admettons ce dernier lemme, et montrons la proposition 4.6 lorsque h 0, r* ^ 0 ou 
r* = 0.
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Commençons par majorer l’expression de 6^'(s) (voir lemme 4.5) par Cauchy-Schwarz : 

|6^(s)|2 < s2(dl+d2)\A*\2(h>2+h) [ l \lkh'1+h(J)Sy v- i ^ _ r ^ \ ^ d r
J  o

f '  \J{à +j2\ s 2y / T ^ \ A * \ ) { l  -  r 4) ^ + ^ + *|2dr .
J o 2

Utilisons le lemme 4.7. Si r* ^  0, l’expression ^ ^ (s )!2 est majorée à une constante près par : 

s2(d1+d2)\A*\2(h'2+j2) £  ^s_ (̂|A*|r2)/ll+'?1(|i4*|s2r2)Vt'_1(l — r4)- ^  dr 

f 1 | J ^ ) ( s2v/fZ74|yl*|)(1 _  + ̂  +
J 0 2

=  |̂4*|2(/l2+ 2̂+/li^ i'fi)52(di+d2)-2/ÎH-4z f  r2(u-l+2i+2(/ii +ji))^ _  r4̂ “ è^r
J o

f 1 _  ^ ^  + ̂  +  ̂ 2 ^
Jo 2

Si r* =  0, on obtient la même expression avec h =  i =  0. Comme la première intégrale en r 
est finie, I 9,3 est majorée à une constante près qui ne dépend que de v et h par le maximum 
sur 0 < i < h des intégrales :

roc
j(i) ĵ̂ *̂ (h'2+j2+h,l+ji+i) I 2̂(di+d2)—2/i+4i

J  0

f  \J{J Ÿ j2)(sW l - r4|Æ*|)(l -  r4)£f2+^ 1+ |̂2dr s2/l_1rfs .
J o 2

Rassemblons les exposants de s dans chaque intégrale ; on utilise d’abord — h +  h =  h =  
hi +  h2, puis l’égalité (2.10) :

2(di +  d2) — 2h +  4i +  2 h — 1 =  2(d\-\-h\-{-d2 -\-h2)-\-Ai — 1 =  4 ( / i j + j x +  /1 2 + J 2 ) + 4 Ì  — 1 

Effectuons le changement de variable s' =  s2\/1 — r̂ \A*\ :

j ( ' )  =  f  | jh'2+h+h\ +J1+2Î—1 ds Î  ^  ^  ^4y - 2+l-(h[+ji+2i) ̂
Js' = 0 2 J0

Dans la dernière expression de jW, l’intégrale contre dr est finie lorsque pour tout j\ et i :

z — 2 +  -  — (h[ 4- j i  +  2i) >  —1 ;

or on a :
/ij j\ 2i ^ h 2h =  h + h <  2h j
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donc ces intégrales sont finies lorsque 2h < z —1/2 (qui est toujours vérifié). L’exposant de s1 
dans l’intégrale contre ds' dans la dernière expression de , est :

+ J2 "H h'i ji "I- 2i — 1 =  d\ + £¿2 + h + 2i 1 ;

Comme nous nous sommes placés dans le cas où h ^  0, cet exposant est positif ou nul. 
D’après le lemme 5.1, cette intégrale est finie lorsque h'2+ j 2 + h[ + j x + 2i — 1 < 2(z — 2) /2 ; 
or on a :

h2 "h j2 "l" h1̂ "t- ji ■(” 2i ^ h\ “t- /12 “H 2h = h 2h = h h ^ 2h j

donc l’intégrale contre ds1 sera finie lorsque 1 — q + 2h < — lo u  encore h < (z — 2) / 2.
La proposition 4.6 est donc démontrée dans les cas (h 7  ̂0, r* /  0) ou (r* = 0), car dans 

ce dernier cas h = h > 1 .

Majorations des I 0,°

Nous souhaitons montrer la proposition 4.6 lorsque h =  0 et r* ^  0. Nous supposons 
donc ici r* ^  0 et h = h, ou encore g = j  = (0,0) = 0. On utilise deux majorations de 
\bh'°(r, s)| données dans le lemme qui suit, ainsi qu’un lemme technique.

Lemme 4.8
Si A* t^O, r* 7  ̂ 0, l ’expression bh,0(r,s) est majorée à une constante près d’une part par : 
(rr*)h, d’autre part par :

£  m w y  .
(rr*s2) Q̂ 2h

Lemme 4.9
Fixons j  G N — { 0}. On pose pour x > 0, a > 0 :

Ja%j :=  l - x  ( j Q ^ ¿ j - | ^ ( s V l  -  r4a)|ru-1(l -  r4)^ d r^ j s ^ d s  .

Ces intégrales pour i =  0, . . .  2j  sont majorées indépendemment de a > 0, x > 0 lorsque 
z > 3/4, j  < (z — 1)/4, et j  < v + 1 + 3/4.

Admettons ces deux lemmes et montrons la proposition 4.6 lorsque h =  0 et r* ^ 0, si 
v > 3 i h < v  + l +  3/4, ( z - l ) / 4 .

L’intégrale 70,0 est la somme des deux intégrales :

:=  fl/r |6°'°(s)|2s2,l- 1d5 ,
J 0roo

J0 := /  |ô°'°(s)|V/l- 1ds .
J 1/r*
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Comme bh,0(r,s) est majorée par (rr*)h à une constante près (lemme 4.8), et comme les 
fonctions de Bessel sont bornées par 1, l’expression 60,0(s) est bornée à une constante près 
par r*h. On obtient donc que l’intégrale J°° est majorée à une constante près par :

f 1/r r *2hs 2 h - i d s  =  r * 2 h ( U r * ) 2h_ =  J_
y q 2 h 2/i

D’après la seconde majoration de bh,0(rt s) du lemme 4.8, l’expression b°'°(s) est majorée 
à une constante près par le maximum des intégrales

/  ~ r4!-4*!)!7̂ 1 ~ r4)~ d r  , i =  0, . . . ,  2h .
Jo {r*rsz) 2

Ainsi, l’intégrale Jq est majorée à une constante près qui ne dépend que de v,h par le 
maximum sur i =  0, . . . ,2 h des intégrales r.k h] d’après le lemme 4.9, Jo est donc 
majoré indépendemment de r*, A*, l lorsque h < (z — l)/4  et h < v +  1 + 3/4.

Ceci achève la démonstration de la proposition 4.6 dans le cas r* ^ 0 et h =  0. Comme 
les autres cas ont été précédemment démontrés, la proposition 4.6 est prouvée sous réserve 
que les lemmes 4.5, 4.7, 4.8, et 4.9 soient démontrés.

4.1.3 Démonstration des lemmes techniques
Dans cette sous-section, nous démontrons les lemmes techniques utilisées dans la sous- 

section précédente.

Démonstration du lemme 4.5

Pour démontrer le lemme 4.5, nous avons besoin de l’expression de < /zs, 4> > ■

Lemme 4.10
Rappelons que pour n e  N — {0}, dn désigne la mesure de masse 1 sur la sphère euclidienne 
S[n) de Kn. On a :

< ti„ 4> > = 2 f  f  e“1"*- Xl Ch(\)t^ Pr-̂ --)ièrv(X)
Jo J  s[ -7=1 2

^ ( . v r ^ m ^ l - r 4) 2 dr .

Démonstration du lemme 4-10: D’après l’expression de (j) donnée dans le théorème 3.1, et 
comme la mesure /is est radiale, on a :

< pis, (j) > = < /¿g, Qr"'A*'1 > = f  Or’ ’Am’l(s.n)dfi(n)
J  Si

=  2 [  [  [  Qr*’A’ ’l(srX, s2\/(l — r4)A)dâz(A)dâv(X)rv~1( 1 — r4) 2 dr ,
Jo Js[v) Js[z)
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grâce à l’expression de fi, proposition 2.7. Par définition de théorème 3.1, il vient :

f  [  0 T*'A',l(srX, s V (  1 -  r*)A)dâz{A)dàv(X )
Js[v) Js[z)

= f  eisrr̂  n c h& p v j (srX)\2)dàv(X)JSM 3=1 2

f eis2v/ÔZ^)<A*,A>dÿ
Js[z)

Or la dernière intégrale contre âz vaut .7z-i(s2\/l — r4|.A*|), lemme 5.2.

Nous pouvons maintenant démontrer le lemme 4.5.
L’expression :

gh e irsr'xvj j £ ^ X jS 2r 2 K  W 1  ) J ^ ( s > ^ ï ~ ^ \ A * \ )  ,

est égale à une combinaison linéaire sur h + h = h et h\ + h2 = h du produit des 3 fonctions : 

Qh Qh, u C ^ X js 2̂ ^ ^ ) dp [ j ^ i ( s 2V T ^\A *\) .

1. On calcule aisément :
d h Je ir ,r *x „> ]  =  (i r r *Xv

2. D’après le lemme 2.19, comme fonction de s2 dérivée h\ fois, l’expression :

af- n £ ,/A jaV |pi:' .(2* )|2) ,

est combinaison linéaire sur 0 < ji < hi/2 de :

/■ # + * [  S W r * ^ ) l  ,
U“ 1 1 J S'=S2

3. D’après le lemme 2.19, comme fonction de s2 dérivée h2 fois, l’expression :

dp [ j ^ ( s 2Vl^\A*\)\  , 

est combinaison linéaire sur 0 < j 2 < h2/2 de :

S L 2 W 1 S> = S 2

= sd2(v/r^i^i)^+JVii+J2)(s2v/rT:Hî *i) .
2

On conclut grâce à l’expression de < /zs, (p > donnée dans le lemme 4.10.
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Démonstration du lemme 4.7 dans le cas r* =  0

Dans le cas r* =  0, on a h = h, h =  0 et :

60'"(r,s)= /  S;[n£,,(AjS'r2! ^ ï ) l  di.(X) .
Js\v) b=1 2 JS'=S2

L’expression :

a ? n £ , , ( V r 2 l p -j (2x ) | 2 ) . (4 .2 )

est combinaison linéaire de :

n

où J parcourt les sous-ensembles de N H [1, v'] tel que ej € N et Y^jejej = n• Comme les 
fonctions de Laguerre et leurs dérivées sont bornées, on en déduit que l’expression (4.2) est 
majorée à une constante près de n, v par la somme de

puis que |60,n(r, s)| est majorée à une constante près de n, v par (r2|v4*|)n. 
Le lemme 4.7 est donc démontré dans le cas r* = 0.

Démonstration du lemme 4.7 dans le cas r* ^  0, h ^  0

La démonstration du lemme 4.7 repose sur h intégrations par partie. Avant de donner 
une démonstration générale, nous allons d’abord montrer le cas particulier :

Lemme 4.11
L’expression 61,0(r, s) est majorée à une constante près de v par :

1 + (|A*[s2r2) 
s

Démonstration de lemme 4-11 • Choisissons pour atlas de la sphère Sf euclidienne de 
les deux calottes sphériques de pôles X\ et —Xi :

C, := { X e s [ v) , < X , X l > >  e t C2 := {X  & S[v), < X , - X 1> >  Ì }  .

Fixons une partition de l’unité de la sphère pour cet atlas : c’est-à-dire deux fonctions C°° 
ipi,ip2 définies sur la sphère telles que :

supp tpi C  Ci et 0 < ipi < 1 i = 1,2 et fa + fa = 1 sur 5 ^  .

(X)f

\,r2|pi
2

2 ej

d?Lj (A jS/ _2r
pr

2
(4.3)

2
2JPÏ joiY' (r2| )n n (

J Z J
|pri

2
X)

- b

S™

'X (X

2 ej



Comme carte pour C\, on considère la projection stérérographique de pôle X\ et on note C[ 
son image sur 1RU_1. De même, pour C2, on considère la projection stérérographique de pôle 
—Xi et on note C'2 son image sur Rv-1. C[ et C'2 sont compacts. Par ces changements de 
cartes, les points X  = J2ixiXi de la sphère sont paramétrés par les coordonnées xu i ^ 1 ; 
de plus, la mesure âv s’envoie sur une mesure de densité contre la mesure de Lebesgue dx 
sur chaque domaine Ci, i = 1,2. La densité £)*, i — 1, 2 est C°°.

On a donc en décomposant sur cet atlas puis en effectuant une intégration par partie :

b^faa) = f  irr*xveiTsr*Xv [ fi C d ^ s'r2 |pr4 ~ 1 '  )1 dàv(X)
Js[v) b=1 1 J S'=S2

=  [ -dXvéarr̂ hcuddv{x)
J S M  S j = 1

=  E  f  n  £ , , *  W < » „ ( X )

= V  f  [ fi C, x, M X ) D ,  dx .
' J r , S j = 1 J

¿=1,2 i 1 J

ipr (x)|
Nous avons omis l’axgument des fonctions Cmj, lorsqu’il vaut A¿s2r2— \— , avec X  fonction 
des paramètres de la cartes Ci. On a donc :

l*1,0(r, s) < -  V ' f  \'X, n Ciix,ih(X)D, \dz . (4.4)
s t v M  L1- 1 j

Estimons la dérivée :

dXu n Cl xvÿi(X)Di =  n Ci dXv [xvi)i(X)Di]
LJ=1 j j=i

+xvi)i(X)DidXv n Cl- 
b'=1

Comme les fonctions de Laguerre et leurs dérivées sont bornées, on a :

l.n,A, l < c  ,
il t t  r  1 _ \ „2„2a riPr,o(^)|2] r '  t î  r
@ x v h ~  /  j 3QS r xv 2 J u >

jo

\dXv KCh | < Cs2r2^ 2\ jo\dXv —rj0^ --  | ,
L J j Q J

99

Xv_ çisrr

isrr*; :vßuxx

: * ) ñ

J = l

x̂v



100

où C est une constante de v. On en déduit pour ¿ = 1,2:

[  \dXv \dx < f  c\dXv[xMx)Di]\dx
Jc[ LJ=1 J j c [

+ 'Y\XjoCs2r2 [  \dXv - — \xvipi(X)Didx .
jo J c 'i L 2 J

Or chaque domaine C[ compact ; la fonction densité A  est C°° ; les intégrales des normes 
de xvipi(X)Di et de sa dérivée, multiplié par 1 ou par la dérivé de |prJo(X)|2 sont finies et 
bornées par une constante notée encore C qui ne dépend que de v. On obtient donc :

J \dXv Û Cijxvipi(X)Di \dx < C ^1 + •

On conclut grâce à la majoration ci dessus et |A*| Ejo AJ0 ainsi que (4.4).

Nous pouvons maintenant utiliser la méthode que nous venons de décrire pour montrer 
le lemme 4.7.

On a :

bK’n(r,s) = f  ...ddv(X) =  Y  f  ...tJjiDidx 
Js\v) ¿ ¡ a Jci

= £  / (irx»)h( i r s f %  
1= 1,2 <

a n  i n  /• M  / 2 K - P 0 I M  , r *  j o™, n r — J—----- ) ipiDidx
J - 1 ¿  J S'=S2

Après h intégrations par partie, on a :

bh'n(r,s) =  ( s ) - h T  [  eirsr'Xv
¿=1,2 C i

dxvds' g A i ^ j s ' r 2 - ) x % D i  dx .
L'-1  L J S'=S2

Or l’expression (4.2) est combinaison linéaire de (4.3) où J parcourt les sous-ensembles de 
N fl [1, v'] tel que ej G N et Yljej ej = n ; puis l’expression :

¿ t a ;  [ n  A  ( a ^ v 2 |p r<( x ) |2  )x%d] , (4.5)
J 5/= 52

est combinaison des :

C  ,n(A j r2lPr̂ 2X ^2) )4</-iA ;

[X]I Di

52 .2'
jo

: [ irsr
V Le

'xv

r , ( X

£ s2
2

2lpr >l\

X y

fii) A?
X



donc grâce aux estimations des fonctions de Laguerre et de ses dérivées, l’expression (4.5) 
est majorée à une constante près qui ne dépend que de v et h par :

(\A-\r*)n £  ( | X V 2)' ■
o <j<h

Après intégration sur chaque domaine C[, puis sommation et multiplication par s~h, on 
obtient la majoration voulue de \bh,n(r, s)|.

Le lemme 4.7 est donc démontré dans le cas r* ^ 0, h ^  0.

Démonstration du lemme 4.8

On a une majoration grossière de

bh’°(r ,s )=  [  (irr*xv)helTSr'Xv g  £^.(AjS2r2 P̂ --■--)dâv(X) ,
Jx J- 1 1

à une constante près par (rr*)h car les fonctions de Laguerre sont bornées.
Pour la seconde majoration donnée dans le lemme, nous procédons comme dans la dé­

monstration du lemme 4.11. On a :

bh,0(r,s) = [  ...dâv(X) = [  ...'fj}iDidx
^siv) ¿= 1,2 i 2

= ^2 f  {irr*Xv)h{irr*s)~2hdlhv. [eir5r*1»] g  A.(AjS2r2 )i)lDldx ,
/ r 1' 3—1 Z

et donc après 2h intégrations par partie :

bh'°(r,s) = S- 2h(irr*yh^2 J e*™-**”

dfv • n A .(AjS2r2 ^ ^  -)x% D i dx .
J —1 Z

En procédant de la même manière que dans la démonstration du lemme 4.7, on obtient que 
l’expression

dlhv Ch (AjS2r2 ^ ^  )xhvi)iDi 

est majorée à une constante près (de v , h) par :

E  (I^Vr2)* i
0<j<2h

puis la majoration voulue de \bh'°(r, s)|.
Ceci achève la démonstration du lemme 4.8.
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Démonstration du lemme 4.9

•Cj S M“2/ r } s-V-'ds

= (J rv~'~J (1 -  r4) 2 dr) x~2 J 1 s-2j-1ds .

et donc l’intégrale est majorée à une constante près par 1/(2j).
Dans le cas où i =  1,. . . ,  2j, par Cauchy-Schwarz, l’expression ( est majorée par

le produit de :

et de l’intégrale :

J  ( /  (as2r2)I|./7z-2(52v/l — r4a)|rv~1~fc(l — r4) 2 s2~̂  ds

< J  (a52r2)I|j7£̂ 2(s2\/r^-7^a)|ri;“ 1_fc(l — rA)~dr^j —

f°° /  Z*1 _____  2-2 \ 4H<!/
= l (s'r2)l\.7z-2 (sV l — — r4) 2 dr J —

yS'=o va 2 /  s
après le changement de variable s' = as2. Cette dernière expression est majorée grâce à 
l’inégalité de Hôlder appliquée à l’intégrale contre dr par :

r OO rl ___________  z—2 3 \ 4

/  s/4t /  ( 1-^ -2(sV l -  r4)|(l -  r4) 2 +8J dr

ü V -( -v ^ ) 3 % .

Dans cette dernière expression, la seconde intégrale contre dr est bien finie lorsque

Vz = 1, . . . ,  2j : v — 1 — j  + 2i > —3/4 ,

c’est-à-dire lorsque j  < v+ 1 + 3/4 ; donc les intégrales ( sont majorées à une constante
près par le maximum sur i = 1, . . . ,  2j des intégrales :

L -oJ o ~ ^ K 1 “  r4) ~ +I) drs/4î̂ -
roc rl 2 -, ,

= /  /  (1 -  r4)4(̂ "+*)_4Î2dr ,
J s = 0  2 J  0

Dans le cas où i — 0, en majorant les fonctions de Bessel par 1, on voit :
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après Fubini et le changement de variable s =  s'\/1 — r4. Dans l’expression précédente, 
l’intégrale contre dr est finie tant que :

4(£t «  ^ + f ) - 4 > - i
3

ce qui est le cas. D’après le lemme 5.1, l’intégrale contre ds est finie lorsque Ai — 1 — 1 < 
4(z — 2)/2 pour i =  1, . . . ,  2j  donc lorsque j  < (z — l)/4  ce qui est le cas.

Ceci achève la démonstration du lemme 4.9, et de tous les lemmes utilisés dans la sous- 
section précédente.

4.2 Multiplicateurs de Fourier sur N v̂
Dans cette section, on s’intéresse aux multiplicateurs définis par passage en Fourier sphé­

rique sur le groupe N = NVt2 nilpotent libre à 2 pas. C’est le problème défini comme suit : 
soit /  (E L°°(m) ; on définit la fonction F la distribution radiale dont la transformée de Fou­
rier est /  (sous-section 3.3.2) ; on définit l’opérateur de convolution par F sur les fonctions 
simples de N : Tf (h) — h* F. Le problème des multiplicateurs en Fourier consiste à trouver 
des conditions sur la fonction /  pour que l’opérateur Tf s’étende en un opérateur continu 
LP(N) —► LP(N) pour chaque p e]l, oo[.

Autre problème des multiplicateurs. Le problème des multiplicateurs de Fourier a été 
étudié dans le cas euclidien et indirectement sur les groupes de type H, groupes nilpotents 
ayant un calcul de Fourier. En fait, l’étude dans ces cas est équivalente à un problème de 
multiplicateurs pour des opérateurs différentiels radiaux. En effet, dans le cas euclidien, cela 
se ramène au problème des multiplicateurs pour le laplacien —A standard : chercher des 
conditions sur la fonction m pour que l’opérateur m(—A) s’étende en un opérateur continu 
LP —> LP revient à considérer le problème des multiplicateurs en Fourier pour la fonction 
m(£2), auquel Hôrmander a apporté une réponse optimale. Dans le cas des groupes de Heisen­
berg, le problème des multiplicateurs de Fourier se ramène au problème des multiplicateurs 
pour les deux opérateurs : le sous-laplacien “de Kohn”, et la dérivation du centre. Il en va de 
même plus généralement sur les groupes de type H [MRS96].

Notre travail repose sur le théorème des intégrales singulières, puis des estimations de 
normes L2 à poids sur N. Cela conduit à effectuer de longs calculs techniques “côté Fourier” 
proches du cas des groupes de type H [MRS96]. Le résultat n’est qu’un premier pas dans 
l’étude du problème. Il n’inclut pas les fonctions constantes. Nous souhaitons essentiellement 
présenter nos solutions à quelques points techniques. En particulier, nous proposons une 
décomposition de l’espace “côté Fourier” et nous traduisons la multiplication par la norme 
“côté groupe”, en opérateur “côté Fourier” (voir les opérateurs S et  ̂ plus loin).
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Organisation de cette section. Apres avoir posé plusieurs notations, en particulier celle 
d’une partition de l’unité côté Fourier, nous donnons l’énoncé du théorème annoncé dans l’in­
troduction, puis la démarche de la preuve. Cette dernière utilise des estimations de normes L2 
sur le groupe, que nous démontrons dans la section suivante grâce à de opérations effectuées 
“côté Fourier”.

4.2.1 Notations et résultat

Nous supposerons v' > 2.

Partition de l’unité sur V

La partition est indicée par le produit des ensembles I := Ir x  / A x  It où :
-  Ii est l’ensemble des î/-uplets £ = (£1(. . . ,  Çv>) G ;
-  / a est l’ensemble :

I a :=  { (r),ô) : r] E I I  , S E I l (r ] ) }  ,

où est l’ensemble des w'-uplets 77 = (771, . . . ,  r)v>) G 1?' vérifiant :

Vi < Vi+i +  1 , i =  - 1  ,

et  p o u r 77 G I\, I\(rj) est l ’ensemble des w '-up le ts  5 =  (Æy ) 1<i<J<t;/ £  v é r if ia n t
la  c o n d it io n  :

2Vj -  4.2^ < 2Si’j < 4.2^ - 2 m 1 < i < j < v '  .

-  Ir est l’ensemble des d G M, qui est omis si v = 2v'.
Soit x  une fonction C°°, supportée dans l’intervalle [1/1,2] telle que :

+OO

X > 0 et W y>  0 : ^  x {2~3v) =  1 •
j  =  ~ OO

On définit la fonction : P  —> C  pour i =  (6 , ( r ) ,5 ) ,Q  G /  par :

X , ( r , A , i )  =  x ^ - V l 4) n  jx ( 2 - < ‘ (il +  l ) ) x ( 2 - ’» A ? ) n x ( 2 - <« ( A J2 - A ? ) )  ,
1<1<V ' i< 3  J

en convenant que dans le cas v = 2v\ les termes en r sont omis. Les xt ont un sens pour des
/ (t/ — 1) /

pa ram è tres  t  G Z  x  Z "  x  Z  2 x N v , m a is dans ce cas =  0 su r V.
On obtient une partition de l’unité de V :

V ÿ e P  : £ > .(< »  = 1 • (4-6)
t e l

C’est une somme localement uniformément finie c’est-à-dire qu’il existe une borne C (ne 
dépendant que de x  et v') telle que pour tout 4> G V, le nombre de paramètre i vérifiant 
Xl{4>) 7̂  0 est au plus C.
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Partition de l’unité de supp Xl

On définit pour h G Z la fonction Xh £ L2(m) par :

Xh{4>) = X ( 2 - h( Y M 2 k  +  1) +  |r|2)^

On pose pour des paramètres h E Z, et i = (6, r), 5, Q E I :

(+2§)  .
i

Sur le support de la fonction Xt, on a :

2 2st <  53 Aj(2/j +  1) ( + M 2) < 24st . 
i

On a une partition de l’unité finie sur le support de Xi '■

W> G supp X l ■ 53 XhW  =  1 • (4-7)
/ie Z :2 -3s1<2'*<25st

Opérateurs sur V

Nous avons déjà rappelé nos conventions de notation sur le transformée de Fourier eucli­
dienne. On utilisera aussi ici la transformée de Fourier sur Zv et TF , où T désigne le tore 
M /[0 ,2tt].

On définit les opérateurs A i,d\i,dr sur les fonctions tests /  : V —► C G T>(V) par 
(A =  (Ai,. . . , Xv>) G C,l = (li,... ,lv>) G Nv , r G ) :

Ai-/(r, A, l) =  f ( r ,A , (h , . . . , l i + l ,. . . ,l'v) ) - f ( r , \ , l )  , 

d\vf{r, A, Z) =  dv[A<H+/(r, (Ai , . . . ,Ai, . . . ,A« ,),0] ’ 
dr.f(r,A,l) = dr.[r i—> f(r, (Ai,. . . ,  A*,. . . ,  XV<),1)] .

On étend ces opérateurs par dualité sur l’ensemble V((P) des distributions de V.
On étend les fonctions /  : V —► C de manière triviale en une fonction

( E x r ' x Z " '  -► c  f { ( r A n „  i / (r,A,0 Bi(r,A,i)€P , (4.8)
'  ’ ’ ’ \ 0 sinon .

On identifie souvent une fonction sur V , et son extension triviale.
On remarque :
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Lemme 4.12
Soit u =  (9, (rj, S), C) G I. Sur le support de la fonction \l, on a l ’équivalence de la fonction 
densité de la mesure ri' sur le simplexe C par rapport à la mesure de Lebesgue dA

& L  ^  2 2d(V,5)

dA
où on a noté :

, ,  ¡-s_f |Æ| + \̂r]\ dans le cas v = 2v' ,
| |5| + § ¡77I dans le cas v = 2v' +  1 .

En particulier, on a :

V/  e L~(m)  : I l ~  ^  ,
où on a identifié fxt £ L2(m) et sa fonction étendue de manière triviale sur R x R^ x Zv'.

Opérateurs sur L2(R X R”' X Zv')

On associe à un paramètre t = (9, (r), S),() G /, les quantités suivantes :

Ll — min Su +  4 max |?7i0 — min Si A ,
i< j  ’ io i< j

Rl =   ̂max(^, min^i,) ,
2  i< j  ’

Dt =  8 max |77io — min Su | +  max(— min Su + 9,0) + 4 max £t ,io i<j ’ i<j ’ i

et l’opérateur non borné auto-adjoint positif sur l’espace de Hilbert L2(R x Rv/ x Zv>) donné 
par :

v' V1

Z  := Id + 2^ dl  + 2^ dr + A< •
i=l ¿=1

Énoncé du théorème

Avec les notations précédentes, on peut énoncer le résultat de notre étude :

Théorème 4.13 (Multiplicateurs)
Soit f  G L°°(m), une fonction de V.

On note F la distribution radiale dont la transformée de Fourier est f . On définit alors 
l ’opérateur Tf de convolution par F sur les fonctions simples de N = Nv>2 - 

On identifie f L = fx i à son extension triviale sur R x Ru' x Zv'.
S’il existe e > Q/2 tel que la somme suivante :

^ s;^ 2 d(Tj-5)||Tt§./i| , 
tel

est finie, alors l ’opérateur Tf s’étend en un opérateur continu LP —* IP pour tout 1 < p < 00.
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Les hypothèses de régularité (“plus de Q/2 dérivées”), et de décroissance ne sont pas véri­
fiées pour les fonctions /  constantes. Cependant, les moyens mis en oeuvre dans cette étude 
(en particulier l’expression des opérateurs H et H) permettront dans des travaux ultérieurs 
d’améliorer ce premier pas pour des fonctions assez régulières mais peu décroissantes, puis 
éventuellement d’adapter certaines méthodes des groupes de type H.

Remarquons que dans le cas d’un groupe de type H, la forme des valeurs propres pour 
les fonctions sphériques du sous-laplacien de Kohn et des dérivations du centre permet 
de regarder de manière équivalente les problèmes des multiplicateurs de Fourier et spec­
traux conjoints pour ces opérateurs différentiels radiaux ; en particulier, certaines propriétés 
connues des multiplicateurs spectraux sur les groupes de Lie nilpotents [Chr91, Ale94] sont 
utilisées dans [MRS96]. De tels phénomènes dans le cas de Nv̂  ne semblent pas aussi directs. 
En effet, le centre est de dimension v(v — l)/2, il n’y a pas de “directions indépendantes” 
et 22j-i Aj(2/j +  1) + r2 est la valeur propre du sous-laplacien L pour la fonction sphérique 
bornée <pr , A ’ 1 G V (voir (3.7)). Il sera aussi moins facile que dans la cas d’un groupe de type H 
d’utiliser sur Nv$ les résultat sur les multiplicateurs de Fourier au problème des multipli­
cateurs spectraux pour le sous-laplacien (i.e. trouver un exposant optimal pour la classe de 
Sobolev locale des fonctions qui sont des mutliplicateurs spectraux).

4.2.2 Démarche de la démonstration du théorème 4.13

D’après le théorème des intégrales singulières [CW71], pour que l’opérateur Tf s’étende 
en un opérateur continu D’ (N) —*• U’(N), il suffit de montrer :

3C i > 0 : V/i IITyiAJUy < C, ||% , (4.9)

3C2,C3 > 0  : Ÿÿ.ÿoSAT f \F(nV~l) -  F(nyâl)\dn < C3  (4.10)
AnVo X̂̂ ilî/Vo ^

D’après le corollaire 3.25, la condition (4.9) est déjà vérifiée avec C i = ||/||LOO.
Avant de passer à l’étude de la condition (4.10), nous explicitons les décompositions de 

fonctions dont nous aurons besoin pour cette étude.

Décompositions des fonctions sur "P

Soit /  G L°°(m). On définit pour i G I la fonction f L fx i €. L2 (m). D’après la 
décomposition (4.6) de l’unité, on voit que l’on a décomposé :

/  =  E / ‘ •
te/

Nous décomposons aussi f L sur supp Xi- On définit les fonctions f L>h G L2 (m) par : 
ft,h ■= ftXh = ÎXiXh , t£l, h e  Z : 2-3st < 2 h < 25st .

D’après la décomposition (4.7) de l’unité, on a :

ft =  Afc •
heZ:  2~3sL< 2 h< 25sL
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Décompositions de fonctions radiales sur N

On définit les fonctions Ft, Fiyh G L2(NŸ comme les fonctions radiales dont les trans­
formées de Fourier sphériques sont respectivement f L, f hh- D’après la proposition 3.19, la 
fonction Xh £ L2 (m) est la transformée de Fourier du noyau de l’opérateur x(2~hL) ,

On décompose :

F =  £ F ,  et F( =  Y .  ■ <4'n )
<•€/ 2- 3s1< 2h< 25s1,

la somme pour F  converge dans S(N)' (l’ensemble des distributions tempérées), et la somme 
pour FL est finie. Pour FL) on voit :

FLth =  FL*x(2~hL).5o , (4 .1 2 )

où l’on a noté x ( 2 ~hL).S0 le noyau de l’opérateur x (2_/lL).
Par homogénéité du sous-laplacien on a :

x(2~hL).ô0 (y) =  2*2 X(L).S0 (2ïy) . (4.13)

En effet, on a : L5t = r2 L, où on a noté 5r la dilatation sur des fonctions h : N —> C et 
sur des opérateurs T sur un espace de fonctions stables par dilatation :

5r.h := h(r.) et TSr.h := 5r-i.(T.{6r.h)) .

On en déduit que pour une fonction m G <S(R), en notant M G S(N) le noyau de l’opé­
rateur m(L), et Mr G S(N) le noyau de l’opérateur m(r2 L), on a la propriété d’homogénéité 
du sous-laplacien :

Mr = r -Qôi_.M .
r

Étude de la condition (4.10)

Pour les paramètres :

i G I , h e Z  : 2 ~3st < 2 h < 2 5 sL , y,z  G N , r > 0 , 

on note l’intégrale :

h,h-,y,z-,r ■= /  IFl%h{yn~x) -  F^h{zn~l)\dn ,
J\yn~l\>̂r

et son supremum sur |t/^—11 < r et h :

_ _  j T y ,z £ N  vérifiant \yz~l\< r  1
bltr sup y L,h;y,z-,r £ g  vérifiant 2- 3St < 2 ft < 25St J ‘
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D’après les décompositions (4.11) et le fait que le nombre des entiers h E Z vérifiant 2 ~3 sL < 
2h < 25st est borné indépendemment de i G /, la deuxième condition (4.10) sera vérifiée, si 
la condition suivante est satisfaite :

3C > 0 : Vr > 0 < C . (4.14)
lÇ.1

Pour étudier l’intégrale ILth-,y,z;r, nous avons besoin de définir pour l G /, pour e' > 0 et 
g G L°°(m) dont le support est inclus dans celui de Xl (en particulier g G L2 (m)),

Nc,e'(g)-= (1 + st lnl4)e G(n) r2( ,
L2(neN)

en notant G G L2(NŸ la fonction dont la transformée de Fourier est g.

Proposition 4.14
Pour (Q + l )/2 > e > Q/2 , l ’expression Ŝ r est majorée à une constante qui ne dépend que 
de e,p, par :

m m (sfr,l)s 7 ^(rsf) 2 NLii ( f L) .

Dans la section qui suit, nous montrerons la proposition suivante :

Proposition 4.15
Soit c(9, (77, ô), C) G /  un paramètre.

Pour tout e > 0, on a pour toute fonction g G L°°(m) identifiée à sa fonction étendue de 
manière triviale sur K x R*'" x Zv' :

supp g C supp xi =► Nhe(g) < C2d{n'&) \\T2e.g\\L2(UxRV<xZvl) >

où C désigne une constante qui ne dépend que de v, e, et en particulier pas de la fonction g 
ou du paramètre t.

Admettons ces deux propositions. On en déduit que l’expression Sitr est majorée à une 
constante près par :

min(st2r, 1 ) s7^(rs?) 22d(r?,<5) T }.ft . (4-15)
L 2( R x R » / x Z « ')

1
-  Si l est tel que s2r < 1 , alors l’expression (4.15) est majorée par :

i _2 I ~ ,, 1
s ïr s ^ ir s ï )  2 «  Tt2./t ;

_  1
de plus, on a r < st 2 d’où :

1 -Q. I —€+^ iM-ci , os2rst 4 (rs2) = s2 r + 2 < sL 2 2
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-  Sinon, on a : si r > 1, et l’expression (4.15) est majorée par :

_SL I — £+ ?  ,, S. —Q j, r\ i
St 4 (rSi ) 2 } 71a. / t < 5t 4 2d(r'’5) Tt2. /t .

La somme sur t G I de ce terme est bornée pour une puissance e é\Q/2,—(Q + l)/2, 
indépendemment de r > 0 lorsque la somme

]T s: V ^ | r tv t| ,
te/

sera finie. C’est exactement l’hypothèse du théorème 4.13.
Donc le théorème 4.13 sera démontré lorsque les propositions 4.14 et 4.15 seront prouvées. 

C’est ce que nous faisons dans la sous-section et dans la section qui suivent.

4.2.3 Étude de l’intégrale I t,h;y,z;r

Cette sous-section est consacrée à la démonstration de la proposition 4.14. C’est une1
conséquence du lemme qui suit lorsque K  = st2.

Lemme 4.16
On se donne un paramètre K > 0 inférieur (à une constante qui ne dépend que de e, v) à 2*. 
Pour \yz~l\ < r et e > Q/2, l ’intégrale IL,h-,y,z;r est majorée à une constante qui ne dépend 
que de v, e, par :

{m in2ÏV} K - î (  1 + rK ) ~ ^  ||(1 + .

Démonstration du lemme 4-16: Dans la preuve, C désigne une constante qui ne dépend 
que des dimensions du groupe N, et éventuellement de e et qui pourra évoluer au cours du 
calcul. Lorsque \yz~l\ < r, on contrôle l’intégrale ILth-y,z-,r soit d’après l’inégalité triangulaire, 
soit grâce aux inégalités de Taylor ([VSCC92], Théorème IV.7.3) :

soit par 2 / |FLth(n')\dn' , soit par C rmax / \Xi.FLih{n')\dn' .
J\n'\>2r * J\n'\>2r

On cherche donc à contrôler pour D = Id ou X{, i = 1,. . . ,  v les intégrales :

[  \D.FLth{n')\dn! ;
J |n'|>2r

En utilisant l’écriture (4.12), on a :

f  \D.X(2-,'L)My')\ f  IFXn'y'-^dn' dy' < Jr̂ , D ||(1 + ,
Jy'ÇzN J\n, \>2r

1
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• W >  : =  [  \D-x(2-hLW )\J f  (l +  K\n’y>-'\)-2,in'iy'
Jy'eN Y J |n'|>2r

Il suffit donc d’estimer les intégrales Jr,h,e,D- Or d’une part, d’après l’égalité (4.13), on a : 

D.X{2-hL)M y') =  2^Q+d{D̂  D.X(L).6 0 (2 -2 y') ,

où d(D) =  0 si D = Id et 1 si D = Xi est le degré de l’opérateur différentiel D ; d’autre part, 
on obtient de l’inégalité triangulaire :

V x ,y e N  : (l + \xy\) < C'(l + \x\)(l + \y\) ,

où C' désigne la constante de l’inégalité triangulaire ; on en déduit :

f  { 1  + K\riy'~l\j~2 tdn' < C,2t{l +  K\y'\)2e f  (1 +  K\ri\)~2€dri .
J\n,\>2r J\n,\>2r

On calcule facilement cette dernière intégrale : grâce au passage en coordonnées polaires 
(voir (1.1)), puis au changement de variable p' =  Kp :

f  (1 + K\n'\y2edn' =  f°°  (1 +  Kp)~2€pQ~ldp
J\nf\>2r J p=2r

roo roo

= K~q /  (1 + p')~2 ep'Q~ldp' < K~q /  (1 + p')~2t+Q~ldp'
Jp=2rK Jp=2rK

= K~q(2e -  Q)~\  1 +  2rK)~2t+Q .

On a donc :

f  (l + K\n'y'-l\)~2edri < C(l + K\y'\)2eK -Q(l + rK)~2e+Q ,
J\n'\>2r

puis en rassemblant ce qui précède et en utilisant l’hypothèse sur K  :

Jr,h,e,D < C 2 ^ Q+d{D))y ¡K -Q (l+ rK )~ 2e+Q

f  |D.x(L).à0(2 V )l(l  + 2»|y/| )V
Jy'eN

= C2$dWK~%(l + r K )-e+% f  \D.X{L).S0 (y")\(l + \y"\Ydy" ,
Jn

grâce au changement de variable y" = 2h y'. Or on a x G <S(R+), d’où x(L).5o G <S(N) ; les 
dernières intégrales contre dy" sont donc finies. On en déduit que pour tous les opérateurs 
£> = Id o u I ¡ , í  = 1,... ,  v, les intégrales Jr,h,e,D sont bornées à une constante près par :

2 %iW K -* { l  + rK)~€+* .

par Cauchy-Schwarz et un changement de variable n = n'y' \ en dénotant l’intégrale :
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4.3 Contrôle de la norme N he

Le but de cette section est de démontrer la proposition 4.15.
Par la formule (3.9) de Plancherel, on a :

NleÌ9) = [  I < (1 + st2|n|4)eG, <j> > 12dm(4>)
J v

= f \ < G , ( l  + s2(|X|4 + \A\2)f<t> > \2dm{4>)
Jv

Nous cherchons donc à exprimer les termes \X\24> et \A\2<p en fonction des opérateurs de 
décalage et de dérivation appliqués aux paramètres de <p — 4>r’A,l(n =  exp(X + A)). 

Rappelons :

0rA/(exp (X + A ) ) =  f  é <k-D2{k)'A> f rM(k~\X)dk
J 0(v)

où la fonction f r,\,i = f<p est paramétrée par V et est définie sur R17 par :

M X )  := ei<rX' X> U fi, (Aj IP r j I2 ) .

Opérateurs de décalage et de dérivation

On utilisera les opérateurs de décalage A, a, (5, 7  sur les fonctions N —> C définis dans la 
sous-section 5.1.4. Pour une fonction donnée sur N^, on définit les opérateurs A*, a /%, et 
7 i pour i =  1 , . . .  , v f comme les opérateurs t ± , a, (5,7  agissant respectivement sur la ième 
variable entière de l. Les propriétés pour ces opérateurs données dans la sous-section 5.1.4 
conduisent aux propriétés suivantes pour les o:*, >0*, 7* :

On remarque que l’on peut déduire en dérivant encore l’égalité (4.16) suivant j/i une autre 
égalité :

112
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J =  1 J^l
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l i
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Vi) Oli. Vi)j = 1
v'

-h c;.



Grâce à ces égalités, on a facilement quelques propriétés de dérivation et de décalage pour 
la fonction :

=  j M X )  . (419) 

ô v / * P 0  =  t-Mx) - <4 -2 0 )Ai

%,-MX)  =  + • <421)

On définit l’opérateur E sur les fonctions sur V :

H:=2E f  (-5^  ̂̂  = 2«' + l) .

De l’égalité (4.19), on obtient facilement pour n =  exp(X + A) :

\X\2<p(n) = E.<j>(n) .

On définit aussi l’opérateur sur les fonctions de V :

« ■= E - 2r A ~ + + £  “Qi ~ XA‘ +a})m 771 m j i

v Pi Pj N
+ 4 ^ J  — -  7̂ 72 ( — a j  “I" Oi{ +  ^ i7 iT  2ûjotj)

U  (\  -  Xt ) Xi

+ ^ (-X a id l  -  2ridraci +  r2̂ - +  irdr) -  si v = 2v' + 1.^

Lemme 4.17 (Expression de \X\2(f> et |A|20)
On a :

E.(j)(exp(X + A)) = \X\2(j>(exp(X + A)) 
t<.(p(exp(X + A)) = \A\2<f>(exp(X +  A))

Nous venons de montrer la première égalité. La sous-section qui suit sera consacrée à 
montrer la seconde.

Remarque 7 Nous remarquons grâce à (5.10), (5.14), (5.15), (5.16), au lemme 5.6, que 
chaque terme de N, et de E, puis E2 se développe en des termes comportant au moins “une 
dérivation discrète ou non”.
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4.3.1 Étude de \A\2<j>
Dans cette sous-section, pour alléger les notations, on sous-entendra les arguments et les 

paramètres du terme (fi =  </>r,A,i(exp(X + A)).
On remarque :

\A\2<fi = [  AA.=k.D2(A) {A* -  ei<A'>A>} M k - ' .X )  dk ,
J 0(v)

où A est le laplacien sur l’ensemble Av des matrices antisymétriques. D’après son expression 
“en coordonnées polaires” (lemme 5.12), on a :

—  F \  + F2  + F3  (+-^4 + F$  si v — 2v' + 1) ,

où les Fi sont données par :

Fl = f  E aL{Â e‘<“ MA),'4>} M k - l.x )d k  ,
Jo<y) „

F * =  f  E  E  D2[k —* ei<k'D̂ ' A>}(ip~1(k.Enitn),ip~1(k.Emtn)) 
J°W i<j (m,n)€/,,j

U{k-\X)dk ,
p3 =  EïfAî(AA -  U(k~\X)dk ,

J 0{v) iKj ~  \

et dans le cas v = 2v* + 1 :

Jo^  Ai

F5 = f  T ? - - d Xi{ A ^ e i<k'D*W 'A>} U(k-\X)dk .
JO(y) i Ài

Exprimons différemment Fi

*ï = E aL'4> -  El -  e 2
m

On a :

où les termes “correctifs” Ei et E2 sont donnés par :

E■ = 2E/ dK,-ei<k'D m 'A>aXm.M k -\ X )d k ,
m  J ° M

E* =  E  [  ei<k D2{k)'A>d ïJ À k -l-X) dk .
m J 0(v)

¿I2

;a - e" (A),,A>

D2[k -+e! (AM>](£¡, 4 ,) .X) dk

z.D'

U
'k.D



On peut exprimer à l’aide du terme 0 décalé ou dérivé ces termes Ei, E2. D’abord pour le 
terme Ei, on voit que d’après les égalités (4.20) et la linéarité des opérateurs am, on a :

Ex =  2 W  dXmé <kD* k}-A> ^ .u { k - \ x ) - d k
m Xm

=  2 E r ' /  dXmé <kD*k)'A> u (k -\ x )d k  .
m Jo(v)

Or on voit :

f  dXmé <k-D̂ ' A> U ik-K x) dk
J 0(v)

= d\m [  é <kD^ ' A>U (k -\ X )d k - i  é <k-D̂ ' A>dXmU (k -l.X)dk .
Jo(v) J O(v)

D’où on déduit d’après les égalités (4.20) et la linéarité des opérateurs am :

E, =  2 y j  é < tA W 'A>d U * (k - l-X)d,k
m m J 0(v)

=  i  ei<kD^h)'A>^ U {k -\ X )d k
m 7Ti J 0(y)

r, a ™ a / Û ? 7 1 n 2  ,
= 22 ^ Y ~ -dxm~ ^  4  ■„  / '77im

Ensuite, pour le terme E2, d’après les égalités (4.21), on a :

t -, a m  1 i 0Lm \ 2 ,
E2 = Y - T T  + (j-) ■* ■

m m m

On voit donc que l’on peut exprimer le terme F\ comme :

E a2 a , a m + a m  A5Am- 2 ^ - A m + — p —  4  •
L m Am m .

Exprimons différemment le terme F3

On a :

^  =  £  w h ? (Xtdx' ~ Aj3a>)4 ~ El ■i<j j 1
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E ,  =  f
JO{v) iKj  \

=  y i  2̂ _  2̂ ~  a j ) ' (t) ?
i<j  3 i

d ’après (4 .20 ). O n  v o it  donc que l ’on p e u t e xp r im e r le te rm e  F 3 com m e :

% ^ —4 —4
-̂ 3 — /  v ^2 _  ^2 (^i^Ai ~  ^ j^ X j)  ”  /  v ^2 _  ^2 ~~ 'fi

_ i < j  3 * i < j  3 *

=  ^  ^2 _  ^ 2  (^i^A* —  +  Oij) .(f) .

_ 2<j •? 1

E x p r im o n s  d i f f é r e m m e n t  F 2

La  somm e est su r (m , n )  G /¿ j e t i <  j  :

F 2 =  V 2 y  f  e i<ketDkM~HkB^’n)-D2{A)’A> U ( k ~ \ X )  dk 
d t t= o j0 (v)

=  ' y  2 f  e i<k.D2W,A> d f J ( k e ~ tDk^ ~ 1{k-B^ n ) ) - \ x )  dk ,
^  yo(i>) rfii=°

où on a no té  : (les { -E ^ n }  dés ignent la  base canon ique  des m a tr ice s  a n tis ym é tr iq ue s )  

■®mjn ~  Dk ^lp (k.Em n) =  ^2 ~^{,€j^-jEmj,nj €i\Emi,ni) >

e t où les ind ices e t les signes sont donnés p a r le  ta b le a u  :
(m,n) e7- (m,-,n7) €i (mi,n ¿)
(2i-l,2j) ~  (2i^2j) +" (2i,2j-l) 
(2i,2j) + (2i,2j-l) - (2i-l,2j) . 
(2i-l,2j) + (2i-l,2j-l) + (2i,2j) 
(2i,2j-l) - (2i,2j) - (2i-l,2j-l)

F ixo n s  i <  j ,  e t (m , n )  G / y  e t ca lcu lons

i L ° iM k e~,B)~'-x )  • b = b '^  ■
P ou r cela, nous a llons e ffec tue r u n  déve loppem en t l im ité  à l ’o rd re  2. Com m ençons p a r :

IpTpdke-18) ' 1 .X)\2 =  |p rp(eiB / :_1.X ) | 2 =  \prp( ( I +  t B + t- B 2)k~1.X)\2 +  o (t2)

=  |PrP( fc -1 - ^ ) | 2 +  21 <  prp( B k - \ X ) ,  p rp(fc_1.X )  >
+ t 2(<  p rp(JB 2fc- 1 . X ) , p r p (fc- 1 .X )  >  + |p r p(5A :_1.X ) | 2) +  o (t2)

où le terme “correctif” E$ est donné par :
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ipr (x)\̂
pas explicités, les fonctions Cip et leurs dérivées sont prises en l’argument (Àp— ^---- )) :
On obtient donc le développement limité (en convenant que lorsque leurs arguments ne sont

,, j\ |Prp((fce tB) 'x )\\ r , , r , , t2 , 2 „ 2 Ap(Ap------------ ------------- ) =  Cip +  tapLlp +  —\0pClv +  OpAp) +  °\t ) »

où on a noté :

dp = ap(B) =  Ap < prp(Bk 1.X),prp(k 1.X) > , 
¡>„ = bp(B) =  Ap(< p rp(B2i ; -1.X ),prI,(*:- 1.X )> + | p rp( B r 1.X)|2) .

On voit :
-  ap(B) =  bp(B) =  0 lorsque p ^ i,j ,
-  dans le cas v =  2v' +  1, < X*, {ke~tBy l.X > = <  X*, k~l.X >.

On en déduit :

£ =0U ((te -t-Bîk’n) 1-^)
= [(bj C[j + a 2£f{j )Cli +  (biC{i + a 2Cl)Cl j+  2aiaj£[Xl})  pU £ lp *"**>) .

Pour calcule

£  ' <4'22>

il suffit donc
1. de calculer les expressions a2,a2,ai(ij,
2. de calculer les expressions bi,bj,
3. puis de les sommer sur (m, n) G /¿j, ces expressions étant dépendante de la matrice 

antisymétrique B — B ^ n.

Calculons les expressions a* et a,j. Comme on a :

on en déduit :

a> =  - Â f ^ (£i A-'[ r ‘ ';f|"i l r l 'x U +eiA*tr l 'x !».lr l 'x )”*.) •

On en déduit les expressions a2, a2, â aj : par exemple,

O? =  (A2 X] x2/ ^ - 1-X]ll{k-\xti + A ? [ftr 1.x ] ; , [ * r 1J f ] ^

+2eiejAiAj [* -1 -X] (f 1 .X] \k~'Xln, [ r 1 .X]m ) .

dtt=o
à 2

~'.X) ,* ( ( fe -Í.BÍ!

Ik-'X ]
k~lX 1[A:-1* ]<prp(£m,„r̂ ),prp(r‘X ) > = { ™ ^ í 1̂  H Z )  ;.

+ e , A j [ * r 1 . X y A r 1 . X ] m, )  ,\2



Calculons les expressions bi et bj. Commençons par le premier terme de bp,p = i,j. 
Comme on a d’une part :

5 2  =  '^2)2 + X i E muni) >

et d’autre part :

< p rp« „ . - ‘x ) , prpr - x ) > = { : f ; g  ■

on en déduit que < prp(5 2Â:_1.X), prp(A;-1.X) > vaut :

^ r ^ ^ i .^ -Ix)2m. + \'j{k-Ix]lt) si P =  » ,

+ A- sip = J' •

Maintenant, calculons le deuxième terme de bp,p = i,j. Comme on a d’une part :

\fi„(Bk-'.X )\2 =  1 (A jlp r^ g ^ ,»^ -1.^ ) !2 +  ^ K i W 1* ) ! 2) , 
yxj ~ \  )

et d’autre part :

Inr (F k- 'XV2 -  J l*"1* ]«  siP = i ’
X )l “  1 lh~'X\l si ,

on en déduit :

|Dr 1 Bk- 1 X I I2 =  1 i  <Ai l fc" ‘X l»i + A< si P = * '
'P p( ' )! (A2 -  A2)2 \ (A jlfc -'X l^  +  A,2!* - 1* ] ! , )  si p =  j  .

Rassemblons les deux termes de bp,p = i,j. On obtient :

bi =  (A2 -  A2)2 ( A' ( [ r ‘A’1" i ~  \k~'X ^  +  X̂ k~lX i .  ~  [*= '**£ ,))  ■ 

h =  -  (A? XJ x2)2 (AKlfc-1̂ ] 2, -  \k~lX\lt)  +  A fd fc -^ i:, -  r 1̂ ) )  .

Nous allons maintenant sommer sur (m, n) G /¿j chacune des nouvelles expressions des
bi, bj, ûj, dj, &iCLj.
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Sommons a2, a2, didj. On remarque que lorsque l’on va sommer sur (ra,n) 6 les 
doubles produits

2(i(Ja , A # - 1 .X)a.[ k - \ x ] mi[ r ‘ x ] , [ r 1 . x ] m, ,

vont disparaître et l’on va obtenir :

^ a ï { B m>n) =  — 2(A2 + A2)|prj (fc-1.X)|2|pri(/c“ 1.X )|2 ,
(m,n) Ai J

= '( \  2 X \ 2 \ 2 ( À j  +  Â )lP r j ( k ~ 1 -X ) l 2 I PTi ( k ~ 1-X ) l 2 -
(m ,n) /

^ 0^ ( 5 ^ )  =  - M2AîÂ 2--2-(Aj + A2)|prJ(fc-1.X)l2|pri(A:~1.X )|2 .
(m,n) Ai J

Sommons bi, 6 .̂ On obtient :

E  bi = 2Xl7u +\V2 (lPrj(fc~lx )|2 -  Ipr̂ fc"1̂ )!2) ,
(m,n) A* '

^ b j  = (|prj(fc~LAT)|2 -  Ipr^fc"1̂ ) ! 2) .
M  -  A?)

Autre expression de F2. On en déduit donc que la somme (4.22) est le produit de

x> + x‘ n  v  Ci ( .« r x ;* - 'x > \

avec :

- 2Ay(|prJ(A:-1X )|2 -  \pxi{k -lX)\2)C,l.Ck + X ^ i^ k -1 .X)\2C'l.Cu
+2Al(|prj (fc-1X )|2 -  I p v ^ X ) ] 2) ^  + A^pr^AT^)!2^ # - ^ ) ^ / , ,

-2XiXj \pvj (k-\X)\2\pvi(k-\X)\2C/liC,h .

Grâce aux égalités (4.17), (4.16) et (4.18), on peut réécrire ce qui précède de la manière 
suivante :

771— 7^2 (“ 4ûj +  4Aj7 jy  ~  4ai ~  4A^ i y -  ~  8aiaj)f^>(k~1.X) .(Xj — Aj ) Aj Xj

On voit donc que l’on peut exprimer le terme F2 comme :

F2 = 4E  / u + ̂ 2 + Xr f j y  ~Oi +  \ l î y  ~ 2oiiOLj) 4  •
. 1̂ ( Aj Ai) Ai Xj

Supposons maintenant v = 2v' + 1 . Il reste à exprimer comme opérateur de dérivé et de 
décalage sur </> les termes F4, F5.
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Exprimons différemment F5

D’après les égalités (4.20), on a :

f i  = ■
__m

où le terme “correctif” E5 est donné par :

£5 = E ~ r  f ei<kD̂ - A> dx„Mk-'-x)dk = E - r - r 1 >
m J0(v) m

grâce à (4.20). On voit donc que l’on peut exprimer le terme F5 comme :

fi = E f -r ^  + iN-* ■m u
Exprimons différemment F4

Comme dans le cas du terme F2, on voit :

F* =  i E ^ e'<k D m '/i> l i  .X) dk ,
Jo^  *,!=«>-. A‘

Développement limité de f <p((ke~tE'i’v) 1.X ). On a pour i = 2i ou 2i — 1 :

Ip r ,«^ -^ .- ) “ 1.^ )!2 = Ipr^Ar1* ) !2 + 21 < p T ^ k - 'X l p T /k - 'X )  >
+ f2(< îjcii(EIJ:~'X). prr(k~'X) >  +|prrii % i r ‘ ,Y)|2) + • ■.

Or ici, on voit :

< p w - ' x ) , prp( r ‘ x ) >  = | r ' x y * - 1* ]. = i p = ^ ,

<prp(^ /c - 'X ) ,p r p( ^ X ) >  = 2  = * /

Inr (F- ¿•- 1 Ar'\l2 =  /  ^  si p — i ,
'P ^   ̂ | 0 sinon .

On peut donc faire un développement limité :

ïï|£,i(A,lpr,>((fa! X)?) = (cu + ^{k-'XUk-'X}^  

+ |(2(-[k-'xi + (k-'x]l)Clt + \(^2t[k-lxi\k-lx)iCi  + o(i2)) n .
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— t.E- ~ 1
On peut aussi faire un développement limité de el<rXl'(ke 1,u) x> . Commençons par :

< X*, { k e - ^ Y 1 X  > = < X ^ é - ^ k - 'X  >
= < X , k ~ ' X  > + t <  X *v, Elvk~'X > + f  < X ;, E-i vk~lX  > +o(i2) .

On voit :

< X I  El vk~lX  > =  [AT1* ];
<X*v,E lvk -1X >  = -[k~ lX]v .

On en déduit le développement limité :

e i<rX^,(ke~tB^ ) ~ 1X >  _  e i<rX*,k~1X >

A  + x(t{k~'X]; -  i  [*->*]J  + + o(i2) )  .

On peut donc obtenir le développement limité de f<f)((ke~tE~i'v) \ x ) comme produit des 
développements de

nj£i((AiM(if^^O!!) et e,
Le terme en |i2 donne une autre expression de :

= ( A i H r 1*]? + [ r ' x i X  + + 2r\ [k -lx\v[k - 'x ic 'u

+ ( ( # - 1X],)2 -  r{k-lX\„)Ct)  n*_£,„ ei<rx’ *~'x > .

Autre expression de F4. Il reste à sommer sur i :

i=2i,2i—1

=  (Aî(—|pri([fc-1X])|2 + 2[ÎT1X]2)£;i + AHAr'XÛpridfc'1* ])!2̂  
+2rAi[i;-1X]Jpri([A;- 1Xl)|2£ii +  (r2|pr(( [ r ‘ X])|2 -  2 r [r 1X]„)£,i)

n l/p£,„ ei<rX-* - 'x>

= (~2ai -  2\ijidï -  4ridroii + (r22^ -+ 2irdr)\ J$(k~l .X) , 

grâce aux égalités (4.16), (4.17) et (4.18). Par linéarité des opérateurs a*, A,7i,9r, on a :

F4 = Y  ^ (~Q j ~ Aj7jdl -  2ridrOij + r2^- + irdT) ■ <j> .
_ i \  Ai .

121

dt,
M

ei<T

d_2

dtt=

xt[ì *k )2 -

- t .  E r  l,' i lx>

/<=0 ,((kt tE-ifv -\x)

rlx ~xXl ) 2£

ke <)

-1;

vlk

d_-

m
- i



122

Résumons

On obtient donc l’expression :

\A\24>

X2 + A? /3- (3•
+4 Xy 772— 72\2 (_0:j + Â T  ~  ai + -  2aiaj) , 

7^  (A? “ A?) Ai AJ

à laquelle il faut ajouter si v = 2v' + 1 :

“  Ai7i^  “  2r^ ai + r2Y" + ivdrï +  S  ~T~(dx™ + T^)
2 ‘ 771

=  X I -  2rzaraj +  r2j -  +  irdr) -  ^-dXi
i  X I I

Ceci achève la démonstration du lemme 4.17.

4.3.2 Propriétés des opérateurs E,

Nous aurons besoin de connaître une expression manipulable des puissances de l’opéra­
teur S2 + H. Nous utiliserons toujours dans ce qui suit, la notation |a| = Y!iai Pour un 
n-upplet a — ( a i , , an) G Zn.

Lemme 4.18 (Expression des puissances de S 2 +  N)
Pour e G N, dans le cas v = 2v', l ’opérateur (H2 + K)e peut se mettre sous la forme de la 
somme des termes suivants :

Ep : = Q p (t) ^  " H {if Af*} t o i  ,

où Qp G Q[X1+, X f , X j ,  X~,} et t  =  (r*, r f , . . . ,  rvt, t~,). La somme est à prendre sur 
l ’ensemble des paramètres Ie qui est décrit dans ce qui suit :

-  It est l ’ensemble des paramètres P = (A, F) où A = (a,b,c,d) si v = 2v' et A = 
(a, b, c, d, e, / )  si v = 2v' +  1, et F = (N, D) ;

-  les paramètres a = (a+,a~) G PP' x N1'" et b,c,d G N"', et dans le cas v = 2v' +  1, 
e, /  G N vérifient :

2|iV| —|— |os. — | + |a + | ^ 4(|ô| + 2\d\) — 2e, e < /  + 2\d\ — 2e, |c| < 2|o!| ,
(et les entiers e, /  ont même parité si v=2v’+l) ,

(4.23)
et :

0 < |6| + /  + \d\ < 4e . (4.24)

•E
i<j

Ai<9̂ -  a *  -

+ A|) Vi,i

'(AJ Ditj

\A?4> := E 3L-2^A„ + ^ ^  + EjrrÂ2(AA’ - a<-AA  + ̂ )



-  les paramètres N = (A^j), D = (Dhj) G N 9 vérifient :

|W|<e, \D\ < 2e ; (4.25)

-  les paramètres a, b, N, D et e, f  dans le cas v = 2v' +1 “qui sont les paramètres portant 
sur A et r dans le cas v = 2v' + 1”, vérifient la relation d’homogénéité :

2|Af|-2|D| + |0+|-|0-|-|(.| ( + ^ )  = -2e • (4.26)

Les polynômes Qp ,P  G It sont tels que la somme YlpEp soit symétrique en chacun des 
groupes de termes

Xi , i = 1,..., v' k , i = 1,..., v' A? ± A2 , i < j ,
Aj > i = dXi , i = .

En particulier, le cardinal de l ’ensemble / £ est finie, et ne dépend que de e.

La condition (4.24) exprime le fait que dans chaque terme Ep, il y a au moins un dériva­
tion (discrète ou non), et qu’il ne peut y avoir en tout que 4e. D’après la remarque 7, c’est 
déjà le cas pour e = 1. La preuve est faite par récurrence sur e.

Démonstration du lemme 4-18: Le pas e = 1 est vrai, d’après les égalités (5.11), (5.12), 
(5.13), (5.15), (5.16) et les lemmes 5.6 et 5.7 donnés dans la sous-section 5.1.4. Supposons le 
pas e vrai. Montrons que le pas e + 1 est alors vrai. Commençons par montrer que l’opérateur 
E2(H2 + K)e est de la forme voulue. D’après le lemme 5.6 et l’hypothèse de récurrence en 
particulier la symétrie des termes, il suffit de montrer que les opérateurs

((iSr)2'") Qp(T)ïli A“*-“r 3Î‘ {/? A f ]  (r‘ (idr)f ) ,

pour les paramètres :

Pio +  Pjo (+ P * )  =  2 - P to> P jo-P* £  N  - 0 < q i o < P i o , 0 <  qj0 <  p jo ,

et a,b,c,d(,e, f )  vérifiant les conditions (4.23) et (4.24) peuvent s’écrire comme une somme 
d’opérateurs de la forme :

q p(t) n, A f  {¡f a?*} (rl(id,)>) .

avec Qp G Q[X^, X f , . . . ,  X~,], â, b, c, d(, ë, f )  vérifiant les conditions (4.23) pour e + 1. 
Les propriétés de dérivation en r, et les égalités (5.18)-(5.19) donnés dans la sous-section 5.1.4 
permettent d’affirmer que c’est vrai.

Ensuite montrons que l’opérateur

E  («v -  +«)' .
m
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est de la forme voulue. D’après le lemme 5.7 et l’hypothèse de récurrence, il suffit de montrer 
que l’opérateurs

£  Qp (t) n ‘ '

pour les paramètres P = (a, b, c, d(, e, / ) ;  N, D ) G I€ et :

N4 , a! +  ti =  2 , 6' + c '<  2 , c '< 2d' ,

peuvent s’écrire comme une somme d’opérateurs de la forme :

Q p (t ) n . J A? +  n , { i f  a * }  (r«(iar)/) ;
(A2 -  V '

la somme se fait sur les paramètres P =  (à, 6, c, d(, ê, / ) ;  iV, ¿>) G Ie+1 ; les polynômes Qp G 
Q[X+, X f , . . . ,  X~,] sont tels que la somme est symétrique. Les deux égalités qui suivent, 
et celles (5.18)-(5.19) permettent d’affirmer que c’est vrai.

(\ ~ 1d +  \ ~ ld \ (Ai +  +  ^2)
Al 2 Aa) (A2 -  A2)D "  (A? -  Xl)D ’

(dh + d\2) -~i ~ X~ D = (2N ~ 8ND) ̂  + d + 4D(D + 1) ' ^  + X\+i \ Ax A2y (A2 _  A 2)D  (A2 _  A 2^  (A2 — Xl)D+l

Les mêmes arguments montrent que l’opérateur

Ç¿ (ft- - at ]-Qp(T) n“ Â ‘ [l‘ ^ ] ’
est également de la forme voulue. 

On calcule directement :

(AiSai + A2ai2) = 2WH ±ilÇ ;+2D(A±3f ,
A‘ (A? -  Â )d (A? -  A¡)D~' (Aï -  A*)D

ce qui permet d’affirmer que l’opérateur

(AiA0 -  Ajo0xj'(=2 + «)■ ,
jo ~  \

est de la forme voulue.
Enfin, les propriétés de dérivation en r, et les égalités (5.18)-(5.19) permettent d’affirmer 

que les autres opérateurs de N appliqués à (E2 + N)e sont également de la forme voulue.

Ce lemme technique permet d’estimer les normes iVt)É, objet de la proposition 4.15.

A-aK> %K % Ac'ÎO
:a? a?: vi,i

a *;{i?

Ëi,jA?)

iVt,;A?'
Æn,, 2
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4.3.3 Démonstration de la proposition 4.15
Dans cette preuve, C désigne une constante qui ne dépend que de v , e et qui peut évoluer 

au cours du calcul. Nous convenons aussi que le signe ~  entre deux expressions a et b 
strictement positives, signifie qu’il existe une constante C telle que C~lb < a < Cb.

Soit l £ I , e > 0  et g €  L°°(m). On suppose que le support de g est inclus dans celui de 
Xl (en particulier g G L2(m)), et que g est assez régulière. On note G G L2(NŸ la fonction 
dont la transformée de Fourier est g.

D’après la formule (3.9) de Plancherel, on a :

= [  | < (1 + s2i\n\4e)G(n), <p > 12dm(4>) . 
Jv

Maintenant utilisons les opérateurs E, H que nous avons définis sur les fonctions g : V —► M 
assez régulières. D’après le lemme 4.17, on a :

(l + s2L€\n\4€)<f)(n) =  (Id + s2e(E2 + K)£).0(n) ,

et dans cette dernière expression, l’opérateur (Id + s2e(E2 + N)e) agit sur les paramètres de 
la fonction sphérique <f> (nous identifions la fonction </> et ses paramètres dans V).

Par conséquent, on a :

< (1 + s2e|n|4e)G(n), (j) > = f  G(n)(l + s2t\n\i(-)(j)(n)dn
Jn

= f  G(n)(ld + s2e(E2 + 'ti)t).<j)(n)dn 
Jn

=  (Id + s2e(E2 + K)€). f  G(n)<fr(n)dn
Jn

=  (Id + s?e(E2 +  X)€).g((f>) ,

puis :
NU9Ÿ -  IKld + ̂ S ’ + N f is ll^  .

Supposons e G N. Comme on a st ~  ^  Ai(2/j +1) + r2, et d’après le lemme 4.18, on voit :

¡ ( I d  +  +  N ) ' M l i , ( m )  <  c2 (Mlw  +  E l l * > - S l . k ( m )) .

V PGJe /

OÙ :

Fp := q p(t) iw  1 ( r ' (a ry )  ,
(A2- A 2) ’•* '  '

où Q P G Q [X 1+ , X 1 X j ,  X v,] et r  =  (r1+ , , . . . ,  t$ , tv,). La somme est à prendre sur 
l ’ensemble des paramètres Je qui est décrit dans ce qui suit :

SAT)L2(ni» I)Gin|4e(1 +

Qp [r)'

v )



-  J£ est l’ensemble fini des paramètres P  = (A , D) où A = (a, 6, c, d) si v = 2v' et 
A = (a, b, c, d, e, f )  si v = 2v' +  1 ;

-  les paramètres a G Zv' et b,c,dç. et dans le cas v = 2v' + 1, e , / ç N  vérifient :

2|iV| + |o — | + |a + | < 4(|6| + 2\d\), e < f  + 2\d\, \c\ < 2\d\ , (4 27)
(et les entiers e, /  ont même parité si v=2v’+ l) , ’

et :
0 < |6| + /  + \d\ < 4e . (4.28)

-  le paramètre D =  (Ditj ) G N9 vérifie :

\D\ < 2e ; (4.29)

-  les paramètres a, b, N, D et e, f  dans le cas v = 2v' +1 “qui sont les paramètres portant 
sur A et r dans le cas v = 2v' + 1”, vérifient la relation d’homogénéité :

-2|0| + |a| - 16| ( + î ^ i ) = 0  . (4.30)

Majoration de \\Fp.g\\2 ,P  G J€

Les opérateurs r + de translations ne changent pas la somme sur Nv' ; et les opérateurs t~ 
peuvent juste faire disparaître quelques termes. Donc on a :

l|Fp's“2 s n- ^ |r|2' 

IHafc A *  d ' .g ^ d h i r  ,

les paramètres pour les termes en r, étant omis dans le cas v — 2v', dr]'/dA désignant la 
fonction densité de la mesure rf sur le simplexe C par rapport à la mesure de Lebesgue dk. 
Or le support de la fonction g est inclus dans celui de Xi• Outre l’équivalent de drj'/dA du 
lemme 4.12, on a sur le support de Xi> les estimations suivantes :

-  |r|4 ~ 2\ d’où |r|2e < C2ôf,
-  A2 ~ 2771 d’où ^Af* < CUi2^ai,
-  li~  2<* d’où Ui l2ci < C2Yli 22c<ii,
-  A2 -  A2 ~  2Si'i d’où ni<j(A? -  \)ŸDi'j > C'-2ni<i22̂ D̂ .

On obtient la majoration :

\\Fp-g\\2 <  C2 22d̂ 2 exp f  f  J2 \I l id?>xii A t i d{.g\2drdA  ,
JCJ R ,

où on note momentanément l’exposant :

exp := —2Ô.D + a.r/ + ^0 + 2c.Ç .
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Notons ô™ = min^j ôij et ( LM =  max* Ci• On a S.D > S™\D\. Utilisons P  G Je. On a 
d’après la condition (4.30) :

-2S.D  < -2S?\D\ = (|6| -  |a| +  S-^ -)S ?  ,

d’où :

exp < (H — M +  ^ y —)<5tm + a.rt +  ^  +  2c-C 

=  l&IC +  Ç  Oi(Vi ~ ¡ T )  + |(-ÆT +  ») + { r  +  2c.C •
i

Or on a grâce à la condition (4.27) :

c-C < C M  < CM2|d| ,

^ ( - 5 ? +  6) < +  2\d\)max(-ô™+ 6,0) ,

^(vi-sr) < J2\ai\h-̂ \<m+m̂ \vi-sr\ ,
i

On obtient donc que l’exposant exp est majoré par :

l&IÎT* + 4(|6| + 2|d|)max|ïii -  <5™| +  \ ( f  +  2|d|)max(-5T +  #,0) +  S-b ?  +  4C"|d| , 

=  Lt\b\ +  R J  +  Dt\d\

par définition de Ll,R l,D l, puis :

ll^p-i/ll2 < C 22MM )2^W+^/+^M f  f  y ]  ¡Tlid^Af^.g^drdA .
JcJ  R ,

On note encore g : R x R"' x !? ' —*■ C la fonction g : V  —► C étendue de manière triviale au 
sens (4.8). On a obtenu la majoration de la norme pour P  G Jt :

\\Fp.g\\Um) < C22“ W> ¡11,(2 W ( 2 ^ .

Sommation sur P  G Je

Grâce à la formule de Plancherel pour g, on a :

||(Id + S?(H 2 +  K)‘ )<,||*!(m) < C 22M« »  £  Hi’/'-SlIyd.xR.-xz.-, ■
PeJi

où J' est l’ensemble J€, auquel on a rajouté l’élément P  =  0 et pour lequel F'P =  Id.
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Utilisons la formule de Plancherel sur L2(R x Rv/ x Zv') ; nous noterons les variables 
duales de l G Zv/, A G Rv/, r G R par l G TF', A G R^ et r G R si v = 2v' + 1.

n i(2lt-dxf ( 2 ^ A l)2i,(2^dr),g 2 , ,
L 2(R x R " 'x Z v')

= [  [  [  \Ui(2 ^Xi)bi(2 ^ (î i - l ) ) di (2 %r)f F.gfdrdAdî ,
JTv> JRV' JR

avec 0 < \b\ + f  +  |d| < 4e. En sommant sur ces paramètres, on a :

|ni(2frÂi)i‘ ( 2 ^ ( S - l ) ) Î‘ (2^r)/ |2
0 < |6 |+ /+ |d |< 4 e

= ( l  + 2Y Ç S 2 + 2^  + 2^ Ç | £ - l | 2)  .

On en déduit :

£  llF^ H 2 [  Î  i  T*e\F-9 ?d rd M  ,
0 < |6 |+ /+ |d |< 4 € JjV> jRV' J r

où on définit la fonction

-  i  r  x  r ' x  r '  — ► r *+

T‘ : \ (f,Â ,î) —  l +  2 ^ E i Âi2 + 2 f r ! +  2 ^ E i l i - l | 2 '

Nous avons donc obtenu :

||(Id + s2£(E2 +  H)e)i/||2.2, . < C2 22dM) T^T.g11V ‘  V '  \\L2(m) -  *  L2 (R xR ''/ x T ” ')

Majoration de N L>e(g) obtenue

Grâce à la formule de Plancherel sur R x x Zv\ la transformée de Fourier de l’opéra­
teur Tt, est égale à la multiplication par la fonction Tt. Et donc ici, on a :

^  7 9  LH R x R - 'x T » ')  =  11 '̂ '2e^ 11 ¿2 (R x R” ' x Z "' ) •

Résumons. Nous avons montré jusqu’à présent que pour tout e G N, on a :

3 C = C(p, e) > 0 V G /  V <7 G L2 (m) supp g C supp Xt :
K A g )  < C2*”*>\\T?.g\\L,W M i m  ■

Par interpolation, ce résultat est vrai pour tout e > 0. Ceci achève la démonstration de la 
proposition 4.15, et donc du théorème 4.13.
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Chapitre 5

Appendice

La première section de ce chapitre est consacrée aux propriétés connues de certaines 
fonctions spéciales. La seconde section précise ce que nous avons appelé le passage en polaire 
sur les matrices antisymétriques.

5.1 Fonctions spéciales
Dans cette section, nous donnons les propriétés des fonctions T, Ja de Bessel, £n>a de 

Laguerre, hk de Hermite Weber.

5.1.1 Fonction F

Nous rappelons :
-  l’équation fonctionnelle :

Va e C -  {0 , - 1 , . . . } ,  ar(a) =  r(a  +  l) ; (5.1)

-  pour p,q > 0,
/ V ‘ ( i - z r v *  = Î M Ï M  (5 .2)Jo 1 ’ r(p + q) y 1

-  l’estimation uniforme locale en x > 0 lorsque y —> oo [Tit75] :

r(x + Î7/) ~  '/2 Üé~%v\y\x~ï ,
dont on déduit :

V[o, b] c ]0, oo[ 3C > 0 Vi 6  [a, b] Vy G M |r(:r + à/)| > C~l e~2y , (5.3) 

et lorsque n —► oo :

r n - i  F(n + l) r (a  + 1) a
=  r ( n  +  a  + 1 )  ~ y r ( " + 1 > ' (5 ' 4)
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JM -  r(a + i)Cÿ°uz) -  ¿ ( - D v S V a l i )  '
Souvent, on omettra le qualificatif “réduit”.

Grâce à son expression en série entière et à l’estimation pour z —> oo : Ja(z) = 0 (z~ 2) 
[Sze75] §1.71, la fonction Ja vérifie :

■£(*) =  et *W  = 0 ( z - l - ° )  ,1 [a + 2)
et donc par récurrence sur k G N :

Vx > 0 \Jik){x)\<C kx -a-2 . (5.5)
Lemme 5.1 (Majoration des intégrales pour Ja)
Les intégrales suivantes :

roo

J s = 0
sont fínies lorsque ¡3 > — 1 et ¡3 < 2a pour tout k E N.

Les intégrales suivantes :
roo

/  tó*>(s)|Vd»
J a = 0

sont ñnies lorsque (3 > — 1 et (3 — l <4o ;  pour tout k 6 N.

Démonstration du lemme 5.1ù. La fonction Ja est entière. Donc les intégrales en 0 sont 
finies. En 00, d’après la majoration (5.5), la première intégrale est finie lorsque : 2(—a — )̂ + 
/3 < —1, et la seconde lorsque 4(—a — |) + @ < —1.

Nous avons besoin des propriétés suivantes [FH87] :

Lemme 5.2
Pour un paramètre a de la forme a = (n — 2)/2, n G N, n > 3, la fonction de Bessel réduite 
se met sous la forme

Jr^  (1*1) = /  é < ^ > d ô M  ,
2 Js[n)

où <7n désigne la mesure sur la sphère unité euclidienne Si de Rn.

Lemme 5.3
Pour n > 0 et a G C, le système :

j  Axy" +  4ny' + ay =  0 
l  ÿ(0) = 1

a pour unique solution C°° au voisinage de 0 la fonction entière y(x) = où /i2 = a.
Elle est bornée si et seulement si a > 0.

5.1.2 Fonction Ja
Pour a > 0, on définit les fonctions de Bessel réduites (comme [FH87], chapitre II) :
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On note L ^  le polynôme de Laguerre de degré n et de paramètre a > — 1 . On peut le 
définir par les conditions d’orthogonalité et de normalisation suivantes [Tha93, Sze75] :

roo
V n , m e N  : /  e~xxaL^(x)dx = T(a +1  )C£+A , m • (5.6)

J i=0
On appelle fonction de Laguerre de degré n et de paramètre a la fonction notée 
sur R donnée par :

£ n,a(x ) =  Ln(x )e~ * ■

On aura besoin de la fonction de Laguerre normalisée de degré n et de paramètre a que 
l’on note Cn<0L et qui est donnée par :

rP __ ^ n ,  a
L n,O L  * —

^n+a

La fonction de Laguerre normalisée est bornée par sa valeur 1 en 0. On omettra souvent 
le qualificatif “normalisé”.

Rappelons [Sze75] : d’une part le calcul des dérivés des polynômes de Laguerre : L“ ' = 
—L ^ l, dont on déduit :

£ k ,a  =  ~ ^ ~ £k ,a  ~  £fc—l,a+l i (5-7)

d’autre part la décroissance exponentielle des fonctions de Laguerre :

3C > 0 V A; € N , x G M+ : \Ck,a{x)\ < Ce~~<x ,

dont on déduit par récurrence sur l’égalité (5.7), que les fonctions de Laguerre normalisées 
£n a et leurs dérivées sont bornées indépendemment du degré k (mais pas du paramètre a 
et du nombre de dérivés).

Lemme 5.4 ([FH87] proposition V .l l )
L’équation hypergéométrique conûuente de paramètre a, 7  G C s ’écrit :

zy" + (7 -  z)y' -Oty =  0 . (5.8)

Pour 7  7̂  0, —1, —2,. .. , on appelle fonction hypergéométrique conûuente de paramètres a, 7  
la fonction entière notée F (a, 7 ;.) et donnée par :

F (a rz)  =

où l ’on note pour (3 G C et k G N : (/3)k = +  1).. .(/? + k). La fonction F(a, 7 ;.) est 
solution de l ’équation (5.8) de paramètre a, 7 ; et toute solution C°° au voisinage de 0 lui 
est proportionnelle.

Supposons 7  > 0.

5.1.3 Fonction Cn,a
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1. Si a est un entier négatif : a = —/, l (E N, alors F(a, 7 ;.) est un polynôme, de Laguerre 
de degré l à un constante près :

F H . r . z )  =  - ¿ — L r \ z )  .
°Z+7-l

2. Si < 7  et si a n’est pas un entier négatif, alors on a l ’estimation suivante pour z 
grand :

n « , r , z )  ~  .

D’après [Mar82], lorsque a, a +  ¡3 > —1. on a les estimations suivantes :

/•oo na si P < k
/  \£n,a+i3 (x)\2xadx ~  nQlnn si 0 = | . (5.9)

Jx=0 na+20-l gj p > i

On en déduit le lemme suivant :
Lemme 5.5
Pour j, a G N — {0}, les intégrales :

r 00

/  ° ù 0 — m  — j  >J 1=0

sont bornées indépendemment de l tant que j  < a.

Démonstration du lemme 5.5: Grâce à une récurrence sur (5.7), d\$_i est une combi­
naison linéaire de £j_ny _ i+n où 0 < n < m ; ainsi il suffit de majorer pour 0 < n < m les 
intégrales :

I(a, j , l ,m,n) = [  \̂ l~r~ ±- X-\2x23~1dx .
J x = 0 l+a

D’après l’estimation (5.9) et grâce à la formule (5.4), on a les équivalents pour l grand :
-  si a + n -  (2j -  1 ) >

I (a , j , l ,m,n ) ~ (l -  n)2j~x ((y)“r(a + 1))' ~ l2̂ - 2ae2aT(a + l)2 ;

-  si a + n -  (2j — 1 ) > \

I(a,j , l ,m,n)  ~  ^ _  n^J-l+2(a+n-(2J-l))-l p(a + 1 ^

~  r 2j- i+2ne2ar(a  + 1)2 .

Donc les intégrales I(a, j,l,m,n),  0 < n < m < j  sont bornées indépendemment de / tant 
que 2j — 1 — 2a < 0.
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5.1.4 Propriétés des fonctions Cn =  Cn$

On adopte la notation :
:= Â,o =  £/,o •

D’après les conditions (5.6) d’orthogonalité et de normalisation des polynômes de La- 
guerre, les fonctions :

Uf=1£ tj : x = (x 1 , . . . , x pl) e R p' ~  I I j L ^ f o ) ,  l =  (lu . . . , l p. ) e W '  , 

forment une base orthonormale de l’espace L2(RP ).

Opérateurs de Décalage

Opérateurs r + , r - , A. Pour une fonction R définie sur N, on définit les fonctions de 
décalage t + , t ~  par :

T + W )  =  * ( 1 + 1 )  et r -R(l) =  |  * ( '  “  “  j  ^  J

On définit l’opérateur de différence sur les fonctions de N :

A = t+ — Id .

L’opérateur A commute avec r+ et r~.
Nous montrons ici que grâce aux propriétés des polynômes de Laguerre, certains opéra­

teurs de décalage sur la fonction de Laguerre Ci sont égaux à des opérateurs de dérivation 
ou de multiplication par la variable.

Opérateur ¡3. D’après [Sze75] page 10 1, on a :

ILi(x) =  (- x  + 21 -  l)Li_i(x) -  (l -  l)L/_2(a:) ,

donc ici :
xCi(x) = - ( l +  l)£i+i(x) + (21 +  1 )Ci(x) -  lCi-i(x) .

On pose alors pour une fonction R : N —*• C :
(3.R —(l -f- 1 ) t+.R (21 -f- 1 )i? — It .R ,

et on a :
PXi(x) =  xCi(x) .
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O pérateur a.  Encore d’après [Sze75] page 102, on a :

xL[(x) = l (Lt(x) -  Li^x(x)) ,

donc ici :

xC[(x) =  xe~% ( l ' x̂) -  ^Lt{x) Ĵ

=  e~t ^l(Li{x) -  i(x)) -  ixL/(x)^

= l(Ci(x) -  £/_i(x)) -  ^0 X i(x ) .

On pose alors pour une fonction R : N —> C :

a.R := 1{R -  t~.R) - \fi.R := - \ r  -  l-r~ .R + ^ r + . Æ  ,
Z z z z

et on a :
a.Ci(x) = x£j(a:) .

O pérateur 7 . Toujours d’après [Sze75] page 102, on a :

r(°0 __ r (a + l)  r (Q+ l )  „i. r i “ )7 __ __r (a+ l)— Lu Ln_ 1 et — -^j-i )

et donc :
L\ -  Ut_x = —L1-1 .

En utilisant l ’expression de o: et cette dernière égalité, on a :

« A  = - \ c ,  -  [ e u  + ^ i £ ; +i
/ 1 „  l,, i + 1, ,  1. 1,  l, ¡ +  1,  A

-  e ■ \ ~ 2  1 ~ 2 + ~ 2 2 “  2 + ~ 2“ i,+ l))

- -  (   ̂ t  ̂ +  1 r  ̂ r  ̂ r ,  ̂  ̂ r= e ’ y 2 -  — L' -  2{~21‘ ~ 2 + J
_ x /  2/ + 1  l Z + 1  \

=  6 2\ ------- 4 ~  ' ~  4 i_1 _  ~ T ~  i+1J  '

On en déduit :
r t 21 + 1 l  ̂ "l" 1 r

1 = ----- —  1 ~ 4 “  •
On définit l’opérateur sur les fonctions de N :

2/ + 1 r l _ / + l i  
? := — — f ~ r " -  — •r ■

et on a :
7 .Ci = a.C[ .
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L ie n  e n t r e  le s  o p é r a te u r s  A  e t  a , / 3, 7

O n  vé rifie  d ire c tem en t :

4 (c*2 +  a)  =  - r " 2 ( ( /  +  2)(Z +  1 )A )  -  r "  ((l +  1 )ZA ) +  (l +  1 ) ( /  +  2) ( A 2 +  2A )  (5 .10)
2a  =  ( Id  +  r _ ) ( /A )  +  r + +  r ~  , (5 -11)

P =  —r _ ( /A 2) — (2Id  — r ~ ) A  , (5 .12)
47  =  —r “ ( / A 2) — (2Id  — r ~ ) A  +  2 (2/ +  l ) I d  . (5 .13)

S u r les fo n c tio n s  de deux va riab les l\, l2 en tières, on en d é d u it en p a r t ic u lie r  :

ai — a 2 =  ( r x +  I ) ( h  +  l ) A i  — ( r 2 +  I ) ( l 2 +  1) A 2 (5 -14) 
2 ( û i  +  a 2 -t- 20:10:2) =  ( !d  +  '7"i ) (^ i l ) ^ i  “I- (W  "t" t~2 )(^2 "I- 1) A 2

+ ( I d  -f- Tj ) ( Id  +  t 2 ) (li +  1)(^2 +  1) A 1A 2 , (5 .15)
47 l /32 =  ^PiP2 — 2t 2“ (2Zi +  1)^2 A 2 — 2 (2Id  — r 2" ) ( 2Z1 +  1) A 2 . ( 5 .16)

O n  cherche à éc rire  la  pu issance de ce rta in s  opé ra teu rs  en fo n c t io n  de A , la  m u lt ip l ic a t io n  
pa r l, à des décalages près. P réc isons la  fo rm e de ces décalages : c ’est une com b ina ison  lin é a ire  
f in ie  à coe ffic ien ts ra tio n ne ls  en les opé ra teu rs  r +k+ e t r ~ k où  k+ , k~ G N . O n  p e u t donc  
l ’é c rire  sous la  fo rm e  : P ( t + , t _ ) :=  P ^ ) ,  où P  G Q [X ,  Y]  est u n  po lynôm e  de deux  
va riab le s  à coe ffic ien ts  ra tio n ne ls .

C om m e on  ca lcu le  d ire c tem en t : [ r +p, /] =  p r +p e t [ r _p , /] =  —p r ~p, on a :

V P e Q I X . y ] ,  3! Qr € Q[X, Y) : [/»(t*), î] =  Qrir*) . (5.17)

O n  rem arque  que les te rm es su ivan ts  (p o u r P  G Q [X , y ] )  :

w :=  / A P ( r ± ) /9 , x  :=  l A 2P ( r ± )lq ,

peuven t se m e ttre  sous la  fo rm e  d ’une somme de te rm e  du  ty p e  R ( r ± )lr A s où P  G Q [X , y ]  e t 
r ,  s G N . E n  effe t, d ’une p a r t, d ’après la  p ro p r ié té  (5 .17) e t la  c o m m u ta t iv ité  des opé ra teu rs  
A , r * ,  i l  ex is te  un  po lynôm e  Q  G Q [X , y ]  te l que

w =  ( P ^ ) /  +  C ^ r * ) )  A lq e t x  =  ( P ( r ± ) / +  Q ( r * ) )  A 2/9 ;

d ’a u tre  p a r t ,  on  co n n a it le c o m m u ta te u r : [A , lq] =  t + (Iq — (l — l ) 9) ; ca lcu lons l ’a u tre  com ­
m u ta te u r  [A 2, i 9]. en com m ençan t p a r :

A Hq =  A / 9A  -  A [ / 9, A ] =  (lqA  -  [lq, A ] )  A  -  A [lq, A ] ;

on  d é d u it de l ’express ion de [A , lq] :

[A 2, lq] =  —[lq, A ] A  -  A [Z9, A ]
=  —t + (lq -  (l -  l ) 9) A  -  A r +  (lq - ( l -  l ) 9) ; 

A( / 9- ( Z - l ) 9) = /9A -  r+ (lq - (l -  l)9)
—(l — 1)9A  +  r + ( ( /  — l )9 — (/ — 2 )9)

=  (lq — (l — l ) 9) A  +  r + (—lq +  2(1 — l )9 — (l — 2)9) ,
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puis grâce à la commutativité des opérateurs A et r+ :

[A2, lq} =  - T + { 2 ( lq -  (l -  l ) 9 ) A +  r +  ( - l q +  2(1 -  l ) q - ( l -  2)q) }  ; 

on en déduit :

w = lAP(r:k)lq
= (P(7± )l + Q(7± ))(V>A + r +(V‘ - ( l - l ) q)) , (5.18)

x = lA 2 P(r±)lq
= (P(r±)l + Q ^ ) )  (lqA2

+T+ { 2 (lq - ( l - l ) q)A  + T+ ( - l q + 2 ( l - l ) q - ( l - 2 )q)})  . (5.19)

Lemme 5.6 (Puissance de (3)
Pour p G N,p > 1, l ’opérateur (5P est la somme sur q = 0 ,... ,p des opérateurs :

Pq(r±)lqAp+q où Pq eQ [X ,Y ] .

Démonstration du lemme 5.6: Le cas p = 1 est évident d’après l’égalité (5 .12). Montrons 
ce lemme par récurrence. On fixe p, et on suppose la propriété du lemme vraie au rang p. 
Montrons maintenant que la propriété du lemme est alors vraie au rang p +  1 . D’après 
l’expression (5.12) de P, et l’hypothèse de récurrence, on a :

/3p+l =  (—r~(/A2) -  (2Id -  r")A) (Pq(r~)lqAp+q)
=  —t - /P 9(t±)A2/9Ap+9 -  (2Id -  t ~ )  (Pg(T±)AlqAp+q) ,

car les opérateurs r -  et A commutent. Le premier terme du membre de gauche est de la 
forme voulue grâce au calcul (5.19) ; le deuxième l’est également, car on a déjà directement 
calculé : [A, lq] = r+(lq — (l — l)q).

On aura également besoin de l’expression des puissances de l’opérateur d\ — a/A en 
fonction de A :
Lemme 5.7 (Puissance de d\ — ot/X)
Pour une fonction

i R x N  -> C
\ À, l i-+ R(X,l) ’

l ’expression
(dÀ- j ) PM(A , 1 ) 

peut s ’écrire sous la forme d’une somme sur

(a, b, c, d) G N4 tels que a + b = p , b + c < p , d < c , 

de termes de la forme :

ì ’«,6,c,«(t±)a- “s5(ì 'ìa c).b (a,o , où p.w eQ [x ,y ]  .
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Démonstration du lemme 5.7: Le cas p =  1 est évident d’après l’égalité (5.11). Montrons 
ce lemme par récurrence. On fixe p, et on suppose la propriété du lemme vraie au rang p. 
Montrons maintenant que la propriété du lemme est alors vraie au rang p +  1. D’après 
l’expression (5.11) de a, et l’hypothèse de récurrence, l’expression

/ ot\p+l (ôA- - J  .R (A, l)

peut s’écrire sous la forme d’une somme sur le quadruplet (a, b, c, d) G N4 tel que a + b — p 
et b + c < p, d < c de :

(ô a  -  (ld +  T ~) ( i 2A> +  T +  +  T" )  (A, /) ,

donc grâce à la commutativité des opérateurs en A et l, sous la forme :

P' AcÀ t* ) ^ l) +  i(Id  +  r -)(iA )P „,v ,i (r± )A -“- ‘ â$(i'iA c).fi (A, /)

Le dernier terme de la somme précédente se met sous la forme voulue. De même pour le 
deuxième grâce au calcul (5.18) et à la commutativité des opérateurs en A et /, ainsi que 
pour le premier, car on voit : d\X~ad* = — aA-a-1d£ + A_a<9̂+1.

5.1.5 Fonction de Hermite-Weber
Les fonctions de H erm ite-W eber hk, k G N sur R sont données par :

hk(x) =  (2kk\y/ñ) 2e  ̂ Hk(x) où Hk(s) =  ( - 1  )kes2(d/ds)ke *2 ,

Hk est le polynôme de Hermite de degré k.
Rappelons (voir section 5.6 de [Sze75]), que les fonctions de Hermite-Weber hk,k G N 

sur R forment une base orthonormale de L2(R) et que chaque fonction vérifie l’équation 
différentielle : y" + (2k + 1 — x2)y =  0.

On définit les fonctions de Hermite-Weber ha,a  G Nn sur Rn par :

ha —

5.2 Matrices antisymétriques
Nous précisons ici les coordonnées polaires sur l’ensemble Av des matrices antisymétriques 

de taille v. On aura à distinguer les cas v = 2v' et v = 2v' +  1. On note 0(v) le groupe des 
matrices orthogonales, et SO(v) le groupe des matrices orthogonales de déterminant 1.

p+1

Id  + +  T
Pa,ò,c,dr ±;A-a&x(ld AP.,6,c,d(T± )A -“Ôj(;‘iA C)



Le groupe 0(v) agit par conjugaison sur A j :

VA; G 0 (v ) , A e A v : k.A = kAk~l .
Pour en décrire les orbites, on définit le simplexe C, et son adhérence C :

jC '.= {A = (Ai,. . . ,  A,/) G Rv ; Ai > ... > Xv> > 0 }• , 
c  := {A = (Al,. . . ,  Xvl) G Rv> : Ai > ... > A«/ > 0 } .

À un élément A € R^, on associe la matrice antisymétrique -D2(A) de taille v :

'  Ai J

a . (a) = ° ° où j =  f _ °  ;|  ,
Ayt J L

( ° ) .
c’està dire :

"AiJ 1 AlJ
si v=2v’ : 0 ‘ . 0 et si v=2v’+ l  : 0 • 0

, T V J
v‘ J o

Proposition 5.8 (Av/0(v))
Toute matrice antisymétrique A E Av est orthogonalement semblable à une matrice diago- 
nalisée par bloc 2 -2 . En effet, le polynôme caractéristique de A est de la forme :

P(r\ = f  nt i ( z 2 -  Ai2) si v = 2 v'
1  x Y l^ x 2 -  A^) si v = 2 v' + 1

où A =  (Ai,. . . ,  Av>) G R ; il existe une matrice orthogonale k G 0(v) telle que : A =  
k~1 Ü2 (A)k. On peut choisir A G £.

La démonstration se fait de manière élémentaire par récurence sur la taille v de la matrice, 
et grâce aux propriétés des endomorphismes normaux.

On définit plus généralement pour A G la matrice antisymétrique D\{A) de taille v :

' Ai J
o 0

D\{A) = A^_i J où e G {1 , -1 }  .
J

(°).
Évidemment, on a D\{A) =  Z)2(A), et £>2(^11 • • • > K 1) — ¿M^i, • • • > ~'V)- 
Proposition 5.9 (A»/SO(v))
Pour toute matrice antisymétrique A G Av il existe k G SO(v), A G C et e =  ±1 tels que : 
A = k-'DKAjk.

5.2.1 Réduction
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5.2.2 Isomorphisme Sp(n) D 0(n) ~  Un

Définissons pour n G N — {0}, les matrices antisymétriques de taille 2n x 2n :

■ j  . . .  o 1 r j  . . .  o '

Jn := Jn+1 := ••• et J "1 :=
0 ... J J 0 ... - J

et la complexification :

^(n,+i)= (̂n) . xi ,yu . . . , xn,yn ^ x i + i y u . . . , x n + iyn ,
^ n’ x) : xi ,yu . . . , xn,yn x i - l - i ÿ i , . . . . x « - !  + ¿yn- i , î / n  + *®n •

Proposition 5.10 (Matrices orthogonales commutant avec J*)
Soit n G N — {0}. Les matrices orthogonales de taille 2n qui commutent avec J* ont pour
déterminant 1. On a un isomorphisme entre

-  le groupe des matrices 2n — 2n orthogonales qui commutent avec J£,
-  le groupe Un des matrices unitaires de taille n.

Il vérifie :

On notera '0[n,+1̂ = .

Démonstration rapide de la proposition 5.10: Soit k G 0(2n) qui commute avec J*. Une 
base de l’espace propre associée à la valeur propre —1 pour k peut s’écrire sous la forme : 
6i, J .̂eiy Ê2, J^ - e 2 ■ ■ • donc la dimension de ce sous-espace propre est paire et det A: = 1. 

Écrivons la matrice k par bloc 2-2 :

K l  ••• K n  1
k  =  • ' où k 1 =  \  k 2 l- 1<2c~ 1 ^2/—1,2c

„  '• „  l 'c A ^ c - i  fcai2c 
.  K , l  K n  J

On définit les coefficients d’une matrice complexe u uiiC = /c2î-i,2c-i + ^2/,2c-i, 1 < /, c < n, 
si e = 1, et si e = —1 :

ku-lfr-l +  Si 1 < ¿, j  < n,
fc2t-i,2n -  *fc2/_i,2n-i si (l, j)  = (i, n) ±  (n, n),2̂n,2c—1
2̂n,2n

Comme la matrice k est orthogonale, la matrice u est unitaire.

2̂n,2c si (hj) = (n,j) i  (n, n),
^2n,2n—1 si

«2n,2c-l -  *«2n,2c SI [ l ,  J  ) =  [71, J  ) ^  [71,71),

^2n,2n ^ 2n ,2n —1 SÍ (¿, j) =  (jl, 7l).
Ul,c =



5.2.3 Passage en coordonnées polaires

En fait, nous allons nous intéressés à l’ensemble Vv des matrices antisymétriques aux­
quelles on associe comme dans la proposition 5.8 A G £ C -C. On obtient le passage en 
coordonnées polaires :

Lemme 5.11 (Passage en coordonnées polaires)
Il existe r) une mesure sur le simplexe C C R11' donnée par :

, , . x j cIL<fc(A2 -  \2k)2dA si v =  2v' , s .

di? ( A )  \ \ 2 t t  ( \2 ■ o  > i i * ' ' ' »I cniA,-llj<fc(Â  -  A£) aA si u =  2v +  1

la constante c est telle que l ’on ait le passage en coordonnées polaires sur l ’ensemble des 
matrices antisymétriques Av :

f g(A)dA = f f g(k.D2 (A))dr}(A)dk . (5.20)
J A V J O ( v ) J e

Ce lemme est déjà bien connu : dans [Str91] (page 398), on renvoit à [Hel62] page 382. Nous 
le montrons ici “à la main”.

Nous avons besoin aussi de résultats sur le Laplacien sur Av. Rappelons que lorsque la 
base canonique de l’espace vectoriel Av est Eiyj,i < j  où E¿j désigne la matrice antisymé­
trique dont toutes les entrées sont nulles sauf celle de la zème ligne et jème colonne qui vaut 
1 et celle de la jème ligne et ième colonne qui vaut -1, le laplacien sur l’espace vectoriel Av 
est donné par :

A /  = ■
i<3

Nous aurons en fait besoin de l’expression du Laplacien en coordonnées polaires sur le sous 
ensemble Vv. Pour cela, définissons l’application

,/. . /  ° ( v) x C  — ► A*
w ' \ k, A i— ► k.D2{A) ’ 

dont l’image est VV) le sous groupe Kr de 0(v) comme l’ensemble des matrice de la forme : 

r0i la matrice r# désigne une rotation du plan : 
où _  cos 6 — sin 9

rev' r& sin 8 cos 9(i) J L J
On voit :

Kr = {k e 0(v) VA e C  iP(k,A) = D2(A)} .

On note
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-  l’espace homogène K  = 0(v)/Kr comme variété quotient de 0(v) par le sous groupe 
Kr (l’action considérée est celle à droite),

-  p : 0(v) —*■ K  la submersion canonique,
-  dk la mesure sur la variété homogène induite par les deux mesure de Haar normalisée 

de masse 1.
On peut donc définir l’application que l’on note encore ^ :

, j  K  x C — > Av
V : \ p(k),A h—  k.D2(A) ’

qui devient une bijection sur Vv, et aussi un difféomorphisme de variétés.
Précisons les espaces tangents de ces variétés. Évidemment, on identifie T C ~  Rv' et 

TAy ~  en tout point. On munit l’espace 0(v) des cartes locales au point k G 0(v) :

(aij)l<i<j<v 1 *

où exp désigne l’application matricielle exponentielle, et Eij, l < i < j < v \ à  base cano­
nique des matrices antisymétriques donnée plus haut. L’espace tangent au point k peut donc 
s’identifier à

TfeO(i;) ~  {kA , A matrice antisymétrique de taille p } .

Par passage au quotient, lorsque l’on a choisi k G 0(v) tel que p(k) =  k pour chaque k, la 
variétés K  est munie des cartes locales au point k :

(ahj)l<i<j<v,(i,j)^(2k-l,2k) 1 P eXP ) ’

et l’espace tangent au point k peut donc s’identifier à

_  f> j  u 7 X matrice antisymétrique de taille p, 1 
* \ ’ dont les blocs 2-2 sur la diagonale sont nuls J ’

dont nous fixons la base canonique formée par les vecteurs kEitj, pour 1 < i < j  < v et 
(i, j) ^ (2k — 1,2k). Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, on notera de la même 
manière k G 0(v) et son image p(k), et de même pour les vecteurs des espaces tangents 
T 0(v)  et T K. On identifie A(K x C) ~  ® Ta£ et sa base canonique est donc formée 
par les vecteurs suivants :

-  les vecteurs Eitj = kEitj,i < j, (i , j ) ^  (21 — 1,21),
-  les vecteurs ¿?2/-i,2Z, l =  1,. . . ,  f', le vecteur colonne de T£ ~  dont toutes les entrées 

sont nulles sauf la lème qui vaut 1 ; on peut les identifier au champs de vecteurs d\i 
dérivée en les variables de A.

Dans la suite, on identifie la différentielle Dk à l’application linéaire sur T-kK  © Ta£. 
Elle est donnée par :

DktAip(ketA,A) =  -^ ip(ketA, A + uA) .
dit- o  du u =o
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Lemme 5.12 (Laplacien en coordonnées polaires)
Soit f  une fonction sur Av, v > 1  .On pose g = f  o ip : c ’est une fonction sur K x C. On a 
pour A = ip(k, A) :

A  ¡ {A )  =  E aA,9 +  E E D l ^ D r ' i k . E ^ l D r ^ k . E ^ ) )
l i<j (m,n)elitj

+ Y , ~ \ ^ -\ ^ Xidx' ~ AA ) - s
i<j  3 i

l+E E = ;
[ * î=2i,2i—1 1 1 J

On a omis l ’argument (k, A) de g et de ses dérivées. Les sommes sur un seul indice se font sur 
l ’ensemble {1 ,. . . ,  v'}. Les sommes indicées par i < j  se font sur l ’ensemble {1 < i <  j  < v1}, 
qui est vide lorsque v' = 1. Pour 1 < i < j  < v',v' > 1, on a noté Iij = {(2i — 1,2j  — 
l ) , ( 2 i ,2 j ) , (2 i - l , 2 j ) , (2 i , 2 j - l ) } :

On a le calcul explicite des Dip~1(k.Emiîl) = D^Atp~x(k.Emtn), (m, n) G /¿j :

D^_1(fc.£2i-l,2j-l) = JTZ7s( — ̂ jE2i-l,2j + Aj^2t,2j-l)
J * -» -*

D'lp~1(k.E2i,2j ) =  TÏZTî(—AiJ?2i-l,2j +  A j^ 2i,2 j-l)j i

D'tp~1(k .E 2i-ll2j ) =  \2l\2 ( ^ jE 2i - l ,2 j - l  +  \ E 2i 2̂j)
j i

Dl/)~l (k.E2i,2j-l  ) =  \ji\2 ( ~ K E 2 i - l t2 j-l  — ^jÊ2i,2j) ,
j i

où on a noté Eitj = kEitj, i < j , (i, j)  ^ (21 — 1,21).

5.2.4 Démonstrations
Nous démontrons ici les deux lemmes de la sous section précédente.

Démonstration de lemme 5.11

Comme Vv est un ouvert dense de Av, on a :

f g(A)dA= f g(A)dA = f f g(k.D2(A))\detDkiAip\ dAdk ,
Jav Jvv Je J k

où det Dk,Aip le déterminant de l’application linéaire Dk,a P̂ vue dans les bases canoniques 
des espaces tangents.

On note /¿j est l’ensemble ordonné :

I%,j =  {(2i -  1, 2j  -  1), (2i, 2j), (2 i -  1,2j), (2 i, 2j  -  1)} .

Nous allons expliciter Dk^ip, son déterminant et ainsi que son inverse Dip~l dont nous 
aurons besoin dans la démonstration de lemme 5.12.
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D(k,A)ip(kA) = k.[A, D2 (A.)] (le crochet est celui des matrices) .

On a pour Â G TTC
£(*.a)^(Æ) = k.D2 (A) ■

L’application linéaire D^ia)4> envoie
-  Ë2i-i,2i sur k.E2i- i t2l, l =  1 , . . .  ,v'. Donc on a :

D 1 k.E2i-i^i = Ê2i-.\i2i — d\t

-  pour tout i < j  (lorsque v1 > 1 ), l’espace vectoriel Vy engendré par les vecteurs 
Ei,m, (l,m) G /¿j sur l’espace vectoriel k.VitJ engendré par les vecteurs k.EiiTn, (l,m ) G 
Iij. De plus l’application D(k,A)'4> restreinte au départ à Vij et à l’arrivée à k.Vij se 
représente dans la base de départ (l, m) G /¿j et d’arrivée k.EiiTn, (/, m) G par 
la matrice :

0 0 -\ j -Xi '
0 0 Aj Xj 
X j -Xi 0 0 
Aj —Xj 0 0

dont le déterminant est (Xj — A2)2, et l’inverse est :

0 0 Xj —Aj
1 0 0 Ai -X j 

X] - Xf  -X j -Ai 0 0 
Ai Xj 0 0

On en déduit le calcul explicite des D‘ip~1 (k.Em>n),(m ,n ) G Iltj donné dans l’énoncé 
du lemme 5 .12 .

-  E2iiV sur —Xik.E2i-i'V et 2?2*-i,v sur Xik.E2îv (lorsque v = 2 v' + 1 ) pour i =  1 , . . . ,  v'. 
Et donc en restriction à E2itV, Ë2l-\iV et à son image, le déterminant de Dip est A2 et 
son inverse est donnée par :

D'ip~1 (k.E2itV) =  ^ -£ 2i—m et Dip~l(k.E2i- hv) = -\ -È 2îv .Ai Ai

On en déduit :

, I _  J n j<fc(A2 -  Al ) 2 si v = 2v'
I e fc.Â I -  | n .A2n .<fe(A2 _  A2)2 siv = 2 v' + l ’

On a pour kÂ G TkO(v) :
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Démonstration du lemme 5.12

C om m e le la p la c ien  est égale à la  tra ce  de la  m a tr ic e  hessienne dans la  base canon ique  
{-E'm.n}) e t dans to u te  a u tre  base o rth ono rm ée  {k .E min}  p o u r to u t  k G 0 ( v )  e t en p a r t ic u lie r  
po u r k de la  dé com pos itio n  en p o la ire  de A, on  a :

A / (A  =  k .D 2(A ) )  =  £  D 2f ( E m,n , Em,n) =  £  D 2f ( k .E m, k . E m,„) .
m<n m<n

C om m e D f  o Dxp =  D g, on  a :

D 2f { D ^ , D ^ )  +  D f D 2ï> =  D 2g ,

e t donc su r on  a :

D 2f =  ( D 2g - D g o D ^ ' 1 o D 2i ; ) { D ' i p - \ D ^ - 1) . (5 .21)

P ou r o b te n ir  la  fo rm u le , i l  nous s u ff it  d ’e x p lic ite r  l ’o p é ra te u r encore D 2ip a in s i que les 
expressions Dip~1(A) e t Dip-1 o D 2tp(D'ip~1A, D ip ^ A )  p o u r des m a trice s  A  =  k .Em,n. 

C once rnan t D 2ip, on v o it  que :

D 2i>(kÂu k Â i)  =  k\ Â 2, [ Â u D 2( A ))] , (5 .22) 
D 2ii(K.u K.2) =  0 . (5 .23)

E x p lic ito n s  -1 o D 2ip(D'tp~1(A ), Dip~x(A ))  :
-  p o u r A  =  k .E 2i~i,2i, d ’après (5 .23 ) :

D 2tp(Dip 1(k .E 2i - i t2i), Dxp~1(k.E2i-i,2i)) =  D 2xp(Ê2i-i,2h £>21- 1,21) =  0 ,

e t donc Dip~l o D 2'ip(D'tp~1(A ), D'ip~1(A )) =  0.
-  p o u r A  G k.Vij ( lo rsque v1 >  1) : on  pose kA  =  D rtp~1(A) G ca lcu lé  précédem m ent. 

O n  a donc d ’une p a r t :

D ‘ip(kÂ) =  A  =  k . [Â ,D 2( A )] , 

e t d ’a u tre  p a r t, d ’après (5 .22) :

D 2i > ( D r \ A ) , D i > ~ \ A ) )  =  D 2ÿ { Â , Â )  =  k.[Â, [Â, Z>2(A)]] 
=  k\Â ,k~\A \  =  [k.Â,A\ .

Dans les 4 cas A  =  k .Emyn, (m , n) G /¿ j, on  a k.A  — E m<n p a r ch o ix  de n o ta t io n  donc : 

[A;.A, A] =  -̂ 2 Xjk.E2j—\t2j +  \ik.E2i—it2i) j

d ’après ce q u i précède, pu is  :

D ^p-1 o  D 2i > ( D r \ A ) ,  Dip~1(A )) =  +  \ È 2i _ h 2i )  •
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-  pour A = k.EitV, l = 2 i, 2 % — 1 ,1  < i < v' (lorsque v = 2 v' +  1 ) dans les deux cas : 

D \{D ^~\A \ D ^-\A)) =  M ,  A] = -X  r^ .Æ a-ui ,

puis
Dip- 1 O D ^iD ip-'iA), D'tp~1 (A)) = -X ~xÊ2i_1<2i .

Et donc, grâce à l’égalité (5 .2 1), on obtient les expressions de D 2 f(kEmtn), puis l’on 
somme. On obtient l’expression de lemme 5.12 voulue.
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0n,c> 74 

Groupe 
Gp, 35, 57 

63
Kp, 35, 57, 63 
O(n), 24 
Un, 20 
M ,iV2, 66 
iV, 66 

Isomorphisme 
*o, 67 
tfi, 65 
*2, 67

139
139

Matrice antisymétrique 
D2(A), 55, 138 
De2{ A), 138 
J, 138

139
Mesure 

r}, 140 
rf, 79
At, 10, 14, 37 
m, 79 
m', 85 

Opérateur 
Aû, 40 
Aîj> 42

K r 43
L, 25, 76 
Tt, 106 
Aa, 44
K r  44
A .r*, 133 
Ai, 105, 112 
q , 134
oci ) ßi > ”7i > 112 
ß, 133 
7, 134 
dXi,dr, 105 

Paramètres 
104

Ci,7?iA;nr> 104 
r*,A*,i,e, 11, 55 

Représentation 
Ux \a*, 29 
IL, 27
nr.,AV,
i/*>V r*’AV,£, 58, 70, 72 
P.P l , P2 >  6 6
Pr*,A*,e) 66

Paire de Guelfand, 19 
sur Nv,2 > 26
sur le groupe de Heisenberg, 21

Représentation
quotientée par son noyau, 59
th. de Kirillov, 28
th. de Mackey, 36
th. des sous-groupes, 36
th. du nombre d’entrelacement, 36

Sous-laplacien, 76 
homogénéité, 108 
noyau d’une fonction du-, 77 
valeur propre, 11, 77
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