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Autour du programme de Langlands local p-adique et modulo p

Résumé. Soient p un nombre premier et F' un corps local complet pour une valuation
discréte de corps résiduel fini de caractéristique p. Cette thése s’inscrit dans le cadre du
programme de Langlands local p-adique et modulo p, qui a été initié par Breuil. Elle
consiste en trois chapitres. Nous supposons F' de caractéristique 0 au premier chapitre
et F' de caractéristique 0 non ramifié au troisiéme. Au premier chapitre, nous montrons
une partie d'une conjecture de Breuil et Schneider sur l’existence de réseaux stables
dans des représentations localement algébriques de GL,(F). Au deuxiéme chapitre,
4 une représentation lisse irréductible de GLa(F) sur F, avec caractére central, nous
associons canoniquement un diagramme qui détermine la classe d’isomorphisme de la
représentation de départ. Au troisiéme chapitre, nous appliquons la construction du
second chapitre aux représentations considérées par Breuil and Paskunas pour construire
de nouvelles représentations supersinguliéres de GLy(F).

Mots clefs : norme invariante, représentation localement algébrique, représentation
supersinguliére, diagramme canonique, poids de Serre.

On p-adic and modulo p local Langlands program

Abstract. Let p be a prime and F be a complete discrete valuation field with a
finite residual field of characteristic p. This thesis follows the p-adic and modulo p local
Langlands program which has been proposed by Breuil. It consists of three chapters.
Suppose moreover that F is of characteristic 0 in the first chapter and F unramified in
the third. In the first chapter, we prove a part of a conjecture of Breuil and Schneider on
the existence of stable lattices inside certain locally algebraic representations of GL,, (F).
In the second chapter, to an irreducible smooth representation of GLy(F) over F,, with a
central character, we canonically associate a diagram which determines the isomorphism
class of the original representation. In the third chapter, we use the construction of the
second chapter to construct new supersingular representations of GL2(F’) in the cases
considered by Breuil and Paskunas.

Keywords: invariant norm, locally algebraic representation, supersingular represen-
tation, canonical diagram, Serre weight.

2000 Mathematical Subject Classification: 11F85, 22E50.
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Introduction

Soit p un nombre premier. Cette thése s’inscrit dans le cadre du programme de
Langlands local p-adique et modulo p, qui a été initié par Breuil dans une série de
travaux ([Brl], [Br2], {Br3]). Ce programme est en voie d’achévement pour GL3(Q,) par
les travaux de Colmez ([Co]). Soit F un corps local complet pour une valuation discréte
de corps résiduel fini de caractéristique p. Cette thése concerne les groupes GL,(F) (au
premier chapitre, ot F' est supposé de caractéristique 0) et GLy(F) (aux deuxiéme et
troisiéme chapitres). Le premier chapitre est consacré & la question de l’existence de
réseaux stables sur des représentations localement algébriques de GLy(F), et les deux
derniers concernent la théorie des représentations modulo p de GLy(F).

Les résultats principaux sont les suivants. Au premier chapitre, nous montrons une
partie d’une conjecture de Breuil et Schneider (sur ’existence de réseaux stables). Au
second chapitre, 4 une représentation lisse irréductible de GLy(F) sur F, avec carac-
tére central, nous associons canoniquement un diagramme (voir [BP]) qui détermine la
classe d'isomorphisme de la représentation de départ. Au troisiéme chapitre, nous ap-
pliquons la construction du second chapitre aux représentations considérées dans [BP]
pour construire de nouvelles représentations supersinguliéres de GL2(F') (pour F de
caractéristique 0 non ramifié).

Remarque 0.1. Pour simplifier les notations, les résultats énoncés ici sont un peu
différents de leurs versions correspondantes dans le texte.

Normes invariantes et existence de filtrations admissibles

Une “correspondance de Langlands” est une bijection naturelle entre représentations
galoisiennes (de dimension n) et représentations de GL,. La correspondance de Lan-
glands locale £-adique (£ # p) a été démontrée par Harris et Taylor ([HT]) et peu aprés
par Henniart ([He]). En particulier, avec les travaux de Vignéras ([Vil]), elle établit,
si F' est une extension finie de Qp, une correspondance entre les ensembles de classes
d’isomorphismes :

représentations admissibles représentations £-adiques
irréductibles entiéres «— ¢ de dimension n de Gal(Q,/F)
de GL,(F) sur Q, Frobenius-semi-simples

Comme déja mentionné, les travaux de Breuil ont suggéré ’existence d’un analogue si
I’on remplace £ par p. Rappelons ci-dessous sa stratégie.
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2 Introduction

Supposons donc F une extension finie de Q. Soient V' une représentation p-adique
potentiellement semi-stable de Gal(Q,/F) sur un Q,-espace vectoriel de dimension n
et F' une extension finie galoisienne de F telle que V devienne semi-stable en tant
que représentation de Gal(@p /F"). D’aprés le théoréme de Colmez-Fontaine, la donnée
de V est équivalente a la donnée d’un (¢, N, Gal(F'/F))-module filtré Dpst (V') qui est
(faiblement) admissible. La représentation V' a des poids de Hodge-Tate {ij,, 1 < j <
n, c:F — @p}. On suppose que, pour tout plongement o, les i;, sont des entiers
distincts que ’on ordonne de fagon croissante avec j.

On peut associer & V' deux représentations de GLy, (F') sur des @p-espaces vectoriels :

(a) la représentation algébrique Alg(V') de plus haut poids
1,0 St20— 1< Sing—n+1;

(b) la représentation lisse admissible Lisse(V) correspondant, via la correspondance
locale classique, & la Frobenius-semi-simplifiée de la représentation de Weil-Deligne
associée & V par Fontaine ([Fo]).

Exemple 0.2. Supposons F' = Qp, n = 2 et V semi-stable non cristalline de poids
de Hodge-Tate (0,k — 1) avec k > 2. En fixant une racine carrée p'/? dans Qp, le
(¢, N)-module filtré D = Dpg (V') associé & V' est isomorphe & @pel @@pez avec :

Fil'D = D sii<0
= = k/2 . —_ -
{ N”E?; _d { ‘PEel; - pk/zj\f/l\ Fil'D = Qp(e1 + Se) sil<i<k—1
2= A=A L FiD =0 sii>k

ol A GZ: et £€ @p. On a alors que

Alg(V)) = Sym*2Q ® |det [*/>"1 et Lisse(V) = St ® (15-1 o det)

ou St est la représentation de Steinberg usuelle de GL2(Qy) et py-1 est le caractére de
@: donné par z — \~Vale(2),

Un point important est que le couple (Alg(V),Lisse(V)) ne détermine pas la classe
d’isomorphisme de la représentation galoisienne V' : on a oublié la filtration de Hodge
(i.e. Vinvariant £ dans l'exemple 0.2). L’idée de Breuil est d’essayer d’associer & V une
représentation continue de GL,(F') sur un espace de Banach qui est suffisamment grosse
pour “contenir” (au moins) la filtration de Hodge et dont le sous-espace des vecteurs
localement algébriques est isomorphe & Alg(V) ®@p Lisse(V).

Remarque 0.3. Par conséquent, la représentation Alg(V) ®g Lisse(V) devrait ad-
P

mettre une norme induite qui est invariante sous I’action de GL(F"). Or, si la représen-
tation Lisse(V') est de dimension 1, alors Alg(V)®g_Lisse(V) n’admet presque jamais de
P

Zy-réseau. Ce fait force & modifier la correspondance de Langlands locale dans certains
cas (cf. §4, [BS]).



Réciproquement, si 'on se donne :
(a’) une représentation algébrique p de GL,(F) sur @p et

(b’) une représentation lisse admissible m de GLn(F') sur @p associée & une représen-
tation de Weil-Deligne via la correspondance locale modifiée (cf. remarque 0.3),

on peut se demander quand le couple (p, 7) provient d’une représentation galoisienne.
Une réponse est suggérée par :

Conjecture 0.4. ([BS]) Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) p ®g, ™ admet une norme invariante;
P

(i) il existe une représentation potentiellement semi-stable V' de Gal(@p /F) telle
que :
Alg(V)=p et Lisse/(V)=n

ot Lisse’ (V) désigne la représentation associée & V via la correspondance locale modifiée.

Notre résultat principal du premier chapitre est de démontrer l'implication (i) = (i)
de cette conjecture. La démonstration consiste en deux étapes. La premiére étape est
une généralisation du lemme 2.1 de [Eml], le but étant de fournir un ensemble fini
d’inégalités impliquées par (i) en utilisant le foncteur “module de Jacquet” d’Emerton
([Em2]). La deuxiéme étape est de définir le (¢, N, Gal(F'/F))-module Dy (V) cher-
ché dans (ii) et de montrer que les inégalités fournies dans la premiére étape assurent
I’existence d’une filtration (faiblement) admissible avec les poids de Hodge-Tate deman-
dés. Signalons que ce n’est pas trivial puisqu’il existe en général un nombre infini de
sous-objets de Dpgt (V).

Diagrammes canoniques et représentations modulo p de
GLy(F)

Rappelons que F est un corps local de corps résiduel fini de caractéristique p. Nous
nous intéressons aux représentations lisses irréductibles de GLy(F) sur F, avec carac-
tére central. L’étude de telles représentations a été initiée par Barthel et Livné ([BL1],
[BL2]). Comme dans le cas complexe, leur premiére étape est d’étudier les représenta-
tions induites & partir d'un caractére lisse de B(F') - le sous-groupe de Borel des matrices
triangulaires supérieures. On a un critére analogue au cas complexe sur l'irréductibi-
lité de ce type de représentations. Par définition, une représentation lisse irréductible
de GLo(F) sur F, (avec caractére central) est dite supersinguliére si elle n’est pas un
sous-quotient d’une telle induction.

Notons O I’anneau des entiers de F', @ une uniformisante de O et Fg = Fy = O/w
le corps residuel. Notons également

G = GLy(F), K = GLy(0),

I C K le sous-groupe d'Iwahori, I le pro-p-Sylow-groupe de [ et Z le centre de G.
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Pour construire des représentations supersinguliéres, il faut commencer par utiliser
I’induction compacte de KZ & G. Plus précisément, soit (o, V?) une représentation lisse
irréductible de K sur Fp que ’on étend & KZ en envoyant w sur l'identité. On note
c—IndIG{Za le F,-espace vectoriel des fonctions f : G — V° & support compact modulo
Z telles que f(kg) = o(k)f(9) (g € G, k € KZ) muni de I'action & gauche de G par
translation & droite. Pour g € G et v € V7, on note [g, v] ’élément de c-Ind¥ ;o défini

comme suit :
[9.v](g") =o(d'g)v sig € KZg™*
[9,v](g") =0 sig ¢ KZg™'.

D’aprés Barthel-Livné, on a :

Théoréme 0.5. (i) Endg(c-Ind§ 7o) = Fp[T] pour un certain opérateur de Hecke T.
(1) Toute représentation lisse irréductible = de G sur Fp, (avec caractére central) est
un quotient de
[c-IndE z0/(T — M)] ® (x o det)

pour X € Fp, o une représentation irréductible de K et x : F* — F; un caractére lisse;
de plus, m est supersinguliére si et seulement si A = 0.

Pour les représentations supersinguliéres, on connait trés peu sauf dans le cas F =
Qp :
Théoréme 0.6. (/Bri]) Pour toute F,-représentation irréductible o de K et tout ca-
ractére lisse x : Qp — F; , la GL2(Qp)-représentation

- GLa(Qp)
c IndGLz(ZP)Q;,‘ o/T] ® (x o det)

est irréductible. Par conséquent, ces représentations fournissent toutes les représenta-
tions supersinguliéres de GL2(Qp).

GL2(Qp)
CLa(ZQx /T sous I; C

GL2(Zy). Breuil montre aussi qu'il existe des entrelacements entre ces représentations
supersinguliéres. De maniére explicite (et équivalente par [Vi2]), si 7 et 7’ sont deux
représentations supersinguliéres de GL2(Qy), alors

Le point clef de la preuve est le calcul des invariants de ¢-Ind

(0.0.1) 7 =7’ <= 71t = 7' en tant que H(G, I1)-modules

ou H(G, ) := Endg(c-lndlcll) est ’algébre de Hecke relativementde a I; et 1. Mais,
lorsque F' # Qy, des exemples (voir le troisiéme chapitre) et le résultat d’Ollivier ([O1])
suggérent que la généralisation naive de (0.0.1) est fausse, c’est-a-dire que ’espace vecto-
riel des I;-invariants d’une représentation supersinguliére de G ne suffit pas & déterminer
la classe d’isomorphisme de la représentation lorsque F' # Qy.

Paskunas ([Pa]) a donné la description suivante de la I-représentation 7t si 7 =

c-IndC2(@) «0/T (o0 o est une représentation irréductible de K). Posons
GL2(Zp)Qp

I+(U)=[<zp—0{o} Z/ip>’g], r(@:[(ﬁ (1)> 1+(a)]



GLZ(QP) ? : RS
GLa(Z) :o stables sous 'action de I. Sil’on

note I* (o, ) (resp. I~ (o, 7)) 'image de It (o) (resp. I~ (o)) dans =, alors on a

qui sont des sous-espaces vectoriels de c-Ind

7 = IT(o,7) NI (o, 7).
Ce résultat est le point de départ des résultats du second chapitre.

On rappelle la définition suivante : un diagramme est un triplet (Do, D1,7) ot Dg
est une représentation lisse de KZ, D; est une représentation lisse de N := IZII (ou
II:=(2})€G) et r: Dy — Dy est un morphisme I Z-équivariant.

Soient m une représentation lisse irréductible de G sur F, avec caractére central et
o une sous-K-représentation irréductible de w. Supposons d’abord que w € Z agisse
trivialement sur 7. Alors il existe une surjection G-équivariante c-Ind‘?; zo —» m. Comme
dans le cas F' = Qp, on pose :

ror= (050 9)uel. ror=[(2 2).rve)

et on note It (o,7) (resp. I~ (o, 7)) l'image de I (o) (resp. I~ (c)) dans w. Par des
arguments élémentaires, on démontre que ’espace It (o,7) (resp. I~ (o, 7)) ne dépend
ni du choix de ¢ ni du choix de la surjection G-équivariante, et on peut donc le noter
I*(n) (resp. I~ (r)). Posons

Dy(m) =I*(r)NI~(7), Do(m)=(K-Di(m))Cm,
on obtient ainsi un diagramme, appelé le diagramme canonigue associé & 7 :
D(ﬂ-) = (DO(W)v Dl(ﬂ')v Ca'n)

ou can désigne 'inclusion naturelle Dy (7) C Dy(7). En général, on écrit 7 = 7 @ x odet
de telle sorte que w agisse trivialement sur 7, et on pose

D(r) := (Do(%) ® x o det, D1(7) ® x o det, can).
Notre résultat principal du second chapitre est le suivant :

Théoréme 0.7. Soient 7 et m' deur représentations lisses irréductibles de G avec ca-

~

ractére central, alors m = 7' si et seulement si D(w) = D(n') en tant que diagrammes.

Indiquons briévement la démonstration, qui consiste & construire un isomorphisme
G-équivariant ¢ : 7 — 7' & partir d’'un isomorphisme de diagrammes D(r) — D(7).
L’isomorphisme ¢ étant nécessairement unique, il s’agit de montrer I'existence. Pour
cela, nous donnons une caractérisation de l'intersection Dy (m) = I (r) NI~ (x) sous la
forme : pour toute égalité dans 7 de la forme (ou [A] désigne le représentant multiplicatif

de A € F, dans O)
w [A
Z (0 [1]>w,\+H(w)=0
AcF,
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avec w,wy € IT(r), on a w,wy € Dy(n). De maniére équivalente, toutes les relations
non triviales dans 7 sont contenues dans le diagramme D(7). Le théoréme s’en déduit
facilement.

Décrivons le plan du second chapitre : en §2, on donne des préliminaires sur la
décomposition de matrices dans G et sur le foncteur IndX. En §3, on définit la notion
“diagramme canonique” et on démontre le théoréme principal 0.7. En §4, on fournit
des propriétés sur le diagramme canonique. En §5, on applique la théorie des sections
précédentes au cas F' = Q, pour retrouver des résultats connus.

Sur quelques représentations supersinguliéres de GL2(Q,s)

Soit p : Gal(Q/Q) — GL2(F,) une représentation continue irréductible et impaire.
Serre a conjecturé ([Se]), il y a déja 20 ans, que p est modulaire au sens que p pro-
vient d’'une forme modulaire parabolique primitive. Cette conjecture a été récemment
démontrée par Khare et Wintenberger ([KW1], [KW2]).

Dans [BDJ], la conjecture de Serre a été généralisée en remplacant Q par un corps
totalement réel qui est non ramifié en p. Pour notre propos, la conjecture de Buzzard-
Diamond-Jarvis peut se formuler grossiérement comme suit (cf. conjecture 4.7, [BDJ]).
On conserve les notations du chapitre précédent et on suppose que F' = Qs est 'unique
extension non ramifiée de Q, de degré f > 1. Soit p : Ga,l(@p/F) — GLo(F,) une re-
présentation continue. On peut lui associer un ensemble de potds, i.e. de représentations
irréductibles de K, noté D(p). On appelle poids de Diamond les poids de D(p), et la
conjecture loc. cit. dit que ce sont exactement les poids apparaissant dans le K-socle
d’une certaine représentation lisse admissible 7, de G associée & p construite sur la
cohomologie.

Des résultats partiels sur la conjecture de Buzzard-Diamond-Jarvis ont été obtenus
par Gee ([Ge]). De plus, il est espéré (cf. remarque 4.8, [BDJ]) que chaque poids de
Diamond apparaft dans 7, avec multiplicité 1 si p est générique (définition 11.7, [BP]).
On peut donc se demander si 'on peut construire abstraitement des représentations
lisses admissibles de G vérifiant la condition

sock (m) = @ o,

o€D(p)

ol sock () est la plus grande sous-K-représentation semi-simple de 7|g. C’est ce qui
est fait dans [BP].

Rappelons la construction de Breuil-Paskunas. Supposons donc que la représentation
p soit générique et telle que p € Z agisse trivialement sur det(p). On peut lui associer

une famille de diagrammes D(p, ) = (Do(p), D1(p),r) comme suit (en faisant agir p € Z
trivialement) :

(i) Do(p) est la plus grande représentation de GL(O/p) telle que socx Do(p,7) =
®,ep(p)0 et telle que chaque o € D(p) n’apparait qu’une fois dans Dy
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(ii) D1(p) est I'unique représentation de N sur Dg(p)* qui étend I’action de I
(ili) r: D1(p) — Do(p) est une injection I-équivariante arbitraire.

11 existe alors (au moins) une représentation lisse admissible 7(p,r) de G telle que
(a) socgm(p,r) = socxDo(p)
(b) (nK:, 711, can) contient D(p,r) ot can désigne l'inclusion 7!t — 7K1
(c) 7 est engendrée par Dj(p) en tant que G-représentation.

On dira que 7(p, ) est une représentation de G associée & D(p, 7). La construction n’est
pas du tout canonique : on a besoin de faire beaucoup de choix. Le but principal du
chapitre IIT est de construire plusieurs représentations non isomorphes associées & un
méme diagramme D(p, ).

L’idée de la construction est grossiérement la suivante. On fixe une représenta-
tion m = m(p,r) comme précédemment et une injection K Z-équivariante de 7 dans
Injgsockm — une enveloppe injective de socxn (dans la catégorie des représentations
lisses de K') que ’on voit comme représentation de K Z en envoyant p sur 'identité. Soit
S ’ensemble des représentations lisses admissibles {2 de G telles que Q| xz = Injgsockm
et telles que l'on ait une injection de diagrammes

D(p,'f') — (Q|K27 Qle Ca‘n)'

D’aprés [BP], S n’est pas vide. On dit qu’une sous-/-représentation M de 7 est spéciale
si elle vérifie la condition suivante :

(S) pour tout Q € S et toute injection G-éguivariante ¥ : m— Q, on a Y|y =c-1d
avec ¢ € F;, ot Id désigne Uinjection fizée de ™ dans Injgsock.
On définit une représentation 7' = 7'(p,r) associée & D(p,r) & partir de 7 et encore &
I'intérieur de Injgsocgm vérifiant les conditions suivantes :

(a) Taction de KZ sur 7’ est la restriction de celle de Injgsock;

(b) il existe une sous-I-représentation spéciale M de m N7’ telle que

K -TI(M)) % (K - II'(M)

(
ot II' désigne 1'action de (3 §) sur .

Cela assure que ™ Z 7'
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Partie I

Normes invariantes et existence de
filtrations admissibles

1 Introduction

L’objet de ce chapitre est une conjecture proposée dans [BS]. Pour ’énoncer, on fixe
d’abord quelques notations. Soit p un nombre premier. On fixe deux extensions finies
L et K de Q, contenues dans Q,, telles que [L : Q] = |Homg, (L, K)|, oa Homg, (L.K)
désigne ’ensemble des plongements Qp-linéaires de L dans K, et aussi une extension
finie galoisienne L’ de L telle que [Ly : Qp] = [Homg,(Ly, K)| ot Ly désigne le sous-
corps non-ramifié maximal de L. On note W(Q,/L) (resp. W(Q,/L")) le groupe de
Weil de L (resp. L').

On considére les deux catégories suivantes (cf. §2.2) :

(i) WDy : la catégorie des K-représentations (r, N,V) de dimension finie du
groupe de Weil-Deligne de L telles que la restriction de 7 & W(@p/ L') est non
ramifiée;

(i) MODy, /L : la catégorie des (¢, N)-modules étales D sur Ly ®q, K munis d'une
action de Gal(L’/L) vérifiant quelques conditions usuelles.

On sait qu'il existe deux foncteurs (non canoniques)

WDZMODL//L——)WDL//L, MOD:WDL//LHMODLI/L

qui sont inverses 'un de 'autre (cf. §2.2).

Rappelons que (cf. [Fol]) pour un objet (v, N,Gal(L'/L),D) de MODy/,;, on peut
définir un entier ty (D) et, si de plus on se donne d’une filtration décroissante exhaustive
séparée sur Dy, = L' ®; D qui est stable sous I'action de Gal(L'/L), on a un autre
entier ty(Dy/). Par définition cette filtration est dite admissible si tg(Dp/) = tn(D)
et si tg(D},) < tny(D') pour tout sous-objet D’ de D ot D7, est muni de la filtration
induite. Pour tout plongement ¢ : L — K, on pose

DL’,a = DL’ ®LI®QPK (L, ®L,a’ K)

9
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On a alors un isomorphisme naturel Dy ~ [], .1 x D1/ o

Si (r,N,V) € WD/, on note (r,N,V)* € WDy sa F-semi-simplification (cf.
§8.5, [De]).

On fixe un entier d > 1 et :

(i) un objet (r,N,V) de WD,/ de dimension d + 1 tel que r est semi-simple;

(i) pour tout ¢ : L — K, un ensemble de d + 1 entiers i1, < -+ < 4410
Posons aj» = —tg42-j0— (j—1) pour tout 0 : L — K et j € {1,...,d+1}. D’une part,
a (r,N,V) on associe une représentation lisse sur K de GLg44+1(L) par la correspondance
de Langlands locale modifiée (cf.§3.2), notée . D’autre part, & {a;.};, on associe une
représentation Qp-rationnelle sur K de GLg41(L), notée p.

Conjecture 1.1. ([BS]) Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p ® g ™ admet une norme invariante;
(i) Il existe un objet (v, N, Gal(L'/L), D) dans MODy,/, tel que :

WD(p, N,Gal(L'/L), D)™ = (r,N, V),

et une filtration admissible (Fil’Dy, ,);, stable par Gal(L'/L) sur Dy, telle que pour
tout o: L — K :

FﬂiDleg/Fﬂi-’-lDL/,a #0<1ic€ {il,cr, ceey ’L'd+1,,,}.

On renvoie le lecteur au §1, [BS], pour l'introduction de la conjecture. Certains
résultats concernant cette conjecture sont connus :

- si (r, N, V) est absolument irréductible (en particulier N = 0), la conjecture est
vraie (cf. théoréme 5.2, [BS],);

- si (r,N,V) est absolument indécomposable, alors la condition (ii) est vraie si et
seulement si le caractére central de p®x 7 est unitaire ; en particulier, (i) entraine
(ii) (cf. proposition 5.3, [BS]);

- si (r, N,V) est tel que N = 0 et tel que r est non ramifiée et scindée sur K, alors
(i) entraine (ii) (cf. théoréme 5.6, [BS]);

-sid=1,L =L"=Qp, et 7 n’est pas scalaire, la conjecture est vraie ([BB], [Co]).

Dans ce chapitre, nous montrons le théoréme suivant :

Théoréme 1.2. Supposons K galoisien sur Q, et suffisamment gros tel que l'on ait la

décomposition
s

(’f‘, Na V) = @(Th Nia V;.)
i=1
avec les (r;, Ny, Vi) absolument indécomposables de dimension d;. On considére les quatre
conditions sutvantes :
(i) p ®x ™ admet une norme invariante.
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(i) Il existe un objet (»,N,Gal(L'/L), D) dans MODy,/y, tel que :
WD(p,N,Gal(L'/L),D)*® = (r,N,V),

et une filtration admissible (Fil'Dy ,); , stable par Gal(L'/L) x Gal(K/Qy) sur Dy,
telle que _ _
Fil'Dy , /R D o #0 <= i € {i15,.--,0d41,0}-

(#i) Posons (yi, Ni, Gal(L'/L), D;) = MOD(r;, N;,V;). Pour un ordre convenable
des D; (voir §2.4), les inégalités suivantes sont vérifiées :

d1
K : L]ZZij,a < tn(D1),

=1
di+-+ds—1 s—1
K-l > Yije <> tn(D),
j=1 o i=1
d+1 s
K : L] ZZ@-J = ZtN(Di) =tn(D).
j=1 o i=1

(iv) Le caractére central de p® g est unitaire et la condition d’Emerton est satisfaite
(voir §3.1).

Alors, on a ltmplication et les équivalences :
(1) = (i) & (i17) & ().

Remarque 1.3. L’existence de ’ordre dans (iii) et 1’équivalence entre (ii) et (iii)
donnent une réponse de la remarque 5.7, [BS].

Comme conséquence, on obtient (cf. corollaire 3.10) :

Corollaire 1.4. Avec les notations dans la conjecture 1.1, on a l’'implication

(i) = (ii).

Introduisons maintenant les notations principales de ce chapitre.

Soit p un nombre premier. On fixe une cléture algébrique @p de Qp, et aussi deux
extensions finies L et K de Q, contenues dans Q,, telles que [L : Q] = [Homg, (L, K)|-
On note Gal(Q,/L) le groupe de Galois de L et W (Q,/L) son groupe de Weil (qui est
dense dans Gal(Q,/L)), et rec : W(Q,/L)® = L* I'isomorphisme de réciprocité de
telle sorte que les Frobenius arithmétiques s’envoient sur les inverses des uniformisantes.
Posons Op, 'anneau des entiers de L, kz, le corps résiduel de L et ¢ = pf = |kz|. On
note Ly = Frac(W (Fy)) le plus grand sous-corps non ramifié de L et (g le Frobenius
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sur Lo. On note val, la valuation p-adique sur @p normalisée par valy(p) = 1 et on pose
|z|, = p~V2 @) siz € Q,; de méme on pose valz(z) = e- valy(z) et || = g~ on
e = [L : Qp]/f est I'indice de ramification de L sur Qp.

Fixons L’ une extension finie galoisienne de L. On définit Lg, ks, f', ¢f, valp
comme ci-dessus. Supposons [Lg : Qp] = [Homg, (L, K)|.

Si G est un groupe réductif défini sur Q,, et si G = G(L) est le groupe des L-points
rationnels de G, on note RepG la catégorie des @p-représentations lisses de G. Si P
est un sous-groupe parabolique de G avec M son quotient de Levi et N son radical
unipotent, on définit les foncteurs suivants :

indg, Ind$ : RepM — RepG,

8 : RepG — RepM.

(a) Soit (o, W) € RepM, notons ind$o I’espace vectoriel des fonctions f : G — W
telles que

- f(nmg) =oc(m)f(g),sine N,me Met g €aq,

— f est invariante & droite par un sous-groupe ouvert de G.
Le groupe G opére par translation & droite et on obtient ainsi une représentation lisse
de G. On pose Indga = indg(créll)/ 2), o dp est le caractére module de P, c’est-a-dire,
le caractére de M = P/N donné par : §p(m) = [mNom~! : Np] pour un sous-groupe
ouvert compact arbitraire Ny de N.

(b) Soit (7,V) € RepG, on note Vi le quotient de V par le sous-espace V(N)
engendré par les éléments 7(n)z —z (n € N, z € V). On définit (g7, V) € RepM par

ré(m)(v + V(IV)) = 652 (m)(r(m)v + V(N)), me M, veV.

2 Rappels et compléments sur la conjecture

Dans ce paragraphe, on rappelle des constructions et la conjecture dans §4, [BS].

2.1 Quelques définitions

Rappelons que dans §4 [BS] sont définies deux catégories WDy//r et MODp/ .

(i) WDy : la catégorie des K-représentations (r, N, V) du groupe de Weil-Deligne
de L (§8, [De]) sur un K-espace vectoriel V de dimension finie telles que la restriction
de r 4 W(Q,/L’) est non ramifiée;

(ii) MODy/, (ou MODy/p g sil y a risque de confusion sur K) : la catégorie des
quadruples (¢, N, Gal(L'/L), D) constitués par :

- un Ly ®q, K-module D libre de rang fini;

- un Frobenius ¢ : D — D, c’est-a-dire une bijection ¢ telle que p(({ ® k) - d) =

(po(l) ®k)-o(d), pourl € Ly, ke K,d € D;
- un endomorphisme Lj ®q, K-linéaire N : D — D vérifiant Ny = ppN ;
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— une action de Gal(L’/L) sur D commutant avec celles de ¢ et N, telle que g((I ®
k)-d)=(g9(1) ® k) - g(d), pour g € Gal(L'/L),l € L, k€ K,d € D;
les morphismes dans MOD,,, sont les homomorphismes Ly ®q, K-linéaires conservant
les actions de o, N et Gal(L'/L).

On a deux foncteurs ([BS] ou [Fo2])
WD : MODL//L — WDL’/L
et
MOD . WDL’/L — MODL//L

qui sont des équivalences quasi-inverses l'une de ’autre. On rappelle la construction
dans la suite.

Construction de WD. Soit (¢, N,Gal(L’/L),D) un objet de MODy//r. D’abord,
I'isomorphisme Lj ®q, K = Haé: 1,k K induit un isomorphisme

(2.1.1) p= [] b,
og:Ly—K
avec Dgr = (0,---,0,1,,,0,---,0)D. Choisissons un plongement g : Ly — K et

posons V D Alors N 1ndu1t un endomorphisme K-linéaire nilpotent sur V' que 1’on
note encore N. Si w € W(Q,/L), on définit r(w) = Wo ¢~**) ot W désigne I'image de
w dans Gal(L'/L) et a(w) € fZ est 'unique entier tel que I’action induite de w sur F,
soit la a(w)-puissance du Frobenius arithmétique z — zP. On vérifie que r(w) : D — D
est Ly ®q, K-linéaire, et donc il induit un morphisme K-linéaire r(w) : V. — V. Ceci
définit un objet de WDy//;, que I’on note WD((¢, N, Gal(L'/L), D)). Remarquons que
la représentation (r, N,V') est indépendante du choix de oj mais & isomorphisme non
canonique prés (cf. lemme 2.2.1.2, [BM]).

Construction de MOD. Soit (r,N,V') un objet de WDy,/z. En choisissant un plon-
gement oy : Ly — K, on pose

D= @ ogopp

ouV_ o™ = =V est muni de Vaction de Lj via ogo ¢g ™, ce qui fait de D un L ®q, K-
module hbre On définit les opérateurs ¢, N sur D par :

W'Vgao 61 Iy = ’l"((.d) : VO’BO‘P’l_‘f’ — Vo'é)
: !
QDlVaao‘p,o* - Id Va_/ O(pl—"' — VG’ 050 -n-1 Sl O S n S f - 2

ol w est n’importe quel Frobenius géométrique dans W(@p/L’ ), et

Ny, =Ny : Vg = Vey
N|V _ =pn(pnON|VOg0n V/ Va,/ /—n SllSnSfl—l
ohopg ™ 0°%¥0

a'ogp
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Finalement, pour g € Gal(L'/L), soit w € W(Q,/L) un relévement de g, on définit
I’action de g sur Vag,o g Par

- a(w) .
9= r(w) o g™V in =V, e
oy, sint+a(w)> f'—loun+a(w) <0,onregarde V., , n-aw) commeV ,_ i avec
Th0wg 70°%0
k I'unique entier tel que

0<k<f —1cet n+oalw)=k (modf).

On vérifie que (p, N, Gal(L'/L), D) ainsi défini est un objet de MODy,/1, que I'on note
MOD((r,N,V)).

Remarque 2.1. Soit (¢, N,Gal(L'/L), D) un objet de MODy, /1, qui est absolument
irréductible (donc N = 0). Comme ¥ est L)) ®q, K-linéaire et commute avec Gal(L'/L)
et ¢, on voit que ¢f " est scalaire a valeur dans K.

Maintenant, soit (¢, N, Gal(L'/L), D) un objet de MOD/,r. On définit

1

tn(D) = mvalL(det (% |D))-

Posons Dyy = D ®y L'etpouroc:L — K,
DL’,cr = DLI ®L/®QPK (L’ ®L,a‘ K),

de sorte que I’on a 'isomorphisme Dy ~ [],.;., x D1’ ». Donc la donnée d’une filtration
décroissante exhaustive séparée sur Dy, par des sous-L'®q, K-modules (Fil'Dy)icz (pas
forcément libres) stables sous I’action de Gal(L'/L) est équivalente & la donnée, pour
tout 7 € Z et tout o : L — K, d’un sous-L' ®, , K-module Fil"DL/,‘7 de D1/, qui est
stable par Gal(L'/L) (donc nécessairement libre) et qui vérifie Fil**'Dy, , C Fil'Dy, ,
pour tout ¢ et tout o, et UiEzFiliDLI,(7 = Dy g, ﬂieZFiliDLg,, = 0 pour tout o. Soit
(Fil'D L' )ieZ.o:L—k une telle filtration. On définit

tg(Dp) =Y > idimy(Fi'Dy ,/Fil'' Dy ).
i1€Z o:L—K

La filtration est dite admissible si tg(Dyp/) = tn(D) et si pour tout sous-Lj-espace vec-
toriel D' de D stable par p et N, on aty(D},) < tn(D’), ot D}, est muni de la filtration
induite par Dy/. Par la proposition 3.1.1.5 de [BM] et la proposition 4.4.9 de [Fol], pour
que la filtration soit admissible, il suffit de vérifier 1'égalité ty(Dr/) = tn(D) et 'inéga-
lité ty (D7) < tn(D') pour les sous-Lj ®q, K-modules D’ qui sont stables par ¢, N et
Gal(L'/L) (nécessairement libres), c’est-a-dire pour les sous-objets de D dans MODy, /.
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Sin € N, on pose Gp, = GLp(L) et G = G441 o d > 1 est un entier fixé. Une
partition de l'entier n est une suite @ = (ny,...,n,) d’entiers positifs tels que n =
ny +--- +n,. Etant donnée une telle partition, on note P, le sous-groupe de G,, formé
par les matrices triangulaires supérieures par blocs, i.e.

Gpn, * -+ %
0 Gn,

Pa= . .
0 0 - Gn

On note M, = Mp, son quotient de Levi et Ny = Np, son radical unipotent. Le groupe
P, est appelé sous-groupe paraboligue standard de G,. Si o et 5 sont deux partitions
de n, on dit que G est une sous-partition de a si Mg C M, (notation : 8 < «).

On fixe un choix de ¢*/? dans Q. A une représentation (r, N, V) de dimension d+1
telle que r est semi-simple, la correspondance de Langlands locale permet d’associer une
représentation irréductible lisse admissible 7% de G sur @p normalisée de telle sorte
que son caractére central soit det(r, N, V) orec™!. Notons que la définition dépend du
choix de q/2. Dans [BS], cette correspondance est modifiée comme suit :

— si 79 est générique (cf. §2.3, [Ku]), alors munit g, | det |Zd/ ? admet un unique

modéle sur K qui ne dépend pas du choix de ¢'/?; on le note 7;

— si 790 n'est pas générique, elle s’écrit comme 1’unique quotient d’une induction
parabolique
Indg L(b1,71) ® - - ® L(bs, 7s),
ot a = (bini,...,bsns) est une partition de d + 1, les 7; sont des représentations

irréductibles cuspidales de GLy, (L) et les L(b;, 7;) sont des Steinberg généralisés,
c'est-a-dire, L(b;, 7;) est I'unique quotient irréductible de

111de M @7 det|L ® - @ 7| det lb‘ -1
avec a; la partition (n;,...,n;) de bjn; (cf. §3.1, [Cl]). On a le résultat suivant :
Lemme 2.2. (lemme 4.2, [BS]) La représentation
(Ind, L(b1,71) @ - - @ L(bs,75)) ®g, | det IL%?

1/2

admet un unique modéle sur K qui ne dépend pas du choiz de ¢*/*. On le note .

Si I'on suppose que K est gros au sens ou tous les L(b;, 7;) sont fixés par Gal(@p /K),
alors on peut définir 7 de maniére plus directe (dans les deux cas, cf. théoréme 2.3.1,
[Ku]). En fait, si I'on pose

L(bi, 7:) = L{bi, ) &g, | det ] ™7,
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alors L(bj, 7;) ne dépend pas du choix de ¢'/? et est fixé par Gd(@p/K). D’aprés la
proposition 3.2 de [Cl], elle admet un modéle unique défini sur K que 'on note ;.
Comme la représentation originale s’écrit sous la forme

s—1 anJ

ind$, £(b1,71) ® L(bg, 72)| det [[™ & - - ® L(bs, 75)| det | =17,
on obtient ainsi le modéle 7 en posant

3G —bin - 521 bing
7 =indp m ® mo|det [ ® - @ 7| det [, 7T .

2.2 La conjecture

Conservons les notations précédentes. On fixe :

(i) un objet (r, N,V) de WDy, de dimension d + 1 ot 7 est semi-simple;

(ii) pour tout ¢ : L — K, un ensemble de d + 1 entiers i1, < -+ < igy1,-
A (r,N,V) dans (i) on associe la représentation lisse 7 comme au §3.2. Pour des i;,
dans (ii), on pose

@jo = —lgy2—j0 — (J— 1)

et on note p l'unique représentation Qp-rationnelle de G dont le plus haut poids est
Y : diag(zi,...,Z441) — H?:% | P :c;j"’ vis-a-vis du sous-groupe des matrices
triangulaires inférieures (cf. §2, [BS]).

Si (r,N,V) € WDy, on note (r, N,V)* € WDy, sa F-semi-simplification (§8.5,
[De]).

La conjecture ci-dessous est proposée dans [BS] (conjecture 4.3) :

Conjecture 2.3. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p®x ™ admet une norme invariante, i.e. une norme p-adique || || telle que ||gv|| =
lv| pour g e Getv € p®k ;

(i) il existe un objet (v, N, Gal(L'/L), D) dans MODy/, tel que

WD(p, N, Gal(L'/L),D)*® = (r,N,V),
et il existe une filtration admissible (Fil’Dy/ ,); , stable par Gal(L'/L) sur Dy telle que
].:‘ili.DL/",/Fﬂi_'—l.DLl’(7 #0<=1€ {i1,... yid41,0}-

Proposition 2.4. Avec les notations de la conjecture 2.3, la condition (i1) ne dépend
pas du choiz de L'. Plus précisément, si L” est une autre estension finie galoisienne de
L telle que

[Lg : Qp] = IHOID.QP( 6/, K)| et (T‘, N, V) € WDLn/L,

alors la condition (i1) est vraie pour L' si et seulement si elle est vraie pour L".
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Démonstration. Evidemment, on peut supposer L' C L.

(a) Soit (¢',N',Gal(L'/L), D") un objet de MODy,/r. On pose
D= L{ey D),

et on définit de maniére évidente ¢”, N” et ’action de Gal(L”/L) sur D”. Alors on
vérifie facilement que (", N, Gal(L"/L), D") est un objet de MODyu ;. De plus, si

WD(¢', N',Gal(L'/L),D")* = (r, N, V)

et s'il existe une filtration (Fil* 1'.0 )i SUr D7, comme dans (i), on munit D” de la
filtration induite : Fil* Ine=L"® FiliD’L,’ »- On vérifie que cette filtration est stable
par Gal(L"/L) et est admissible (en fait on a ty(D') = tn(D") et tg(D},) = tua(D}.)).
Choisissons un plongement og : Ly < K et un plongement oy : Ly — K tels que of
prolonge og. Alors I’application £ ® k + (1 ® £) ® k induit un isomorphisme entre D’ .
et Dgg (cf. (2.1.1)) qui commute & 7 et & N. On a donc WD(D') ~ WD(D").

(b) Soit (", N",Gal(L"/L), D") un objet de MODyx/y, et (FﬂiDZu’a)i,a une filtra-
tion sur D%, comme dans (ii). Posons D’ = D"C2(L"/L') que 'on munit des structures
induites : action de Gal(L’/L), opérateurs ¢’ et N’, et filtration sur Dy». On vérifie
que (¢',N',Gal(L'/L), D') satisfait & (ii) et on a Lg ®r, D"GaUL"/L') — D" par Hilbert
90. a

Proposition 2.5. Soit K' une eztension finie galoisienne de K contenue dans @p.
Alors

(1) la condition (i) est vraie pour K si et seulement si (i) est vraie pour K';

(2) la condition (i) est vraie pour K si et seulement si (11) est vraie pour K’ et si la
filtration peut étre choisie de telle sorte qu’elle soit stable sous laction de Gal(K'/K).

Démonstration. (1) est immeédiat.

(2) La condition est évidemment nécessaire. Soit (¢’, N’, Gal(L’/L), D') un objet de
MODy/ 1 g vérifiant (i) od D’ est un Lj ®q, K'-module. Posons D = D/GalK'/K) qui
est un Lj ®g, K-module. Comme ', N’ et Gal(L'/L) commutent avec Gal(K'/K),
on obtient un objet induit (»,N,Gal(L'/L),D) de MODy//y k. De plus, comme la
filtration sur D', est stable par Gal(K'/K), elle induit une filtration sur Dy/ qui est
bien admissible. Comme

WD(D)*® ®x K' ~ WD(D ®x K')* = (r,N,V) ®x K’

en tant qu'objets de WDy, /p kv, on a l'isomorphisme WD(D)* = (r,N,V) en tant
qu’objets de WD/,  par Hilbert 90. O

Remarque 2.6. On verra plus tard que (cf. §5.3, §5.4) si (ii) est vraie pour K’, alors
on peut toujours choisir une autre filtration admissible qui est stable par Gal(K'/K).
On en déduit que (ii) est vraie pour K’ si et seulement si elle est vraie pour K.
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3 Enoncé du théoréme principal

Dans ce paragraphe, aprés quelques préparations, on énonce notre théoréme princi-
pal.

3.1 La condition d’Emerton

On rappelle un lemme d’Emerton dans cette section. On renvoie le lecteur & [Em1]
ou [Em3] pour la définition d’une représentation localement analytique.

Soit P un sous-groupe parabolique de G avec N son radical unipotent et M son
quotient de Levi. D’aprés [Em3], on sait définir un foncteur “module de Jacquet” Jp,
de la catégorie des représentations localement analytiques de G dans la catégorie des
représentations localement analytiques de M, ayant la propriété suivante :

Proposition 3.1. Soient p une K -représentation algébrique irréductible de G et m une
K -représentation admissible lisse de G. Alors il eriste un isomorphisme canonique de

M -représentations

Tp(p®k ) = oV @k (rEm)sY?,

ot pN désigne ’espace vectoriel des N-invariants de p vu comme représentation de M.
Démonstration. Voir la proposition 4.3.6, [Em3]. O

On note Z(M) le centre de M ; si Ny est un sous-groupe ouvert compact de N, on
pose
Z(M)*T = {z € Z(M)| zNoz™* C Ny}.

Lemme 3.2. (Emerton) Conservons les notations ci-dessus. Soient V une K -représentation
localement analytiqgue de G et x : Z(M) — K* un caractére localement analytique de
Z(M). On considére les deuz conditions :

(1) V admet une norme invariante ;

(2) si Homgzar)(x, Jp(V)) # 0, alors

XS @l <1, Vze Z(M)*.
Alors (1) entraine (2).
Démonstration. Voir le lemme 1.6 de [Em2| ou le lemme 4.4.2 de [Em3]. O

Définition 3.3. On dit que V satisfait & la condition d’Emerton si pour tout P, Ny et
x comme ci-dessus la condition (2) du lemme 3.2 est vérifiée.

Remarque 3.4. Comme tout sous-groupe parabolique de G est conjugué & un para-
bolique standard, on peut supposer que P est standard dans la définition 3.3. Aussi on
peut supposer Ng = N N Mg4+1(OL), o Mg4+1(OL) est 'anneau des matrices carrées
(d+1) x (d+1) a coefficients dans Oy,
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3.2 L’ordre des (r;, N;,V;)

Rappelons que I'on a fixé un objet (r,N,V) de WD,/ de dimension d+1 ou r est
semi-simple. Supposons K suffisamment gros pour pouvoir écrire

(3.2.1) (r,N,V) = é(ri,Ni,Vi)
i=1

avec les (r;, N;, V;) absolument indécomposables de dimension d;. Posons pour 1 <i <'s
(‘Pi, Ni') Gal(LI/L)’ Dl) = MOD((T’ia Ni7 ‘/‘L))

qui est absolument indécomposable dans MODy, /L Posons D; o = Ker(N; : D; — D)
et w0 = @ilD,,, donc D; s’écrit sous la forme (notons que (ri, N;, V;) correspond &
L(bi,Ti), Cf. §2)

D;i=D;0®D;o(1)®--- ® Dig(b; — 1),

ot D;p(n) = Djg avec QDilDi,o(n) = p™pip, Nilp,, = 0 et N; envoie D;o(n) dans
D; o(n — 1) par 'identité pour n > 0. On dit que D; et D; sont de méme type si

Homy, gai(z/1) (Di, Dj) # 0

ot Homy, gayz//1y(Di, D;) désigne le groupe des homomorphismes Ly ®q, K-linéaires
de D; dans D; conservant les actions de ¢ et de Gal(L'/L). Remarquons que si D; et
Dj sont de méme type, alors il existe un entier I € Z tel que Djg =~ D;o(l) comme
(p, Gal(L'/L))-modules.

On choisit un ordre sur les {(r;, Vi, V;), 1 < i < s} de telle sorte que (toujours
possible) :

= HiUHyU---UH,

{1,...,s}
(3-2:2) = {L..,s}Uf{si+1,.. .80} Uee Ufspr 1,008}

avec v > 1 un entier, vérifiant les conditions suivantes :
— ki, ko € H; si et seulement s'il existe j1,. .., jm tels que Dy, et D, Dy, et D;
(1<i<m-—1), Dj, et Dy, sont de méme type;
— pour @ fixé, si k1, kg € Hy, k1 # k2 et Dy, o(I) = Dy, 0 avec I > 0, alors k1 < ka;
— 81 Dy, 0 2 D, 0, €t by, < by,, alors k1 < ka;
- posons M; = ®rey,Dx &t M; = ®pem; Dr si @ # J, alors ¢ < j dés que
N (Mi)/18 1y @g, kMi < tn(Mj) /181100, Kk M-

i+l

Proposition 3.5. Choisissons un ordre sur les (ri, Ni,V;) comme précédemment et
sotent L(b;,7;) les représentations définies dans §2.2. Alors la condition “ne précede
pas” est vérifie (définition 1.2.4, [Kuf).
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Démonstration. Supposons 1’énoncé faux, et prenons i < j tels que L(b;,7;) précéde
L(bj, ;). Alors 7;(l) = 7;| det |5 ~ 7; pour un entier I > 0 tel que I +b; > b;. L’énoncé
s’en déduit par la correspondance

L(b;, ;) < (ri, N;, Vi) < D;.
Plus précisément, par
Ti] det IlL > Di,o(b.,; —-1- l), Tj < j,o(bj — 1),

on obtient
Di,O ~ Dj,o((l + bj — bi)),

ce qui contredit ¢ < j puisqu’on a [ +b; — b; > 0. O

3.3 Théoréme principal
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 3.6. Supposons K galoisien sur Q, et suffisamment gros tel que l’on ait la
décomposition

S
(T', Na V) = @(riv Ni, V;)
i=1
avec les (i, Ni, Vi) absolument indécomposables de dimension d;. On considére les quatre

conditions suivantes :

(i) p ® Kk T admet une norme invariante.
(i) Il eziste un objet (¢, N, Gal(L'/L), D) dans MODy,/y, tel que :

WD(p,N,Gal(L'/L),D)* = (r,N,V),

et il eziste une filtration admissible (Fil'Dy, ,); » stable par Gal(L'/L) x Gal(K/Q,) sur
Dy, telle que

Fil'Dy o /Pl D £ 0 <= i € {i10,-- -, ids10}-

(iii) Avec Dordre des D; comme au §2.4, les inégalités suivantes sont vérifiées

dy
K L)Y > ije < tn(Da),

=1 o
di+-+ds_1 s—1
KL Y Y iie< Y tn(Di),
j=1 o =1
d+1 s

KLY ije =D tn(D) = tn(D).

j=1 ag 1=1
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(1v) Le caractére central de pQ g est unitaire et V satisfait a la condition d’Emerton.
Alors, on a les implications et les égquivalences :

(1) = (i1) & (i17) & (iv).

Remarque 3.7. (1) L’implication “(it) = (4i1)” découle de la définition d’admissibilité.
(2) L’implication “(z) = (iv)” est une conséquence du lemme 3.2 et de la proposition
5.1 de [BS].

Remarque 3.8. Sil'on pose b =b; +--- + bs,

D, =Dg,...,D}, =Dig(by—1),...,...,Dy = Dyg(bs — 1),

1 k)

et dj =r1gy ®q, D}, alors pour toute permutation v € Sy, on a

!
du(l)

(K L)Y i < tn(Dly),

j=1 o

d, iyt o)

b-1
[K : L] Z Zij,a < ZtN(DL(i))7
j=1 o =1

d+1 b
KLY iso = tn(Dl) = tn(D).

Démonstration. Ceci résulte de l'ordre des (ri, N;, Vi) (cf. §2.4). Plus précisément,
la condition (iii) du théoréme 3.6 dit que le polygone passant l’origine et les points

k k k
(3" di, > tn(Di))1<k<s est au-dessus de celui passant 1'origine et les points () d;, [K :
i=1 =1 i=1
dy+---+dk '
L] > > ijs)i<k<s et Vordre des D; que I'on a choisi implique que cela reste vrai
Jj=1 o
pour les autres ordres des D;. Enfin, en utilisant le corollaire 5.25 (plus loin) & plusieurs
reprises, l’énoncé s’en déduit. O

Remarque 3.9. D’aprés le théoréme 3.6, la conjecture 2.3 se “réduit” & 'implication
“(iv) = (i)” (en supposant K suffisamment gros). On a un résultat analogue dans le
cas complexe (cf. théoréme 4.4.6, [Cal).

Corollaire 3.10. Avec les notations de la conjecture 2.8, on a l'implication
(@) = (44).

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 3.6 et de la proposition 2.5. O
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4 Preuve de (iii)& (iv)

Dans ce paragraphe, on prouve l'équivalence (ii7) < (iv) du théoréme 3.6 (sous
I’hypothése que K est suffisamment gros). Conservons les notations précédentes : G =
GLg+1(L), di = bin;, @ = (d1, . . ., ds), T est une représentation cuspidale irréductible de
Ghn,, L(b;, 73) est le Steinberg généralisé, P = P, est le sous-groupe parabolique standard
correspondant & la partition a avec N, son radical unipotent et M, son quotient de
Levi, 7 est I'unique modéle sur K de la représentation

IndgaL(bl, 7'1) R L(bSa Ts) ®@p l det [de/z’

p est la représentation rationnelle de G associée aux entiers {a; ¢ };j,- €t ¥ son plus haut
poids. On note 7 = L(b1,71)® - - - ® L(bs, 75) et on fixe Q = P un parabolique standard
de G ou B = (my,...,m,) est une partition de d + 1.

4.1 Le foncteur r§oInd§

Dans cette section, on trouve une condition équivalente pour qu'un caractére x de
Z(Mgp) soit tel que
Homz () (X, 7"8 o Ind§(7)) # 0.

Commencgons par le lemme suivant :

Lemme 4.1. Soient | = km et 7' une représentation cuspidale irréductible de G,,. Si
v = (l1,..-,ln) est une partition de I, alors r%(L(k,T')) # 0 si et seulement si m|l;

pour tout i. Si cette derniére condition est satisfaite, alors rg_j (L(k, ")) est irréductible
et est égal a
L(pn, 7| det [rTtPe-1) @ ... @ L(p1,7"),

ot p; = l;/m. Son caractére central est égal & la restriction de
(X(T,)] det l§1+-..+1-"n—1 R---® X(Tl)l det |IL<:I-1) ® & (X(TI) R -® X(Tl)l det |%1—1)

a@ Z(M,), ou x(7") désigne le caractére central de 7'.

Démonstration. C’est une conséquence des propositions 1.5 et 9.5 de [Ze]. O
Maintenant posons vy = (n1,...,n1,N2,...,M2,...,MNs,...,Ns) la partition de d + 1,
——— N —— —
by fois b fois bs fois
et

Xy=(x(n) @ ®@x(m)|det P ® - ® (x(7s) ® - ® x(75)| det |%71).

Alors x, est un caractére lisse de Z(AZ,) dont la restriction & Z(M,) est le caractére
central de 7. Posons W =~ Sg4, le groupe de Weyl de G, Py = Py, 1) et

WP = {w € Ww(M,N Po)w™ € Py, w™ (Mg N Po)w C Py}.
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Si w € W*# et si 'on pose o = aNw™!fw (cf. §1.2, [Ze]), alors & < . Si de plus
v< o, ie. My C My, on a Z(My) C Z(M,), via lequel on peut voir X, comme
un caractére de Z(My ). De méme on voit x’,;’_l comme un caractére de Z(Mp ), ou
B = waw NG et X;”-l(z) = X(w™l2w) pour z € Z(M,).

Proposition 4.2. (1) SiP=Q (donca =), on a HomZ(Ma)(X7,r§ o Ind§(7)) # 0.
(2) HomZ(Mﬂ)(x,'rg o IndE(7) # 0 si et seulement s’il eziste une permutation w €
WP telle que

_ -1
y<anuw Bw et x=x¥ |z(mp)-

Démonstration. (1) est un cas spécial de (2) en posant w = 1, et (2) se déduit du lemme
4.1 ci-dessus, et du théoréme 1.2 et de la proposition 1.6 de [Ze]. O

Vu la définition de p, on considére aussi les sous-groupes paraboliques inférieurs.
Posons
1

wo = - € GLg41(L),
1

et @* = woQuyt, Ny = woNpwg *, Mg = woMpwy*. D’aprés la proposition 4.2, on
obtient

Corollaire 4.3. (1) Si P = Q, on a Homz(ys) (X265 det |72, Jp- (0 ® 7)) # 0.

(2) HomZ(Mé)(x, Jo-(p®)) # 0 si et seulement s'il eziste w € W tel que

y<anNw lfw et x= (x1.;’_lw°¢5g~=2| det |Zd/2)‘Z(M5)'

Démonstration. Ce corollaire se déduit de la proposition 4.2 et des faits suivants :

— d’aprés la proposition 3.1,

Jor(p®m) Vi ® (rg.n)élQ/.z =pMi @ (rg. o Ind$r)| det lzd/zc%/.z;

- pN 5 est une représentation algébrique irréductible de M dont le caractére central
est la restriction de ¢ & Z(Mj);
- si o € RepG, alors Hom () (X, rg(cr)) # 0 si et seulement si Homz(pg) (X",

rg. (o)) #0.
O

4.2 La preuve

Démonstration de (iii) = (iv) : D’abord par la proposition 5.1 de [BS], le caractére
central de p ® ¢ 7 est unitaire.
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Posons N§ = N3 NMg1(01) C Nj, Z(Mj)* = {z € Z(M}p)|2Ngz"' C Ng}. Soit
w € WP tel que v < aNw~!Bw. D'apres le corollaire 4.3 et la remarque 3.4, il suffit
de prouver :

(4.2.1) val, (x2 w0y 5t % | det ;2 (2)) > 0, Yz € Z(Mp)*.
On récrit x};’"l |z(m,) sous la forme
X1® - ®X;

avec x; : Z(Gm;) — K*. Soit t; < tg < --- < tr, on pose (rappelons que § =
(mla' o 7m‘r))
z=z(ty,...,t,) = diag(p? 1., ..., 1pm,),

ou 1,,, désigne la matrice identité d’ordre m;. Alors z € Z(M 5)+ et on voit qu’il suffit
de vérifier (4.2.1) pour z € Z(Mj)* de cette forme.

On calcule val,(x¥™ ™ (2)), val(1(2)), valp(65+%(2)) et | det |;#” respectivement.
(a) Evidemment on a

Va'lp(X$-lw° (2)) = Z tr+1-i (valp(xi (p1m,)))

=1
et
_ d r
valy(| det(2)|7%%) = F(L: Q] Y mitrar-s
=1
(b) Par définition de p, on a

mr d+1

val,(¥(2)) = ti( > Y aje) + - +tr( S Y aj.)
j=1 o0 Jj=me+---+mo+1l o
= —t1) Y idt2-jo— = tr > > ld+2-jo
j=lo0 j=mr+--+ma+l o
i G
“[L:Qp]tl - 2r '""'_[L5Qp]tr : 2

T mi+---+m; .
= - Z (tr—i—l—i Z Z 7’])0)
=1 j=mi+-+m;_1+1 o
—%[L : Qp]( Z try1-imi(2 E mj + m; — 1))
i=1 i>i
(c) Par [Vi], chapitre 1.2.7, exemple (c), on a

valp(éé,lﬂ(z)) = %valp(éal(w(r)zwal))
= —3[L:Q X (X my- > My)Mitry1;.

i=1 j<i i>i
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Un calcul rapide implique que

valp (x2 a2 | det [ ¥(2)
my14---+m;

= Pt Al (EIm) - Dl Y Siie).

=1 =1 j=mi+--+mi_1+1 o

On déduit du fait t; < t3 < --- < t, que la condition (4.2.1) est équivalente aux
inégalités
my+---+m;

Zvalp(xl(pnm,)wz o Diie

i=1 j=m1+--+mi1+1 ©

pout tout 1 < k < r. Mais par la correspondance de Langlands locale (non modifiée),
le caractére central de L(b;, 7;) est det(r;, N;, V;) orec™!, on a donc pour tout 1 <4 < s
(cf. proposition 5.1, [BS])

valy(x(7:)| det [, (Plm,)) = ——=tn(Dio(bi = 1= 3)), §=0,...,bi = 1;

(K : L]

le caractére x; étant un produit de tels caractéres, la remarque 3.8 permet de conclure.
O

Démonstration de (iv) = (iit) : Cette direction est immédiate & partir du calcul ci-
dessus. O

Remarque 4.4. Cette preuve est une généralisation du lemme 2.1, [Em2).

5 Preuve de (iii)=(ii)
Dans ce paragraphe, nous montrons "implication (ii7) = (ii). Posons
(goi, Ni, Gal(L'/L), Di) = MOD(T‘,’, N,;, Vi)

Convention : comme les Ly ®q, K-modules D’ que I'on va traiter dans la suite sont tous
objets de MODy,y, libres de rang égal & dimx (WD(D')), on écrit

dimD’ := rng,@»QpKDI‘

5.1 Construction de (p,N,Gal(L'/L), D)

Dans cette section, on construit un objet spécial (¢, N,Gal(L'/L), D) de MODy/p,
tel que
WD(g, N, Gal(L'/L), D)* = (r, N, V).

Regardons d’abord quelques exemples.
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Exemple 5.1. Pour simplifier, on suppose L' = L = Q, (donc Gal(L'/L)={1}). Défi-
nissons (o, No, Do) € MODq,/q, Par :
Do = Ke, po(e) =e, No(e) =0.
(1) (a) Soit D = Dy & Dy = Doy & (Do @ Dy(1)), c’est-a-dire,
D=K*=Ke ®Ke; ®Kes

avec
pler) =e1, @(ez) =e2, ¢(e3) =pes

et
N(e;) =0, N(eg) =0, N(e3)=ea.

Alors il existe un triplet (i1,12,13) tel que

i1 <ip <13, 11+i2+13=tn(D)=1,
et tel qu’il n’existe aucune filtration admissible dont les poids de Hodge-Tate (i.e. les
entiers i tels que Fil~*D/Fil7**1D # 0 avec multiplicité) soient {41, —ip, —i3}. En fait,
on peut choisir un triplet (i1, 2,13) tel que

11 <ip<13, i1+i2+i3=tn(D)=1, etiz>0.

Soit (FiliD)iez une filtration quelconque dont les poids de Hodge-Tate sont {—i1, —i, —i3}.
Alors dimFil®?D = 2 et si l’on pose D’ = Fil2D N (Ke; @ Kez) qui est un sous-objet de
D,on a
tg(D') =ig+1i3>0=tn(D') siFil?2D = Ke; + Ke,
{ tg(D') > iy > 0=tn(D’) sinon.

Autrement dit, la filtration (Fil*D);cz n’est pas admissible, ce qui montre notre énoncé.

La situation sera améliorée si l'on modifie ¢ par
p*(e1) = e1+e2, p*(e2) =ez, ¥ (e3) = pes.
On vérifie que pp* N = N*, et tout sous-objet non trivial de D est de I'une des formes :
Key; Kei® Kej, (i,7) = (1,2) ou (2,3).
On peut construire une filtration telle que
te(Ke;) =1i1, tp(Ke;® Kej) =11+ 12

pour i # j (cf. lemme 5.9 ci-apres), et la condition 7; < i3 < i3 entraine que cette
filtration est admissible.

(b) Le méme énoncé et la méme preuve pour D = (Do @ Do(1)) & Do(1).
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(2) Soit D = D1 @ Dy = (Do & Do(1)) & (Do(1) @ Do(2)), c’est-a-dire,
D=Ke1 ® Kes ® Kesz ® Key,
pler) = e1, p(es) =pes, w(es) =pes, w(es) = pes,
N(e1) =0, N(ez) =e1, N(e3) =0, N(eq)=es.
On peut énumeérer tous les sous-objets non triviaux de D :
Kei, i=1,3; Ke;® Kej, (1,7) =(1,2),(1,3),(3,4);
Ke; ® Ke; ® Keg, (i,5,k) =(1,2,3),(1,3,4);
Ke; ® Kv, avecv =es+ae3, a € K*.
Soient {i;}1<j<4 des entiers tels que
4
Zi]-=4, i1 < ig < i3 < is.
j=1
On peut construire une filtration (Fil'D);cz sur D telle que (cf. lemme 5.9)
Fil'D/Fil'™D # 0 & i € {iy,i9,13,%4}
et telle que
tg(Ke) =11, ta(Ke;® Kej) =11 +12, ty(Ke; ® Ke; ® Keg) =iy + i2 + 13,
pour tous 4, j, k distincts. En particulier, si D’ = Ke; @ Kv avec v = ez +aes, a € K*,
on a tg(D’) < i1 + 3. L’hypothése sur {i;}1<j<4 implique 41 +143 < 1 et on en déduit

la admissibilité de la filtration.
Notons que l'on peut aussi modifier ¢ comme en (1) :

©*(e2) = pea + pes, ¢”(ei) = pe; pour i # 2.
On vérifie que pp*N = Nyp* et
WD(p,N,Gal(L'/L), D)* = WD(¢*,N,Gal(L'/L), D)*,

et que la filtration définie ci-dessus est encore admissible.

(3) Soit D = D1 @ Dy = (Do ® Do(1) ® Do(2)) @ Do(1). On peut vérifier que si ¢*
est un endomorphisme de D tel que py*N = Np* et tel que

WD(p*,N,Gal(L'/L), D) = WD(p, N, Gal(L'/L), D)*,

alors * = .
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Remarque 5.2. (1) L’exemple dans (1) nous dit que 'on doit modifier ¢ dans certains
cas pour qu'il existe une filtration admissible sur D. (Notons que le triplet (i1,12,13)
vérifie la condition (iii) du théoréme 3.6.)

(2) L’exemple (2) nous dit qu'il n’est pas toujours nécessaire de modifier .

(3) L’exemple (3) nous dit qu'’il n’est pas toujours possible de modifier (.

Lemme 5.3. On fize un i € {1,--- ,v} o v est défini dans (3.2.2), et soit k1 € H;,
ko € H; tels que k1 < ko. On écrit Dy, et Dy, de la frome :

Dy, = Do @ Do(1) S - - ® Do(bk, — 1),
Dy, = Do() ® Do(l+ 1)@ --- ® Do(l + bi, — 1),

avec l > 0 et Do = ker(N : Dg, — Dy, ) absolument irréductible. Alors

(1) Pour que HOmMODL,/L (Dky, Diy) # 0 il faut et il suffit que ! < bg, —1 < I4-bg,—1.
5’1l en est ainsi, HomMODL, (D> Dg,) est un K-espace vectoriel de dimension 1.

(2) Supposons HOIHMODL,/L (Dk,,Di,) # 0 et soit a : Dg; — Dy, un tel morphisme
non nul. On modifie le Frobenius sur Dy, ® Dy, en posant ¢ : Dy, @ Dy, — Dy, @ Dy,,

ple1) = ¢k, (e1) + vy (aler)),  w(e2) = pr,(e2),

ot ej € Dg; et pi; est le Frobentus sur Dy, avec j € {1,2}. Alors ppN = Ny ou
N = Ny, © Ny, : D, ® Dy, — Dy, ® Dg,. De plus, on a

(¢,N,Gal(L'/L), Dy, ® Dx,) € MODy//y,
et
WD(p, N, Gal(L' /L), Dy, & Dy,)*® = WD(pk, ® @k,, N, Gal(L'/L), Dy, ® Dy,)*™.

(3) Avec les notations dans (2), tout sous-objet D' de (o, N, Gal(L'/L), Dy, ® Dx,)

est de la forme :

(Do®--- & Do(b1)) ® (Do(l) & --- & Do(l + b3))
;;/e; Bllcjﬁzbo'l S bk, — 1, =1 < by < by, — 1 vérifiant by < 1+by, on b = —1 désigne
Démonstration. Immeédiat. a

Motivé par les exemples 5.1 et le lemme 5.3, on définit 1'objet (p, N, Gal(L'/L), D)
de la maniére suivante :

(a) en tant que L ®q, K-module, D = @;_, D;;

(b) on pose N = @;_;N; sur D;

(c) on définit I’action de Gal(L'/L) sur D naturellement ;

(d) pour tout 1<k; <ky<s:
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— si k1, ko € H; pour un ¢, on peut écrire
Dkl =Do@"'@D0(bk1 — 1), Dy, = Do(l)@"'@Do(l-l-bkz - 1);

avec | > 0 et Dy = ker(N : Dy, — Dy,). Si de plus | = 0 ou by, = [ + by,, et
si k2 est le plus petit entier de H; ayant l'une de ces propriétés, on pose (sur
Dy, ® Di,)

ple1) = pr; (1) + iy (afe1)) si er € Dy, p(e2) = ez sies € Dy,
ol @ # 0 est un élément fixé de Homumop,, . (D, » Dy,)-

- sinon, on pose ¢ = @, B Yk, sur Dg, @ Dy,.
On déduit de la définition et du lemme 5.3 que (p, N, Gal(L'/L), D) € MODy//p et

WD(y, N, Gal(L'/L), D)*® = (r,N, V).

5.2 Bons sous-objets de D

Dans cette section, on étudie la structure de D qui sera utilisée dans la suite.

Supposons d’abord D = Dy, pour un i € {1,--- ,v} de sorte que ’on peut écrire

D = Dl@---@Ds

(5.2.1) (Do® - ® Do(br— 1)) ® -+ @ (Dolls) ® -+ ® Do(ls + bs — 1))

avec lg > ls—1 > -+ > 0 et (¢|py, N|p, = 0,Gal(L'/L), Dg) absolument irréductible
de dimension h. Remarquons que, d’aprés la remarque 2.1, go{ |p, = a est scalaire avec
a € K*. Notons ¢’ = f' et ¢’ = p dans la suite pour simplifier les notations.

Définition 5.4. (1) Un sous-objet D’ de D est dit bon s'il est de la forme (en tant que
sous-espace relatif & la décomposition (5.2.1))

D = '1@...@]);
= (Do®Do(1)®- - @®Do(¥))) ®--- @ (Do(ls) ®--- & Do(ls + b))

avec —1 < b, < b; — 1, ou b = —1 désigne D' N D; = 0.
(2) On appelle drapeau de D une suite de sous-Lj ®q, K-modules libres {E;}1<i<m
de D tels que
OgElg"'gEng.

Sio: L — K est un plongement, on définit un drapeau de Dy, de maniére analogue.
(3) Un drapeau
A:0OCE,C---CELCD

de D est dit bon si tous les E; sont bous.
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Remarque 5.5. (1) L’ensemble des bons sous-objets de D est de cardinal fini.

(2) Si E; et E5 sont deux bons sous-objets de D, alors Ey + Es, Eq N Ey, ker(N|g,)
et N(E;) sont bons aussi. De plus, si N|g, = 0, alors pour tout 7, ker((¢’ — ¢”a)|g,) et
(¢' — ¢7a)(E1) sont bons.

(3) Si D est absolument indécomposable, ou D = D; @ D3 avec

Homwmop,,,, (D1, D2) # 0
et on définit ¢ comme dans le lemme 5.3 (2), alors tout sous-objet de D est bon.
On peut aussi écrire D sous la forme (comme (¢, Gal(L'/L))-module)

D = D_g®---®D_,
= (@ Do) @ (D Do()) &~ & (B Don)),

ol n = maxa<i<s{b1 —1,1;i+b;—1}. Alors par définition de ¢, on a pour tout 1 < j < n:
D_; ={v € D| (¢ — d7a) v =0,k > 0}.
On pose D¢j = @icjD=; et D<j = @i<;D—;. Si'on définit
D_jy={v € Do (¢' — ¢"a)*v = 0},
alors on obtient un drapeau de D—; :
D_j1CD_j2C:--.
Le lemme suivant découle de la définition de ¢ sur D (cf. n°5.1).

Lemme 5.6. (1) Pour tout sous-objet D' de D, on a h|dimD’. Si D’ # 0, alors D—g; C
D'

(2) Pour tout j, dimker N Nker(p’ — ¢7a) = h ou 0.

(3) diimD_g; = h, et |[dimD—;; — dimD—;_11| =h ou 0 pour 1 < j < n.

Démonstration. (1) Comme D’ = B}_, D'ND=; en tant que (yp, Gal(L'/L))-module, on
peut supposer N = 0. Alors par définition, (¢, Gal(L'/L), D) est une extension succes-
sive d’objets absolument irréductibles de type (y|p,, Gal(L'/L), Dy) qui est absolument
irréductible. L’énoncé s’en déduit.

(2) Cela résulte de la définition de ¢ et de (1). Sinon, il existe 1 < ky < ky < s tels
que lg, = lg,. Soient o € HomMODL,/L (Dk,, Dk,) un morphisme non nul et v € Dg, un
vecteur tel que a(v) # 0 dans (5.2.1). Alors, par définition de ¢, ¢'(v) # ¢”a - v, ce qui
contredit I’hypothése.

(3) Le premier énoncé est une conséquence directe de (2). Pour le deuxiéme, on
considére N(D—;1). D’une part, on a dimD—;; —dimN (D—;,) < h d’aprés (2) ; d’autre
part, dimD—;_;; — dimN(D—;;) < h d’aprés la définition de ¢. L’énoncé s’en déduit
d’apres (1). O

Dans le cas général D = @}_,Dpg,, on dit qu'un sous-objet D’ est bon s’il est une
somme directe de bons sous-objets de Dy, .
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5.3 Définition de la filtration sur Dy,

Conservons les notations précédentes. Soient ¢ : L — K un plongement et Fil, =
(Fi'Dr/ »)icz une filtration sur Dy, stable par Gal(L'/L). On note I(Fil;, D) 'en-
semble des entiers i tels que

Fil'Dyp . /Fil*"' Dy, # 0.
Remarque 5.7. Si D; C D, sont deux sous-objets de D, alors I(Fil,,D;) C
I(Fily, Dy).
Définition 5.8. Soit D’ un sous-objet de D et Fil, une filtration sur Dy, avec
I(Fily) = {i1, < i25 < - - < ig41,0}. On dit que Fil, est transverse & D’ si

I(Fily, D) = {i1,6,- - -, %dimD’ o }-
Lemme 5.9. Soit D' un sous-objet de D, et pour tout ¢ : L — K on se donne des

entiers {i;o}1<j<d+1 tels que i1, < --- < igy15. Alors il eziste une filtration Fil =
(Fily), sur D stable par Gal(L'/L) telle que pour tout o, on a

I(Fily, D) = {i1,0,---,%d+1,0}

et que Fil, est transverse a D’.
De plus, si K1 C K est un sous-corps de cardinal infini (par ezemple K1 = Qp),
alors on peut prendre Fil, telle qu’elle soit définie sur K.

Démonstration. Voir la proposition 3.2 de [BS]. O

Remarque 5.10. De plus, si l'on se donne un ensemble fini de sous-objets de D et des
entiers {i1, < --- < 14410}, O0 Obtient encore par la preuve du lemme 5.9 qu'il existe
une filtration Fil telle que ’énoncé du lemme 5.9 soit vrai pour tous ces sous-objets.

On fixe une filtration Fil = (Fil,), sur D qui est transverse & tous les bons sous-
objets (qui forment un ensemble fini). En particulier, pour E un bon sous-objet, on a
(cf. la preuve de la proposition 5.1 de [BS])

dimE
tg(Er)=[K:L1 Y. > ije.
j=1 o:L—K

Corollaire 5.11. Soient {E;}o<i<m+1 des bons sous-objets de D tels que Eg = 0,
Epn+1 = D et dimE; < dimF;41, et soit D' un sous-objet de D. Posons

a; = dimFE;+; — dimFE;, ¢; = dim(Ei.,.l n Dl) - dim(Ei N D’),

et
1 l
N={jeN|ilexiste 0 <I<m+1 tel que Zai—cz+1§j52ai}.
Alors
tg(DL) <SIK LY > dje
jEQ o:L—K

Démonstration. Cela découle de la définition 5.8, de la remarque 5.7 et du choix de
Fil. a
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5.4 L’admissibilité : cas spécial
Dans cette section, on va prouver I"implication “(%i1) = (i1)” du théoréme 3.6 dans
le cas spécial D = Dy, (pour i € {1,--- ,v} fixé). Rappelons que I’on a défini un certain
objet (v, N,Gal(L'/L), D) (cf. §4.1) de MODy,/;, tel que
WD(p, N,Gal(L'/L), D)* = (r,N, V),
et que l'on a fixée une filtration Fil = (Fil'Dy/,);, (cf. §4.3) sur Dy telle que
Fil'Dp o /Fi' ' D # 0 4 € {ire, .-, id41,0}

et pour tout bon sous-objet E de D :
dimE
ta(Bp)=[K:L] Y > ije.
=1 o

Donc il suffit de prouver (supposé (iiz) du théoréme 3.6) :

Théoréme 5.12. La filtration Fil sur D1 est admissible. Autrement dit, si D’ est un
sous-objet de D, alors

tg(Dr,) < tn(D').

On fixe un sous-objet D’ de D et on commence par établir quelques propriétés de
D'.

Définition 5.13. Si E, E’ sont deux bons sous-objets de D tels que dimE’ > dimFE,
on définit

dimFE' N D' — dimE N D’
/ no_

BB D) = B —amE

On note a(E'/E) = a(E'/E, D’) s’il n’y a pas de risque de confusion et on ’écrit a(E’)
si BE=0.

Remarque 5.14. (1) Le nombre a(E’/FE) peut étre négatif.

(2) Soient Ey, Ey, Ej3 trois bons sous-objets de D tels que dimFE; < dimF; < dimFs,
alors ou bien a(E3/E3) > a(E3/Ey) > a(Es/E), ou bien a(E2/E1) > a(E3/E;) >
a(Eg/EQ), ou bien CY(EQ/E1) = Q(E3/E1) = Q(Eg/EQ).

Lemme 5.15. Soit f : D — D un endomorphisme Ly ®q, K -linéaire tel que f(D') C D’
pour tout sous-objet D' de D. Alors pour tout bon sous-objet E et tout sous-objet D',
on a

o(E,D") < max{a(ker f, D'), a(Imf, D')}.
De plus, a(E, D") = max{a(ker f,D’), a(Imf, D")} si et seulement si

a(E,D") = a(ker f,D’) = o(Imf, D").
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Démonstration. On a les suites exactes :
0O—-kerf—>E—-Imf—0

et
0—kerfND - END - ImfND,

et le lemme s’en déduit facilement par la remarque 5.14 (2). O
Théoréme 5.16. Pour tout sous-objet D’ de D, il existe un bon drapeau
A-_—ADI:O:EOQE]_g"‘gEngm.i.l:D

tel que

(a) pour tout 0 < i <m, N(Ei+1) C E;;

(b) pour tout 0 < 1 < m, il existe j, 1 > 0 et une injection Eiy1/E; = D—j141/D—jy,
c’est-a-dire, il eziste j, | > 0 tels que (¢’ — ¢”a)E;y1 C E; et

((pl — q'ja)lv =0sve Ei+1\Ei, siv € Ejy1;

(c) pour 1 <i<m, a(E;/E;i_1) > a(Eit+1/E;) ; st a(Eiy1/E;) = a(E;/E;i_1), alors
dimE;41/E; > dimE;/E; 1 ;
(d) Soit E un bon sous-objet de D et 0 < i < m l’unique entier tel que

dimFE; < dimFE < dimFE;4q,
alors a(E/E;) < a(E;41/E;).
Démonstration. On munit Q x N de ’ordre total suivant :
(z1,91) > (22, ¥2) © (z1 > 2) ou (z1 = 72 et y1 < y2).

On considére '’ensemble des bons sous-objets non nuls de D et on choisit un d’entre eux,
noté E1, tel que le couple (a(E7),dimE1 ) soit maximal. Puis on considére l’ensemble des
bons sous-objets de D contenant E; strictement et on choisit un d’entre eux, noté Es,
tel que (a(E2/E1),dimE,/E,) soit maximal. Comme cela, on obtient un bon drapeau

0=ECE1C-  CEmn G Emp1=D.

On prouve maintenant que ce drapeau vérifie les conditions (a)-(d) :

(a) Pour 4 > 0, on définit E;,; = {v € E;;1| N(v) € E;} qui contient E;. Le lemme
5.15 implique que

a(Eiy1/E;) < max{a(E{;/E;), (N (E;)/E;)}.
Par choix de E;1, on obtient

Eiy1 = N(E;) ou Ej 4,
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or N est nilpotent sur E;;1/E;, donc E{ | = E;y1, i.e. N(Eiy1) C Ei.

(b) Par (a), N =0 sur E;;1/E;, donc E;1/E; se décompose en une somme directe
de la forme :

Eit1/Ei = (Eis1/Ei)=19 - ® (Eiz1/Ei)=n

ou (Eit1/E;i)=j est le sous-espace de E;y1/E; formé par les vecteurs v tels que (¢’ —
¢7a)*v = 0si k > 0. D’aprés le lemme 5.15, on a en fait E;y1/E; = (Eit1/E;)=; pour
un 1 < j < n, ce qui fournit l’existence de j.

Pour définir I, on pose Ej(k) = ker(¢' — ¢7a)* + E; et on considére la filtration

E;CE;(1)C---CEj(k)C---C Eip1.

Comme N = 0 sur E;41/E; et comme ¢'|g,

.+1/E; = ¢7a est linéaire, on en déduit une
décomposition

Ei+1/E.,; = @.M}c
k

avec My = E;(k+1)/E;(k), ensuite le choix de E;;; implique E;11 = 7~!(M;) pour un
unique I, ot 7 : Ej+1 — E;y1/E; désigne la projection canonique.

(c) La premiére assertion est automatique de la définition du drapeau et de la re-
marque 5.14 (2). Pour la deuxiéme, on suppose a(F;t1/E;) = a(E;/E;_1). Soit j 'entier
défini en (b) (pour Ejt1/E;). D’apreés (a) et (b), on peut considérer les morphismes

N, (,0’ - q'ja : Ei+1/E'_1 — Ei/E'_l.
Il y a deux possibilités :

- N(Ei+1/Ei-1) # 0 ou (¢' — ¢7a)(Ei+1/E;—1) # 0. On peut supposer, sans perte

de généralité, que 'on est dans le premier cas. Considérons la suite exacte

0— ker N — Ei+1/E‘_1 — ImN — 0.

On a alors 0 # ImN C E;/E;_1 C ker N C E;y1/E;_1. D’une part, le choix de
E;+; implique a(ker N/E;) < a(E;+1/E;) et donc que

a(ker N) < a(Eiy1/Ei—1);
d’autre part, le choix de E; implique
a(ImN) < a(E;/Ei—1) = a(Ei+1/Ei—1).
On déduit donc d’aprés le lemme 5.15 :
ImN = E;/E;_1 =ker N,

i.e. N induit un isomorphisme E;1/E; = E;/E;_1, ce qui permet de conclure.
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-~ N=0et ¢ =q¢7asur E;y1/E;_;. Dans ce cas la suite exacte
0— E;/Eiy = Ei1/Ei 1 — Ej1/E; — 0
se scinde, et le choix de E;; permet de conclure.

(d) Supposons I’énoncé faux et soit F un tel sous-objet de D de dimension maximale.
Soit i I'unique entier tel que dimF; < dimF < dimF;,;. Alors par hypothése,onai> 1
et a(E/E;) > a(E;y1/E;).

Evidemment E # D. Soit j le plus petit entier tel que Ej41 € E, de sorte que j < i
et que E; C LN Ej41. Posons E' = E + Ej;1 de sorte que E’ contient strictement E.
Soit 7’ I'unique entier tel que dimEy < dimL’ < dimE;;; (alors i’ > i). On va montrer
que

a(E'/Ey) > a(By11/Ey)
et donc on obtiendra une contradiction avec le choix de E.

D’apreés le choix de Eji1, on a a(Ej+1/(E N Ejt1)) > a(Ej11/E;), a fortiori (par

(c))

a(Ej+1/(ENEjt1)) > a(Eit1/E;).
D’autre part, on a a(E'/E) > a(Ejt1/(E N Ejy1)). Donc a(E'/E) > a(Ein1/E;),
et puis a(E'/E;) > a(E;y1/E;) puisque a(E/E;) > a(E;y1/E;) par hypothése; ceci
achéve la preuve dans le cas i’ = 4. On est donc ramené au cas 7’ > i. Dans ce cas on a
a(E'/E;) > a(Ei+1/E:) > a(Ey | E;), et ceci montre par (c) :

a(E'/Eii) > OA(E.,;I/Ei) > a(Ei//Eir_l) > Oz(Ei/+1/Eil).
O

Remarque 5.17. (i) Le théoréme 5.16 est un analogue de la filtration de Harder-
Narasimhan ([NH]), mais n’est pas la méme chose : on demande le drapeau de satisfaire
aux conditions (a) et (b), qui sont importantes pour la proposition 5.20 ci-dessous.

(ii) La preuve n’utilise pas la définition de ¢, donc le théoréme 5.16 reste vrai pour
tout (@, N,Gal(L'/L), D) € MODy/;.

Exemple 5.18. Reprenons les notations de I’exemple 5.1 (3). C’est-a-dire,
D =Ke; ® Key ® Kes ® Kegy,
p(e1) = e1, w(e2) = pea, p(es) = p’es, p(es) = pes,
N(e1) =0, N(ez) =e1, N(e3) =e3, N(es) =0.
Tous les sous-objets non triviaux de D sont les suivants :
Ke;, i =1,4; Ke; ® Kej, (4,5) = (1,2), (1,4);
Kei® Ke; ® Keg, (i,7,k) =(1,2,3),(1,2,4);
D, = Ke1 ® Kv, avec v =e3 + aeq, a € K*.

On voit que seul les D!, ne sont pas bons, aux lesquels on peut associer le drapeau défini
par :
0CKesC Keir®Kea® Keg & D.
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On fixe un bon drapeau de D
(54.1) A=Ap :0=EyCE1C---CEpy1=D
comme dans le théoréme 5.16.

Lemme 5.19. II existe des entiers k,k' € {0,--- ,m + 1} tels que
(1) Ey est le plus grand bon sous-objet de D tel que a(Ep) =1;
(2) Ey oy est le plus petit bon sous-objet de D contenant D’.

Démonstration. (1) Soit k' € {0,---,m + 1} le plus grand entier tel que a(Ey) = 1.
On peut supposer k' # m + 1, i.e. Ex # D. Si E est un bon sous-objet de D tel que
a(E) = 1, on a encore a(Ey + E) = 1. Or, d’aprés le choix de k', a(Er4+1/Eyx) < 1.
On en déduit Ex + E = Ey par la condition (d) du théoréme 5.16, d’ou le résultat.
(2) La preuve est analogue & celle de (1). O

Le drapeau (5.4.1) s’écrit donc sous la forme
0=EoC By =F1 - C Bpsr = Fipr C D.
On pose ag = dimF1, agy1 = dimD — dimFj g, et pour 1 <i <k
a; = dimF,1/F;,, ¢;=dimD'NF;;1/D'NF;.
Par le lemme 5.19, les entiers ag et a1 ne dépendent pas du choix du drapeau.
Proposition 5.20. On a
ap > max{ci}i<i<k, Gk+1 > max{a; — Ci}1<i<k-

Démonstration. On prouve seulement la premiére inégalité, la preuve de 1'autre étant
analogue. Evidemment, on peut supposer D’ non trivial, i.e. D’ # 0 et D’ # D ; de plus,
d’aprés le lemme 5.6 (1), on peut supposer h = dimDg = 1.

Choisissons r € {1,--- ,k} tel que ¢, = maxj<i<k{ci}. On sait qu'il existe 5,1 > 0
tels que Fry1/Fr — D—j;4+1/D—;; d’aprés le théoréme 5.16 (b). On a donc

dimD’ N Dzj,H_l —dimD’' N D:j’l > ¢y,
puis dimD’ N D—;1 > ¢, grace & l'injection
(¢’ —q%a)t : Dojir1/D=jy — D=y

Le cas j = 0 est trivial puisqu’alors D—g; C D’ par définition de ¢, d’ot D—g1 C F}.
Supposons donc j > 1. D’aprés le lemme 5.6, on a pour tout 1 < j' < 7,

dimD' N D=j’—1,1 > dimD’' N D_j -1,
et pour avoir dimD'ND_j_11 = dimD'ND_j ;1 -1, il faut dimD_j_;; = dimD_; -1,
d’ou
dimker(N|p_,,) =1 et ker(N|p_,,) C D".
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S’il en est ainsi, alors par définition de F3j on déduit
ker(N]D=j,’1) C F.
D’apreés le lemme 5.6, on a D—g1 C D' N Fy et que dimD—g; =1, d’od

dimF1 Z dimD=j,1 2 Cp.

Vu le théoréme 5.16 et de la proposition 5.20, on pose la définition suivante :

Définition 5.21. Soient & = (ao, - . ., ak+1) une partition de d+1 et Q un sous-ensemble
de {1,...,d+ 1}. Posons

Io={1,2,...,a,o},I1={ag+1,...,ao+a1},--~ ,Ik+1={ao+---+ak+1,...,d+1},

et ¢; = QNI pour 0 < i < k+ 1. On dit que la paire (2,a) est de type spécial
(relatif & {1,--- ,d+1}) si les nombres {a;}o<i<k+1 €t {cio<i<k+1 vérifient les conditions
suivantes :

(1) ag=¢c>0, cky1 =0,et a; > ¢; >0 pour 1 <i<Kk,

(i) & > —Z—‘;ﬁpourtoutogz'Sk,

(iil) ap > maxi<ick{ci}, k41 > maxicick{a; — ¢}

Les paires de types spéciaux ont la propriété :

Proposition 5.22. Soient (2, &) une paire de type spécial, et {m;}1<j<d+1, {nj}i<i<dat
des nombres réels tels que :

(a) m; <mjy1, nj < njy1 pour tout 1 < j < d,

(b) mjy1 —my > njy1 —nj pour tout 1 < j < d,

d+1 d+1
(¢) X mj < 3 ny.
j=1 j=1
Alorsona Y, m; < > n,.
JEQ JEQ

Remarque 5.23. Cette proposition peut &tre vue comme une généralisation du lemme
5.4, [BS].

La démonstration du théoréme 5.12 utilise la proposition 5.22, dont la preuve sera
donnée au §5.5.

Démonstration de 5.12. Reprenons les notations de la proposition 5.20. On a alors
k+1

3> a; =d+ 1. Notons a = (ag, . ..,ak+1) la partition de d + 1,

i=0

Io={1,...,ao},--~,Ik+1={ao+-~'+ak+1,...,d+l},
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et € le sous-ensemble de {1,...,d + 1} tel que
i i i
QNI ={Zaj —q+1,Zaj—q+2,...,Zaj}.
7=0 7=0 Jj=0

On sait que, d’aprés le théoréme 5.16 et la proposition 5.20, (£2, @) est de type spécial.
On pose pour 0 < i < m, 8; =dim(D' N D), r; =8{j € Q| dimD; +1< 5 <
dimD«;}, et pour 1 < j<d+1,

tn (Do) 1<) <dimD—g
tn(Do(1)) dimD—g+1<j <dimD«;
n; = . .

tn(Do(n)) dimDep+1<j<dimD<,=d+1.
On a alors, puisque tn(Do(2)) = tn (Do) + i[K : Qp)] :

(5.4.2) tN(D') = sitn(Do(i) = dimD’ - tn (Do) + [K : Qg Y _is;,
=0 1=0
et
(5.4.3) > nj =Y ritn(Do(i)) = dimD’ -ty (Do) + [K : Qp] > irs.
JEQ 1=0 =0

. l 1
Etape 1 : on prouve le théoréme sous ’hypothése supplémentaire que Y s; < Y 7y
i=0 =0
pour tout 0 <! < n. L’inégalité ty(D},) < ty(D’) résulte des trois suivantes :
- tg(D}) < [K : L] Y ¥ ij0. Ceci est une conséquence du corollaire 5.11.
JjEQ o

- [K:L]Y Y ijs < E n;. En posant m; = [K : L]Zz,,,, on voit que
jEQ o

mjt1 —mj > [K : Qp] > njp1 —ny

puisque dimD—; # 0 pour tout 0 < 7 < n. On déduit I’énoncé de la proposition
5.22, car on a
d+1 d+1

ij—tH(DL —tN ZTLJ
J=1

- Y nj < ty(D’). Il suffit de prouver que ) 1 ;%(si — ri) > 0 par (5.4.2) et (5.4.3).
JjEQ
Or, on a

ii(si—ri) = nZ( =)= ) (n—1i)(si — i)

1=0 1,—0 1=0

= nZ( si—ri)— 3, ) (si—ri),

=l

ﬁ’
L

N
II
o
o
Il
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n n
I’inégalité voulue résulte donc du fait que Y s; = 3 r; = dimD’ et de 'hypothése
i=0 i=0
!

Z(S-,; i T'i) S 0.

i=0

Etape 2 : dans le cas général, le méme raisonnement que I’étape 1 montre qu’il suffit
de trouver un sous-ensemble ' de {1,...,d+ 1} tel que :
- ta(Dp) S[K L] 3 3 ijes
JEV o

- (¥, ) est de type spécial et |¥' NI| = |QNL| = ¢;
- pourtout 0<I<n

(5.4.4) dim(D’' N D)) < #{j € Q']j < dimD;}.

§i 0 <1 < n, on note i(/) 'unique entier tel que dimFj;) < dimD«; < dimFjy41.
Soit 1 le plus petit entier tel que

dim(D' mDSll) > ﬂ{] = Q| i< dingll}-

Sil'on pose
T, = dimD’ N D4, — dimD' N Fi(ll)v
alors z;; > 0 car
dimD' N Fyy = #{j € Q] j < dimFy,}.
On définit le sous-ensemble Q] de {1,...,d + 1}, en modifiant la définition de Q, par :

Qaﬂfj = QﬂIj Sij#i(ll)
(5.4.5) Qll N Ii(ll) = {dingll -z, +1,... ,dimDSll}U ‘
{dimFjq, )41 — (Cigy) — %) + 1, .., dimFyg )40 )

Notons que c;,) — 21, > 0 d’aprés I'hypothese sur Iy et le théoréme 5.16 (d). Si
vérifie (5.4.4), on pose ¥ = Q) ; sinon, soit I le plus petit entier tel que (5.4.4) soit
faux pour . Alors Iz > I3 et on a deux possibilités :

- Sii(la) > i(l1), on pose

z1, = dimD' N D¢y, — dimD’ N Fy,

Comme ci-dessus, on a z;, > 0 et on définit 2, analogue & (5.4.5).
- Si i(l1) = i(l2), on pose

Iy, = dimD’' N Dglz —dimD' N Dsll.

de sorte que 0 < 7, < ¢;(1;) — 1,- On définit Q) en modifiant la définition de ()
par
QLN {dim_DSll +1,..., dimFi(h)-{-l}
= {dimD«j, — x5, +1,..., dimDSlz}L_l
{dimFig,)41 — (Gin) — 2 — 21) + 1, -, dimFigy 4}
On obtient ainsi un sous-ensemble ' de {1,...,d + 1} vérifiant les conditions deman-
dées : les deux derniéres résultent de la définition et la premiére résulte encore du
corollaire 5.11 puisque D<«; est un bon sous-objet de D. O
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5.5 Preuve de 5.22

Dans cette section, on prouve la proposition 5.22. On commence par un lemme :

Lemme 5.24. Soient k € N>1 et {a:}o<i<k+1, {ci}o<i<k+1 des nombres réels vérifiant
les conditions (i)-(ii1) de la définition 5.21, alors il eriste des nombres réels {t;}1<i<k

et r tels que

’_L-—_Z._ — k.
(i =gk =,

(i)’ pour tout 1<1<k,

l l
doti>> (ai—c),
=1

=1
k k
(111)” > ti — Y (ai — ¢i) + ek < Akt
i=1 i=1

Démonstration. On peut écrire, si les t; existent, t; = t1¢;—1/ag pour 1 < i < k, de sorte

que (i)’ se traduit &
= !
1+a—z;cz ) > Zl(ai - ),
1= 1=

et que (iii)’ se traduit &
1K k
t1(1+ o0 Ecz) < ag+1+ Z(Gi - c)-
i=1 i=1

l
On prend t; = maxij<<e{(1+ = ” Z ¢i)7t Y (ai—ci)} et t; = tici-1/ag, alors (i)’ et
i i=1
(ii)’ sont satisfaits. Pour voir que les tz ainsi définis satisfont & (iii)’, il suffit de vérifier

que pour 1 <1<k,

(Z(az )1+ — Zcz)<<1+ 2g><ak+1+z — ),

qui est une conséquence facile des conditions (ii) et (iii). a

Dans la suite de cet article, si 1'on se donne des réels {a;}o<i<k+1 et {cito<i<k+1
comme dans le lemme 5.24, on prendra les {t;}1<i<kx et r comme dans ce lemme tels
que r est le plus petit possible.

Démonstration de 5.22. Gréace & la condition (b) : mjy1 — m; > nj41 — nj, on peut
supposer
l l
Q={1<j<d+1]ilexiste0<I<ntelque Y a—q+1<j<) a}.
i=0 i=0
Posons I = [0,d + 1]. On prend deux fonctions lisses f,g : I — R telles que (toujours
existent)
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- fl@)24g'(z)>0et [;f< [ig
- pour 0 < j < d, f(j) = mjs1 et g(J) = nj41.

Le lemme 5.24 nous permet de définir des nombres {t;}1<i<k vérifiant les conditions
(1)’-(iii)’. Posons

[0,0.0[ sit=0
i i
Ji={ [ aj—ci,> a5 sil<i<k
=0 =0
0 sii=k+1,
et
[070‘0[ sit=20
i-1 i
Ji=19 lao+ X (t+¢) +tuao+ X (ti+¢)] sil<i<k
0 sii=k+1.

Alors on a |J;| = |J{| = ¢i, | 1<ici Ji C 1 et

S (s — ) <§:/ff g'<§:/ (f-g) %iLAg-g)go

jEQ 1=0 =0

ou la deuxiéme inégalité résulte de la condition (ii)’, d’ou le résultat. O

Corollaire 5.25. Soient (Q,a) une paire de type spécial et des entiers {m;}1<j<d+1,
{njhi<j<d+1 vérifiant les conditions (a) et (b) de la proposition 5.22. Soient de plus

a < b des entiers tels que (¢’) : a+ E m; < b+ Enj Alorsa+ Y, mj <b+ Y n;.
=1 FEQ JEQ

Démonstration. En posant n’; := (b~ a)/(d+ 1) + n;, la proposition 5.22 assure que
1
Z’m < d———— -a)+}:nj < (b—-a)—l—an
JEQ JEQ JEQ

puisque b —a > 0. d

5.6 L’admissibilité : cas général
On considére le cas général : D = @;_; Dp,. D’abord, la proposition 5.22 se géné-

ralise aisément :

Proposition 5.26. Soit o = (dy, . ..,dy) une partition de d+ 1, et pour tout 1 <i < v
sotent a; une partition de d; et Q; un sous-ensemble de {1,...,d;} tels que la paire
(84, ;) est de type spécial. On associe, a chagque paire (Q;, @;), le nombre réel positif r;
d’aprés le lemme 5.24, et on suppose r1 > T2 > --- > 1yy. Posons

U={d+ dia+lle}, Q=|]|
i
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de sorte que  est un sous-ensemble de {1, ...,d+1}. Sotent {m;}1<j<a+1 et {nj}i<j<an
des nombres réels vérifiant les conditions (a)-(c) de la proposition 5.22, alors on a
> mi < ) ny.

JEQ JEQ

Démonstration. La preuve est analogue 4 celle de 5.22 et on laisse les détails au lecteur.
O

Posons maintenant, pour tout 1 < i < v, d; = dimDy, et D} = D'N Dy, ot D’ est
le sous-objet fixé de D. Comme D) est un sous-objet de Dy, on peut lui associer un
drapeau A; = Ap, d’aprés le théoréme 5.16, puis un sous-ensemble €2; de {1,...,d;} et
un nombre réel pozsitif r; comme dans le lemme 5.24. On peut supposer r; > 1y > --- >
ry. Posons

Q; = {dl +--di1 I 1leM} et Q= UQ;
1

On a alors tg(D') < > > i, d’aprés le corollaire 5.11. Un argument analogue a la
JEQ o

preuve du théoréme 5.12, en utilisant la proposition 5.26 ci-dessus, nous permet de

conclure dans le cas général.
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Partie 11

Diagrammes canoniques et
représentations modulo p de GlLy(F)

1 Introduction

Soient p un nombre premier et F' un corps local complet pour une valuation discréte
de corps résiduel fini de caractéristique p. L’étude des représentations lisses irréductibles
avec caractére central de GLo(F) sur Fy, a été initiée par Barthel et Livné ([BL1], [BL2]).
Ces représentations y sont classées en quatre “catégories” : les caractéres, les séries
principales, les séries spéciales et les supersinguliéres, et la structure des trois premiéres
est complétement étudiée. Dans [Brl], Breuil a déterminé les supersinguliéres dans le
cas particulier (mais important) ot F' = Qp, ce qui lui a permis de définir une bijection
entre les classes d’isomorphisme de représentations supersinguliéres de GL2(Qp) et les
classes d’isomorphisme de représentations continues irréductibles de dimension 2 de
Gal(@p/ Qp) sur F,. Mais, lorsque F # Qp, au moins lorsque F est une extension finie
non ramifiée de Qp, de degré > 2, il existe une trés grande quantité de représentations
lisses admissibles supersinguliéres ([Pal], [BP]).

Le but de ce chapitre est d’étudier des propriétés générales des représentations lisses
(essentiellement supersinguliéres) avec caractére central de GLy(F'). Décrivons plus pré-
cisément le contenu.

Notons O l’anneau des entiers de F, w une uniformisante de O (fixée une fois pour

toutes),
G = GLy(F), K =GLy(0),

et Z le centre de G. Soit (o, V?) une représentation lisse irréductible de K sur F, que
I'on étend & K Z en envoyant w sur l'identité. On note c-Ind% 5o le F-espace vectoriel
des fonctions f : G — V9 a support compact modulo Z telles que f(kg) = o(k)f(9)
(k € KZ, g € G) muni de l'action & gauche de G par translation & droite. Pour g € G
et v € V7, on note [g,v] I'élément de c-Ind$ ;o défini comme suit :

[9,v](¢") = 0o(g'g)v sig € KZg~!
[9,v](¢") =0 sig ¢ KZg™L.

45
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On note I (o) le sous-espace vectoriel de c-Ind% ;o engendré par les [g, 0] pour g €
Pt = (0—0{0} ). Autrement dit ([Co]),

() :2@[(75 ?) ,a].

neN

On pose I~ (o) := I1-I*(0) oa I1 := (2 }) € G, de sorte que c-IndE yo = It (0)®I (o).
On vérifie que I (o) (resp. I~ (o)) est stable sous l’action de I, oa I C K est le sous-
groupe des matrices supérieures modulo .

Soient 7 une représentation lisse irréductible de G avec caractére central trivial sur
w € Z et o une sous-K-représentation irréductible de 7. On en déduit une surjection
G-équivariante c-Ind§ ;0 — 7 par réciprocité de Frobenius. On note It (o, ) (resp.
I~ (o, 7)) Vimage de I (o) (resp. I~ (o)) dans w. Par des arguments élémentaires (cf.
§3), on démontre que 1’espace vectoriel I (o, 7) (resp. I~ (o, 7)) ne dépend pas du choix
de o, de sorte que I’on peut le noter I () (resp. I~ ()). En posant :

Dy(m) = I*(r)NI~(m), Do(m)= (K -Di(m))Cm,
on obtient un diagramme ([Pal]), appelé diagramme canonigue, associé & 7 :
D(7) := (Do(m), D1(), can)
ot can est l'inclusion Dj(m) C Dg(7). Si 7 est une représentation lisse irréductible de

G avec caractére central arbitraire, on écrit 7 = 7 ® x o det de telle sorte que w agisse
trivialement sur 7', et on définit leur diagramme canonique par :

D(m) := (Do(7) ® x o det, D1(7) ® x o det, can).
Notre résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 1.1. Sotent m et m’ deuz représentations lisses irréductibles de G avec ca-
ractére central. Alors m = 7' si et seulement si D(n) = D(n’) en tant que diagrammes.

Dans certains cas, on peut déterminer explicitement le diagramme canonique (notons
I, C I (resp. K1 C K) le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures (resp. égales
4 l'identité) modulo w) :

Théoréme 1.2. Soit 7 une représentation lisse irréductible de G avec caractére central.
Alors on a 71t C D1 (7), avec égalité si m est non supersinguliére ou si F = Qyp. De plus,
si ™ est non supersinguli¢re, alors Do(m) = 7K1,

Mais malheureusement il ne semble pas facile de calculer D(7) dans le cas supersin-
gulier général, méme de déterminer s'il est ou non de dimension finie. Néanmoins, on
peut clarifier le lien entre des propriétés de D(w) et des propriétés de .
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Théoréme 1.3. Si 7 est une représentation lisse irréductible de G avec caractére cen-
tral, alors les deuz conditions sutvantes sont égquivalentes :

(1) D1(7) est de dimension finie;
(i) pour une (ou, de maniére équivalente, toute) surjection G-éguivariante

c-Indf ;o ® x o det — ,

le noyau K est de type fini en tant que Fy[G]-module.
St une de ces conditions est vérifiée, alors
(111) 7 est admissible ;

10
(tv) Despace vectoriel I +(7r)(0 ?) est de dimension finie.

Introduisons maintenant les principales (autres) notations de ce chapitre.
Notons p := wO l'idéal maximal de O et ¢ := p’ le cardinal du corps résiduel O/p.
On identifie O/p avec Fq et on note [A] le représentant multiplicatif dans O pour A € F,.

On note N le normalisateur de I dans G. Notons que N est engendré par I et I en
tant que sous-groupe de G. Pour n > 1, on note

. 1+pn pn i 1+pn pn-l

et UT = (3 1) (resp. U= = (1 9)) le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures
(resp. inférieures) de telle sorte que [y NU* = (3 9) (resp. 1 NU~ = (}9)). On note

M le sous-groupe des matrices de la forme () [2]) avec A, p € Fy.

Toutes les représentations considérées dans ce chapitre sont sur des Fp—espaces vec-
toriels. Pour celles de G, on suppose qu’elles admettent un caractére central. On désigne
par Rep,, (resp. Rep,,, Rep,, etc.) la catégorie des représentations lisses de G (resp. K,
I, etc.) sur Fy, (avec caractére central pour celles de G).

Onpose a: I — F: le caractére envoyant (% j)€ I sur ad (ou Z € F, désigne la
réduction modulo wdez € Op). Six: I — F; est un caractére, on pose x° := x(II-II).

Si o est une représentation irréductible de K sur Fp, on note X, le caractére donnant

'action de I sur o' (qui est de dimension 1) et on pose o!8] unique représentation
irréductible de K distincte avec o et telle que I agisse sur (o))t via x2.

Si S est une représentation lisse d'un groupe profini H (par exemple H = K ou
I), on définit le socle de S, noté socy(S), comme la plus grande sous-représentation
semi-simple de S. De méme, on définit le radical de S, noté rady(S), comme la plus
petite sous-représentation de S telle que le quotient S/radg(S) soit semi-simple. On
appelle S/radg(S) le cosocle de S, noté cosocg(S).

N.B. Les références citées dans ce chapitre se trouvent d la fin du chapitre III.
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2 Rappels et compléments

Dans ce paragraphe, on rappelle des résultats de [BL2] et [Brl], et on fournit des
préliminaires pour le paragraphe suivant.

2.1 L’algébre de Hecke (n°2.1-2.5, [Brl])

Dans cette section, on rappelle des résultats sur I'induction compacte et sur 1'algébre
de Hecke.

Toute représentation irréductible de K sur Fp est triviale sur K7, donc est une
représentation de GLy(F,) = K/Kj. Un poids (ou poids de Serre) est par définition une
telle représentation. Tout poids est, & torsion pres par les caractéres (et & isomorphisme
preés), de la forme (cf. proposition 1, [BL2])

Symro_ll‘;f9 ® (Sym’"lﬁi)Fr R - ® (Sym’"f—lﬁf,)Frf_1

ol r; sont des entiers entre 0 et p — 1 et Fr : GLa(Fy) — GL2(Fg) est 'automorphisme
induit par le Frobenius z — zP.

On fixe ¢ un poids sur un Fp-espace vectoriel V7 que 'on étend & KZ en envoyant
w sur I'identité. On note c-Ind% ;o le Fp-espace vectoriel des fonctions f de G dans V°
a support compact modulo Z telles que f(kg) = o(k)- f(g) (pour g € G, k € KZ) muni
de D'action & gauche de G : (g- f)(¢') = f(¢'g). Pour g € G et v € V7, on note [g, v]
I'élément de c-Ind$ ;o défini comme suit :

[9,v](¢") =0o(d'g)v sig' € KZg™*
[9,v](g") =0 sig ¢ KZg™!.

On a alors g[g,v] = g9, v] et [gk,v] = [g,0(k)v] si k € KZ. On définit pour n > 0 :

RF = [(%ﬂ (f) ,a}, R :=T-RF.

En particulier, R = [Id, o] ot Id := (} 9)€ G. Posons Ro := R{ et R, :=Rf ® R__,
pour n > 1.
Le lemme suivant est élémentaire :

Lemme 2.1. (i) Pour tout n > 0, R} et R, sont stables sous l’action de IZ.

(i) Pour tout n > 0, R, est stable sous l'action de KZ. Pour n > 1, R, est
engendrée par R, (dans c-Ind%Zcr ) en tant que K Z-représentation.

(i43) On a la décomposition (c-Ind$ ;0)|xz = D50 Rn.-

Démonstration. Le (i) découle de la preuve du lemme 3.3, [Pa2]. Montrons le (ii).
D’aprés (i) et la décomposition

k=111 (% 5) 0.

AEF,
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il suffit de verifier que (2 1)R;_; C Ry et que (}I1)R} C R, pour tout A € Fy. Le
premier énoncé résulte de 1'égalité (ot a € O)

[YEYE -G )

Pour le deuxiéme, on utilise

([A] 1) (wn a>= (wnp\] z)_ (“gl a_ll”C) (‘;;1 2) s ac O

1 0/\0 1 w” a) 0 1 ™! 0 .
w" az ) \@"[\ =z sia€wO

0 1 1. w1 g~ lz~1
w" azr~l) 0 1

ol on a posé £ = 1+ a[A] qui est inversible lorsque a € wO. Enfin, le dernier énoncé du
(i) et le (iii) sont immeédiats. O

et que, si a € w0,

L’algebre de Hecke relativement & KZ et & o est par définition 1'algébre
Endg(c-Ind$ ;0)

qui, par réciprocité de Frobenius, s’identifie 4 1’algébre de convolution des fonctions
p:G— Ende (V?) a support compact modulo Z telles que :

(2.1.1) p(k1gks) = o (k1) o p(g) o o(k2)

pour ki,ko € KZ et g € G. Si ¢ est une telle fonction et T' est I’endomorphisme
correspondant de c-Ind$ ;0, alors on a la formule

T(lgo)= > lggse(d™ @)

¢KZeG/KZ

Soient ¢ : G — Endfp (V9) I'unique fonction & support dans KZ (éw(ll VKZ vé-
rifiant (2.1.1) et telle que go(((l) wo_l)) = Uy ® -+ ® Ur; (voir n°2.7, [Brl] pour cette
notation), et T 1'opérateur de Hecke correspondant. D’aprés la proposition 8, [BL2],
I'algebre Endg(c-Ind% ;o) est isomorphe & 1'algebre des polynomes Fy[T]. Si n > 1,
on vérifie que T(R;) C R,,; ® R;_, et que l'opérateur T|p- : Ry — R, @ R
est la somme d'une injection IZ-équivariante 7| re  Bn — R, et d’une surjection
IZ-équivariante T~ |- : Ry — R;_; (voir (6) du n°2.5, [Brl]).

Lemme 2.2. Soient k > 0 un entier, f € Sp>kRy; et P(T) € Fp[T] un polynéme de
degré > 1. Alors il eziste f' € @n>k+1R;,, dépendant de f et de P(T), tel que

f+f € P(T)(®n>k1Ry)-



50 II. Diagrammes canoniques et représentations modulo p de GL2(F)

Démonstration. Comme degP(T) > 1, on peut écrire P(T) = (T —A)P1(T) avec ) € F,
et Pi(T) € Fp[T] un polynéme vérifiant degPy(T) < degP(T). Soit h € Sp>k+1R;,
un élément tel que T~ (h) = f. Si degP1(T) = 0, alors f' := T (h) — Ah satisfait &
la condition demandée. Sinon, par récurrence sur le degré de P(T), on peut trouver
h',h" € &n>k+2R; tels que h+ h' = Pi(T)(h"), et donc

P(T)(r") = (T —=X)(h+h)
= T-(h) + T*(h) = Ah + (T — \)(R)
= f4(T*h) = M+ (T - V().

Comme h' € ®p>k12R;,; et h € ®p>k+1R;,, le vecteur
fi=T7(h) = A+ (T - X)(R)
appartient & @,>k+1R,,, ce qui achéve la preuve. O

Notation : Si 7 est un G-quotient non trivial de c-Ind§ ;5, on note Ry (o, ) (resp.
R} (o,7), Ry (0,7)) I'image de Ry, (resp. R}, R;) dans .

Proposition 2.3. Soient 7 un G-quotient non trivial de c-Ind% ;o et vy € o un vecteur
non nul fizé par I. Notons [Id, vo] I'image de [Id, vo] € c-Ind% ;o dans 7. Alors

(i) [Id, UO] € ZnZO R; (07 77) 5
(“') RO(U7 7T) C ZnZl R«n(O', 7T).

Démonstration. (1) Par la preuve du lemme 3.2, [Pa3], on voit que la surjection G-
équivariante c-Ind§ ;0 — 7 se factorise & travers

¢Ind% zo — ¢-Ind§ z0/P(T) -
ott P(T) € F,[T] est un polynéme de degré > 1 (remarquons que la preuve utilise la
proposition 32 [BL2] qui reste vraie pour tout G-quotient non trivial de c-Ind%Zo). il
suffit donc de vérifier que
(2.1.2) [1d, v0] € P(T)(c-Ind% 70) + (Sn>0Ry).

Ecrivons P(T) = (T — A\)Py(T) avec X € F, et P;(T) € F,[T) un polynéme vérifiant
degP;(T) < degP(T'). Posons

7=1(o =)l =l(z o) ( o)l <

alors un calcul facile montre que (en utilisant (8), n°2.5, [Brl]) :

(2.1.3) (T - A)(f) = [1d, vo] + A
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avec h € @n>oR;,. Si degPi(T) =0, ie. P(T) = a(T — X) avec a € F:, alors (2.1.2)
est déja prouvé par (2.1.3). Sinon, d’aprés le lemme 2.2, il existe f' € ®,>1R;, tel que
f+f € P(T)(®n>1Ry), et donc par (2.1.3) :

[d, vo) + A+ (T — N (') € P(T)(c-Ind§ 50).

Cela entraine (2.1.2) et termine la preuve de (i).

(i) Comme Rg(o,m) = o est engendrée par [Id, vg] en tant que K-représentation et
que ZnZl R, (o, 7) est une K-représentation contenant ano R, (o,m), (ii) découle de
(1)- O

Remarque 2.4. Comme c-Ind§ ;o est réductible (théoréme 25, [BL2]) et non admis-
sible (proposition 14 (2), loc. cit.), la proposition 2.3 s’applique en particulier lorsque 7
est un G-quotient irréductible ou admissible de c-Ind$ 5o

2.2 Le foncteur Ind¥

Dans cette section, on fournit des propriétés du foncteur Indf{ :Rep, — Rep 5 aui,
a une représentation lisse M de I, associe la représentation induite Indf{ M de K.
Si M est une représentation lisse de I et W = IndX M est la K-représentation induite

(définie de la méme fagon que c-Ind% 70), 0n pose prys : W —» M le I-morphisme naturel
induit par Id : W = W par réciprocité de Frobenius. Plus précisément, si

f=ai[l,v] + Z aglg,vg] € Ind¥M
9€K/1,g#1

avec ag € Fp et vy € M pour tout g € K/I, alors prys(f) := ajv;. Ce morphisme (I-
équivariant) admet une section ip : v € M — [1,v] € W. Ceci réalise la décomposition
de Mackey pour W en tant que I-représentation :

W=IndkM=Mow*

avec W7 le noyau de pr),. L’espace sous-jacent & W est ’espace vectoriel engendré

par {Z)\"Oi\] é)[l,v],veM’OSkSq_l}.

A€F,

Le lemme suivant sera utilisé de maniére cruciale au §3 (voir le lemme 3.1).

Lemme 2.5. Conservons les notations précédentes. Soit Q une K-représentation en-
gendrée par M. Soient W1 le noyau du morphisme naturel W = Ind¥M - Q, My c M
Uimage de Wy par pry, et QT limage de W dans Q. Alors on a M1 = M N Q™ et
W, C Ind? Mj ; de plus, M est la plus petite sous-représentation de M ayant la derniére
propriété.
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Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant & lignes et & colonnes exactes
(par le lemme du serpent)

0 0
W+ Qt 0
0 Wi w Q 0
I\
l PIy iM
0 M, M M/M; — 0.
0 0 0

En voyant M comme sous-espace de @ via
M3 W Q,

on voit que, si x € M, alors x € Q7 si et seulement si z € M, d’oil le premier énoncé.

Pour les autres, en remplagant M par M/M; et Wy par W1 /(W NInd¥ M;), on est
ramené & montrer ’énoncé suivant : st W7 C Indf-{ M est une sous-K -représentation,
alors Wy = 0 si et seulement si M7 = 0. Ceci est une conséquence directe de la récipro-
cité de Frobenius. O

Si (p, M) est une représentation de I, on note (II(p),II(M)) la représentation de I
définie par
(2.2.1) I(p)(R) - T(v) := p(IT~1AII) - v
pour heletve M.

Remarque 2.6. Si (p, M') est une représentation de N et si M C M’ est un sous-
espace vectoriel stable sous I’action de I, alors I'espace II(M) est aussi stable par I avec
laction (de I) définie par (2.2.1).

Proposition 2.7. Soient M une représentation lisse de I et MUY [e sous-espace
des I N U*-invariants. Posons W = Ind¥TI(M) et W+ C W le sous-espace vectoriel
engendré par les vecteurs

{Fk,u =) Ak ([’1\] é) [1,LO(v)], vEM, 0<k<q- 1}.

A€F,

(i) Pour tout v € MiOUY on ¢ Fy,, € (WH)1NU*,
(ii) L’espace vectoriel (W+)1NU™ st engendré par les vecteurs {Fpp,v € MINUT},
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Démonstration. (i) Sive MW et gz = > on>0 @ kn] € O avec pn, € Fy, alors

(9 - 5 D Jraw

_ ( +En>1w [1n] 1> [1,TI(»)]
()
()

Aequ 0

B () (e Yrae

- o o) (s ¥))

- v (“O;L’\] 1)[1 TI(v)]

A€F,
= Ebp

avec X € O dépendant de z et de . Cela entraine que Fp, € W est fixé par ; NUT.

(ii) Evidemment, il suffit de montrer (ii) pour des vecteurs propres de H. Soit donc
. 7-1
f € W un vecteur propre de H fixé par I; NU™*. Ecrivons f sous la forme f = Y Fj,,

avec v; € M des vecteurs propres de H {ce qui est toujours possible). Alors il ;ugﬁt de
montrer que vg € MINUT ot que v; = 0 pour tout ¢ > 0.

Soit d’abord ip > 0 un indice fixé tel que vy, # 0. Comme I; N U™ est un pro-p-
groupe, la représentation ((I; NU™)-v;,) posséde des I; N U*-invariants non nuls, donc
il existe un élément Q € Fp[Is N U] tel que Quj, # 0 est fixé par I; NU™. De plus, en
changeant ip et @ éventuellement, on peut supposer que Qu; est fixé par [ NU™ pour
tout i > 0 (encore avec Qu;, # 0). Par la formule suivante (avec a € O et A € Fy) :

(2.2.2) <é T) (’0” [i]>=<?f [ﬁ) (é ;)

on voit que Fj g, est fixé par ((1) ’1’) pour tout ¢ > 0. Puis, encore d’aprés (2.2.2), il
existe Q' € Fy[I; N U] vérifiant

g-1 g-—1
(2.2.3) Qf = QFu=) Figu
=0 i=0

donc Fp gy, est aussi fixé par ((1) ’{)

Maintenant, les F; g., étant fixés par 1 ) pour tout i > 0, on peut parler ’action
du groupe (1 Fq) D’apres la demonstratlon du lemme 2, [BL2], les représentations
de (1 F‘l) qu'’ils engendrent sont non isomorphes et la représentation résultée est de
dunensmn 1 si et seulement si ¢ = 0. On en déduit avec I’égalité (2.2.3) que Fjg,, =0et
puis Qu; = 0 pour tout i > 0, ce qui est impossible puisque Qu;, # 0. Cette contradiction
montre que v; = 0 pour tout ¢ > 0 et donc f = Fpy,. Enfin, I’équation (2.2.2) permet
de conclure que vg est fixé par 1 NU™. O
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Rappelons que si o est un poids, on a défini les sous-I-représentations R} (n > 0)
de ¢-Ind$ 7o (cf. n°2.1).

Corollaire 2.8. On a
IlﬁU+ —

dimfp (R:,_- ) 1

pour tout n > 0.

Démonstration. Comme 1’énoncé est vrai pour n = 0 (lemme 2, [BL2]), par récurrence,
il suffit de démontrer que

nnut LnUt

diml—,p (R,,T) =1 = dime (R:+1 =1

qui est une conséquence du lemme 2.7. O

3 Le diagramme canonique

Dans ce paragraphe, aprés des préliminaires au n°3.1, on définit (au n°3.2) le dia-
gramme canonique associé & une représentation lisse irréductible de G et on démontre
que ce diagramme détermine la classe d’isomorphisme de la représentation de départ.

3.1 Préliminaires

Suivant [Co], si o est un poids, on note I* (o) le sous-espace vectoriel de c-Ind$ o
engendré par les [g, 0] pour g € PT := (0‘0{0} ‘f) Autrement dit,

I*(0) = @Kwon (19> o] =EPr:.

neEN n>0

On pose I~ (o) :=II- I (o) de sorte que I~ (0) = ®n>oR; et que ¢-Ind% zo = I't(0) @
I~ (o). Les espaces vectoriels I* (o) et I~ (o) sont stables sous l'action de IZ, et I~ (o)
engendre @p>1R, (dans c-Ind$ ;o) sous I'action de K (lemme 2.1).

Notation : Si x : F* — F: est un caractére lisse, on définit I+ () (resp. I~ (7))
pour la représentation tordue c—IndIC\f: Z0®xodet par le méme espace vectoriel sous-jacent
que ci-dessus mais avec 1’action tordue de I.

Dans la suite, on fixe o un poids, x : F* — F; un caracteére lisse et 7 un G-quotient
non trivial (pas forcément irréductible ou admissible) de c-Ind% 70 ® x o det. On note
It (o,m) (resp. I~ (o, 7)) l'image de I (o) (resp. I~ (o)) dans 7.

Il résulte du lemme 2.1 et de la proposition 2.3 (ii) que I~ (o, 7) engendre entiérement
l’espace vectoriel sous-jacent de 7 sous 'action de K, de sorte que I’on obtient par
réciprocité de Frobenius une surjection K-équivariante

Ind¥1 (0, 7) - 7.

On note W (o, 7) son noyau.
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D’apres le lemme 2.5, appliqué & M = I~ (o,7) et & Wt = 3 5, R} (o,7), on
voit que W (o, ) est contenu dans la représentation Indf (3,5, R (o, 7) NI~ (o, 7)),
a fortiori dans Ind¥ (It (o, 7) NI~ (0, 7)). Autrement dit :

Lemme 3.1. Pour toute égalité dans w de la forme
_ w [
0= (0 1)'w,\+H(w)
AeF,
avec w,wy € IT(o,7), on a w,wy € IT(o,7) NI (o,T).
Démonstration. Par ce qui précéde, c’est une conséquence du lemme 2.5. O

Remarque 3.2. On a une variante utile du lemme 3.1 : pour toute égalité dans 7 de

la forme 1
0= Y x ("g [’1\]) wi + T(w)

i=0 AeF,
avec w,w; € It (o,7), on a w,w; € I*(o,7) NI (o, 7).
Remarque 3.3. La raison principale pour laquelle on considére I*(o,7) N I~ (o, )

plutét que 3- 5, R (o,m) NI~ (0, 7) est que le premier est stable sous l'action de II
(voir la définition 3.16 plus tard). Voir aussi le lemme 3.4 ci-dessous.

Notons N le noyau de la surjection naturelle c-Ind§ ;o ® x o det — 7. Considérons
le morphisme composé :

&, = Bor: c-Indf, ® x odeto — 17 (o) = I (a, 7).
Lemme 3.4. L’espace I*(o,7) NI~ (o, 7) est l’image de N via ®,.

Démonstration. Si f = f*+f~ € N avec f+ € I'*(0) et f~ € I" (o) et si I'on note f+
(resp. f~) I'image de f* (resp. f~) dans 7, alors par définition,

&, (f)=f"=—fF€It(o,m)NI (o,7).

Réciproquement, soit f € I1(o,7)NI~ (o, ), et fT (resp. f~) un relevement de f dans
I* (o) (resp. I=(0)), alors f := —f* + f~ est un élément dans N vérifiant ¥, (f) =
7. O

A cause des lemmes 3.1 et 3.4, on étudie en détail la I-représentation I*(o,7) N
I~ (o,m).

Par définition, 1'espace vectoriel I (o, m) N I~ (o, 7) est stable sous ’action de II
(puisque IT? = (% 0 )€ Z et que 7 admet un caractére central). Tout v € 7 s’écrit sous
la forme v = v+ 4+ v~ avec vt € I (0,7) et v~ € I (o, ), et une telle décomposition
est unique au sens ot si v = v]" +v] est une autre décomposition, alors on a

vt —vf = v +o] € IT(o,m) NI (0,7).
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Posons I7%(0,7) = It (0,7) N I~ (0, ) et par récurrence,
(3.1.1) I™™(o,7) = IT(o,7) N (K -TI(I " Yo, 7))).

Lemme 3.5. Pour toutn>1, on a
(i) It Y(o,7) C IT"(o,7);
(it) (K - TI(It" (o, 7)) = o({I+n (o, m)) + I (o,n).

Démonstration. (i) Par définition, II(I*(c, 7)) = I%(c, ), donc
I*Yo,7)=I"(o,7) N (K - IT7°(o,7)) D I(c, 7),

ce qui prouve ’énoncé dans le cas n = 1. Si n > 2, alors par récurrence :

I*™Mo,m) = It(o,m)N(K-O(I*""}(o,m)))
D It(o,7)N (K -TI(IT"2(c,7)))
= It"1(g,m).
(i) L’inclusion 2 découle de la définition (3.1.1) et l'inclusion C découle de la dé-
composition K = IT]( [T (B! 2)I) (cf. la démonstration du lemme 2.1 (ii)). O
AEF,

A P’aide de It (o, 7) N I~ (o, 7), on pose la définition suivante :

Définition 3.6. Pour v € 7, on définit le niveau de v (relatif & o), noté £,(v), comme
suit :
(i) supposons v € It (o, ), on pose
~ £, (v) :=0siveIT(o,7);
- Ly(v) :==nsive It (o,n)\IT" (o, 7);
(ii) supposons v € I~ (o, ), on pose 45 (v) := £,(II(v));
(iii) enfin, pour v = v* + v~ € 7 avec vT € I (o,7) et v~ € I~ (o, ™), on pose
£5(v) = max{{;(v"), £ (v7)}

Remarque 3.7. Comme le groupe G est engendré par K et Il et que I (o, 7)NI~ (o, 7)
contient un G-générateur de 7 (proposition 2.3 (i)), on a £,(v) < 400 pour tout v € =.
Par ailleurs, £, (v) dans (iii) est bien défini puisque £,(v*) et £,(v™) ne dépendent que
de v.

Donnons des propriétés concernant £, ().

Lemme 3.8. (i) Si vi,vp € 7, alors £5(v1 + v2) < max{f;(v1),4(v2)}; st Ly(v1) #
45 (va), alors £,(v1 +v2) = max{l,(v1), £y (v2)}.
(i) Si v € I (0,7) (resp. v € I~ (0, 7)) est un vecteur tel que £,(v) =n > 1 et si

l’on pose
w [A
Fop = E : (0 [1]> v,

AeF,
alors £5(Foy) =n+1 (resp. £5(Fov) < n).



3. Le diagramme canonique o7

Démonstration. (i) C’est une conséquence triviale de la définition 3.6.
(ii) Supposons d’abord v € I~ (o, ), alors

() € I*"(o,7) C (K - I(I+"" (o, )

et il en est de méme pour Fp,. Le lemme 3.5 (ii) permet de conclure dans ce cas.
Supposons maintenant v € I (o, 7). Par définition £,(Fp ) < n+1. Si £y (Fo) < 7,
alors il existe des w; € I7™ (o, 7) pour 0 < i < g—1 tels que

Fou= S 3 (zg [?]) e

=0 AeF,

D’apres la remarque 3.2, cela entraine v — wg € I (0, 7) NI~ (0,7), d'ott £,(v) <n -1
par (i), ce qui donne une contradiction. a

Lemme 3.9. Soit v =o' + v~ un vecteur dans 7 avec vt € I (o, 7) et v™ € I (o, 7).

Ona

L w [} _ _ -y
(1) s qu(o 1>UEI+(G,7r)ﬁI (o,m), alors £,(v) = £,(v7);

(1) si > (P\] 1) v € IT(o,m) NI (o,7), alors £, (v) = £,(vT).
serg\1 0
De plus, dans les deuz cas, on a £, (vt) = £,(v™) si et seulement si £,(v) = 0.

Démonstration. (i) Sinon, on a £,(v) = £,(v™) > 1. Posons

Fowr =Y. (70” [i]> v, Fop-= . (§ [i]> v

AeF, AeF,

Alors d’aprés le lemme 3.8 (ii), £o(Fp+) = £o(vt) + 1 et £ (Fp,-) < max{f;(v™),1}.
Comme le niveau de Fp,+ + Fy,~ est 0 par hypothése, on a forcément Ly(vT)+1<
£,(v™), ce qui donne une contradiction et aussi montre que la seule possibilité pour
avoir £, (vt) = £,(v™) est que £, (vT) = £,(v) = 0.

(ii) 1 suffit d’appliquer (i) & v’ :=II(v) € 7. O

Le lemme ci-dessous permet de déterminer explicitement I (o,7) N I~ (o, 7) dans
certains cas.

Lemme 3.10. Soit m > 0 un entier.
(i) Sif=ft+f¢€ c-Ind%Za avec fT € IT(0) et f~ € Bn<mR, C I~ (0), alors

(pour A € Fy)
(f [ﬁ) f=ffof

avec ff" € It (o) et f{ € ®nc<m-1R;, (0t Uon convient que f; :=0sim =0).
(i1) Si f € N est un vecteur contenu dans Sn<mBn, alors ®,(gf) € M pour tout
gEG, 00 M =3 . Ru(o,7) est l'image de Sn<mRn dans m.
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Démonstration. (i) Comme II(f~) € ®n<mR;, on peut Iécrire (de maniére unique)
sous la forme ul
- _ uo1
=Y (W) ety

avec T, € ®n<m—1R; et y € 0 = R{. Alors

5 8= (3 (i o
_ (= O e (B 1), (1 DY
e
2 ) ) (M)
¢ (5 V)m+rron

ce qui permet de conclure.

(ii) Remarquons que tout g € G s’écrit sous 1'une des deux formes : g*k ou IIgTk
avec k € KZ et g* € P* (cf. la démonstration du théoréme 3.17 ci-aprés). L’énoncé
découle donc du (i) dans le cas od g = g7k puisqu’alors kf € Gp<mRn. Si g = IIgTk,
d’aprés (i), on peut écrire (g7k)f = fi + fi avec fi € ®n<m-1R, de telle sorte que

®,(9f) =0(f) = -0O(f7) e M

ob f;¥ (resp. fi) désigne I'image de f (resp. f) dans 7. O

Remarque 3.11. On a une variante du lemme 3.10 (i) : soit v = vT + v~ € 7 avec
vt € It(o,m) et v~ € I (o,m). Si £,(v™) > 1, alors (pour A € Fy)

(? [;‘]) v=wt+w

avec wt € I (o, m) et w™ € I~ (o, 7) vérifiant £, (w™) < £, (v™) — 1.

Si A € Fy, o est un poids et x : F* — ?; est un caractére lisse, on note
(3.1.2) V(x,0,)) == (x o det) ® (c-Ind§ ;o /(T — A)).

Si f € c-Ind% 0, on note f I'image de f dans V(x,o, ) (avec I'action de G tordue).
Soit vg € o un vecteur non nul fixé par I;.

Corollaire 3.12. Avec les notations précédentes, on a

IT(0,V(x,0,A) NI (0,V(x,0,])) = Fp[Id, vo] @ Fp[IT, vg)-
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Démonstration. L’inclusion D découle de la proposition 2.3 (i).

Pour l’autre inclusion, on utilise le lemme 3.4 qui permet d’identifier I (o, V(x, o, A))N
I~ (0,V(x,0,))) avec 'image de (T — \)(c-Ind$ ;o) via ®,. D’abord, on vérifie que (en
appliquant IT & (2.1.3), n® 2.1)

2, ((T - \)([1d, o) = F, [T, vo].

Ensuite, par la démonstration du lemme 3.10 (i), on voit que si g7 € Pt et k € KZ,
alors :

@, (T~ M)(lg™k, va])) € F[IL, vo]

et
@a((T - ) ([Ig™k, vo])) € F,[1d, vol.

Ceci permet de conclure puisque tout g € G s’écrit sous la forme g = gk ou g = lIg+k
avec gt €e Pt etke KZ. O

3.2 Définition et propriétés

Dans cette section, on définit la notion de diagramme canonique et on en fournit des
propriétés élémentaires.

Théoréme 3.13. Soient m une représentation lisse irréductible non supersinguliére de
G et o un poids apparaissant dans le K-socle de m. Alors

It(o,m)NI (o,7) =7, (K-I'(o,7) NI (0,7)) = xF

En particulier, I*(o,m) NI~ (o,7) (resp. (K - I*(o,m) NI~ (o,7))) ne dépend pas du
choiz de o dans le K-socle de 7.

Démonstration. Par les théorémes 33 et 34, [BL2], 7 est un G-quotient irréductible de
V(x,0,A) pour des x, o et A # 0 convenables, o V(x,0,A) est la G-représentation
définie par (3.1.2).

Si 7 est un caractére, les énoncés sont trivaux. Si 7 est une série principale, i.e.
m = V(x,0, ), alors le premier énoncé découle du corollaire 3.12 et le deuxiéme découle
du fait que ([BL2]) 7 = c-Indgxl ® x2 pour X1 et x2 deux caractéres lisses convenables
de F* (o1 B C G désigne le sous-groupe de Borel) et que

(c-IndGx1 ® x2)"* = ¢-Indf'x1 ® x2-

Il reste & traiter le cas ou 7 est une série spéciale, i.e. 7 est ([BL2]), & torsion pres,
le quotient de c-Ind§ zo/(T — 1) par un sous-espace de dimension 1 ol o est un poids
de dimension q. Plus précisément, si vp € o est un vecteur non nul fixé par I; et si I'on
pose

f := [Id, vo] + [T, vg] € c-Ind% 50,

alors f ¢ (T'—1)(c-Ind$ ;0) et on a une suite exacte de G-représentations (cf. théoréme
30, [BL2))
0—-N —-cndfzo—m—0
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avec N := (T —1)(c-Ind$ ;o) + F,f. D’aprés le lemme 3.10 et le corollaire 3.12, I’espace
®,(N) = Fp[ld, vo] est de dimension 1. Ceci montre I’énoncé concernant I* (o, 7) N
I~ (o,7) parce que 7t est aussi de dimension 1 ([BL2]). L’autre énoncé est une consé-
quence du fait que sockm = o est un objet injectif de Rep,, Ky O

Ensuite on considére le cas ot 7 est une représentation supersinguliére de G (voir
p290, [BL2]). Soit ¢ un poids apparaissant dans le K-socle de 7.

Proposition 3.14. (i) Siw € 7 est un vecteur non nul fizé par I tel que o’ := (K - w)
est une représentation irréductible, alors w € I (o,7) NI~ (o, 7).
(i) On a 71 C It (o, 1) NI~ (o, T).

Démonstration. Par définition w € I*(o,m) NI~ (o, ) si et seulement si £, (w) = 0.
(i) Posons wp = w et pour 1 > 0,

wipr= Y (’g @) .

A€F,

D’aprés le corollaire 3.3, [Pa3], on a w; € 712 et il existe n > 1 tel que wy, = 0. De plus,
on vérifie facilement que (cf. lemme 4.1, [Pa3]), pour 0 < 7 < n—1, la K-représentation
(K - w;) est irréductible. Ceci montre que, si ¢’ n’est pas de dimension g, alors (par un

calcul rapide)
L
2 (1 o) =0
AeF,

pour tout 0 <4 < n—1. Le lemme 3.9 appliqué & v = wp_; implique donc 4, (wn-1) =0
et le méme raisonnement donne £4,(w;) = 0 pour tout 0 < i < n — 1, d’od I’énoncé dans
ce cas.

Traitons le cas oli o/ est de dimension ¢. On a pour 0 <i<n—1,

2:(%]é)wﬁﬂm=ﬁ

A€F,

Si on choisit une décomposition w; = w;” + w; et si on reprend les notations de la
preuve du lemme 3.9, cette égalité se traduit & :

+ - —
Prenons 4 = n — 1. Comme wy, = 0, le lemme 3.9 (i) entraine £,(w,_;) > Za(w:_l). Si
£5(w,,_;) > 1, on déduit du lemme 3.8 que le niveau de FO,H(W;_J est strictement plus
grand que ceux des autres termes dans (3.2.1), ce qui donne une contradiction, et donc

Ly (wn-1) = £y(w,_;) = 0. On en déduit £,(wp) = 0, ce qui termine la démonstration
de (i).

(ii) Soit v € 7 un vecteur non nul fixé par I;. Comme dans (i), Fy, est encore fixé
par I et, ou bien Fy, = 0, ou bien Fp, # 0 et (K - Fy) C 7 est une représentation
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irréductible de K (i.e. Fp, satisfait & la condition dans (i)). Dans les deux cas, on a
Fop € IT(0,m) NI~ (0, 7) d’aprés (i). On a un résultat analogue pour

}:(%]é>v=ﬂm@.

AeF,
Donc le lemme 3.9 entraine 4,(v) =0, i.e. v € IT(o,7) NI~ (o, 7). O

Corollaire 3.15. Soit c-Ind% 0’ ® X' o det — 7 une autre surjection G-équivariante
avec o’ un poids (peut étre isomorphe @ 0), X' : F* — F; un caractére lisse. Alors

IfT(o,m)=1"(o',7), I (o,m)=1I (o,m).

Démonstration. Rappelons que P* := (O‘O{O} ?) et I™(o,m) := (P*-0) C 7. Prenons
v € o un vecteur non nul fixé par I;. Alors I’espace vectoriel sous-jacent & o est justement

I’espace engendré par
@ [
{(O 1>H@LA€F&.

Cela entraine It (o,m) = (Pt .II(v)) et I~ (o,m) = (IIP* - II(v)). Autrement dit,
z € I't(o,7) (resp. I~ (o, ™)) si et seulement s'il existe @1 € Fp[P*] (resp. Q2 € Fp[P*])
tel que z = Q1II-v (resp. z = IIQ2I1-v). Le corollaire découle donc de la proposition 3.14
(i). Plus précisément, soit w € ¢’ un vecteur non nul fixé par I;. Alors la proposition
loc. cit. implique qu'il existe Q1, Q2 € Fp[P*] tels que

’UJ=Q1H"U=HQ2H-'D.

Si z € I*(d/,7) (resp. z € I~(0’,m)), alors il existe @} € F,[PT] (resp. Q) € F,[P*])
tel que z = QI - w (resp. z = IIQ5II - w) de sorte que l'on a

z = X(@)@4Qall - v € I*(0,m)

(resp. z = x(w)IIQLQ2IL - v € I~ (o, m)). On en déduit le résultat en échangeant o’ et
. a

Rappelons (cf. [BP] ou [Pal]) qu’un diagramme est par définition un triplet
(Do, D1,7) ot Dg est une représentation lisse de K'Z, D est une représentation lisse de
N et r : D; — Dg est un morphisme [ Z-équivariant. On définit des morphismes entre
deux diagrammes de maniére évidente et on note DZ.AG la catégorie résultée.

D’aprés le théoréme 3.13 et le corollaire 3.15, l'espace I* (o, ) (resp. I~ (o, ),

It"(o,7), le niveau £, (-), etc.) ne dépend que de 7, on peut donc le noter I*(m)
(resp. I~ (w), IT™(m), £(-), etc.). Posons :

Dy(m) :=IT(x) NI (m)

et Do() := (K-D1(m)) C m la sous-K-représentation engendrée par D; (7). Remarquons
que D1 () est stable sous 'action de N et est le plus grand sous-espace vectoriel de Do()
stable sous l’action de N. On pose la définition suivante :
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Définition 3.16. Le diagramme canonique associé & 7 est par définition le diagramme
D(x) := (Do(r), D1(m), can)
ou can désigne l'inclusion naturelle Dy (7) < Dg(m).

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant qui dit que, en passant
de 7 4 son diagramme canonique, on ne perd pas d’information.

Théoréme 3.17. Soient 7w et ' deuz représentations lisses irréductibles de G. Alors
m = 7' st et seulement si, en tant que diagrammes,

D(m) = D(n").
En fait, on va démontrer un résultat plus général :

Théoréme 3.18. Soient 7 et m' deuz représentations lisses de G avec 7 irréductible.
Alors il existe un isomorphisme (de groupes) naturel

Hompzag(D(r), K(r")) = Homg(m, '),
ot K(7') est le diagramme défini par (7'|xz,7’|N, can).
Démonstration. On définit d’abord un morphisme
(3.2.2) ¢ : Homprag(D(7),K(n")) — Homg(m, 7").

Soit (¢g, 1) : D(m) — K(7') un morphisme non nul de diagrammes, c’est-a-dire, (g :
Dy(7) — 7’|k z est un morphisme K Z-équivariant et

@1 = @olp,(x) : D1(m) = 7'|n

est un morphisme N-équivariant. On va définir un morphisme G-équivariant ¢ : 7 — '
a partir de (o, 1) vérifiant
¢| Do (r) = ®o-

Notons que si un tel morphisme existe, il est nécessairement unique puisque 7 est
engendrée par Dg() en tant que G-représentation. Plus précisément, si v € 7, on définit
¢(v) comme suit par récurrence sur le niveau de v :

(a) si £(v) =0, alors v € Dy(m) et on pose ¢(v) = p1(v);

(b) sivt e It(m) et £(vT) =n > 1, soit wy € ™" 1(r) (avec A € F,) des éléments

tels que
=3 (5 mow.

on pose
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ol ¢(wy) a été défini par récurrence. C’est bien défini car : si
+_ A 1 1
vt = Z (1 O)H(w/\)
A€eF,

pour des autres w € I'"1(r), alors on a wy — w) € Di(r) pour tout A € Fy et

o éﬂ?@m%%éﬂﬁ@m%)
= 5 (5 o)t
- (5,0 Yren-so)
= 0

ou la deuxiéme égalité résulte des faits que wy — w) € D1(m) pour tout A € Fy et
que (g, 1) est un morphisme de diagrammes.
(c) siv=vT+TI(0") avec v*,0T € It (), alors on pose

p(v) = p(v*) + p(T7).
On vérifie que cette définition ne dépend pas de la décomposition en utilisant que
I*(x) N I(I* (x)) = Dy (r)

et que 7 est N-équivariant.

11 faut vérifier que le morphisme ¢ ainsi défini est G-équivariant, i.e. quelle que soit

légalite v = Y g;v; (avec g; € G, v,v; € 7, et S un ensemble fini d’indices) dans 7, on
i€S
doit avoir dans 7’
p(v) =Y gip(vs).
i€S

Comme ce qu'on veut démontrer est vrai sur Do(7) (cf. (b) et (c) ci-dessus) et comme
7 est engendrée par Do(7) en tant que G-représentation, on peut supposer que tous les
v; sont dans Do(w). Puisqu'’il existe des h; € G et des w; € Dg(7) tels que

v= Z hjw; et p(v) = Zhjga(wj),
J J
on peut supposer de plus v = 0.

Remarquons que tout g € G s’écrit de maniére unique sous la forme

g —_ g(n)g(n—l) . g(l)k

avec k € KZ, g™ égal 4 IT ou & l'une des matrices gy := (’g [i‘]), et g égal & I'un des
gx si 1 <i < n. On appelle £(g) := n la longueur de g et on fait la convention £(g) := 0
sige KZ.
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Revenons & la preuve. On la fait par récurrence sur l'entier m := max;es{£(g:)}. Le
cas m = 0 est trivial puisqu’alors g; € KZ. En général, on pose

Si={ies, g =g}, sn={ies, ) =m),

de telle sorte qu’on ait
0= ar( D giv) +1T(>_ givs)
AeF,  i€Sy i€S
ol on écrit g; = gge(g")) gi. Comme Dg(m) est une K-représentation contenue dans I ()
(lemme 3.5(ii)) et comme g; € PTK, le lemme 3.1 implique

Z giv; € Dy(m) et Z giv; € Dy (m)
1€S), €S
pour tout A € Fg. On en déduit avec ¢|p, () = 1 que :
0=">"arp( Y giwi) + (> glvi).
)\EFq 1€S) 1€Sn

Donc 'hypothése de récurrence permet de conclure que ¢ est G-équivariant. Autrement
dit, ¢ : (o, 1) — @ donne le morphisme (3.2.2) demandé.

Réciproquement, soit ¢ : # — 7’ un morphisme G-équivariant, on en déduit un
morphisme de diagrammes
K(p) : K(m) — K(n'),

et en le composant avec le morphisme naturel D(7) < K(7), on obtient un morphisme
de diagrammes D(m) — K(n’). Ceci définit un morphisme

&k : Homg(m,n") — Hompr ag(D(7),K(x")).
On vérifie que t o k(@) = p et ko t((wo, ¥1)) = (¢0, ¥1), ce qui permet de conclure. [
Remarque 3.19. Conservons les notations du théoréme 3.18. Par construction, si
(0, 1) : D(m) — K(n)

est non nul, alors ¢ = ¢((po, 1)) : @ — 7’ V'est aussi. L’irréductibilité de 7 implique
que  est de plus injectif, et donc (g, 1) = k() l'est aussi. Cette propriété peut étre
vue comme trréductibilité de D(w) : D(w) n’a pas de sous-diagramme propre non nul
D' = (Dgy, Dy, 7') tel que D} = D1 N Dy.

Remarque 3.20. Soient 7 une représentation lisse irréductible de G et D() son dia-
gramme canonique associé. Alors on a 7 = Ho(D()), ot Hy est le foncteur de DZ.AG
dans Rep,, défini dans §9, [BP]. Ceci découle de la propriété que :

Homprg(D(r), K(n')) = Home (Ho(D(r)), ')
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pour toute représentation lisse 7' de G.
Supposons de plus 7 admissible. D’aprés le théoréme 9.8 de [BP], il existe une
injection de diagrammes
(w0, 1) : D(m) — K(Q)

ot §2 est une représentation lisse de G telle que Q| = Injgsock () est une enveloppe
injective de sock () dans la catégorie Rep . Posons

' = (G- p1(D1(m))) € Q

la sous-G-représentation de 2 engendrée par ¢1(D1(m)). Le théoréme 3.18 entraine que
7' = 7, donc 7’ ne dépend ni du choix de © ni du choix de (@p, 1) & isomorphisme
prés. De maniére équivalente,

Démonstration du théoréme 3.17. La condition est suffisante d’aprés le théoréme 3.18.
Soit donc ¢ : 7 — 7’ un isomorphisme G-équivariant et o C socgm un poids. Alors
o' := (o) C 7' est un poids apparaissant dans le socle de 7. Par définition de Dy (),
on a ¢(D1(r)) C Di(n'). Ceci permet de conclure que

k() : D(m) — D(r’)

est un isomorphisme de diagrammes (la surjectivité résulte de ce que k(¢ 1) fournit un
inverse de k(). O

Remarque 3.21. D’aprés le théoréme 3.17, le diagramme canonique détermine & iso-
morphisme prés la représentation de G de départ. Mais, il ne semble pas évident de le
calculer lorsque F' # Qy et 7 est supersinguliére. Lorsque F' = Q,; est non ramifié avec
f > 2, on peut démontrer (dans les cas considérés dans [BP]) que Di(7) est sirictement
plus grand que 7’ (voir chap.III).

Remarque 3.22. Le théoréme 3.17 permet de retrouver les entrelacements entre les
représentations lisses irréductibles de G fournis dans le corollaire 36, [BL2] et le théoréme
1.3, [Brl]. Voir aussi le lemme 8.2, [Pa4].

Notation : si 7 est un G-quotient non trivial de ¢-Ind§ 0, on pose Dy(o,7) =
IY(o,m)N I (o,7) et

D(o,n):= (K - D1(0o, 7)), D1(0, ™), can)

qui est un sous-diagramme de K (). Par abus de notation (en raison de la définition
3.16), on l'appelle aussi le diagramme canonigue associé a 7.

Proposition 3.23. Soient m un G-quotient admissible de c-Ind%ZU et T une sous-
représentation irréductible propre de m. Notons 73 le quotient de 7 par w1. Alors la suite
ezacte

0—o7m—7—om—0

indust (i) une injection D1(m1) — Di(o,7) et
(1i) une surjection D1(o,m) — D1(0,m2).
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Démonstration. Fixons v € ¢ <— 7 un vecteur non nul fixé par I; et ¥ € w3 I'image
de v dans my. Alors T # 0, et par la preuve du corollaire 3.15, z € D;(o,m) (resp.
T € Di(0,72)) si et seulement s'il existe Q1, Q2 € Fp[P*] tels que z = Q1I1-v = NIQ,IT-v
dans 7 (resp. T = @111 - T = IIQ2I1 - T dans ma).

(i) Par ce qui précede, il suffit de trouver un vecteur non nul v; € 7r{1 tel que
v1 € Di(o,m) (puisque (PT - v1) contient toujours un vecteur vérifiant la condition
dans la proposition 3.14 (i) grace au lemme 4.1 [Pa3]). Si m; est supersinguliére, alors
la démonstration de la proposition 3.14 reste valable, d’ou 1’énoncé. Si 71 est non su-
persinguliére, alors on vérifie qu'il existe 0 # v € 7r{1 et i € {0,---,q— 1} tels que
F;y, =avy aveca € F; , ol

Fipg = ) X (’g [1\]) v1.

A€F,

En fait, si 7 est un caractére ou une série spéciale, alors 71 = Fp'vl est de dimension 1
et ’énoncé s’en déduit du lemme 4.1 [Pa3]. Si 7 est une série principale, on peut prendre
i = 0 avec v1 € 7! 'unique vecteur (i constante prés) tel que (K - v1) est irréductible.

Ecrivons v; = v + v] avec v} € I*(o,7) et v] € I~ (o,m). Si £,(v]) > 1, la
remarque 3.11 entraine que

Fipyy =wt +w”

avec wt € I*(o,7) et w™ € I (o, ) vérifiant £,(w™) < £,(v]) — 1. Mais c’est im-
possible parce que I'on a £,(av] — w™) = 0 d’apreés le lemme 3.1. Donc £,(v]) =0 et
vy € IT(o,7), et puis £;(v1) = O car sinon on aurait £ (Fje,) > 45 (v1) + 1 (lemme 3.8
(ii)) ce qui est impossible. (i) est donc prouvé.

(ii) Soit T € D1(0,72). On a vu qu'il existe Q1, Q2 € Fp[P*] tels que
T=Qull-7 = [IQ,II - 7.

Posons z1 = Q111 - v € 7 et 9 = MIQ-II - v € 7. Par définition, on a 1 — 75 € 1 et on
peut donc écrire

1 — T3 =QII - vy + UQLIIL- vy € m

ot @}, Q% € Fy[PT] et v1 € 1 est un vecteur non nul fixé par I;. Notons zj = QII-v; €
71 et 25 = QLI - vy € m1. Par (i), v; € Di(o,7), donc il existe QY, Q5 € Fy[P*] tels
que

i =QiIl.-v, z5=TQHI v.

On en déduit que z1 — z} (resp. z2 + z5) est un relévement de T dans I*(o,7) (resp.
I~ (o,m)), d’ou le résultat. O

Corollaire 3.24. Si 7 est un G-quotient admissible de c-Ind$ ;o tel que Dy(o,7) est
de dimension finie, alors m est de longueur finie.
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Démonstration. Comme 7 est admissible, elle admet une sous-représentation irréduc-
tible de G, soit m;. Notons 73 le quotient de 7 par 71, la proposition 3.23 entraine
que

dimeDl(O', 7(') > dimeDl(ﬂ'l) + dime‘Dl(U’ 7T2).

Par le théoréme 2, [Vi], 72 et aussi admissible, donc une récurrence immeédiate sur la
dimension de D; (o, 7) permet de conclure. O

4 La condition de finitude

Dans ce paragraphe, on considére une condition de finitude et on en déduit des
conséquences.

Si 7 est une représentation lisse irréductible de G, on a vu le role important joué
par Di(m) = IT(r)NI~(r). Mais il n’est pas du tout clair que D; () soit de dimension
finie ou non, ce qui conduit & introduire la condition suivante :

D1 () est de dimension finie.
On dit que 7 vérifie (P.) avec e un entier (fixé) > 0, si Dy(m) C I (mr)le+1.

Remarque 4.1. Il est trivial que la condition «D;(7) est de dimension finie» est plus
forte que la condition (P.) pour un entier suffisamment grand, et elles sont équivalentes
si 7 est admissible.

Réciproquement, si D;(n) est de dimension finie, alors 7 est admissible. Cet énoncé
se déduit du fait que D (7) contient tous les I1-invariants de 7 (cf. le théoréme 3.13 et
la proposition 3.14) et du résultat suivant (cf. lemme 6.18, [Pal]) : une représentation
lisse de G est admissible si et seulement si la dimension des P-invariants est finie pour
un seul pro-p-sous-groupe ouvert P de G.

Comme conséquence directe, on a

Corollaire 4.2. Si 7 et ' sont deuz représentations supersinguliéres de G vérifiant
(Pe), alors m = 7’ st et seulement si, en tant que diagrammes,

(7TK°+1, mlett, can) = (W’K"“, mlet1 can).
Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 3.18. En fait, soit
. (K 1, ~ 12:¢ 174
(SD(LQDI) . (7T e+1’ﬂ- e“,can) = (7.‘- °+1,7T e+1,can)

un isomorphisme de diagrammes. Comme D(7w) C (n¥e+1, 7le+1 can) par hypotheése,
composé avec l'inclusion naturel (7'Ke+1, 7'fe+1 can) C K(n'), on obtient un morphisme
D(m) — K(r') qui induit un G-morphisme 7 — n’ d’aprés le théoréme 3.18. C’est un
isomorphisme puisque (g, 1)~! en induit un inverse. O

Dans la suite, on fixe 7 un G-quotient non trivial de c-Ind%ZU pour un poids o.
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Théoréme 4.3. Soit N le noyau de la surjection G-éguivariante c-Ind% ;o — m. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) N est de type fini en tant que Fy[G]-module ;

(i) D1(o,7) est de dimension finie.
Démonstration. Pour prouver l'implication (i)=>(ii), soit {f1,--- , fx} des éléments de
N qui I’engendrent en tant que Fp[G]-module et soit m > 0 un entier tel que tout f;
soit contenu dans @p<mRn. Soit M C 7 I'image de ®n<m R, dans 7. Alors le lemme
3.10 implique que Di(o, ), qui n’est autre que I'image de A via ®, (lemme 3.4), est
contenu dans M. On en déduit le résultat puisque M est bien de dimension finie.

Passons 4 la démonstration de (ii)=(i). Remarquons d’abord que la surjection
c-Ind% zo — 7 se factorise par

¢Ind%zo — 7' == ¢-Ind§ 0 /P(T) -
pour un polynéme P(T) € F,[T] de degré > 1. D’aprés la proposition 2.3 (ii), il existe
u € N tel que
(403) @n§u+1Rn(Ua 7rl) = @15n5u+lp’m(a: 7!").

Puisque D (o, 7) est supposé de dimension finie, il existe un entier m > max{degP(T), u}
tel que D;(o,7) est contenu dans l'image de ®p<mRy, dans m. Posons ker = N N
(Bn<m+1Rn). On a alors (G - ker) C N, et pour achever la preuve il suffit de véri-
fier I'inclusion N C (G - ker). Par construction, P(T)(c-Ind% o) C (G - ker) puisque
P(T)o CN.

Donc soit f un élément du noyau N et k un entier tel que f € @p<kRn. On va
démontrer que f € (G - ker) par récurrence sur k. Trivialement, on peut supposer
k>m+1et f € @i<n<kRn par (4.0.3). Or l’espace @1<n<ikRn est engendrée, en tant
que K-représentation, par So<n<k—1R;,, on peut donc écrire

f= fé; ( )f,\+H(fn)

avec fx, f1 € @o<n<k—1R;. Par hypothése, I'image de f) (resp. fn) dans 7, notée fy
(resp. fm), est contenue dans D (o, 7). Choisissons un relévement de 75 (resp. fi) dans
®n<mPn, disons fy (resp. ff;). Alors

=1 fa— fa € NN (Bnck-1Rn),
et par hypothése de récurrence, on voit que
fr—=f fu— ffi € (G - ker).
Maintenant si I’on pose
w [A
7= (5 W) svmup,
A€F,

alors par définition f’ € ker, et donc f € (G - ker), ce qui permet de conclure. O
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Corollaire 4.4. Supposons le quotient 7 irréductible. Alors les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

() pour un poids o et une surjection c-Ind%ZU —» m, le noyau est de type fini en
tant que Fp[G]-module ;

(i) pour tout poids o et toute surjection G-éguivariante c-Ind?{ZU — 7, le noyau
est de type fini en tant que Fp|G]-module ;

(i) D1(m) est de dimension finie.

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 4.3 et du corollaire 3.15. O

Dans le cas oi 7 est admissible, on a le résultat suivant.

Proposition 4.5. Supposons la représentation m admissible.

(i) Siv € I't(o,7) est un vecteur fizé par I N U™, alors v € D1(o, 7).

(it) St D1(o,7) est de dimension finie, alors il en est de méme pour l’espace des
I NU™-invariants de I (o, ).

)IlﬁU+

Démonstration. (i) Posons V* = It (0,7 et pour n > 1,

1
V[ = {v € V| v est fixé par U™ (w") := (p” 2)}
Comme (%" 9) (si p = 2, on le remplace par (1+w;+10 9)) est inclus dans le groupe
engendré par Ut, U~ (@™) et Z, on voit que tout z € V,;" est fixé aussi par (175°©9)
et chaque V" est de dimension finie puisque 7 est admissible.
Comme 7 est lisse, il existe un entier n > 1 tel que v € V' ;. Posons

A
Foo = F{) :=>:(’~g [11) .
A€F,

Alors d’aprés la proposition 2.7 (i), Fo, € VT ; de plus, on a (si pu € Fy) :

— par ce qui précéde, v est fixé par (7% ©9) (méme si p = 2), et donc Fypy est
aussi :
Lo 0y, _ (= W) (1o oA
( 0 ) Foe=2_ (o 1 0 1 v =Fo;

A€F,

- Fpyy est fixé par U~ (w") :

. A
(s Y- (5 747) (. )=

@[y 1 &, 1 @ u] 14+ @]

Autrement dit, Fy,, appartient a V. De méme, pour tout m > 2,

Fw=3% (? [i]> Fonv Ve
A,‘EFq
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Comme dimeVn‘*' < 400, on en déduit qu’il existe ¢, € Fy, (m > 0) tels que

cou + Z cmFé,T) =0.

m>1

Le lemme 3.8 implique que c’est impossible si £,(v) > 1 puisqu’alors KU(FéZ‘)) =£,(v)+
m. On a donc £4,(v) = 0 et le (i) est prouvé.
(i) C’est une conséquence de (i). O

Remarque 4.6. Ce n’est pas trivial que les I; N U*-invariants de It (o, ) soient de
dimension finie. En fait, on a le résultat suivant : soit x un caractére lisse de I, et E =
Inj;x I’enveloppe injective de x dans la catégorie Rep,, alors EBNUT et de dimension
infinie.

Démonstration. Posons, pour n > 1, Ky(w™) le groupe des matrices de la forme
1+ wa b
whe 14+ wd
avec a, b, c,d € O, qui est un pro-p-sous-groupe ouvert de I contenant I; NU*. Comme

E| gy (wm) €st encore un objet injectif dans la catégorie Rep Ko(wny 08 @

EIKQ('W"') = (InJKo(w")l)kn

est une somme directe de k, copies de Injg (n)1 00 kn := dimEXo(®"), Ceci implique

n+1)

knt1 = dimEX@™) = k- dim (Inj g, (gmy 1) K=",
Or Ko(w™*!) est un (p-)sous-groupe distingué de Ko(w™) d'indice p/, on a donc
- n+ly .
(In]Ko(wn)l)Ko(w ) = InJKg(w")/Ko(w”"’l)l

et par suite knt1 = p’ky. Donc la dimension des I1 N Ut-invariants de E, qui est plus
grande que ky, pour tout n, est infinie. O

5 Application : le cas F'=(Q,
Supposons F' = Q,, avec p > 2. Dans ce paragraphe, on retrouve des résultats de
[Brl] et [BP].

Soient 7 une représentation supersinguliére de G avec caractére central trivial (pour
simplifier les notations). Fixons une surjection G-équivariante c-Ind%Za — 7 (avec
o — 7 un poids) qui se factorise par ([BL2])

¢-Ind$ ;o — ¢-Ind$ o /T —» .

Posons Ry, R, ainsi que R, (0, ), R (0, m) comme au n°2.1. On écrit R, (7) = R, (0, 7)
et R} (m) = R}(o,m) pour simplifier les notations. D’abord, comme conséquence du
corollaire 2.8, on a :
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Corollaire 5.1. Pour tout n > 0, dimR; (r)2"V* =1.

Démonstration. Dans ce cas particulier, chaque R; () est une I; N U*-représentation
unisérielle puisque c’est vrai pour ’enveloppe injective de 1 dans la catégorie Rep LU+
(cf. proposition 4.6 [Pa2]).

On peut de plus déterminer le I-socle de R;(w) et le K-socle de R,(w). On fixe
Uy € 0 un vecteur non nul fixé par I; de sorte que H agit dessus via Y = xo. On pose
vyt = H(vs) € .

Proposition 5.2. Considérons la suite ezacte
0 = Nu(n) — Indf TI(R;_, (1)) — Ra(m) — 0.

Alors

(i) Nu(m) # 0 et pr,,_q(Nop(r)) C II(RS_;(n)) est de dimension 1 pour tout n > 1,
0t on pose Pr,_1 =DPIypt (m) (cf. n°2.2).

(#) Pour tout n > 0, socy(R;t(m)) = R (m)t =Fpv avec

Y sin=0 (mod 2)
" Yyt sin=1 (mod2)

(i) Pour tout n > 0, Nyp(r) = 718 et sock (Rn(7)) = T avec

[ o sin=0 (mod2)
T ol sin=1 (mod2)

Démonstration. Traitons d’abord le cas od n = 1. On sait que la K-représentation
engendrée par v,|s) est isomorphe & ol8l (voir la proposition 4.1.2, [Brl]), i.e. on a la
suite exacte
0—o0— Indf{ﬁfpva[s] — ol 5o,

donc N (), contenant une sous-représentation isomorphe & ¢, n’est pas nul. En consé-
quence pro(Ni(m)) = Ry (1) N Rf () # 0 (le lemme 2.5). Par le corollaire 5.1, Ry ()
(resp. R (r)) est unisérielle telle que ses J; N U™ -invariants (resp. I; N U*-invariants)
sont de dimension 1. Comme p > 2, on voit qu’une sous-I-représentation V de Ry (7) est
telle que imV1"U™ =1 si et seulement si V = socr(Ry () = Fpv, . En particulier,
on a Ry (m) N RY () = Fpu, s et ensuite

o C Mi(n) C IndEFpu, 14,

ce qui force N (m) = o puisque II(v,) ¢ Ny(m).
On va démontrer que dimeRl (m) =1, ce qui impliquera

Ry(m)r =Fpv 19 = Ry (m)

et que sock Ry () est irréductible isomorphe & cl8l puisqu’on a vu que ol¥! C socxR; ().
Pour cela, soit £ € Rj(m) un élément non nul fixé par I;. Supposons de plus que
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T soit un vecteur propre de H. Comme Ri(r) = II(R{ (7)) + Rf (r), on peut écrire
z = II(z1) + 22 € Ry(n) avec z1 € R (), z2 € RY () des vecteurs propres de H du
méme caractére que z. Si z; = 0 ou 2 = 0, alors on a trivialement Fpz = soc;(R] (7).
Supposons donc 7 # 0 et zo # 0. Puisque (I - II(z1)) C Ry (m) et (I - z2) C R (m)
sont unisérielles et les cosocles de leurs radicaux sont non isomorphes (car p > 2), on
en déduit que

rad;((I -(z1))) S (I - z), rad;({I-z3)) C (I -z).

Donc (I - z) est de codimension 1 dans (I - II(z;)) & (I - z2). Puisque dimg (1 - z) =1,

on a forcément que II(z;) et z5 sont fixés par I1, d'ott Fyll(z1) = Fpzo = socr(Ry (7))
et dimeRl(vr)I1 = 1 comme énoncé.
Le cas général se prouve de la méme facon par une récurrence évidente. O

Remarque 5.3. (i) Rappelons que dans [Brl], Breuil a démontré, en utilisant le méme
calcul, que les I;-invariants de ¢-Ind$ ;o /T formaient un espace vectoriel de dimension
2, et il en a déduit que la représentation c-IndIG{Zcr /T était irréductible.

(ii) Soit 7 est une représentation supersinguliére de G, on a vu que (cf. proposition
5.2) les I;-invariants de 7 sont de dimension 2. La proposition 3.14 fournit une autre
preuve rapide de ce fait. Pour cela, on montre d’abord que : si M est une I; N U™-
représentation de dimension finie vérifiant dimeM hnUt — 1, alors

(5.0.4) dimeHl(Il NUY, M)=1.

L’énoncé est vrai lorsque dimFPM = 1 puisqu’alors M est la représentation triviale de
I;NUT et on a donc

HY(I;nU*, M) = Hom(l; NU™,F,) = Hom(Z,, Fy)

est de dimension 1. Supposons dimgy M > 2. Soient M1 C M une sous-représentation
non triviale et My le quotient de M par M;. Par hypothése, on a encore

s aghinUY _ 4. a MUY
dimg M;* = dimg My’ =1
Comme (voir par exemple §4.3, [Sed])
H*(ILnU™*, R (m) N R} (7)) =0,
on obtient une suite exacte

0_) M1I10U+ N MI;[ﬂU"' N M2Ian+

— HY L NUY, My) —» HY(,n\UT, M) - HY (I, nU*, M) — 0

et donc une récurrence sur la dimension de M permet de conclure.
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Revenons a la preuve du fait que dimfpwll = 2. Comme (prop. 3.14 (ii))

Fpvo © Fpvim C 7t C IT(m) = > Ri(m),

n>0

il suffit de montrer que dimg_ (ZnSk R} (7r))I1 < 2 pour tout k > 0. Par définition de

T, on vérifie que T induit une inclusion R (r) — R; ,(7) pour tout n > 0, de sorte
que l'on a

Y RI(n) = RE (r) + R (m)
n<k

pour tout k > 1. D’aprés le corollaire 5.1, les I;N\U*-invariants de R;_, (r) (resp. R; (7))
sont de dimension 1. Considérons la suite exacte suivante de I; N U*-représentations

0— R;:_l(ﬂ) N R;C'_(ﬂ') — RZ’_I(W) ® R;:(w) — R;:_l(ﬂ') + R,':('/r) = 0.

L’énoncé (5.0.4) appliqué & M = R;_,(r) N R} () entraine que les I; N U*-invariants,
en particulier les I1-invariants, de R}, (m) + R} () sont de dimension < 2. Ceci étant
vrai pour tout & > 1, le résultat s’en déduit.

Théoréme 5.4. Soient m une représentation supersinguliére de G avec caractére central
trivial et o un poids apparaissant dans le K-socle de w. Alors

D(r) = (0 ® o, xo @ x5, can),
ot le terme de droite est vu comme un diagramme de maniére évidente (et unique).

Démonstration. Dans [Pal], It (o, ) est noté M et il est démontré qu'’il existe une suite
exacte de I-représentations (théoréme 5.3, loc. cit.)

(5.0.5) 0—-nt 5 M@IM—n—0.

Signalons que la preuve de la proposition 5.2 donne aussi une preuve pour la suite

(5.0.5). O
Corollaire 5.5. Pour tout G-quotient non trivial 7 de c-Ind% zo, on a D1(o,7) = 1.

Démonstration. D’aprés la classification de Barthel-Livné [BL2] et de Breuil [Brl], le
quotient 7 est nécessairement de la forme c-Ind$ o/ f(T) avec f(T) € F,[T] un poly-
noéme de degré > 1. De plus, 7 est isomorphe & la somme directe :

¢Ind$ 50 /(T =A™ & - @ c-Ind$ 50 /(T — M)™

si f(T') se décompose sous la forme

k
f@=1JT -2~
=1
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avec \; € F, et n; € N>1. On est donc ramené au cas k = 1, i.e. 7 = c-Ind% zo/(T — )"
avec n > 1. Le cas n = 1 étant traité (cf. les théorémes 3.13 et 5.4), on suppose que
n>2.

En posant m; = (T — A" le-Ind$ 50 /(T — A)™ et 1 = ¢-Ind$ 0/(T — X)L, on
obtient une suite exacte de G-représentations (avec 7 irréductible) :

0—-m —-m—m—0.
On va montrer que le complexe induite (par la proposition 3.23) :
0 — Di(m1) — Di(o,7) — Di(0,m2) — 0

est en fait eract. Grace 4 la méme proposition, il reste & vérifier I’exactitude du milieu,
ie.:

(506) D1(0’,7T)ﬂ71‘1 =D1(7T1).
Rappelons (cf. lemme 3.4) que l'on a défini le morphisme composé :

mod (T—-\)"
—

3, : c-Ind$ ;o0 — I (0) I (o,7)

de sorte que
D1(0,7) = &, ((T — A\)"c-Ind% z0).

Soit = ®,(z) un vecteur non nul avec z € (T — \)"c-Ind% zo. On écrit £ =zt + 2~
avec z+ € I'T(c) et = € I (o). Alors la condition Z € 7, est équivalente & ce que :

zt,z” € (T — A" leInd$ 0 — (T — A)"c-Ind$ 50
De maniére équivalente, on a
(5.0.7) et =T - )"y, =T -y
avec yt,y~ € ¢-Ind% ;o — (T — A)c-Ind$ 40.
Soient v € o’ un vecteur non nul et ¥ I'image de [Id,v] dans 7. Posons w =
(T — A)" tv. Alors w, I'image de w dans 1, est non nul et que Z € Dj(m) si et
seulement s'il existe Q1, Q2 € F,[P™] tels que :

(5.0.8) T=Q; w=10Q, o

Or, la condition (5.0.7) avec la formule (4) du n°2.5 [Brl] implique que y* € I*(0) et
y~ € I" (o), donc (5.0.8) est satisfaite pour les éléments Q1,Q2 € FAP"’] définis par :

y+=Q1"U7 y~ =11Qs - v.

Ceci montre notre énoncé (5.0.6).
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Le corollaire s’en déduit alors facilement : par ce qui précéde et par la proposition
4.5 (i) (en notant que 7 est admissible), on a un diagramme commutatif 4 lignes exactes
(par récurrence sur n) :

I
0 ! ah 7r§1

|

O—>D1(7l’1) —>D1(0’,7T) —>D1(0’,7r2) —0,

d’ou le corollaire et, de plus, la surjectivité du morphisme 71 — 7T;I,1. O

Remarque 5.6. Soit 7 une représentation supersinguliére de G avec caractére central
trivial, et o un poids apparaissant dans 7. On sait que 751 D o @ ol (proposition 5.2),
donc on peut considérer le morphisme naturel

¢-Ind$ ;o @ c-Ind§ zol¥l —

et son noyau N. En utilisant le théoréme 5.4 on peut vérifier (de maniére analogue 4 la
démonstration du théoréme 4.3), si I’on pose ker le noyau de

o @ 0¥l @ Ind¥TI(0) @ Ind¥T1(ol¥)) — 7,

alors NV est engendrée par ker en tant que G-représentation. On vérifie facilement que
ker est engendré par les relations “Rg” et “R;” définies exactement comme dans la
proposition IIT 3.12, [Co]. Autrement dit, 7 admet une présentation standard au sens
de [Co].

Signalons que si v € o et vls) € ol sont des vecteurs non nuls fixés par Iy, alors N
est aussi engendrée par II(v) — vls] en tant que G-représentation.






Partie 111

Sur quelques représentations
supersinguliéres de GL2(QP f)

1 Introduction

On conserve les notations du chapitre précédent (voir page 45). On suppose de plus
que p > 2 et que F' = Qs est I'unique extension finie non ramifiée de Q, de degré
f > 1, et on choisit @ = p comme I'uniformisante fixée de F. On note Gal(Q,/F) le
groupe de Galois absolu de Q,, sur F.

Soit p : Gal(@,J /F) — GLy(F,) une représentation continue générique (voir défini-
tion 3.2) telle que les Frobenius géomeétriques agissent trivialement sur det(p). D’aprés
[BDJ], on peut lui associer un ensemble de poids (i.e. de représentations irréductibles
de K sur F,) noté D(p). On appelle poids de Diamond les poids de D(p). D’aprés
[BP], il existe une représentation Do(p) de GL2(F,) = K/K; (ot ¢ := pf) vérifiant les
conditions suivantes :

(a) SOCKDO(,D) = ®U€'D(p)0

(b) chaque poids o € D(p) apparait dans Dy(p) avec multiplicité 1

(c) Do(p) est maximal sous les conditions (a) et (b).

De plus, on peut munir les I -invariants D;(p) := Do(p)* d’une action de N et, en
choisissant une injection I-équivariante r : Dji(p) — Dy(p) et en faisant agir p € Z
trivialement, on obtient un diagramme

D(p,r) := (Do(p), D1(p), 7)-
Par [BP], il existe (au moins) une représentation lisse admissible 7(p,r) de G telle que

- socgm(p,r) = sockDgy(p)
~ (n¥1, 711 can) contient D(p,r)
- 7 est engendrée par D1(p) en tant que G-représentation.

7
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Si de plus la représentation p est irréductible, alors 7(p, ) ’est aussi et est supersingu-
liere (cf.[BP]). On dira que 7(p, r) est une représentation de G associée a D(p,r).

Fixons un diagramme D(p,r) et une représentation 7(p,r) de G qui lui est associée
comme ci-dessus. On s’intéresse aux questions suivantes :

(Q1) La représentation m(p,r) est-elle uniquement déterminée par le diagramme
D(p,r)? Autrement dit, si ’'(p, r) est une autre représentation de G associée & D(p, ),
est-ce que 'on a

n(p,r) = 7' (p,7)?
(Q2) Est-ce que I'on a un isomorphisme de diagrammes :

(m(p,m) 51, 7(p, 7)™, can) = (Do (p), D1(p),7)?

(Q3) Si p est réductible et scindée, on sait que le diagramme D(p, ) se décompose
en une somme directe de sous-diagrammes (§15, [BP])

D(p,r) = &}_oD(p,re) = ®}_y(Doe(p), Dre(p), re)-

La représentation 7(p,r) est-elle aussi une somme directe de sous-représentations
{me, 0 < €< f} vérifiant (au moins) la condition sock (m¢) = sock Do ¢(p) ?

Si f = 1, alors les réponses pour (Q1)-(Q3) sont positives, ce qui a été démontré dans
[BP]. Malheureusement, lorsque f > 2, les réponses pour (Q1)-(Q3) sont toutes néga-
tives : il y a beaucoup plus de paramétres que ceux déterminés par r. Plus précisément,
on va démontrer le résultat suivant (cf. théorémes 4.15, 4.16, 4.24) :

Théoréme 1.1. On conserve les notations précédentes.

(i) Supposons f > 2. Il existe (au moins) deuz représentations non isomorphes de
G associées au méme diagramme D(p,r).

(i) Supposons f = 2 et p irréductible. Il eriste une représentation supersinguliére
m(p,7) (associée & D(p,r)) avec Do(p) S 7(p, 7).

(ii1) Supposons f = 2m avec m > 2 et p réductible scindée. Il existe une représenta-
tion w(p,r) (associée & D(p,r)) qui n’est pas semi-simple.

Introduisons maintenant quelques notations supplémentaires de ce chapitre (je ren-
voie le lecteur & la page 47 pour les autres).

On note I (@p/F) le sous-groupe d’inertie de Gal(@p/F ) et on normalise 'injection
du corps de classe local ¢ : F* — Gal(Q,/F)® de telle sorte que les uniformisantes
s’envoient sur les Frobenius géométriques. Gréce a ¢, on identifie les caractéres lisses de
F* (resp. de Of) dans F: et les caractéres lisses de Gal(Q,/F) (resp. de I(Q,/F))

dans F;( . Pour d > 1, on note wg : I (@p/de) — F: le caractére envoyant g sur

9(#*-Y/p) 7
ﬂip == EIF;dHIFp.

Si o et 7 sont deux poids, on dit que (o, 7) est un couple de poids de type (-1, )
(resp. (+1,7)) st Ext}_;L2 (F,) (7,0) # 0 et sil’on est dans le cas (a) (resp. (b)) du corollaire
5.6 (i), [BP]. Remarquons que ceci implique implicitement f > 2.
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Si S est une représentation lisse d'un groupe profini H sur Fp, on a défini au chapitre
IT le socle et le radical de S, noté respectivement soc(S) et rad(S). Par récurrence (en
posant soc!(S) = soc(S)), on note soc**1(S) I'unique sous-représentation de S contenant
soct(S) telle que soci™1(S)/soc(S) soit le socle de S/soc’(S). On définit également
rad**1(S) comme le radical de rad’(S). On pose S; := soc'™1S/soc'S et on écrit la
filtration par le socle de S sous la forme

So— Sy — -+ — Sp---

2 Combinatoire de K-représentations

Dans ce paragraphe, on étudie la structure de certaines K-représentations et on
généralise le lemme 18.4 de [BP].

2.1 Rappels et compléments
Rappelons (chap.II n°2.1) que tout poids est, & isomorphisme prés, de la forme

(Sym™F, ® (Sym"F)" ® - @ (Sym™ 1 F)™ ) @7

ot les r; sont des entiers entre 0 et p — 1, 77 est un caractére lisse de O dans F: et
Fr : GLy(Fy) — GL2(F,) est le Frobenius donné par (¢%)— (% & ). On notera cette
représentation (ro, - - ,7f-1) ® 1.

Soit ¢ = (rg,--- ,7f-1) ® 7 un poids. Alors o1 est de dimension 1 et H agit dessus
via le caractére x = x, défini par

x: (5 9) - e

=1
ou r := Y, p'r;. Par réciprocité de Frobenius, le morphisme x < o|; correspond & une
i=0
surjection K-équivariante Ind‘f{ x — o. La structure précise de Indf{ x (resp. Indf{ x°)
a été étudiée dans [Je]. On rappelle le résultat en suivant la formulation donnée dans
[BP].

Soient (zo,--- ,Z¢—1) f variables. On définit P(zo,--- ,Z5_1) comme I’ensemble des
f-uplets A := (Ao(zo), -+, Af~1(Zf-1)) 00 Ai(z;) € Z % z; est défini comme suit. Si
=1, Xo(zo) € {zo,p—1—x0}. Si f>1,alors:

() Xi(z;) € {zi,z; — L, p—2—zi,p—1—2z;} pouri € {0,---, f— 1}
(11) si )\i(x,;) (S {Ii,.’L‘i — 1}, alors /\i+1($i+1) € {:L‘i+1,p -2 mi+1}
(iii) si Ai(z;) € {p — 2 — zi,p— 1 — x;}, alors Aip1(Zig1) € {p— 1 — Zig1, Tig1 — 1}
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avec les conventions z5 := zg et Af(z¢) := Ao(Zo)-
Pour X € P(zo,--- ,z¢_1), on définit

=1
e(A) = %( gjp'(xi = Xi(z:))) st Api(zgo1) € {z1, 751~ 1}

2

Le résultat de [Je] se reformule alors ainsi :

1 =1
e(N) :==(pf -1+ gp’(ri —Xi(zi))) sinon.

. t es
(AO( 0)7 3Af—- (1 f_]))®dete(“)(’01 57 f_]),’7

pour X € P(zo,--- ,z5_1) en oubliant les poids tels qu’il eziste i satisfaisant \;(r;) < 0.

Démonstration. Voir le lemme 2.2, [BP]. O

Par le lemme 2.1, on sait donc que Indf{ X et Indf{ x° sont de multiplicité 1 et que
ces deux représentations ont les mémes sous-quotients irréductibles. Si x = x®, alors
(lemme 2.3, [BP])

Ind¥x = Indfx* = 0 & ol°l.

Supposons x # x° et soit 7 un poids apparaissant dans Indf{ x°. Alors il existe une
unique sous-représentation de Indf{ x°%, notée I(o,7), dont le cosocle est 7 (et le socle
est o). Pour A € P(zo,--- ,z5_1), on définit

(2.1.1) JA)={i€{0,---,f -1} Mi(zi)) e{p—2—zi,p— 1 — z;}}.
On peut déterminer la structure de I(o,7) & l'aide de J(A) :

Lemme 2.2. Supposons x # x°. Les sous-quotients irréductibles de I(o, ) sont les
poids 7' € JH(Ind¥ x®) tels que J(7') C J(7).

Démonstration. Voir le théoréme 2.4 (iii) de [BP]. O

Si x est un caractére lisse de I et j est un entier entre 0 et f — 1, on note E;(x)
I’extension non triviale de dimension 2

0— x = Ej(x) = xa™ =0

od V'action de I est donnée, dans une base convenable {v, w}, par : si (% Yel,

(2.1.2) <1:C Z)sz((lfc Z))”

< Domar(2 0)) @roro
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Rappelons (§2.2, chap.I) que si M est une représentation de I, on note II(M) la
représentation de I définie par

h-T(v) =T hIl-v, hel
Posons W := Ind¥TI(E;(x)), et définissons-y les vecteurs suivants (pour 0 < k < g—1)
_ k(A1 _ k(A1
ey =¥ (Y Humen A= (Y o
AR, A€F,

ol l’on convient que 00 :=1 et 09~ := 0.
On a alors les formules suivantes :

Lemme 2.3. (i) Pour tout 0 < k < g—1, F (resp. fi) est un vecteur propre de H de
caractére xoa %P (resp. xa~*).
(1) Pour tout 0 < k< q-—1,

1
(O 119) Fy = Fi, + f.

(11) On a
(1 0>F _{ Fi = frrops sik+2p7 <g—1
P 1) 7T Fe— friopiog-n) sik+2 20
(tv) On a
<1+p O)p ={Fk+fk+pj sik+p/ <g-1
0o 17" Fie+ frapi—g-1) stk+p 240

Démonstration. (i) découle du lemme 2.5, [BP].
(ii) provient de l'égalité

GHE -0 a6
(iii) On a

(117 2)1? - (; 2) ;ZF:,\’” <[’1\] é) [1, TI(w)]
= Yo ([i\] (1)> <1—;€\[2)i] l—pp[)\]> (1, ()

A€F,

- Y ([/1\1 (1)) (I1, Ti(w)] - X7 [1, TI(v))

A€F,

= Fp— Y A (li] (1)) 1, TI()).

AEF,
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(iv) On a
(3 e - 503 D0 Yne
_ /\%; \k ([A](ll‘l'P) (1)> ((1] 1—?—p> [1,I(w)]
(8 ) Do
= mer T (W D)

A€F,
O

Corollaire 2.4. Soit w un sous-quotient irréductible de Indf{ I(xa~?). Alors il eziste
une unique sous-K -représentation de W, notée W, telle que :

(i) le cosocle de W,, est isomorphe & w ;

(#5) modulo IndXTI(x), I’image de W,, est isomorphe & U(w), définie comme étant
l’unigue sous-représentation de Indf{ﬂ(xa'p’ ) de cosocle w.

Remarque 2.5. Lorsque W est de multiplicité 1, le corollaire précédent est trivial.
Cependant, ce n’est pas toujours le cas : par exemple, si f =2, x = (1,0) et j =1, le
poids (p — 2,p — 1) ® det apparait dans W comme sous-quotient avec multiplicité 2.

Démonstration. Soit 6 € P(zog,--- ,z5-1) le f-uplet correspondant & w, i.e. si 'on écrit
xa P = (rfh,- ,7¢_1) ®n' (avec r := 0 pour tout ¢ si xa~? = (xa~?")%), alors @ est
I'unique f-uplet tel que

w = (Bo(rp), - ,07-1(rp_1)) @ 'det™D 0 Ts-),
Considérons le vecteur F' € W défini par

(2.1.4) F= FZjEJ(e)pi(P'l_ei(ri)) +en'(—=1)[1, TI(w)]

avec € := 1 si xa™® = (xa ?’)® et si w est de dimension 1, et € := 0 sinon. Soit
Wg = (K - F) la K-représentation engendrée par F. On va démontrer que Wy satisfait
aux conditions demandées. D’aprés les lemmes 2.6 et 2.7 de [BP], Wy satisfait a la
condition (ii).
Si W’ est une sous- K-représentation de W vérifiant (ii), alors W’ contient un vecteur
F’ qui s’écrit sous la forme
F' =F +af

avec a € Fp et f € Ind¥TI(x) un vecteur propre de H sur lequel H agit via le méme
caractére que F, i.e. via x.,. Si xw € {X, X"}, alors un tel f est unique (& constante pres)
et le lemme 2.3 (iv) montre que

1+p 0 / Yl =X
( 0 1)F —-F eF,f
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(en utilisant le fait que

(157 ) o) - nw) ~o

sie=1). On a donc f € W’ et ensuite Wr C W'. Dans le cas ol x, = X, le vecteur f
s’écrit sous la forme

f = bOfO + blfq—l € pro 63.I-F-pfq«l

et le lemme 2.3 (iv) implique fq—1 € W'; or Fy_; engendre fo dans Ind¥TI(x), on a
encore f € W/, et puis que Wrp C W’. Un argument analogue permet de traiter le cas
ol xw = X°.

Remarquons que 'ensemble des sous-représentations de W vérifiant (i) et (ii) est
non vide. Soit W’ une telle représentation. Alors Wr C W' par ce qui précede, d’ou
W' = Wg car on a des isomorphismes W' = Wr = U(w) modulo W’ N Ind¥TI(x) et
W’ N Ind¥TI(x) est inclus dans rad(W”). O

2.2 La structure de W,

Conservons les notations de la section précédente. Dans [BP], la structure de la
représentation W, (définie au corollaire 2.4) pour tout sous-quotient irréductible «spé-
cial» w de Ind¥TI(xa?) a été déterminée (cf. définition 17.2 et lemme 18.4, loc.cit.).
Nous allons généraliser ce résultat. Commencons par un lemme facile.

Lemme 2.6. Ecrivons xa™? sous la forme (), - - - ,Ts_1) ®n' pour des r; et ' conve-
nables (uniquement déterminés en demandant que, si xa™® = (xa™?')%, alors 7 := 0
pour tout 0 <1< f—1).

(i) Sir; > 2, alors r;~ =r;—2 et r, =r; pour tout i # j.

() Sirj =1, alorsr; € {p—2,p—1}. De plus, 'r.’1. =p—2 si et seulement siT; =0
pour tout i # j, auquel cas on a xa P = x°; si r; =p—1, soit j' le premier indice
sutvant j tel que v > 1, alors ('rs-,-n ,'r;,) =(p-Lp-1,---,p—1ry—1).

(i) Sir; =0, alors r; € {p—2,p— 3}. De plus, r; = p— 3 si et seulement sit; =0
pour tout i # j, .e. x =(0,---,0)®n; st 'r;. = p—2, soit j' le premier indice suivant
J tel que vy > 1, alors (r;,--- ,r;,) =p-2,p—1,---,p— 1,1y —1).

Démonstration. Elémentaire. |

Si A € P(zo,--- ,Zf-1), on note 7(A) le sous-quotient irréductible correspondant de
Ind¥ x* par le lemme 2.1 :

T(A) i= Qo(ro), -+, Ap-1(ry-1)) ® det" Mo 7r=t)p,

Dans le lemme 2.7 ci-dessous, on fait les conventions suivantes :

(a) si x # x°, xa? # (xa )%, et si w est un sous-quotient irréductible de
Ind¥TI(x) = Ind¥x® ou de IndfT(xa?) = Ind¥ (xa=?’)* correspondant & 6 €
P(zo,- - ,Zf-1), on définit J(w) := J(f) comme dans (2.1.1);
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(b)six=x%ona
Ind¥TI(x) = ((0,---,00@n) @ ((p—1,--- ,p— 1) ®n),

on pose alors ']((p—]" 7p_1)®77)=®et ‘]((O’ 70)®TI)={07 af_l}’
(c) si xa P = (xa"P')%, on a

IndfT(xa ) = ((0,-- ,0) @ det”n) & (p—1,--- ,p — 1) ® det”'n),
on pose alors J((O0, - - - ,O)®det”jn) =0et J((p—1,--- ,p—1)®detp777) ={0,---,f—1}.

Lemme 2.7. Supposons f > 2. Soient w un sous-quotient irréductible de Indf( O(xa?)
et @ € P(zo, -+ ,z5-1) le f-uplet associé. On écrit xa™F sous la forme (r{), - - 1) ®
n' comme dans le lemme 2.6.

(1) Sir; > 2, alors U(T(A)) C W, si et seulement si J(A) C J(#) U {j — 1}.

(i) Si r; < 1, posons

Jim{ie 0 f= ) ri=p-Lr=0)
Alors U(T(X)) C W, si et seulement st J(\) C J(@)uJ' U{j,j—1}.

Démonstration. (i) Démontrons d’abord la direction <=. Commengons par considérer
le cas ot x # x° et xa~? # (xa~P')®. Soit A € P(zq,- - ,T¢—1) un f-uplet tel que
J(A) C J(6) U {j — 1}. Alors, par le lemme 2.7 de [BP], la représentation U(7())) est
engendrée par le vecteur

fzieJ(,\)Pi(P—l—Ai(Ti))'

11 suffit donc de vérifier que ce vecteur appartient & W, = Wg, oi F est le vecteur défini
par (2.1.4). Ceci est une conséquence du calcul prouvant le lemme 18.4 de [BP], car le
vecteur “F” défini dans cette preuve, qu’on note F” ici, engendre fzie‘]()‘)pi(p_l_ Ai(ra))
et est contenu dans Wr. En fait, dans le cas —1 (pour cette notation, voir le lemme
18.4, loc. cit.), F' = F, et dans le cas +1, F' # F' mais F engendre F' sous 1’action de
K (en fait on a W = Wg). A

Dans le cas ot xa P = (xa %)%, on ar; =2 et r; = 0 pour tout i # j, donc

IndfT(xa™) = o’ @ o'l

avec o’ = (0,---,0)® det?” 7, et Ind¥TI(x) est une K-représentation unisérielle dont la
filtration par le socle est de la forme (cf. lemme 2.2)

og:=0 — 01 — -+ — Of1] — g'f;zg'[s]

ot (o,01) est un couple de poids de type (—1,7) et (0;,0i+1) de type (+1,5 — i) pour
1< i< f—1. Plus explicitement, on a, pour 1 <7 < f — 1 et a torsion prés,

0'1:=("' ’Oa(p_Q)j—iap_la"' 1p—171j107"')
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ol p— 2 est alaplace 7 — i et 1ala place j. Comme Ext}<(a',a¢) =0 pouri > 2
(corollaire 5.5, [BP]), on voit que Wr ne contient pas I(o,02) si w = o/, et un calcul
analogue & celui du lemme 18.4 [BP] implique que W, contient I(o, 7). D’autre part,
par réciprocité de Frobenius, o!¢) n’apparait pas dans le cosocle de W, ce qui montre
que W, admet o!¥l comme un sous-quotient, donc que W_,s contient entiérement
Ind¥TI(x). Comme J(03) = {j —1,---,j —i} pour 1 <i < f —1 et, par la convention
(c) faite plus haut, J(o’) = 0@ et J(¢/¥l) = {0,-- -, f — 1}, on obtient I’assertion dans ce
cas.

Enfin le cas ot x = x°, i.e. ou x = (0,---,0) ® n découle du cas précédent par
dualité.

Passons & la démonstration de = : si J(A\) € J(6) U{j — 1}, alors 7()) n’apparait
pas dans W,. Puisque W, a pour cosocle w, et que J(w') C J(w) pour tout sous-
quotient irréductible w’ de U(w), on voit qu'il suffit de vérifier Ext} (w, (X)) = 0 dés
que J(A) € J(8) U{j — 1} (en remplagant eventuellement w par un sous-quotient ' de
U(w)). Avec cette hypothése, soit k # j — 1 tel que k ¢ J(8) et k € J(A). On a, par
définition :

w = (fo(ro), - ,0i(r; — 2), -+ ,07-1(rs_1)) ® det@or =2 rs-1)+y

et

T(A) = (AO(T’O)’ .. 7>‘j(rj)’ e 7)‘f—1('r‘f—1)) ® dete(A)(rof" 7rf—l)n‘
Comme 0;(z; — 2) ¢ {Xj(z5),p— 2 — Aj(z;)} et comme k # j — 1 et Ok(zx) # Ae(zk)
(par hypothése), un argument analogue & la preuve du lemme 12.8 [BP] montre que w
et 7(\) ne satisfont pas au corollaire 5.5 [BP], d’ot le résultat.

(ii) Supposons maintenant r; < 1. Sii € J', alors fi(p— 1) > p—2si i ¢ J(f), et
6;(p— 1) = 0 sinon. Dans tous les cas, le lemme 2.7 [BP] assure que W,, = W contient
le vecteur

FEieJ(G)\(J’u{j}) PH(p—1-0:(r)))+ 3 ;c yr P (P—2)+p? (p—3+7)"
Mais celui-ci engendre

IS e sonrots—15m P 0-1=8:rD)+E s g P (p=2 493 (p=3+75) 45 (1)
(en utilisant le calcul dans la preuve du lemme 18.4, [BP]), qui engendre de plus 7(A)
dans Ind¥TI(x) lorsque A € P(zq,- - ,Zs—1) est tel que J(A) C J(6)U{j—1,j}UJ’ (car
onar;=0sii€ J et p—1—Aj(r;) <p—3+r; (car p> 3) lorsque {j — 1,5} C J(N)).
Pour ’autre direction, on peut procéder comme dans (i). O

Le cas f =1 est plus direct et a été traité dans [Brl],[Br2] :
Lemme 2.8. Supposons f = 1. Siw est un sous-quotient irréductible de Indf{ x°a, alors
Ind¥y® C W,.

Démonstration. Le méme argument que celui du lemme 2.7 traite le cas ou x # x° et
xo~t £ (xa™1)%, ie. ro ¢ {0,2}. Si ro = 2, 'énoncé se déduit du lemme 11.8 de [Br2],
qui traite en fait le cas ou ro > 2. Enfin, le cas ol 79 = 0 découle par dualité du cas ol
T = 2. O
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2.3 Généralisation

Lemme 2.9. Soient x un caractére lisse de I dans F; et j un entier entre 0 et f — 1.
(1) Si s est un entier entre 0 et p — 1, alors il eziste une unique représentation de
I, notée E;(x,s), qui est triviale sur I, unisérielle de dimension s + 1 et telle que
(Eij(x,8))i 2 xa™ % pour 0<i<s.
(i) Le poids o0 = (rq,--- ,75-1) ® n contient pour tout 0 < j < f — 1 une sous-I-
représentation isomorphe & E;(Xo,7;)-

Démonstration. L'unicité de la représentation F;(x, s) dans (i) est évidente car, si x1, X2
sont deux caractéres lisses de I, alors

dimg Extjr, (X', x) < 1

et Ext}/l1 (x’,x) # 0 si et seulement si ¥’ = xa ™.

Pour ’existence dans (i), il suffit de prendre la sous-I-représentation de Indf{ x°
engendrée par les vecteurs (cf. lemme 2.7, [BP])

(X ([i‘] é) 1,0, 0< k< s

A€F,

ol v est un vecteur tel que va = x* en tant que I-représentation. (ii) s’en déduit aussi
facilement. O

Supposons f > 2 jusqu’a la fin de cette section. Si x, x' sont deux caractéres lisses
de I dans ]F: tels que xa~*DP ™" = y/a=P | on note E;j_1(x,x,s+1), Punique repré-
sentation de I qui rend exacte la suite suivante

0= Ej_1006x5+1) = Ej1(0 s +1) @ Bj(x) D xa~ e+ 0P 0

avec f = f1 — fa, oit fi (resp. fo) est la projection de E;_1(x,s + 1) (resp. E;j(x’)) sur
ya~ (VP On vérifie que E;(x,x',s+1) est de dimension s+ 3 et est de multiplicité
1si s # p— 1. [Convention : on écrit parfois E;(x,x’) = E;(x, X', s+ 1) si 'on ne veut
pas préciser s.]

On a alors le lemme suivant :

Lemme 2.10. Soient (o, 7) un couple de poids de type (+1, ) et V une K-représentation
isomorphe & l'unique eztension non triviale

0—-0—-V-o1-0.

Alors V' contient une unique sous-I-représentation isomorphe ¢ E;_1(Xo, Xr,Tj—1 + 1)
ot l'on écrit o = (ro,--- ,Tf_1) ® 1.
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Démonstration. Puisque V est un quotient de Indf-{ Xr et que xr # X2, on voit que V
est de multiplicité 1. Comme

TE(ro, - p—2-Tj,m5+ 1 Tpo) @ ndet?’ " (i1t

on voit que 7, et ensuite V, contient un vecteur propre de H de caractére xTa‘pj . Soit
v € V un tel vecteur non nul, un calcul facile montre alors que la sous-I-représentation
de V engendrée par v dans V est isomorphe & E;_1(Xo, X, Tj—1 + 1). O

Ecrivons x = (ro,---,rs-1) ® 7 et posons X' = ya~ri-1+D)E 4P’ Guppo-
sons 75-1 # p — 1. On va déterminer la structure de la représentation induite
W = Ind¥TI(E;_1(x, X/, i1 + 1))

Soit v € E;j_1(x,Xx’,rj—1 + 1) un vecteur propre de H de caractére 3. Notons E, la
sous-I-représentation engendrée par v et rad(E,) son radical. Puisque E;_1(x, x',rj—1+
1) est de multiplicité 1, v est unique & constante pres, donc E, et rad(E,) sont bien
définis.

Lemme 2.11. Soit w un sous-quotient irréductible de IndXTI(v). Il eziste une unique
sous-K -représentation de W, notée W, telle que :
— le cosocle de W, est isomorphe d w;
- modulo Ind¥TI(rad(E,)), l'image de W,, est isomorphe & U(w), l'unique sous-
représentation de Indfy{ II(v) admettant w comme cosocle.

Démonstration. Analogue a celle du corollaire 2.4. O
Pour simplifier, on suppose r; > 1 et r;_1 # p — 1 dans le corollaire suivant.

Corollaire 2.12. Soient w un poids apparaissant dans Ind‘}{H(xa‘(’j-l"‘l)Pi '1) et T
(resp. ') un poids apparaissant dans IndXTI(x) (resp. IndXT(x")). Alors

(1) U(T) C W, si et seulement si J(7) C J(w)U{j —2,5 —1};

(i) U(7') C W, si et seulement si J(7') C J(w) U {j — 1}.

Démonstration. L’énoncé pour 7/ € JH(Ind¥TI(x’)) est conséquence directe du lemme
2.7 puisque 7 +1 > 2.

Pour (i), on peut travailler dans Ind¥TI(E;_1(x,rj—1 + 1)), i.e. aprés modulo
Ind¥TI(x'). Posons i = [(rj—1 — 1)/2], de telle sorte que l'on ait une suite exacte

0 — Ej—1(x,3) = Bje1 (6 rjm1 + 1) = Eji(xa CHP ™ rp g i) 0.
On vérifie que le cosocle de E;_1(x,%), isomorphe & Xa‘ipj —1, s’écrit sous la forme
(s s T, T_1) @

avec r;-__l < 1. Le lemme 2.7 impliqu’alors que si w' est un sous-quotient irréductible de
Indf-(l'[(xa—(i+1)?"1), W, contient U(7) si et seulement si J(7) C J(w’)Ul{] -1,7—2}.
D’autre part, si W, désigne 'image de W, dans IndXTI(E;_1(xa~G+DF ™" r; 1 1)), le
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méme lemme implique que W, contient U (w') si et seulement si J(w') C J(w)U{j — 2},
car xa~+DP ™! gecrit sous la forme

((/JERRNN CIPIPRIY LA Y- 3 i
avec ;_; > 2 (cf. lemme 2.6). Cela prouve (i) et termine la démonstration. O

3 Combinatoire des diagrammes de Diamond génériques

Dans ce paragraphe, on rappelle la construction des diagrammes de Diamond ([BP])
et on en fournit des propriétés combinatoires.

3.1 Diagrammes de Diamond génériques

Les F,-représentations continues de dimension 2 de Gal(@p/F) sont classifiées a
l’aide des caractéres fondamentaux de Serre wg (d > 1). De maniére explicite :

Proposition 3.1. Soit p : Gal(Q,/F) — GLy(F,) une représentation continue. Alors
p est de l'une des formes suivantes :
(1) p est réductible et

Y ig pi(ritl)
~ w *
Pli@,/m =< T L) &7

ot 1 est un caractére lisse de I(Q,/F) qui se prolonge d Gal(Q,/F) et les ; sont des
entiers entre —1 et p — 2 tels que (ro,--- ,75-1) # (P —2,--- ,p— 2).
(i) p est irréductible et

f=1_ic,..
B o wg_:fi=o pH(ri+1) 0
Pli@,/r) = 0 oyl peey | BT

wyf

ot 1) est un caractére lisse de I(@p/F) qui se prolonge a Ga,l(@p/F) et les r; sont des

entiers tels que 0 < 7o < p—1, -1 < r; < p—2pouri > 0 et (ro,--- ,r5-1) #
(p—2,---,p—2).
Démonstration. Voir le corollaire 2.9 de [Br2]. O

Définition 3.2. Conservons les notations de la proposition 3.1. La représentation p est
dite générigue si0 < r; <p-3et (ro, - ,75-1) € {(0,---,0),(p—3,--- ,p—3)} dans le
cas réductible, ousi1 <rg < p—2et 0 <r; < p—3 pour i > 0 dans le cas irréductible.

A la représentation p, on peut associer un ensemble D(p) de poids, appelés poids
de Diamond ([BDJ]). Si p est de plus semi-simple et générique, on peut décrire D(p)
comme suit ([BP]).
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Soit (xo,--- ,Zf-1) f variables. On commence par définir deux ensembles RD(zo, - - - ,T5—1)
et ZD(xo, - ,x5-1) de f-uplets A = (Ao(x0), -+, As—1(x5-1)) o0 Ai(z;) € Z+ z;. On
convient que T5 = zg et Af(zy) = Ao(zo) dans ce qui suit.

- Si f =1, RD(zo) def {zo,p—3 - .'I)o} et ZD(zo) def {zo,p—1—z0}.

- Si f>1,RD(zo,---,Ts1) est ’ensemble des A tels que :

(1) Ai(z;) € {zi,zi+1,p—2—z4,p— 3 —z;} pour tout 7 € {0,--- , f — 1}

(i) si Ai(z;) € {xi,xi + 1}, alors Aiy1(zit1) € {.’B,’.,.l,p -2 .’ri+1}

(iﬁ) si )\i(.’lii) S {p— 2—zi,p— 3—.’2:1}, alors )\i+1($i+1) € {p— 3—ZTiy1,Tiv1+ 1}.

et ZD(zp,--- ,Zf-1) est ’ensemble des A tels que :

(i) Ao(zo) € {z0,zo — 1,p— 2 —zo,p — 1 — zo} et Ai(zi) € {zi,zi +1,p— 2 —
zi,p—3—zi}sii>0

(ii) sii> 0et \i(z;) € {zi, zs+1} (resp. Ao(zo) € {z0,z0—1}), alors Ai1(zit1) €
{zit1,p = 2 — 7311}

(i) si0 < i < f—1et \(zi) € {p—2— zi,p— 3 — z;}, alors Aiy1(ziy1) €
{p-8—-zip1, 2541 + 1}

(iv) si Ao(zo) € {p — 1 — z0,p — 2 — 2o}, alors A\i(z1) € {p — 3 — z1,21 + 1}

(v) siAj_1(zg-1) € {p—2—2zf_1,p—3—zs_1}, alors Ao(z0) € {p—1—1z0,20—1}.

Pour A € RD(zo, - ,zf-1) ou A € ID(zo, - ,Tf_1), On pose

f-1
e(A) = 3( gop’(:ci = Xi(zi))) st Ajo1(zpo1) € {zpo1,zpo1 + 1}

[

f=1
eN) =30 -1+ le’(zi — Xi(z:))) sinon.

=0

Lemme 3.3. Supposons p semi-simple et générigue. Si p vérifie (i) (resp. (1)) de la
proposition 3.1, alors les poids de Diamond associés @ p sont ezactement les poids

(Ao(ro), -+ s Aj-1(z5-1)) ® detM o mr-1)p
pour A € RD(zg,- -+ ,Zf-1) (resp. A € ID(zg,- - ,T5-1)).
Démonstration. Voir les lemmes 11.2 et 11.4, [BP]. O

On peut identifier 'ensemble RD(zo, - - - ,zs-1) (resp. ID(zo,--- ,Zf_1)) avec l'en-
semble des sous-ensembles S de {0,--- , f — 1} comme suit :
- pour A € RD(zo," - ,Zf-1), on pose i € S si et seulement si A;(z;) € {p— 3 —
zi,zi+ 1}
— pour A € ID(zq,- -+ ,Zf-1), on pose 0 € S si et seulement si Ag(zo) € {p —1 -
zo,To— 1} et, sii > 0 on pose i € S si et seulement si A;(z;) € {p—3—z;,z;+1}.
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Si A € RD(zo,---,zf-1) (resp. ID(xo,--- ,Tf_1)), on note Sx le sous-ensemble de
{0,---, f — 1} qui lui est associé comme ci-dessus, et on pose :

(3.1.1) L(o) :== S,
Lemme 3.4. Si A\, X € RD(zo,--- ,z5-1) (resp. ID(zo, - - - ,T5_1)) sont tels qu’il existe
j€{0,---, f — 1} vérifiant :
Sin({0,-, fF 1IN\ =L =S n({0,---,f —1}\{i - 1,5}),
alors Ai(zi) = X(z;) pour tout i ¢ {j — 2,5 — 1,7}

Démonstration. C’est clair & partir de la définition. O

Supposons que la représentation p soit telle que p € Z agit trivialement sur det(p).
On lui associe une famille de diagrammes D = (Dg(p), D1(p), ) comme suit (§13, [BP]) :

(i) Do(p) est la plus grande (pour linclusion) représentation de GLo(F,) sur F,
telle que socgr,(r,)Do(p) = @sep(y)0 et telle que chaque o € D(p) n’apparait qu'une
seule fois dans Dy(p); on la voit comme représentation de KZ en faisant agir p € Z
trivialement ;

(ii) D1(p) est I'unique représentation de N sur Dg(p)t qui étend I’action de I et
qui vérifie I1? = 1d;
(iii) r : D1(p) — Dyo(p) est une injection IZ-équivariante arbitraire.

on obtient ainsi une famille de diagrammes. Remarquons qu’en général, il y a un
nombre infini d’injections r & isomorphisme prés.

Nous aurons besoin de la description explicite de Dg(p).

Soit (yo,--- ,yf—1) f variables. On définit un ensemble Z(yo,- - ,ys—1) de f-uplets

. def

A= (Mo(wo), -+, Ag-1(ys-1)) avec Xi(y:) € Z £ y; comme suit. Si f = 1, I(yo) =
{yo,p—1—yo,p—3—yo}. Si f>1, alors:

(1) Ai(yi) € {yivi— L, yi+1,p—2-yi,p—3—yi,p—1—yi} pouri € {0, , f— 1}

(i) si Xi(vi) € {yi, 9 — 1,9 + 1}, alors Ai1(yit1) € {Yit1,0— 2 — yig1}

(iii) si Ai(ys) € {p—2—yi,p— 3 —yi,p— 1 —y;}, alors Aip1(ig1) € {Yiv1— 1, ¥ip1 +
1,p—3—vyit1,p — 1 — yit1}

avec les conventions ys := yo et Af(ys) := Ao(%0)-
On définit pour A € Z(zo, -+ ,Zf-1),

(3.1.2) SA):={te{0,---,f =1} Mi(z:) e {p—2—z; — £1,z; £ 1}}.
(Attention : ne pas confondre avec Sy !)

Définition 3.5. Soient A, X' € Z(zo, -+ ,z¢-1). On dit que A et X’ sont compatibles si,
lorsque i € S(A) N S(N), le signe du terme +1 dans (3.1.2) est le méme pour \;(z;) et
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Pour A € RD(zo,--- ,xy-1) (resp. ID(xp,--- ,Zf-1)), on définit I’élément uy de
I(yo,-- - ,yf-1) comme suit :

(1) pai(ys) =p—1—yisi Ai(zi) € {p—3—zi,z;} (resp.sit >0 ou,sii=0et
Ao(z0) € {p — 2 — 20,70 — 1})

(1) pai(yi) =p—3—yisi Ai(zi) € {p—2—=zi,zi + 1} (resp.sii > 0ou,sii =0
et )\0(1:0) € {p —-1- Io,xo}).

Théoréme 3.6. On conserve les notations précédentes.
(i) Do(p) se décompose en une somme directe :

Do(p) = €D Dos(p)

o€D(p)

avec socg Do »(p) = 0.
(1) Soient 0 € D(p) et A le f-uplet correspondant. Alors les sous-quotients irréduc-
tibles de Do, (p) sont ezactement les poids (avec la notation po A := (ui(A:))i) -

(o(o(T0))s -+ s f—1(Af-1(r5-1))) ® deteroN)rorrs-s)yy

pour p € I(yo, - ,ys—1) tels que p et uy sont compatibles (cf. la définition 3.5)
en oubliant les poids tels qu’il eziste i € {0,---,f — 1} vérifiant pi(Ai(r:)) < 0 ou
wi(Ai(ri)) > p— 1. En particulier, Do(p) est de multiplicité 1.

(14i) Supposons p réductible. Alors, en tant que diagramme, D(p,r) se décompose en
une somme directe de la forme :

f

f
D(p7 T) = @ De(p’ T) = @ ($Z(a)=2D0,U (p)v @f(a)=!D1,0' (P), T‘f)'
£=0 =0

Démonstration. Voir la proposition 13.4 de [BP] pour (i), le théoréme 14.8 loc.cit. pour
(ii) et le théoréme 15.4 (ii) loc.cit. pour (iii). O

Définition 3.7. Si S est une K-représentation de multiplicité 1 et si 7 est un sous-
quotient irréductible de S, on dit que 7!t a un relévement dans S™, ou que 77t se reléve
dans S71, si la surjection U (7) — 7 induit une surjection U(7)"* —» 712 ot U(7) C S est
I'unique sous-représentation admettant 7 comme cosocle.

Lemme 3.8. Conservons les notations du théoréme 3.6 (ii). Un sous-quotient irréduc-
tible T de Doy (p) est tel que T se reléve dans Do, (p)" si et seulement s

pi(yi) € {p—2—-yi,p — 1 — ¥, ¥4, ¥ + 1}
pour tout 0 < i< f—1.

Démonstration. Voir le corollaire 14.10, [BP]. O
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Soient 7 un poids apparaissant dans Dy ,(p) tel que 71 se reléve dans Do, (p)", et
p €Z(yo, -+ ,ys—1) comme dans le théoréme 3.6 (i). Si p est réductible, on définit

Syr = 1{i € S| pi-1(Xi-1(zi1)) € {zi-1,2i-1 + 1,p— 1 — zi1 }}

S ={i ¢ 8 pimi(Nina(zi-1)) € {p = 3 - zi-1,p — 2 - 731, zi-1}}.

Si p est irréductible, on définit S;:T et Sy, comme ci-dessus sauf que 1 € Sy, (resp.
1€ 8:\*'7) si et seulement si 1 € Sy et po(Ao(zo)) € {zo — 1,20, — zo} (resp. 1 ¢ S et
wo(Ao(zo)) € {p—2—z0,p— 1 — z0o,Z0 + 1}).

Si S est un sous-ensemble de {0, - - , f — 1}, on définit b;¢q(S) (resp. dirr(S)) comme
suit : 1 € 6r¢d(S) si et seulement sii+1 € S (resp. sit > 0, 1 € 6ir(S) si et seulement
sii+1€Set0€bi(S)si et seulement si 1 ¢S).

Lemme 3.9. (i) Il eziste un unique poids () € D(p) tel que 7l € Do s¢r)(p)-

(i) Le poids 5(1) correspond a 6raa((Sx\S; ;) US:\’:T) (resp. a Gir((SA\S5,) US;:T))
si p est réductible (resp. irréductible).

Démonstration. Par hypotheése, le caractére x, apparait dans Dj(p), donc x2 I'est aussi.
La représentation p étant générique, on a xr # x3. On en déduit que 718 est un sous-
quotient de Dg(p), d’ou (i) d’aprés le théoréme 3.6. Pour (ii), voir le lemme 15.2, [BP].

O

3.2 Un résultat combinatoire

On conserve les notations précédentes. Dans cette section, on considére deux poids
T1, To apparaissant dans Dg,(p) tels que :

~ i, 7{* se relevent dans Dy, (p)nt
— (71, 72) est un couple de type (+1,7)

et on compare le lien entre §(71) et §(72), ainsi que celui entre les places de 7, (k =1, 2)
dans Dy s(r,)(p)- On note px = pr, € Z(yo,--- ,y5-1) le f-uplet associé & 7 comme dans

le théoréme 3.6 (ii), et O = u_[s) celui associé & T]£s]. Notons également Ay = As(,,) (resp.
Tk
S».) le f-uplet (resp. le sous-ensemble de {0, - - - , f — 1}) correspondant a 6(7x) € D(p).

Remarquons qu'il n’y a pas de tel couple (71,72) si f = 1. Supposons donc f > 2
dans la suite. On fait la convention que, si j —1 < 0 (resp. j+1 > f — 1, etc.), on
I'identifie & l'entier j — 1+ f (resp. j +1— f, etc.).

On donne la liste de toutes les possibilités pour le couple (71, 72) considéré.
Lemme 3.10. (i) On a deuz possibilités :
- ou bien py ;(y;) =p—3—y; et
(b1,5-1(¥5-1): #1,5(¥5)) = (¥j-1,¥5)
(b2,5-1(y5-1)s B2,5(¥5)) = (P — 2 — yj—1,¥; + 1);
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~ ou bien py ;(y;) =p—1—y; et
(b1,5-1(¥5-1)s 1,5 (¥5)) = (¥5-1,p — 2~ 5)
(b2,5-1(yi-1), 2,5(¥5)) = (P — 2 — yj—1,p — 1 — ;).
(i) On a 01i(A1;i(r:)) = 02:(A2,i(ri)) sii ¢ {j — 1,5}, et
01,5(A,5(r5)) = O2,5(A2,3(rj)) + 1
01,5-1(M,5-1(r-1)) + 02,5-1(A2,5-1(rj-1)) = p.
Démonstration. (i) D’apreés le lemme 3.8, on sait que pour tout 0 <i< f—1,
pi(Yi), p2i(¥i) €{p— 2= yip— 1 — yi, i, yi + 1}

Comme p2;(y;) = p1,5(y;) + 1, on en déduit que :

p2,i(y;) € {p— 1 -y;,9; + 1}.

Si py,j(yj) = p—3—yj, alors la condition de compatibilité (cf. définition 3.5) entraine
que p2;(y;) = y; + 1, et donc que p ;(y;) = y;. Par définition de Z(yo,--- ,ys-1) et
puisque p1,j-1(¥j-1) = p — 2 — p2,j-1(yj-1), on en déduit que py,;-1(y;j-1) = y;j-1 et
p2,j-1(Yj-1) =p—2—yj-1.

De méme, si py j(y;) =p—1—yj;, alors pgj(y;) = p— 1 — yj;, et les autres énoncés
sont immeédiats.

(ii) Par définition, on a les égalités suivantes pour tout 0 < i< f—1:

01,:(A1,i(ri)) + p1i(Ai(rs)) =p— 1
02:(A2i(ri)) + poi(Ai(rs)) =p— 1.
On conclut donc en remarquant que p1:(yi) = poi(yi) sii ¢ {j — 1,5} et que
p1i(y5) = p2,;(¥5) — 1, p1,-1(¥5-1) =p — 2 — poj-1(yj-1)-
O

Proposition 3.11. (1) Sii ¢ {j — 1,3}, alors i € Sy, si et seulement si i € Sy, ; st
1€ {j — 1,7}, alors i € S, si et seulement si i ¢ S),.

(11) A1,i(z:) = Ag,i(zi) st et seulement sii ¢ {j — 2,5 — 1,5}

(i11) Si i # j— 1, alors i € S(61) st et seulement si i € S(f2); si i = j — 1, alors
i € S§(01) si et seulement si i & S(62).

Démonstration. On prouve la proposition dans le cas réductible, le cas irréductible étant
totalement analogue.

(i) Par le lemme 3.10 (i) et la définition de SIT}C (resp. S) ,,), on voit que
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S N0, f =N +1) =85, n ({0, f = 1N\{4,i +1})

S):Tl N ({0’ T 7f - 1}\{.7a.7 + 1}) = 8}:1-2 N ({Oa te 7f - 1}\{.77.7 + 1})
Par suite, si i ¢ {j — 1,;}, on a i € Sy, si et seulement si i € Sy, d’aprés le lemme 3.9
(ii).
Considérons d’abord le cas o2 4 = j. On a deux possibilités :
(a) Sij+1€Sy,ie Ajpi(zjr1) € {p — 3 — zj41, 541 + 1}, alors par définition

Aj(z5) € {p—2—zj,p— 3 —z;}.

- Si Aj(zj) = p— 2 — zj, alors py j(y;) = p — 3 — yj;, et donc, d’aprés le lemme
3.10 (i), on a p1;(y;) = y; et p2;(y;) = y; + 1. On vérifie & partir de la
définition que j+1 ¢ Sy et j+1E€ Sy.rp» Ce qui donne, en rappelant que
SA{ = JT((S)\\S;:T.L) U S;:-ri)’

JESN, J¢ S

- Si Aj(z;) = p— 3 — zj, alors py ;(y;) =p — 1 —yj, et donc, d’apres le lemme
3.10 (i), on a p1,(y;) =p— 2 — y; et poj(y;) =p— 1 — y;. On vérifie alors a
partir de la définition que
j ¢ S)qa je‘s)\z'
(b) Sij+1¢S,, alors Aj(z;) € {zj,z;4+1}. On a encore deux cas & distinguer et
les mémes arguments donnent :
- si Aj(z;) = zj, alors py j(y;) =p—1—y;, et donc j € Sy;, 5 & Sxy s
- si Aj(z;) =z;+ 1, alors py;(y;) =p—3—y;, et donc j & Sy, j € Sh,.
Ceci permet de conclure dans le cas ou ¢ = 7, et le méme raisonnement (plus facile)
donne, lorsque i =j —1:

J—1ed,, <= j—-1¢S8,,.
(ii) Par le (i), on a :

‘S)q n ({07 = 1}\{.7 - laj}) =‘S/\2 A ({Oa = 1}\{.7— lvj})a

donc d’aprés le lemme 3.4, on a Ay(z;) = Agi(zi) sii & {j — 2,5 — 1,5} De plus,
de (i) on déduit que A1i(zi) # Agi(zi) si i € {j — 1,5}. Il reste donc & vérifier que
A1j—2(Tj—2) # Agj—2(Zj—2), ce qui est une conséquence de la définition et de (i) pour
j—1.

(iii) La conclusion pour i ¢ {j — 2,j — 1,7} est triviale puisque 61;(y;) = 02(y:).

On suppose que f > 3, le cas f = 2 étant une conséquence directe du §16, [BP]. On
adonc j+1 ¢ {j—1,5}, et ensuite d’aprés (i), j+1 € Sy, si et seulement si j+1 € Sy,.
On en déduit, puisque A1 ;(x;) # A2,;(z;), que

A1j(Tj) = Az j(zs) £ 1.
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Ensuite, comme 61 ;(y;),02,(y;) € {p — 2 - y;,p — 1 — y;,¥;j,y; + 1}, le fait que
01,5 (A1,(r5)) = 02,5(A2,j(r;)) + 1 (cf. lemme 3.10 (ii)) implique que :

61,5 (y5) = 02,5(y;)-

Ceci permet de conclure dans le cas 1 = j. Le cas i = j — 2 s’en déduit puisque
01,5-3(y;-3) = 02,5-3(y;-3)-

Il reste & vérifier que j — 1 € §(61) si et seulement si j — 1 ¢ S(f2). Ceci est une
conséquence de ce que 'on a prouvé et du fait suivant (facile & vérifier) : si 61,602 €
Z(yo,--- ,yf—1) sont tels que pour tout 0 < i< f—1:

01:(%i), 024 (yi) € {p — 2 —vi,p — 1 — ¥, vi, ¥ + 1},
alors 61 = 63 si et seulement s1 S(6;1) = S(02). O

Soit 7 un poids apparaissant dans Dy, (p). Par réciprocité de Frobenius, on a une
surjection naturelle IndXx% — I(6(r),7[), donc §(r) correspond & un élément ¢ €
P(yo,- - ,yf—1)- Rappelons que

JE) ={ie{0,---,f -1} &) e{p—2—wi,p— 1 -y}}.
On vérifie facilement que
i€ J(€) == 0i(y:) € {yiys + 1} = i+1¢& S(0).

Corollaire 3.12. Avec les notations de la proposition 3.11 et &; étant ’élément corres-
pondant & 6(;) comme ci-dessus (1=1,2), on a :

JE)N{0,-- . f=1N\{F -2 =J(&)Nn({0,---, F —1}\{j — 2})
et que j — 2 € J(&1) si et seulement si j — 2 ¢ J(&2).

Démonstration. C’est une simple traduction de la proposition 3.11 (iii). O

4 Construction de représentations supersinguliéres

Si p est une représentation continue générique de Gal(@p /F) de dimension 2 sur F,
telle que p € Z agit trivialement sur det(p), on lui a associé une famille de diagrammes
D(p,r) (cf. n°3.1). Par le théoréme 9.8, [BP], on peut aussi lui associer une famille de
représentations lisses admissibles 7(p, r) de G. On dira que 7(p, r) est une représentation
de G associée a D(p,r), ou encore, associée & p. Lorsque f = 1, il est connu (§20, [BP])
que la représentation 7(p,r) est déterminée par D(p,r), ce qui n'est plus vrai lorsque
f > 2. Dans ce paragraphe, on construit de “nouvelles” représentations supersinguliéres
de G au sens suivant : associées & un diagramme de Diamond D(p,r) fixé, il existe des
représentations lisses admissibles de G non-isomorphes. Autrement dit, il existe plus de
parametres que ceux déterminés par 7.
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L’idée de la construction est d’utiliser la “classification” fournie dans le chapitre
II. De maniére précise, rappelons que l'on a défini le diagramme canonique D(7) =
(Do(), D1(m), can) d’une représentation lisse irréductible 7 de G et que ’on a montré
que 7 est déterminée & isomorphisme prés par D(7). Pour construire de nouvelles re-
présentations & partir d’un diagramme D(p, ) fixé, il faut donc d’abord vérifier que le
diagramme canonique D(7(p,r)) est strictement plus grand que le diagramme D(p,)
(voir la remarque 4.4). La possibilité de ce fait est suggérée par le lemme suivant.

Lemme 4.1. Sin(p,r) est irréductible et si le diagramme D(p,r) n’est pas 0-irréductible
au sens dans §9, [BP] (par ezemple si f = 3 et p est irréductible), alors Di(p) C

Dy (r(p,1))- i

Démonstration. Par construction D1(p) C 7(p,7)™, on a donc D1(p) C Di(w(p,T))
d’aprés la proposition 3.14, chap.Il. Si l'on a égalité, alors D(w(p,)), qui n’est autre
que ((K - D1(p)), D1(p), can), posséde un quotient non trivial D = (Do, D1,7) avec ¥
injectif puisque D(p, ) n’est pas O-irréductible. Par le théoréme 9.8, [BP], il existe alors
une représentation lisse admissible 2 de G et une injection de diagrammes (¢, 1) :
D — K(Q). Ceci implique, par le corollaire 3.19 du chap.II, que l'on a :

Homg(7(p,7), Q) = Homprag(D(7(p, 7)), () # 0.

Or, le morphisme 7(p,7) — €2 correspondant & (g, 1) n’est pas injectif, ce qui est
impossible puisque 7(p,r) est irréductible par hypothése. O

4.1 Préliminaires

Dans cette section, on donne une construction générale de représentations supersin-
guliéres de G. Elle sera utilisée dans les sections suivantes.

On fixe 7 une représentation supersinguliére de G telle que p € Z agisse trivialement
et on note o := sock le socle de 7.

Soit 0 < Injx o une enveloppe injective de o, que l’on voit comme une représentation
de KZ en envoyant p sur l'identité. On fixe une injection K Z-équivariante de 7 dans
Injg o, prolongeant celle de o dans Injg o, de telle sorte qu’on identifie 7 avec une sous-
K Z-représentation V; de Injgo. Soit S I’ensemble des représentations lisses admissibles
Q de G, de K Z-module sous-jacent Injx o et telles qu’on ait une injection de diagrammes

(7rK1,7r11,can) — (Q|KZ,Q|N,ca.n).
D’aprés §9, [BP], S n’est pas vide.

Définition 4.2. On dit qu'une sous-I-représentation M de 7 est spéciale si elle vérifie
la propriété suivante :

(S1) pour tout Q € S et toute injection G-équivariante Y : m — Q, on a Y|y = c-1d
avec ¢ € F; , ot Id désigne l'identification de 7 avec V; C Injgo que l'on a fizée.

Voici quelques critéres assurant qu'une représentation M est spéciale :
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Lemme 4.3. (i) Soient M une I-représentation de et (K-M) C 7 la K -représentation
engendrée par M. Si
dimg Homp (K - M), Injko) =1,

alors M est spéciale.

(11) Si My, My sont des sous-I-représentations spéciales de m vérifiant My N Ms # 0,
alors M1 + M5 ’est aussi.

(iti) Soit p : Gal(Q,/F) — GL2(Fp) une représentation continue semi-simple gé-
nérigue et m = w(p,T) une représentation lisse admissible de G associée & p. Si p est
irréductible (resp. si p est réductible), et si M est une I-représentation de m contenue
dans Do(p) (resp. dans Dq¢(p) pour £ € {0,--- , f}, cf. théoréme 3.6 (iii)), alors M est
spéciale.

Démonstration. (i) et (ii) sont triviaux. (iii) est un cas particulier de (i) par la construc-
tion (théoreme 13.8, [BP]). O

On renvoie le lecteur au §3.1, chap.II pour la définition de It () et de Dy (7). Soit M
une sous-I-représentation spéciale de I (m) et soient ker; et kerp les K-représentations
qui rendent les lignes du diagramme suivant exactes :

(4.1.1) 0 —ker; — Ind¥TI(M1) ——7

0 kers Ind¥TI(M) —— .

On impose la condition suivante sur M :

(S2) la K-représentation kery / ker; admet (au moins) un sous-quotient irréductible
qui est isomorphe & un poids o’ € JH(o).

Soit ¢’ est un tel poids. Alors il existe une sous-K-représentation W C kery qui vérifie
W Nker; C W et qui admet un cosocle irréductible isomorphe a ¢’. Soit M’ I'image de
W via le morphisme composé (le morphisme pryy(5s) est défini au n°2.2, chap.II)

W — Ind¥mi(M) "0 ) B m,

ce qui équivaut & dire que M’ est la plus petite sous-I-représentation de M telle que
W C Ind¥TI(M"). Tl est clair que M’ est aussi spéciale.

Remarque 4.4. On a M’ C D;(x) : c’est une conséquence du lemme 3.1, chap.IL

Sans perdre de généralité, on peut supposer M = M'. Comme W admet un K-
cosocle irréductible, le I-cosocle de M, M /rad(M), est une somme directe de caractéres
distincts de H = I/I; : c’est le cas si W = Injg /g, 0’ (par la proposition 4.13, [BP])
et le cas général s’en déduit. Soit v € M un vecteur propre non nul de H de caractére
propre X (pas nécessairement isomorphe & x,) tel que v ¢ rad(M).
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Soient ¥ I'image de v dans M/rad(M), qui ne dépend pas du choix de v, et
a: M —» M/rad(M) —» Fpv
le quotient naturel. Notons ker a le noyau de c.

Lemme 4.5. IndXx® admet o’ comme sous-quotient.

Démonstration. Par définition de M, W’ := W NInd¥TI(ker @) # W. On en déduit une
injection de W/W' dans Ind¥TI(x), ce qui montre (i) puisque o’ est le cosocle de W et
donc celui de W/W". O

D’apres les lemmes 4.5 et 2.1, il existe donc un vecteur non nul f € Injgo’ C Injxo
fixé par I; et de caractére propre x°. Puis d’aprés les lemmes 2.6 et 2.7, [BP], il existe
un (unique) entier 0 < i(c’) < g— 1let e € {0,%1} tels que le vecteur

S (1 3) et

A€F,

est fixé par I; de caractére propre x, et qu’il engendre le socle o/ de Injgo’. D’autre
part,on a:

Lemme 4.6. Avec les notations ci-dessus, il eziste un vecteur h € IndXTI(ker(c)) tel
que le vecteur

3 i) ([’1\] é) TI(v) + eIl(v) + A

AeF,
appartient & W\radg (W) et tel que son image dans W/rad(W) = o' est fizée par I.

Démonstration. Reprenons les notations dans la démonstration du lemme 4.5. D’aprés
les lemmes 2.6 et 2.7, [BP], le vecteur

37D <[’1\] é) I1(3) + €ll(%) € W/W' — Injrx®
AeF,

est un vecteur propre de H de caractére propre X, et que son image dans W/rad(W) =
o' est fixée par I;. L’énoncé s’en déduit. O

On fait ’hypothése suivante sur v :

(S3) v ¢ X(M), avec £(M) la sous-I-représentation de €2 engendrée par kera,
T (ker @), Q11 et TI(v).

Voici un critére naive pour avoir (S3) qui sera utilisé au §4.2 :

Lemme 4.7. La condition (S3) est satisfaite si M admet un I-cosocle irréductible (donc
isomorphe a x) et st x # x°.
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Démonstration. Soit &' C (M) la sous-représentation engendrée par ker a, II(ker @),
Q1 et rad({I - TI(v))). Alors v ¢ ¥’ car la longueur de la filtration par le socle de X' est
strictement plus petite que celle de (I - v). Ceci permet de conclure, car on a toujours
II(v) # v. O

A partir des données (M, o', v, f), i.e. :

— une sous-I-représentation spéciale M de I*(7) vérifiant (S2);
— un poids o’ comme dans (52) (associé & M) tel que M = M';
— un vecteur propre v € M de H de caractére x vérifiant (S3);
— un vecteur propre non nul f de H de caractére x°,

on va construire une famille de représentations lisses admissibles de G comme suit :

Etape 1. D’aprés le corollaire 9.11 [BP], il existe & € S et une injection G-
équivariante m — Q. Soit V,, un sous-espace vectoriel de ) isomorphe & Inj;x en tant
que I-représentation et tel que :

VI =TFpI(f).

Alors I'injection Fpv — ©/S(M) induit, par injectivité de Vy, un morphisme Q/Z(M) —
V, qui envoie l'image T de v vers II(f). En composant avec les morphismes naturels, on
obtient un endomorphisme I-équivariant de € :

Q> Q/E(M) -V, —Q
que l'on note ¢. On note @ ’ensemble de tels ¢.

Remarque 4.8. (i) Comme d’habitude, la définition de ¢ dépend de beaucoup de choix.
(ii) Comme (2 est une représentation lisse et comme Ot C ker ¢, ¢ est nilpotent.
Par conséquent, pour tout a € Fp, 1+ a¢ est un automorphisme de ) dont l'inverse est

5 (~ag)".

n=0

Etape 2 : On définit, pour a € Fp, une (nouvelle) action de la matrice (g §) sur Q:

Mge: 2 — Q

(41.2) z — (1+ad)" T (1+ap)(a).

On vérifie facilement que Il , est I-équivariant et que (I4,0)? = Idg.
Comme F,II(v) + Q% ¢ £(M) C ker ¢, on a par définition :

Ig,a(v)

(1+ag) (o + all(f))
> (~ag)"(IL(x) +a)

n=0

II(v) +af.
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Par le méme calcul, on obtient aussi que si z € Q vérifie & la fois z € ker(ag) et
II(z) € ker(a¢), alors Iy o(z) = II(z). En particulier, ITy o = II.

Etape 3 : Puisque II; , définit une action de la matrice (3 §) sur 2, d’aprés [BP], on
obtient une représentation lisse admissible de G que ’on note (2,114 ,), ou simplement
0.4, telle que

Ngolxz = QU kz = Injgo.
On définit 74, comme la sous-G-représentation de (4, engendrée par M.

Démontrons que les représentations 74, définies ci-dessus sont vraiment nouvelles.
Rappelons que ’on a fixé un poids o’ et un vecteur non nul f de caractére propre x°.

Théoréme 4.9. Avec les notations précédentes :

(i) onamEmg, sia#0;

(i) si de plus la représentation M + F,f est spéciale, alors mpq Z Ty o pour tout
a # a et tout ¢, ¢’ € ®.

Démonstration. (i) Supposons qu'’il existe un isomorphisme G-équivariant 9 : 7 — 7y 4

(a € F: ). Gréace a la condition (S1), on peut supposer ¥,|p = Id. On a vu qu’il existe
un (unique) entier 0 < i(o’) < g—1et e € {0,%1} tels que le vecteur

F .= Z 2He) ([i\] (1)> f+ef € Injgo’,
AeF,

est fixé par I; et que (K - F) = ¢’. D’autre part, par le lemme 4.6, il existe des z;,zp; €
ker(a) (0 <i < g—1) tels que dans 7 — Injgo

g-1
Z Z by <[i‘] (1)) O(z;) + M(zm) + Z AHe) ([i\] (1]) II(v) +€ll(v) = 0,

i=0 AcF, AeF,

et on a donc dans 74, — Injxo (en utilisant 9,|p = Id) :

g—1
Z Z At <[i‘] (1)> Mga(xs) + g o(zm) + Z X ([i\] é) Ig,0(v) + €llgo(v) = 0.

i=0 AeF, A€eF,
Or, on a les égalités (car z;, zr, II(z;), [I(z) € ker(ad))

g o(zi) = I(z:), Mye(zn) =(zn), Ipe(v) =II(v) +af,
d’od aF = 0 (dans Injgo), ce qui est impossible si a # 0.

(i) L’argument est analogue & celui pour (i). Plus précisément, par ce qui précéde,
on a dans 7y 4 (resp. Ty or) :

g—-1

Z Z 2\ ([’1\] é) Oy o(zi) + g o (zm)

=0 AeF,

+ 372 @] 3) [g.a(v) ~ af) +e(Mpalv) - af) =0,

A€F,
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(resp. en remplagant ¢ par ¢' et a par a’). Soit ¥ : My, — Ty o un G-isomorphisme.
On peut supposer 9|, +F,f = Id de telle sorte qu’on ait (a—a’)F =0, qui est impossible
sia#a. |

Remarque 4.10. Soient p: Gal(@p/ F) — GL2(F,) une représentation continue semi-
simple générique, et D(p,r) un diagramme de Diamond associé. Supposons que ([BP],
§19) :
— ou bien p est irréductible et m = 7m(p,r) est une représentation lisse admissible
associée & D(p,r);
— ou bien p est réductible et 7 = m¢(p,7) pourun £ € {1,--- , f — 1}.

Supposons de plus que M est une sous-I-représentation spéciale de 7 vérifiant (S2) et
v € M est un vecteur propre de H vérifiant (S3) et, pour ¢ € ® et a € F,, définissons
des représentations 74, de G comme ci-dessus. Alors, en fixant un ¢, on obtient une
famille de représentations supersinguliéres non isomorphes 7y, de G paramétrées par
Fp.

4.2 Lescas f>3

Dans cette section, on va construire de nouvelles représentations supersinguliéres de
G lorsque f > 3.

Supposons donc f > 3. Soit p: Gal(@p /F) — GL2(Fy) une représentation continue
générique (déf. 4.2) telle que p € Z agit trivialement sur det(p) et soit D(p) I'ensemble
des poids de Diamond associés. Supposons de plus que

(a) ou bien f =2m+ 1 avec m > 1 et p est irréductible,

(b) ou bien f =2m 4+ 2 avec m > 1 et p est réductible scindée.

Lemme 4.11. Sous les hypothéses précédentes, il eziste un poids o € D(p) tel gque
olsl € D(p) et tel que

pr=®—-3-yo0,- -, p—3—-ys-1),

ot A € ID(zg, - ,x5-1) ou RD(zg,--- ,x¢-1) est le f-uplet correspondant a o et oi
wx € I(yo,--- ,Ys—1) est le f-uplet associé & A défini au §3.1.

Démonstration. Il suffit de prendre ¢ comme le poids de Diamond correspondant a
— dans le cas (a),

A=(p"“]-_"EOaml-'l'lap_2_"I‘l2a"' 7I2m-—1+1ap_2_$2m);
— dans le cas (b),
A=(zo+1,p~2—2z1, ,Zam + 1,p — 2 — Tom1).

L’énoncé concernant uy est alors direct par définition (cf. §3.1). O
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On fixe un poids o comme dans le lemme 4.11. D’apreés le théoréme 3.6 (ii), pour
tout 1 < j < f — 1, il existe un poids 7; apparaissant dans Dg ,(p) tel que (o, 7;) soit
un couple de type (+1, 7). De maniére explicite, 7; est le sous-quotient irréductible de
Dy (p) correspondant a

(-, ¥j-2p—2-¥j-1,¥; + Lyj+1,---) €ID(yo, - ,Y5-1)-

Pour simplifier les notations, on fixe j € {0,---,f — 1} et on pose 7 = 7;.

Rappelons que §(7) désigne 'unique poids de Diamond tel que T[sf soit un sous-
quotient irréductible de Dy s(,)(p). Puisque (7) est un sous-quotient irréductible de
Ind¥ %2, on peut lui associer un f-uplet £ € P(zo, - - - ,xf-1) (cf. n°2.1) tel que, si I’on
écrit 7 = (sg,--- ,S5-1) ®n, alors

6(T) = (50(50)5 T 7£f—-1(8f_.1)) ® dete(§)(50,"' ,Sf..l)n.

Corollaire 4.12. Dans les cas (a) ou (b), on a J(§) ={0,---, f —1}\{j — 2} (ot l'on
identifie j —2 avec j —2+ f si j—2<0).

Démonstration. C'est une conséquence directe du corollaire 3.12 en remarquant que
J(6(0)) = J(c¥¥) = {0,--- , f — 1} et que (o, ) est un couple de type (+1, ). O

D’aprés le lemme 2.10, la K-représentation I(o,7) C Do s (p) contient une unique
sous-I-représentation M, isomorphe & Ej_1(Xos, Xr)- On pose X' := x-a ™7 et

W := Ind¥TI(M,) = Ind¥TI(E;_1 (X0, Xr))-

Corollaire 4.13. Soit w un sous-quotient irréductible de Indf;(l'l(x’ ), alors la K-
représentation W, (cf. lemme 2.11) admet ol*! = §(c) et §(7) comme sous-représentations
si et seulement st

{01 7f_' 1}\{.7 - laj —'2} - J(w)

Démonstration. C’est une conséquence des corollaires 2.12 et 4.12. O

Lemme 4.14. (i) Il eziste un poids de Diamond o’ tel que X' = xo. Si l’on note X' le
f-uplet correspondant & o', alors £(N') = £(A\) £ 1.
(i) Soit v, € M, un vecteur propre non nul de H de caractére x'. Posons

%M;=§:<g[¥>mew.

A€F,
Alors ou bien Fy,, =0, ou bien (K - Fy,, ) est irréductible, isomorphe d o’

Démonstration. (i) Remarquons que si I'on écrit x' = (so,- - - ,s7-1)®7', alors 0 < s, <
p—3. Soit ¢’ 'unique poids de dimension < g— 2 tel que x,» = x’. On vérifie que (o, o)
est un couple de type (—1,5) et que o’ n’apparait pas dans Do (p) (cf. théoréme 3.6).
Ceci montre que o’ € D(p) par maximalité de Do(p) (prop. 13.1, [BP]).Le deuxiéme
énoncé est immédiat.
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(ii) Supposons Fy,, # 0. Il suffit de démontrer que I'image du morphisme naturel
W, — IndKII(M,) - (K - M,) >«

est isomorphe & o, ot W,» C W est défini dans le lemme 2.11 (avec ¢’ vu comme
sous-quotient de Ind¥TI(x’)). Si 'on note W; le noyau du morphisme

Indf (x§ ® x8) — ,

alors le morphisme W,» — 7 se factorise & travers W, /(W,» N W7). On laisse au lecteur
le soin de vérifier que W,./W, N W7 n’admet pas de poids de Diamond autre que ¢’
comme sous-quotient et que ¢’ apparait dans W, avec multiplicité 1. Ceci permet de
conclure. O

Dans le lemme 4.14, il est clair que le poids ¢’ est uniquement déterminé par o et j.
Soit for € o un vecteur propre non nul de H de caractére x'® = x;, (unique & constante
pres). On vérifie directement que f,» € M. Sil’on pose M = M, & F,f,, alors

- M C I'*(rm), puisque ’on peut vérifier directement que M, 'est;

- M veérifie (S2), car o’ apparait dans le socle de 7 avec multiplicité 1, donc o’ est

un sous-quotient de kerp / ker; dans (4.1.1);

- v, ¢ (M) d’aprés le lemme 4.7, car ©(M) = £(M,) et que M, admet un cosocle

irréductible;

— M est une représentation spéciale : c’est une conséquence du lemme 4.3 car M

est inclus dans I(o,7) & o'.

Par le théoréme 4.9, on obtient donc

Théoréme 4.15. Dans le cas (a), il eziste une famille de représentations supersingu-
lieres de G associées a D(p,r) qui sont non isomorphes et paramétrées par Fp.

Supposons maintenant que 1'on est dans le cas (b). Soit D(p,r) un diagramme de
Diamond associé & p. D’aprés le théoréme 3.6 (iii), [BP], on a une décomposition de
diagrammes

D(p,r) = &}_o(Do.(p), D1e(p),re)
ol D; ¢(p) := Bys)=£Di,o(p) pour i = 0,1. Par le théoréme 19.10 [BP], il existe pour
chaque £ € {0,--- , f} une représentation lisse admissible 7, de G telle que

(a) sockme = @orep(p) 0" o £(0) est defini par (3.1.1);

£(o")=¢
(b) (Doe(p), D1e(p),re) = (mf*,my*, can);
(c) g est engendrée par Dj¢(p) en tant que G-représentation.

Fixons pour chaque £ € {0,--- , f} une représentation 7, comme ci-dessus, et posons
T = @{_:071'@. Le théoréme suivant va répondre négativement & la question (Q3).

Théoréme 4.16. Il eriste une représentation lisse admissible 7' de G wvérifiant les
propriétés suivantes :
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(a’) sock = D,uep(y) a”;

(b?) (Do(p), Da(p),r) = ("%, 7', can) ;

(c’) ' est engendrée par D1(p) en tant que G-représentation ;

(d’) ' n’est pas semi-simple, en particulier, ™' n’est pas une somme directe ' =
69;;07:'2 avec T, des sous-représentations vérifiant (a)-(c).

Construction. On va modifier un peu la construction du n°4.1. D’apreés le théoréme
9.8 de [BP], il existe une représentation lisse admissible (2 de G dont 'espace sous-jacent
est une enveloppe injective :

f
Ux= P Injgo" = @Ian(socKm),
o"€D(p) £=0

et il existe une injection G-équivariante m — 2 qui induit pour tout £ € {0,--- , f} une
injection

mp — Injg (sockmy).
Comme v, € Injgo C Q, le lemme 4.7 assure qu'il existe une sous-I-représentation E
de Q contenant

@ Inj g (sockme) + rad(M, ) + Q1 4+ (I - T(v,)),
0£0(0)

mais ne contient pas v,. Soit Vs une sous-I-représentation de Injx o’ isomorphe & Inj;x’
telle que VXI1 = FpII(f,/). En choisissant

— d’une part, un endomorphisme ¢ : 2 — Q qui se factorise par
Q- Q/E—-Vy—Q,

— d’autre part, une constante a € Fp telle que

(4.2.1) Fop, +a ) ([1\] é) for #£0

A€F,

: Al 1l ’

(a existe car le terme /\g ( [1] 0) fo n’est pas nul dans 7)
q

on obtient donc une action de (3§) sur 9, i.e. on définit Iy, : @ — ©Q comme dans

(4.1.2). On en déduit alors une représentation lisse admissible Q4, de G. Enfin, on
définit 74 , comme la sous-représentation de €2y, engendrée par D;(p).

Montrons que la représentation 7’ := 4, satisfait les conditions demandées. Par
construction, 7’ satisfait (a’), (b’), (c’). Pour vérifier la condition (d’), notons 7ré( o) C !
la sous-représentaiton engendrée par o. Par le lemme 4.14 (ii) et par (4.2.1), 772( ») admet
o’ dans son socle. On en déduit que 7’ ne contient pas de sous-représentation qui a le
meéme socle que 7y(,), ce qui permet de conclure. O
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Remarque 4.17. L’argument ne marche plus dans le cas (b) pour f = 2 & cause du
corollaire 2.12. Pourtant, on peut construire des représentations non isomorphes de G
associées & un diagramme D(p,r) fixé en utilisant ’argument au n°4.3.

4.3 Lecas f=2

Supposons maintenant que f = 2 et fixons p une représentation continue (irréduc-
tible) Gal(Q,/F) — GL2(Fp) telle que

w£o+1+p(r1 +1) 0
Plrg,/m = 0 DR D)

avec 1 <rg<p-—2,0<r; <p-—3. Alors 'ensemble des poids de Diamond est donné
par :

or = (ro,T1)
o = (ro—1p—2-711)® detP(r1+1)
o3 = (p—1-rg,p—3—-71)® detTotP(ri+1)

o4 (p—2—ro,m1 +1) ® det™otPFP-1),

et la représentation Dg(p) est (& torsion prés)

Doy (p) = 01 — S1 — (p—3-ro,p—1-m1)
@
Dooy,(p) = 02 — S2 — (p—ro,r1—1)
57
Dogs(p) == 03 — S3 — (ro—2,m11+2)
5>
Doo,(p) == 04 — Sy — (ro+1,p—4—-71)
ou
S1:= (p—2-ro,r1—1)®(ro+1,p—2—11)
Spi= (ro—2,r)®(-1-rg,p—1-r1)
Sg:= (ro—lp—4—m)®(@—-ror1+1)
Sg:= (p—3-ro,p—3—r1)® (ro,71+3).
On vérifie que d(0;) = o441 (avec la convention os := 01), i.e. crz[s] apparait dans

Do,,,(p) comme sous-quotient.

, et choisissons une base {ei,ez[s],l < i< 4} de

Notons x; = Xo; € X{ = Xz,
D1(p) := Do(p)™, ot e; (resp. eis])
Xi)-

Fixons D(p,r) un diagramme associé & p et m = 7(p, r) une représentation supersin-

guliére associée. Comme dans la section précédente, on va démontrer que D; (7) contient

est un vecteur propre de H de caractére x; (resp.
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une sous-I-représentation spéciale vérifiant la condition (S2). L’argument précédemment
donné ne marche plus & cause du fait que f = 2 (cf. lemme 2.7) : on a besoin de plus
de préliminaires.

4.3.1 La représentation V;

Puisque Dy, (p) contient une sous- K-représentation isomorphe & I'extension
O—ya'z—a*-ao{s]—)O

de type (+1,1), le lemme 2.10 montre qu'il contient une sous-I-représentation M iso-
morphe & Ey(x2, x3). Posons

Wy = IndKTI(M;) = IndXTI(Eo (x2, X5))-

Puisque le caractére xja P n’est autre que x3 et puisque Indfr{ﬂ(xg,) admet un sous-
quotient isomorphe & o4, la sous-représentation W ,, C W; est bien définie (cf. le lemme

2.11). On note V; I'image de Wi 4, dans 7. Le lemme suivant décrit la filtration par le
K-socle de V.

Lemme 4.18. (i) On a socgV; = 01 @ 03.
(11) La filtration par le socle de V1 est la sutvante (ot 'on pose 19 := o3 et 11 := ags] ):

o — T — i+ — Ty — - — T — Tg — 04
1.
Ti sit<mrg
De maniére ezplicite, (V1/01)i = Torp—i Siro+1<1< 2
o4 sii=2rg+ 1.

(ii5) On a 7; ¢ D(p) pout tout i # 0; l'extension (01,04) est de type (+1,1) et
(74, Tit+1) est de type (+1,0) pour tout 0 < i <rg— 1.

Démonstration. C’est une conséquence du corollaire 2.12. O

Lemme 4.19. S: V5 C 7 est une sous-K-représentation avec la méme filtration par le
K -socle que V1, alors radg (V1) C Vi1 NV, en tant que sous-espaces vectoriels de 7.

Démonstration. Puisque le socle de V; (avec i € {0,1}), qui est isomorphe & o1 @ o3,
apparait dans socg7 avec multiplicité 1, on voit que

sock (V1) C VinVa.
Puis, comme 7; ¢ D(p) si ¢ # 0, on déduit que, sil'on note R C V; la sous-représentation

7‘0—7’1—- . e ——-—TTO— ... —‘7'1’
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alors
(4.3.1) dimeHomK(R, ) =1

Onadonc Rdo; C ViNVs.
Considérons la sous-représentation R’ de Vi :

(4.3.2) To-——-'rl-——---—’rro_...._Tl_To‘
Le méme raisonnement montre que
dimg Homg (R, ) = 2.

Soit ¢ : R’ — 7 un morphisme K-équivariant injectif : on a alors 79 = 03 C Img. De
plus, si ¢ en est un autre, alors il existe a € TF-: tel que ¢|r = ay'|g (d’apres (4.3.1)),
donc ¢ — ay’ induit un morphisme 79 — 7. Ceci montre que 'image de ¢ (supposé
injectif) ne dépend pas du choix, ce qui permet de conclure. O

4.3.2 La représentation V5

On va construire un autre sous-espace vectoriel V5 de m qui est K-stable et qui
posséde de la méme filtration par le socle que V3.

Lemme 4.20. 7|k contient une sous-représentation isomorphe d
oy — crés] — w:i=(p—2—-710,71 + 3) ® det™0PF-2),

Démonstration. On vérifie que o3 contient une sous-I-représentation isomorphe &
Ep(x3) (grace a 'hypothése rg < p—2) et que Indf{ I(x3c~!) admet le poids w comme
sous-quotient. Soit W, la sous-K-représentation de IndXTI(Eg(x3)) définie dans le co-
rollaire 2.4. 1l suffit alors de prendre 'image de W, dans 7 (en utilisant le lemme 2.7)
pour conclure. O

On note W, la K-représentation construite dans le lemme 4.20. Choisissons une base
{v,w} comme (2.1.2) pour Ey(x3) et définissons des vecteurs fx, Fx (0 < k < ¢g—1)
dans Ind¥TI( Ey(x3)) comme (2.1.3). Alors, vu comme sous-quotient de Ind¥TI(Ey(x3)),
W,, admet une base induite (lemme 2.7, [BP])

faoipsy G1>p—2-r,0udy=p—-3-rietdy>p—1—rg
Fagpa, dy<p—2-roetdi>p—4-r

ol Tk (resp. Fy) désigne I'image de fj (resp. Fx) dans W, C 7.

Le vecteur v, := Fp(p_g_rl) est un vecteur propre de ‘H de caractére x,a P = x4.
Posons M, C 7 la I-représentation engendrée par v,. Pour définir I’espace V3, nous
avons besoin de connaftre la structure de Ms. On commence par le résultat suivant :
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Lemme 4.21. (i) M, admet une (unique) sous-I-représentation M isomorphe d

EO(Xg, TO)‘
(11) La K-représentation (K - II(M})) C 7 engendrée par II(M;) contient une sous-
K -représentation Vy dont la filtration par le socle est de la forme (4.3.2).

Démonstration. (i) La sous-représentation engendrée par _fp_1+p(p_3_,,1) est isomorphe
a Eo (X%, 7‘0).
(i) Posons W} := Ind¥TI(M}). Puisque

cosoc (M3) & xsa = (p — ro, 71 + 1) ® det(To~D+2(F-1)

et que Ind¥TI(x4a) admet 03 = 7y comme sous-quotient, il suffit de prendre pour Vj
'image de W, ,, C W, dans 7 (lemme 2.7 et corollaire 2.12). O

On vérifie que ?_'P(P—Z—Tl) = e4 et que 'image de Fp(p_4__r_1) dans w est fixée par [;
de caractére propre ., (sous l'action de H). On note e, := Fpp_4—r,) pour simplifier.
Le sous-espace M4 := Fpeq ® Fpe, C M; est stable par I et isomorphe & II(E1(x3)),
i.e. & 'extension non triviale

0— x4 — * — xa0P — 0.
Lemme 4.22. Si Q est un K-quotient de la représentation
Indf B (x§) = Ind (F,TI(es) @ F1I(e))
tel que :
(a) sockQ C &,0i;
(b) Q contient la K-représentation I(6(04), o;[f]) = I(o1, 04[13]),
alors Q = I(al,a‘[f]) (cf. §2.1).

Démonstration. Soit @ un K-quotient comme dans I'énoncé. Grace & (b), 'image de

Ind¥ x5 dans Q est exactement I (01,04[15]) par la preuve du lemme 19.6, [BP]. On en
déduit que, si l’on note 7 le noyau du quotient

Ind{x§ — I(o1,04),

alors la surjection Indf E1 (x§) — Q se factorise  travers IndX E1 (x§) — Ind¥ E; (x3) /7.
Comme FE1(xj) s'injecte dans I (o1, 04[13])] I, on obtient un K-morphisme Indf{ E1(x§) —
I(o, cr‘[f]) et donc

Indf By (x§)/r = 1(03,04") @ Indf xja .
Mais, on vérifie facilement que IndX y§a~” n’admet aucun poids de Diamond comme
sous-quotient, donc la condition (a) force que @ = I(o1, a‘[f]). 0

Lemme 4.23. La K-représentation (K-II(M>,)) C 7 contient une sous-K -représentation
Vs qui a la méme filtration par le socle que V5.
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Démonstration. Posons

Xx=Y (g [i]> vy € (K - TI(My)).

A€F,

Alors X est un vecteur propre de H de caractére propre x4, et (K - X) est une K-
représentation de cosocle 4.

Notons M; le quotient de My par M} @& MY. On vérifie que My est isomorphe a
I’extension non-triviale

0—-xsaPo%x—yxs—0

dont ’espace sous-jacent coincide avec l'image de vaw @ prp(p_l_rl). Un calcul facile
montre que I'image X de X dans (K - TI(M3)) est fixée par I; (en utilisant le fait que
le vecteur T, € M; est fixé par (3P 1fp)) et que (K - X) = 04. On en déduit une suite
exacte de K-représentations

0—(K-X)N(K -II(M3 & My)) = (K- X) — g4 — 0,
et pour raisons de socle, on a
(K-X)N(K -TI(M} o M3)) =(K-X)N (K -II(My)) & (K - X) N (K - TI(M3))).
Le corollaire 2.12 implique que (K - X) N (K -II(M3)) est isomorphe & la représentation

R’ définie par (4.3.2). Comme (K - TI(M})) est un quotient de IndX By (x§) vérifiant (a)
et (b) du lemme 4.22, on en déduit que (K - II(My)) = I (o1, a‘[f]), et donc que

(4.3.3) (K-X)N (K -TI(M})) C oy

puisque Ext} (o4, UA[f]) =0. v
Le lemme se déduit de ce qui précéde en posant Vo = (K - X) si (4.3.3) est une
égalité et Vo = (K - X) & 07 sinon. O

4.3.3 Conclusion

Rappelons que 'on a défini deux sous-espaces My et My de 7. Posons M := M; +
M> + D1(p), alors les définitions des M; et le lemme 4.3 impliquent que M est spéciale.
Considérons le diagramme (4.1.1) pour M : on voit que kers / ker; contient o3 comme
sous-quotient. Soit v; € M; un vecteur propre non nul de H de caractére x3. Alors on
vérifie que v; satisfait a la condition (S3). D’aprés le théoréme 4.9, on obtient donc une
famille de représentations supersinguliéres 7, (a € F,) de G non-isomorphes telles que
SOCK T, = Bf_10; et

(DO(p)a D1(,0), 7') = (ﬂ'é{lvﬂ-él’ can).

De plus, on a

Théoréme 4.24. Il eriste une représentation ™ = m(p,r) associée & D(p,r) telle que
7K1 > Do(p). En fait, ™ contient I’eztension non triviale

0—)0'3—>*—>0'4-—>0.
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Démonstration. Soit 7 une représentation quelconque associée & D(p, ). Supposons que
7 ne contient pas I(o3,04). On va construire une autre représentation supersinguliére
de G vérifiant la condition demandée.

Par la preuve du lemme 4.19, il existe F; € V7 et F3 € V5 des vecteurs propres de
H de caractére x3 qui engendrent ’espace sous-jacent de R’. De plus, on peut supposer
Fi,-F € Fpe;g dans 7.

Soit maintenant 7 < §) une injection G-équivariante avec {2 € S. En choisissant

— un endomorphisme de {2 qui se factorise par
Q- Q/S(M) - Q, v (el

ou X (M) est défini dans la condition (S3) relatif & v; € M;

— une constante a € F, telle que

(4.3.4) Fi-F+a). <[1\] é) (e # 0,

A€F,

on obtient une représentation (€,II;,) de G, puis une sous-représentation supersin-
guliére 7y, qui est engendrée par D;(p). Par (4.3.4), la sous-K-représentation (K -
II4,(M)) C 74, contient ’extension

0—o03—%x—>04—0.
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