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Chapitre 1

Introduction

Les statistiques, étymologiquement sciences de I’Etat, peuvent étre vues comme Uart
de tirer des informations de données. Quoiqu'’ils puissent prendre des formes trés var-
iées, tout probléme de statistiques peut se décomposer en trois morceaux : ’objet
étudié, les opérations que nous pouvons effectuer, et la question mathématique pré-
cise. En d’autres termes, ce que nous avons, ce que nous pouvons faire, et ce que
nous voulons savoir.

Les statistiques quantiques différent des statistiques classiques sur le premier point,
ce que nous avons. Par ricochet, elles en différent aussi sur le second, ce que nous
pouvons faire.

En statistiques classiques, nous partons en général du résultat des mesures physiques,
qui sont modélisées par des variables aléatoires et leurs lois de probabilité correspon-
dantes. En effet, si nous pouvons mesurer les quantités A et B, nous pouvons en
théorie mesurer les deux simultanément. Les expériences mesurent souvent toutes
les quantités utiles et accessibles. En théorie, «ce que nous pouvons faire» est ap-
pliquer n’importe quelle transformation mathématique aux données, éventuellement
avec une composante aléatoire supplémentaire. En pratique, la puissance de calcul
peut étre un facteur limitant.

Dans certains cas, cependant, nous devons considérer d’ores et déja ’objet étudié,
et choisir quelle mesure effectuer. Par exemple, si nous voulons comprendre le fonc-
tionnement d’une boite noire, nous devons la sonder avec différentes entrées, une
nouvelle entrée a chaque fois. Cette thématique reléve des «plans d’expériencey.
«Ce que nous pouvons faire» dépend largement du probléme spécifique. Dans le cas
de la boite noire, nous pouvons choisir notre entrée. La description mathématique
de ce choix peut varier d’une boite noire a4 une autre, cependant. Toutefois, une fois
la mesure effectuée, nous avons de nouveau des probabilités, et sommes de retour
au paragraphe précédent.
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En statistiques quantiques, le plan d’expérience est inévitable. En effet, si nous pou-
vons mesurer A ou B, les lois méme de la physique nous interdisent de mesurer
simultanément A et B, en général. Nous devons donc choisir quelle mesure nous
apporte les informations les plus utiles. Néanmoins, la mécanique quantique fournit
un cadre paralléle & celui des statistiques classiques, qui nous dit exactement «ce
que nous pouvons faire». Initialement, «ce que nous avons» est un objet quantique,
modélisé par un état quantique. «Ce que nous pouvons faire» est mesurer 1’état,
et obtenir une variable aléatoire classique, ou bien plus généralement transformer
l’état quantique. Les ensembles de mesures et transformations possibles sont précisé-
ment définis mathématiquement, ce qui permet un traitement unifié de nombreuses
questions.

«Ce que nous voulons savoiry ne différe guére en statistiques quantiques et classiques.
Le plus souvent, nous souhaitons soit résumer les informations contenues dans les
données (inférence statistique), soit infirmer une hypothése ou choisir la meilleure
hypothése dans un ensemble fini (test), soit deviner avec précision le phénoméne qui
a généré les données (estimation). Les réponses & ces questions sont toutes décrites
par un parameétre classique. L’exception est quand nous cherchons a obtenir un objet
intrinséquement quantique, comme par exemple quand nous essayons de cloner le
plus précisément possible un état.

La Partie I de cette thése est consacrée a ’étude d’un certain nombre de systémes
particuliers. Spécifiquement, nous commencons au Chapitre 2.5.3 par un cas ot la
mesure est déja effectuée, si bien que le probléme devient classique : nous évaluons un
état de la lumiére par tomographie homodyne. Au Chapitre 3, nous nous demandons
comment décider au mieux dans lequel d’un ensemble fini d’états se trouve notre
systéme; au Chapitre 4, nous donnons une procédure d’estimation rapide (1/n)
d’une transformation unitaire boite noire. Les Chapitres 5 et 6 s’attachent davantage
a la structure générale des expériences quantiques : le premier est consacré a une
relation d’ordre sur les mesures quantiques, et le second & la recherche de sous-
systémes “aussi différents que possible d’'un méme systéme quantique, dans le cas le
plus simple.

D’un autre coté, nous pouvons avoir des questions trés différentes sur un systéme
donné. Pour un tel systéme, «ce que nous avons» et «ce que nous pouvons faire»
restent fixes. Nous pouvons donc nous interroger sur ce que l’on peut dire sur le
systéme lui-méme, sans référence a une question particuliére. La théorie de la con-
vergence d’expériences en statistiques classiques nous dit avec quelle précision nous
pouvons approcher une expérience par une autre. Ainsi nous pouvons traduire toutes
les procédures pour une expérience en une procédure pour ’autre expérience. Si bien
que nous obtenons une réponse & «ce que nous voulons savoir» dans les deux expéri-
ences dés que 'on sait répondre pour I'une d’entre elles.

La Partie 1.7, principale contribution de cette thése, généralise au monde quantique
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le cas le plus basique de convergence d’expériences, & savoir la normalité asymp-
totique locale. Nous prouvons qu’une expérience assez lisse d’états quantiques in-
dépendants identiquement distribués (i.i.d.) converge vers une expérience de décalage
gaussienne quantique. L’'important est que cette expérience est trés bien connue, et
tout ce que nous savons & son sujet peut étre traduit pour la classe trés large des
expériences i.i.d lisses.

Le reste de cette introduction commence par préciser les régles des statistiques clas-

siques et quantiques, puis introduit chacun des chapitres de la thése, et les problé-
matiques correspondantes dans ’ordre donné ci-dessus.

1.1 Statistiques

Nous présentons une autre introduction aux statistiques quantiques & 1’'usage du
statisticien, plus condensée, en Appendice 2.A du Chapitre 2.5.3.

1.1.1 Statistiques Classiques

On pourra consulter Le Cam (1986) et van der Vaart (1998) comme références
supplémentaires, entre autres nombreux livres de statistiques. Nous résumons dans
le Tableau 1.1, page 26, les ingrédients de base des statistiques classiques. Le Tableau
1.2 adjacent donne les notions quantiques correspondantes.

Ce que nous avons

En statistiques classiques, on nous donne les données, qui peuvent étre modélisées
par une variable aléatoire X de loi p. On sait par avance que p est dans un ensemble

sans contrainte en général sur I’espace de paramétres O. Les lois py sont toutes

définies sur le méme espace de probabilités (€2, .A). Cet € est appelé ezpérience ou
modéle statistique.

Remarques :
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— Les données proviennent souvent de plusieurs mesures, générant autant de vari-
ables aléatoires X7, ..., X, delois py, ..., p, sur des espaces de probabilités poten-
tiellement différents. Toutefois, nous pouvons toujours considérer toutes ces don-
nées comme une seule variable aléatoire X = (Xi,...,X,),deloip =p1®---Qpy,
et nous restons dans le cadre ci-dessus.

— Quoiqu’il n’y ait pas de contrainte sur © & ce point de la théorie, cet ensemble est
souvent soit fini soit un sous-ensemble raisonnable de R%. Le premier cas méne aux
statistiques discrétes, et & certaines familles de tests en particulier, et le second
aux statistiques paramétriques. Quand © est de dimension infinie, nous sommes
dans le complexe royaume des statistiques non paramétriques, théme privilégié de
la recherche ces derniéres années

Exemples : expérience de Bernoulli, expérience de décalage gaussienne

L’espace de probabilité non trivial le plus simple est I’espace & deux éléments {0, 1}.
Une expérience de pile ou face s’écrit

Eper = {po = (0,1 -0),0 € [0,1]}. (1.2)

Une alternative consiste a lancer la piéce n fois. Si on note X = (Xq,...,X,) le
résultat, nous obtenons cette expérience sur {0, 1}®" :

ng’n = {pg . {X} = HZX’(]. - 0)"‘2)(",9 € [O, 1]} . (13)

Quant aux fonctions continues, I’exemple type est le gaussienne. Nous nous in-
téresserons en particulier aux expériences de décalage gaussiennes, ou la variance
de la gaussienne est fixée et o le paramétre est la moyenne :

Eps = {N(6,T7),0 e R'}, (1.4)

ou N est la loi normale, et Z toute matrice définie positive fixée!.

Ce que nous pouvons faire

Une fois acquises nos données X, comment les traitons-nous ?

La procédure la plus générale consiste a tirer une nouvelle variable aléatoire Y de
loi px dépendant seulement de X, mesurable en tant que fonction de X.

!Nous utilisons cette étrange notation car cette matrice est I'inverse de la matrice d’information
de Fisher (1.13).
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Nous pouvons voir ce protocole de deux maniéres. La premiére est de considérer Y
comme la solution & «ce que nous voulons savoir». Alors Y est un estimateur (ran-
domisé), typiquement un estimateur de 6, auquel cas nous le dénoterons également

6.

Mais nous pouvons également considérer Y comme une nouvelle variable aléatoire,
et que nous avons transformé notre expérience. Notre nouvelle expérience est donc
constituée de Y de loi ¢ dans un ensemble {gy,0 € O} sur un espace (2, B), de
densité?

(s) = Ten)(w)= | px)dn(X). (15)
La transformation 7" est un noyau de Markov.

Dans le cas classique, ces deux notions sont les mémes. Toutefois, j’insiste pour les
séparer dés maintenant car elles seront différentes dans le cas quantique.

Exemples

Revenons a notre n-échantillon (1.3) de Bernoulli £p;,. Notre espace de probabilité
est {0, 1}®". Nous pouvons utiliser un noyau de Markov de cet espace dans [0,n]NN
qui envoie X = (Xi,...,X,) sur Y = > X;. Ici, les px sont simplement des pics
de Dirac. Nous obtenons alors une loi binomiale pour Y, c’est-a-dire gy = B(n, 6).
L’expérience correspondante est £ = {gy, 0 € O}.

De méme, nous pourrions souhaiter construire un estimateur 6. Le plus évident est
de prendre X — )  X;/n = Y. La loi de notre estimateur est alors la binomiale
ci-dessus, divisée par n.

Pour ce qui est de trouver un estimateur dans I’expérience (1.4) de décalage gaussi-

enne &y, la premiere idée est encore plus simple : on garde X. Le noyau de Markov
correspondant est 1’identité.

Ce que nous voulons savoir

Nous souhaitons en général obtenir de l'information sur le processus sous-jacent
inconnu qui a généré nos données. En d’autres termes, nous voulons deviner le

2Nous pourrions aussi bien travailler avec des ensembles non dominés de lois, mais cela ne ferait
qu’alourdir les notations. Nous faisons donc I’hypothése que toutes les lois ont une densité, et
utilisons la méme lettre pour la loi et la densité.
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paramétre® 6.

Nous pouvons donner notre solution soit sous la forme d’un intervalle de confiance,
soit par une estimation de notre quantité, éventuellement assortie d’estimations
de la variance de cette estimation. Cette estimation correspond a la donnée d’un
estimateur 0 de 6.

Nous voulons construire un bon estimateur. Nous avons donc besoin de pouvoir
jauger les estimateurs. En théorie de la décision, nous considérons une fonction de
codt c(0, é) C’est le coiit que ’on doit payer si notre estimateur renvoie 0 quand
le vrai paramétre est 6. Ainsi, les fonctions de cotit sont en général nulles sur la
diagonale, et augmentent quand 6 et 6 s’éloignent dans un certain sens.

Une fonction de cotit typique quand © est discret dénombrable serait (), é) = 0y 4-
Quand © est un sous-ensemble ouvert de R¢, la fonction de cotit la plus facile &
traiter mathématiquement est le carré de la distance euclidienne c(6, 0) = [0 — 9|2,
ou plus généralement toute fonction de cotit quadratique (6 —6) " G(8 — 8) pour une
matrice définie positive G, éventuellement dépendant de 6.

Comme 6 est une variable aléatoire, nous voulons minimiser I’espérance du cofit,
appelée le risque au point 0 :

ro() = /Q (6, 0)dgo ). (1.6)

Cependant, nous ne pouvons minimiser directement cette expression, comme la
meilleure stratégie dépend de 6, qui est inconnu. Nous devons donc trouver le moyen
de choisir un estimateur efficace pour 6 que nous risquons de rencontrer. Il y a essen-
tiellement deux approches. Les physiciens favorisent le paradigme bayésien, ou nous
admettons ’existence d’une loi a priori sur le paramétre 6. Les mathématiciens vont
en général préférer les critéres minimax, ol une stratégie est évaluée par son cas le
pire.

Critére bayésien

Nous avons considéré des données X de loi p. Jusqu’ici, nous étions parti du principe
que notre seule information était I’expérience, ’ensemble dont nous savons qu’il
contient p.

3Plus généralement, on peut étre intéressé seulement par une fonction f de 6. Cependant,
on peut toujours utiliser (6, f(#)) comme paramétre. On choisira dés lors les fonctions de cott
introduites ci-dessous pour qu’elles ne dépendent que de f(9).
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Supposons maintenant que nous avons davantage d’informations. Plus précisément,
on nous a dit avant ’expérience que 6 est choisi au hasard suivant une loi 7. Alors,
en moyenne, le meilleur estimateur sera celui qui minimise la moyenne du risque
(1.6), c’est-a-dire :

R.(0) = /@ (d6)r(0)
_ ./g‘/g (0, 6)dgo (6)(d6). (1.7)

A partir du risque de Bayes d’un estimateur spécifique 6, nous pouvons écrire le
risque de Bayes associé a la loi a priori m comme l'infimum des risques sur tous les
estimateurs 6 :

R, = inf R, (6). (1.8)

La faiblesse de cette approche vient de ce qu’il n’y aucune raison pour avoir une
loi de probabilité a priori sur ©, mis & part la fonction de Dirac sur le vrai ...
qui est exactement ce que nous souhaitons trouver. Nous avons donc & choisir une
loi a priori et & considérer que c’est la vraie. Le risque de I'estimateur final sera
sous-estimé, cependant.

La plus grande force des estimateurs bayésiens est qu’ils utilisent de maniére opti-
male I'information des mesures, a loi a priori donnée. La loi a priori correspond a
de l'information a prior: en général fausse. De ce fait, les meilleures lois a priori
sont choisies pour minimiser 'information qu’elles contiennent*. Pour un © fini, on
choisira d’habitude I’équiprobabilité a prior: sur chaque 6 possible. Sur un sous-
ensemble précompact ouvert de R?, on choisira souvent la loi a priori de Jeffrey
Jeffreys (1946), proportionnelle & la racine carrée de I'information de Fisher (1.13)
donnée ci-dessous. Une analyse & 6 fixé montrent que ces estimateurs sont trés bons
en général.

Les estimateurs bayésiens peuvent étre calculés en déterminant les lois a posteriori.
Dans certains cas simples, ces calculs peuvent étre réalisés explicitement, et I’estima-
teur sera le barycentre des 6 pondérés par leurs vraisemblances. Dans les situations
plus complexes, on utilisera les chaines de Markov Monte-Carlo.

Critéres minimax

Soit qu’il est pessimiste ou mégalomane, le mathématicien part du principe qu’il
joue contre le Diable. Aussi, il veut mettre au point une stratégie efficace quel que

4Les bayésiens subjectivistes considérent les lois de probabilité comme des degrés de croyance.
Ils peuvent donc utiliser toute loi a priori basée sur les informations d’experts.
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soit le vrai 6. Un estimateur 6 est donc évalué par sa valeur dans le pire des cas :

Ry () = s%p ro(0). (1.9)

Le risque minimax est le risque du meilleur estimateur, dit estimateur minimax :

Ry; = inf Ry () = inf sup r4(6). (1.10)
0 6 0

Le défaut de cette méthode est qu’elle peut conduire a affaiblir ’estimation sur
intuitivement beaucoup de valeurs possibles de 6 afin d’étre efficace dans quelques
cas particuliers. Ce probléme est contourné en réclamant d’étre adaptatif, c’est-a-
dire d’étre minimax sur toute une classe de sous-ensembles de {py}. Cette derniére
technique s’utilise surtout en statistiques non paramétriques.

L’intérét de ces méthodes est qu’elle ne font aucune hypothése. Elles donnent une
efficacité dont nous savons qu’elle est atteinte, & partir du moment ou le modéle (ou
I’expérience) lui-méme est juste.

Liens entre critéres bayésiens et minimax

Le lien principal entre ces deux critéres vient de la remarque suivante. Si une stratégie
@ est optimale au sens bayésien pour une loi a priori quelconque, et si le risque de
f ne dépend pas de 6, alors 6 est optimale au sens minimax.

En effet, pour tout m, le risque de Bayes est plus faible que le risque minimax :

R.(8) < supry(8) = Ry (6), (1.11)

avec égalité si et seulement si le risque au point 6 est le méme w-presque partout.

Sous certaines conditions, ’énoncé inverse est vrai : un estimateur minimax est opti-
mal pour une loi a prior:i précise, celle pour laquelle le risque bayésien est maximal.
Nous discuterons de questions similaires au Chapitre 3.

Exemple

Nous calculons le risque de 'estimateur susmentionné pour la famille de décalage
gaussienne (1.4). La loi de 6 est la loi des données originales, c’est-a-dire la loi
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normale N (6,Z1). Donc

ro(6) =Ey (0 0)7G(0 - §)]
=Tr(GZ ™). (1.12)

Ce risque au point 6 ne dépend pas de 6, si bien que cette méme valeur est aussi les
risques minimax et bayésiens pour toute loi a priori de cet estimateur. Nous verrons
plus bas que cet estimateur est aussi minimax pour le modéle.

Le reste de cette section résume briévement les risques que 'on peut attendre dans
les cas suffisamment réguliers, pour des fonctions de cott quadratiques.

Information de Fisher

Les risques que nous donnons ci-dessus dépendent de la question (la fonction de
coit) et de I'expérience {py,0 € O}, mais pas d’un estimateur particulier. Nous
pouvons donc les lire directement sur I’expérience.

La notion la plus importante & cette fin est celle de matrice d’information de Fisher.
C’est une notion locale, qui peut étre interprétée comme une mesure de la vitesse a
laquelle nous pouvons distinguer py des py1q¢ environnants. La borne de Cramér-Rao
décrite dans la prochaine section explicite cette interprétation. Notons que pour ce
qui suit, il faut que le modéle soit assez régulier. Deux fois différentiable en 6 est
plus que suffisant.

L’information de Fisher au point 8 = (6,)4-1..¢ est donnée partons

T..5(0) = /Q amgpgix ) 8ln(§;ﬁ(X ) dpo(X0). (1.13)

La matrice d’information de Fisher est définie positive, et définit une métrique sur
©, qui est invariante par changement de variables lisse. Ce fait peut étre vu comme
le lien le plus basique entre statistiques et géométrie différentielle. La géométrie
différentielle peut étre utilisée pour étudier les asymptotiques d’ordre supérieur,
comme par exemple dans le livre d’Amari (1985).

En développant le logarithme des produits, nous constatons facilement qu’avoir n
échantillons de données multiplie 'information de Fisher par n, c’est-a-dire Z (6) =
nZM () ot Z™ est la matrice d’information de Fisher de expérience £™ = {p5™, 0 €
oy.
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Borne de Cramér-Rao

Nous pouvons utiliser la matrice d’information de Fisher pour trouver une borne
inférieure sur la matrice de variance des estimateurs localement non biaisés :

/ (0= 0)(6 — )Tdgy(0) > T1(6). (1.14)

Cette borne tient® pour tous les estimateurs localement non biaiseés 0, c’est-a-dire
aussi longtemps que [ 8dge(0) = 6 et 9/00; [ 0;dge(0) = 0; ;.

Comme conséquence immédiate, pour une fonction de cotit quadratique (6—0) "G (0—
0) et tous les estimateurs localement non biaisés, nous obtenons cette borne inférieure

sur le risque au point 6 : )
ro(0) > Tr(GZ1). (1.15)

Cette borne est asymptotiquement saturée. En effet, une expérience de n-échantillon
ressemble de plus en plus & une expérience de décalage gaussienne, pour laquelle
la borne est saturée. L’explication précise vient de la théorie de la convergence
d’expériences de Le Cam, que nous esquissons plus avant a la Section 1.7.1.

Exemples

Calculons l'information de Fisher pour l'expérience de Bernoulli, en un point 6
différent de 0 et de 1. L’expression se simplifie légérement comme nous n’avons

qu’un parameétre.
_(dIn(0)\? dIn(1 —6)\?
I(H)—O( 0 ) +(1-9) (T

_1, 1
6 1-96
1

(1 -06)

De ceci et notre remarque précédente sur les n-échantillons, nous déduisons que
Z(6) =n/(6(1 — 0)) dans P’expérience binomiale &,.

Un calcul un peu plus pénible montrerait que la matrice d’information de Fisher
d’une expérience de décalage gaussienne est l'inverse de la variance des gaussiennes.

5Les estimateurs superefficaces tel ’estimateur de Stein montrent qu’on ne peut pas simplement
éliminer la condition d’étre localement non biaisé. Cependant, cette condition peut étre supprimée
au prix de modifications techniques, consistant essentiellement & considérer P’efficacité sur tout un
voisinage de #, soit dans une approche minimax, soit bayésienne.
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D’ou notre choix de notation dans I’équation (1.4). De plus, aprés comparaison entre
la borne (1.15) et le risque (1.12) de P’estimateur consistant & prendre X lui-méme,
nous obtenons l'optimalité de ce dernier estimateur dan la classe des estimateurs
localement non biaisés.

Nous allons maintenant nous attacher & donner des équivalents de ces notions dans
le monde quantique.

1.1.2 Objets et Opérations Quantiques

Les livres de Helstrom (1976) et Holevo (1982) sont les références habituelles en
statistiques quantiques. Nous pouvons également ajouter ’article de revue plus ré-
cent de Barndorff-Nielsen et al. (2003). Comme nous 1’avons déja mentionné, nous
avons résumé dans le Tableau 1.2, page 27, les ingrédients de base des statistiques
quantiques, avec le Tableau classique correspondant 1.1 en regard.

Etats, opérateurs densité

L’objet de base des statistiques quantiques est 1’état. L’état est 1’équivalent d’une
loi de probabilité.

Nous le définissons sur un espace de Hilbert H. Son expression mathématique est
donnée par 'opérateur densité.

Definition 1.1.1. Un opérateur densité p sur un espace de Hilbert H est un opéra-
teur a classe de trace doté des propriétés suivantes :

— Auto-adjonction : p est auto-adjoint.

— Positivité : p est positif.

- Normalisation : Tr(p) = 1.

Ces conditions sont les équivalentes de celles qui régissent les mesures de probabilité :
ces derniéres sont réelles (= auto-adjointes), positives et normalisées & un.

Pour les espaces de Hilbert de dimension finie, les opérateurs sont des matrices, et
les matrices densité satisfont également aux conditions ci-dessus. La variété des états
est de dimension réelle d?> — 1 si H est de dimension complexe d.
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Exemple : Qubits

La situation la plus élémentaire correspond & dim(H) = 2. Physiquement, ce sys-
téme pourrait étre le spin d’un électron. Ces états sont appelés états qubit, et sont
largement utilisés en information quantique.

Nous définissons les matrices de Pauli comme
01 0 =2 1 0
Oy = [1 0} , oy = {—i 0} , o, = [O _11 . (1.16)

Comme une matrice densité est auto-adjointe, elle sera une combinaison linéaire
réelle de ces trois matrices et de 'identité 1. La positivité et la normalisation im-
posent de plus :

—

1 -
p=3 (1+d-5), dl<1, (1.17)
avec ¢ = (0y,0y,0,) un vecteur de matrices.

Nous voyons que nous avons déja besoin de trois parametres réels pour décrire les
états qubit, confer le paramétre unique dont nous avons besoin pour décrire une loi
sur un espace classique a deux éléments.

Etats purs

L’ensemble des mesures de probabilité peut étre vue comme ’enveloppe convexe des
fonctions delta. De méme, les états sont ’enveloppe convexe des états purs.

Les états purs sont caractérisés par le fait d’étre des opérateurs de rang un, de valeur
propre un. Nous pouvons les écrire [1)) (], ou [¢) est un vecteur de norme un dans
‘H. Les états purs peuvent donc étre vus comme des points de ’espace projectif
associé a H.

Ils sont extrémement importants : de nombreuses descriptions de la mécanique quan-
tique traitent uniquement les états purs. Les états généraux sont des mélanges clas-
siques d’états purs. Un état qui n’est pas pur est dit mélangé.

Contrairement aux fonctions delta, ou il suffit de tirer une fois la variable aléatoire
pour identifier la loi inconnue, il n’existe pas de mesure permettant d’identifier sans
ambiguité n’importe quel état pur, quand bien méme nous saurions auparavant que
I’état est pur. Cette différence fondamentale avec le cas classique est une marque de
la non-commutatiivté entre les différents états. L’étude des états purs est déja un
probléme difficile.
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Pour les qubits paramétrés comme ci-dessus, les états purs correspondent & ]]5]] =1
Cette paramétrisation par une sphére, appelée sphére de Bloch, nous donne une
intuition graphique pour les problémes sur les qubits.

La dimension réelle des états purs est de 2(d — 1) si dim(H) = d.

Etats cohérents

Les qubits sont ’exemple-type des états de dimension finie. Les états cohérents®
forment I'autre famille fondamentale d’états.

Ces états vivent dans I'espace de Fock’ F(C), c’est-a-dire I’espace de Hilbert de
dimension infinie £*(N). Nous notons par {|k)}sen la base canonique de ¢*(N). Les
physiciens appellent |k) le k-iéme état de Fock.

Les états sur ’espace de Fock sont ceux de l'oscillateur harmonique, comme par
exemple I'état de la lumiére monochromatique, i.e. ’état d’un laser. Nos sommes
donc sur le terrain de 'optique quantique. Parmi ces états, les états cohérents sont
en un sens les plus classiques : ils saturent les relations d’incertitude de Heisenberg.

Ils sont donnés par un coefficient # complexe, soit deux paramétres réels. Comme
ce sont des états purs, nous pouvons les décrire par un vecteur de F(C), plutot que
par un opérateur®

|0) = exp(—|0|%/2) Z \/_ k). (1.18)

Etats multipartites, états intriqués

Considérons deux objets quantiques p; et p; sur H; et Hy. Ils peuvent étre vus
comme un seul objet quantique sur I’espace H = H; ® Ha, d’état p = p; ® ps.

Tout état sur pareil espace de Hilbert produit est appelé état multipartite. Main-
tenant certains états multipartites ne peuvent pas étre écrits comme une combi-
naison convexe Y. c;p} ® pb, avec des ¢; positifs. Nous pourrions avoir besoin de c;

6Plus généralement, tous les états gaussiens éventuellement compressés jouent un réle majeur
en optique quantique et, comme nous allons le voir, en statistiques quantiques. Dans I’exemple,
nous nous restreignons aux états cohérents par souci de simplicité.

"Les états cohérents de dimension supérieure 4 deux sont des produits tensoriels d’états co-
hérents sur I'espace de Fock produit F(C%) = F(C)®<.

8Nous utiliserons la notation |#) au lieu du ket habituel |#) afin d’éviter la confusion avec les
états de Fock, en particulier quand 6 est un entier positif.
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strictement négatifs. En d’autres termes, ces états ne sont pas un mélange statistique
classique de paires d’états. Ils contiennent un couplage intrinséquement quantique.
De tels états sont appelés états intriqués.

Commencons par prouver leur existence. Nous écrivons dim H; = d; et dim Hy = ds.
Donc dim H = d;ds. Les états multipartites pur sont des états purs sur H, donc
constituent une variété de dimension 2(d;ds —1). D’un autre coté, un état pur de la
forme 3 c;p% ® pY avec les ¢; positifs impose que la somme ne contienne qu’un seul
terme, avec p; et pp tous deux purs. La dimension de la variété de ces états produit
est 2(dy + dy — 2) < 2(d1dy — 1). Il y a donc de nombreux états purs intriqués.

Un exemple typique sont les états d’intrication mazximale, c’est-a-dire les états de
la forme |U) (¥, avec |¥) = L 5" |9") @ |[¢*), ou Hy = Hs et {|¢*)} est une base
orthonormale de H;. Comme 1/_ ur nom l'indique, ces états sont aussi intriqués que
possible.

L’intrication est peut-étre la ressource la plus basique et la plus essentielle de toute
I'information quantique. Elle joue un réle au cceur de la téléportation quantique, de la
plupart des protocoles de cryptographie quantique et dans les algorithmes accélérés
des ordinateurs quantiques. La littérature qui y est consacrée est trop immense pour
étre seulement esquissée. En statistiques quantiques, les états intriqués peuvent étre
utilisés pour accélérer I’estimation de transformations quantiques

Actions sur les états

Dans le cas classique, nous avons remarqué que donner un estimateur ed 6, ou plus
généralement de n’importe quelle fonction de 6, était équivalent & la transformation
de nos données initiales pour obtenir une nouvelle variable aléatoire Y de loi T'(py).

Dans le cas quantique, les deux notions sont bien distinctes. En effet, transformer
les données signifie obtenir un nouvel état quantique, c’est-a-dire un nouvel opéra-
teur sur un espace de Hilbert. Les états sont transformés quand ils sont envoyés
a travers un canal. Un estimateur d’'un paramétre classique, en revanche, est une
quantité classique. Nous obtenons donc une variable aléatoire classique. Ces données
classiques sont obtenues en effectuant une mesure de 1’état.

Si nous souhaitons simplement considérer les estimateurs, pourquoi s’intéresser aux
canaux ? En effet, 'application de canaux successifs suivie d’'une mesure peut é&tre
résumée & une mesure plus complexe.

La premiére raison est que nous pourrions vouloir transformer nos états en une
nouvelle famille pour laquelle nous savons quelle mesure effectuer. En fait, tout le but
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de la normalité asymptotique locale quantique forte, dont I’étude forme ’essentiel
de cette thése, est de transformer des expériences en d’autres expériences quasi-
équivalentes, et plus simples et mieux connues.

Deuxiémement, les canaux décrivent des transformations quantiques. Nous pourrions
souhaiter étudier la transformation elle-méme, plutot que 1’état. Typiquement, cette
transformation pourrait étre générée par une force que nous voulons mesurer. Nous
nous étendrons davantage sur le sujet au Chapitre 4.

Nous appelons instrument une fonction qui retourne a la fois des données classiques
et quantiques en prenant un état quantique en entrée. Les véritables instruments
de mesure sont en fait des instruments, quand bien méme 1’état de sortie peut étre
oublié. En particulier, les mesures en temps continu sont communes en pratique.
Typiquement, nous mesurons le champ électromagnétique par son interaction avec la
matiére, comme au Chapitre 8. Ces mesures peuvent étre vues comme une suite d’in-
struments infinitésimaux. Ecrire les équations correspondantes est le but du filtrage
quantique, créé par Davies et Belavkin (Bouten et al., 2006, for an introduction).

Mesures, POV Ms

Si nous voulons effectuer de I'inférence statistique classique sur les paramétres incon-
nus, il nous faut traduire notre information quantique en information classique. A
cette fin, nous effectuons une mesure. Comme les états mélangés sont des mélanges
classiques d’états purs, nous exigeons que cette transformation soit linéaire. De plus,
la sortie doit toujours suivre une loi de probabilité classique. De ceci, nous déduisons
la forme suivante pour les mesures physiquement permises :

Definition 1.1.2. Une mesure a valeur dans les opérateurs positifs, ou POVM,
de lacronyme anglais, sur un espace mesuré (€2, A) est une ensemble {M(A)}sca
d’opérateurs bornés sur H tels que :

- M(Q) == l'H'

- M(A) est positif.

— Pour toute collection dénombrable (A;)ien d’A; disjoints, nous avons M(|J A;) =

> M(A;).

On remarquera que ce sont exactement les axiomes habituels d’'une mesure de prob-

abilité, & ceci prés que nous utilisons des opérateurs au lieu de nombres réels. Nous
appelons chaque M (A) un élément de POVM.

Appliquer une mesure M & un état p génére une loi P, sur (£2,.4), donnée par la
régle de Born :
P,(A) = Tr(pM(A)). (1.19)
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Au Chapitre 5, nous examinerons une relation d’ordre spécifique sur les POVMs.

Quelques remarques s’imposent. Tout d’abord, nous pouvons inclure tout traitement
classique des données dans la POVM. En effet, effectuer la mesure M, puis appliquer
le noyau de Markov T' (défini par (1.5)) a la variable aléatoire de sortie est équivalent
a effectuer la mesure N sur (€, 8) donnée par N(B) = [,p.(B)M(dw). Si bien
que travailler avec des POVMs est équivalent a travailler avec des estimateurs.

Deuxiémement, en général, nous ne pouvons pas mesurer simultanément M; et M,
sur (Qy, A1) et Qs, Ay). Contrairement au cas classique, ot I'on peut obtenir si-
multanément les résultats de I’application des noyaux 77 et 75. En effet, mesurer
a la fois M; et M, signifie mesurer N sur (£; ® €s) avec N(A; x Qy) = M;i(A;)
et N(Q; x As) = My(Ay). Un contre-exemple simple illustrant le role de la non-
commutativité est donné par M; et M, toutes deux définies sur {0, 1}, avec

wo = g o mw- o]
M"*(O):%H ﬂ Mz(l):%[—l1 —11}

Toutes ces matrices sont de rang un. Il faut maintenant N(0,0) + N(0,1) = M;(0).
Comme tous les éléments de POVM sont positifs, nous obtenons M;(0) > N(0,0).
Comme de plus M;(0) est de rang un, nous avons N(0,0) = ¢; M;(0) pour un certain
0 < ¢; < 1. De méme N(0,0) + N(1,0) = M3(0). Si bien que N(0,0) = c2M5(0).
La seule solution est ¢; = ¢ = 0 et N(0,0) = 0. Le méme raisonnement tient pour
N(0,1), N(1,0) et N(1,1). Par ailleurs, il faut que N ({0, 1}?) = 1¢2. Contradiction.

Finalement, on croit que toutes ces mesures sont permises par les lois de la physique.
Mais elles peuvent étre trés dures a implémenter en pratique. En particulier si I’état
est multipartite, il peut étre raisonnable de se restreindre a des classes de mesure
plus petites. Notamment, si différentes personnes possédent différentes particules en
des lieux différents, elles ne pourront pas implémenter une mesure générale, méme
s’ils coopérent. Le mieux qu’elles puissent faire est : I'une d’elles mesure sa particule
(éventuellement avec un état quantique non trivial en sortie), donne le résultat aux
autres, qui choisissent quel mesure effectuer sur leurs particules, garde 1’état de
sortie et donnent le résultat aux autres, et on itére. De telles mesures, qui utilisent
uniquement des opérations quantiques locales et les communications classiques, sont
appelées LOCC : Local Operations, Classical Communication.

En information quantique, quand le systéme (souvent intriqué) est divisé entre
plusieurs personnes, nous nous restreignons naturellement aux opérations LOCC.
En estimation quantique avec n copies de 1’état initial, nous sommes intéressés par
ce que nous pouvons réaliser avec des mesures LOCC, beaucoup plus simples a im-
plémenter en pratique, que les mesures générales, dites collectives. Nous pouvons
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généralement améliorer la précision de la mesure par des mesures collectives, ce qui
peut paraitre surprenant pour des physiciens, puisque les n copies sont totalement
indépendantes. Dans certains cas, en particulier quand nous savons que I’état est pur
(Matsumoto, 2002), les mesures collectives n’améliorent guére les mesures LOCC.
Cela peut surprendre les mathématiciens, comme ’espace des mesures collectives
est beaucoup plus grand que celui des mesures LOCC.

Exemple : Spin =z

Considérons la mesure binaire sur les qubits donnée par

10 1 00 1
M=y o =30+ mw=[o Y =3a-e.
Cette mesure appliquée a I’état p = 1—%5—'5 renvoie T avec probabilité

Te(pM(1) = 5( TrAMD) + Y 6 Tr(ouM(1)) = 51 +0.)

a=z,y,z

En particulier, si §, = 1, la sortie est toujours 7. A Dinverse, si §, = —1, la sortie
est toujours |. D’autre part, si 8, = 1, si bien que 8, = 0, la sortie sera ou bien T ou
bien | avec probabilité un demi, alors que I’état p est pur.

Les mesures de ce genre, ou tous les éléments de POVM sont des projecteurs, sont
aussi appelées observables. Elles générent de I'information uniquement sur la base ou
tous les éléments de POVM sont diagonaux. Accessoirement, les axiomes usuels de
la mécaniques quantiques restreignent les mesures aux observables. Nos récupérons
I’ensemble des POVMs en appliquant une observable & un état multipartite dont
notre état n’est qu’'une partie; c’est le théoréme de Naimark.

Mesure hétérodyne

La mesure hétérodyne tire son nom de la technique utilisée pour 'implémenter
en laboratoire, avec des lasers déphasés. Cette POVM de sortie dans C se décrit
mathématiquement par :

M(A) = % /A 12)(2]dz, (1.20)

ou |2) est un état cohérent (1.18).
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La loi du résultat de la mesure de p a donc pour densité (z|p|z) par rapport & la
mesure de Lebesgue, au point 2. En particulier, la loi du résultat de la mesure d’un
état cohérent est une gaussienne :

w(de) = ~(:|)(0]2) = = exp(—]0 2P, (1.21)

Si nous considérons tous les 6 complexes, nous reconnaissons une expérience de
décalage gaussienne (1.4) sur R2.

Plus généralement, la densité de la loi du résultat de la mesure d’un état p est
appelée fonction de Husimi de 1’état :

H,(d2) = ~(:lpl2). (1.22)

Les états dont la fonction de Husimi est une gaussienne sont appelés états gaussiens.

Canaux

Nous décrivons maintenant comment obtenir un nouvel état quantique & partir d’un
premier. Notez que 1’état original est détruit au cours du processus.

Une transformation physique d’'un objet prend un état et renvoie un aure état,
éventuellement sur un espace de Hilbert différent. Elle est décrite par un canal,
I’équivalent d’un noyau de Markov.

Pour rappel, un superopérateur positif £ est une application qui associe a chaque
opérateur A positif un résultat £(A) également positif.

Definition 1.1.3. Un canal £ est une application de l’ensemble T (H,) des opéra-

teurs a classe de trace, dans T (Hz), doté des propriétés suivantes :

— Linéarité : € est linéaire.

— Positivité compléte : pour tout espace auziliaire Hs, le superopérateur £ ® Id :
T (H1 ® H3z) — T (Hy ® Hs) donné par (€ ® Id)(p® o) = E(p) ® o est positif.

— Préservation de la trace : Tr(E(A)) = Tr(A).

Notez que les noyaux de Markov satisfont & ces critéres, quand on remplace les
opérateurs par des mesures®.

®Dans le cadre plus général des C*-algebres, les espaces de fonctions sont des C*-algébres
commutatives et tous les superopérateurs positifs sur ces espaces sont complétement positifs
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La nécessité de la linéarité peut étre prouvée par 'axiome d’évolution unitaire!® et
en incluant I'observateur dans le systéme.

Nous voulons que I'image d’un état soit un état, donc un opérateur positif doit étre
envoyé sur un opérateur positif. Pour comprendre d’ou vient 'exigence de positivité
compléte, considérons un état éventuellement intriqué sur H; ® Hs. Si nous trans-
formons I’état sur H;, nous transformons aussi I’état sur H; ® Hs, par le canal
€ ® Id. Donc cette derniére transformation doit aussi étre positive. D’ou la requéte
de compléte positivité.

Finalement, la sortie est un état si ’entrée est un état, et tous deux ont trace un,
donc la trace doit étre conservée.

Nous considérerons souvent des canaux du point de vue (pré)dual, c’est-a-dire comme
agissant sur les éléments de B(H). Nous définissons Tr(E(p)A) = Tr(p€.(A)) pour
tout état p et tout opérateur borné A. Dans ce cas, &, est aussi une application
linéaire complétement positive, mais nous devons remplacer la préservation de la
trace par la préservation de l’identité, c’est-a-dire &,(1) = 1.

Notations : Nous utilisons d’habitude les lettres £ ou F pour les canaux. Par abus
de notation, nous ne noterons en général pas I’étoile pour le prédual et écrirons
également £ dans ce cas. Cependant, ces notations standard sont également les
notations standard pour les expériences; Aussi , dans les chapitres ou nous utilisons
cette derniére notion, nous désignerons les canaux de la méme facon que les noyaux
de Markov, a savoir par T, T, S, S,.

Représentation de Kraus, théoréme de Stinespring

La définition donnée ci-dessus ne permet pas une manipulation simple des canaux.
Heureusement, nous disposons de deux théorémes de représentation qui décrivent les
applications complétement positives de maniére plus pratique. Le livre de Paulsen
(1987) est une bonne référence sur ces sujets.

La représentation de Kraus (1983) est I'outil principal quand 'espace de Hilbert est
de dimension finie.

Theorem 1.1.4. Une application complétement positive £ de M(C%) dans M (C%)
peut s’écrire

£(A) =) R.AR;, (1.23)

1073 mécanique quantique affirme que 1’évolution d’un systéme est donnée par p(t) =
U(t)p(0)U*(t), ot U(t) est un opérateur unitaire qui peut étre calculé & partir de 'opérateur
auto-adjoint H appelé le hamiltonien. Si le hamiltonien ne dépend pas du temps, alors U(t) = e**#.
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ot a va de 1 a didy au plus, et Ry, € My, 4,(C). L’étoile représente l’adjonction.

De plus, le canal préserve la trace si et seulement si Y, R Ry = 1¢a,.

Cette décomposition n’est pas unique. Le canal dual est donné par A — Y R*AR,.

En dimension infinie, nous utiliserons de préférence le plus puissant théoréme de
dilatation!! de Stinespring (1955).

Theorem 1.1.5. Soit £ : B(H1) — B(H2) une application complétement positive.
Alors il existe un espace de Hilbert K et un *-homomorphisme (ou représentation)
7 B(H1) — B(H,) tels que

E(A) =Vr(A)VT, (1.24)

otV : K — H est un opérateur borné.
De plus, si £ préserve l'identité, alors V' est une isométrie, c’est-a-dire VV™* = 14.

Si de plus nous imposons que K soit la fermeture de I’espace vectoriel engendré par
m(A)V*H, alors la dilatation est unique & des transformations unitaires pres.

Instruments

Nous donnons les représentations d’instruments en dimension finie'2. Pour simplifier
davantage les notations, nous nous placerons dans le cas ol la mesure a un nombre
fini d’issues.

Definition 1.1.6. Un instrument est donné par un ensemble { N, x} de matrices de
Hy dans Hs, tel que

SN NG Nok = 1.
w k

La mesure correspondante est donnée par

M(w) = NN,
k

1 En fait le théoréme de Stinespring a été prouvé pour toute C*-algébre unitaire. On peut prouver
qu’il implique le théoréme de représentation de Kraus, ainsi que la représentation GNS, une base
de la théorie des algébres d’opérateurs.

12En dimension infinie, il faut se placer dans le cadre des C*-algébres, et un instrument est alors
simplement un canal entre C*-algébres
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et l’état de sortie quand le résultat de la mesure est w est donné par

Ek Nw,kpN::,k
M) = oy

L’¢tat de sortie vit dans Hs.

Nous avons désormais une nouvelle maniére de comprendre pourquoi nous ne pou-
vons pas mesurer deux POVMs simultanément : aprés avoir mesuré M, ’objet quan-
tique, donc notre donnée, a en général été perturbé. En fait, si la mesure est suff-
isamment riche, ’état de sortie ne dépend que du résultat w de la mesure, et plus
du tout de I’état d’entrée.

Nous avons désormais tous les outils pour transposer les statistiques classiques au
monde quantique.

1.1.3 Statistiques quantiques

Nous travaillons d’habitude sur les états quantiques; & I’occasion, nous voudrons
obtenir des informations sur un canal. Nous traitons les deux cas séparément.

Etats : ce que nous avons, ce que nous pouvons faire, ce que nous voulons
savoir

De maniére analogue au cas classique, nous disposons d’habitude d’un état quantique
P, que nous savons étre dans I’ensemble

E ={ps,0 € O}. (1.25)

Nous appellerons également cet ensemble expérience ou modéle.

Dans ’exemple des qubits, les modéles usuels seront le modéle complet de mélange,
a trois dimensions, &, = {py, ||0]] < 1} et le modeéle & deux dimensions des états
purs &, = {py, ||0|| = 1}, ol nous avons utilisé la paramétrisation précédente (1.17)
de Iétat py. Si nous avons n copies de I'état, nous remplagons p, par p5".

Un autre exemple typique est le modéle & = {pg,0 € {0:1,02}}, ou la question
habituelle est de discriminer entre les deux 6 possibles. Nous étudions ce genre de
problémes dans la Section 1.3 et le Chapitre 3.
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Nous pouvons a prior: utiliser n’importe quelle suite d’instruments sur ’état. Si nous
voulons simplement obtenir des renseignements sur , nous pouvons nous restreindre
aux mesures M, les POVMs. Nous associons alors & M un estimateur, disons ¢, dont
la loi dépend du vrai paramétre 6 de la maniére suivante :

a(B) = Py [0 € B = Tr(pyM(B)).

Selon les circonstances, nous pourrons permettre toutes les mesures physiques, ou

nous restreindre & des ensembles plus petits, comme les mesures séparées ou les
mesures LOCC.

Enfin, ce que nous voulons savoir est la méme chose que dans le cas classique.
Nous voulons connaitre une fonction du paramétre 6. Nous voulons donc estimer
0, et évaluer notre estimateur § au travers d’une fonction de coiit ¢(6, ). Comme
auparavant, les fonctions de coiit les plus communes sont (1 — 50";),, si ’ensemble de

parameétres est fini, et les fonctions de colit quadratique (é -0)'q (é — 6) pour une
matrice G définie positive, si le paramétre vit dans un sous-ensemble ouvert de R¢.
La matrice de poids G peut dépendre de 6.

Nous pouvons & nouveau écrire le risque (1.6) d’un estimateur au point §. Comme
nous ne connaissons pas #, nous pouvons utiliser soit le risque bayésien (1.7) pour
une loi a priori adaptée, soit le risque minimax (1.9), et optimiser (1.8, 1.10) sur les
estimateurs disponibles. Notons que la derniére étape dépend de 1’ensemble d’esti-
mateurs que nous nous autorisons.

Information de Fisher quantique et bornes de Cramér-Rao

Nous pouvons essayer d’imiter la définition de I'information de Fisher classique et
obtenir des ornes similaires sur la variance des estimateurs. En fait, nous pouvons
construire pareil équivalent pour tout choix de dérivée logarithmique. Nous choi-
sissons la dérivée logarithmique & droite (RLD), définie pour chaque 6 et chaque
coordonnée 0, comme la matrice A, 4 telle que :

9po

a@a = pg)\a)g (126)

sur le support de py.

Alors 'examen de la définition (1.13) et le rappel du fait que la régle de Born (1.19)
est I’équivalent de 1’espérance classique rendent naturelle la définition suivante de la
matrice d’information de Fisher quantique :

Jo,5(0)= Tr(paAs oAy ) (1.27)
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Helstrom (1976) a prouvé que la matrice de covariance de tout estimateur localement
non biaisé 0 était plus grande que l'inverse de la matrice d’information de Fisher
quantique. De ce fait, pour toute fonction de cott quadratique (6 — 6)TG (6 — 6),
nous avons cette borne sur le risque (1.6) :

ro(0) > Tr (Re(GWJ—l(e)Gl/?) + ]Im(G1/2j‘1(9)G1/2)'). (1.28)

Remarquons que nous n’écrivons pas le membre de droite Tr(GJ ~1(6)), car notre
matrice d’information de Fisher est auto-adjointe, mais pas réelle.

Holevo (1982) a amélioré!® cette borne pour un paramétre de dimension p et un
systéeme vivant dans un espace de Hilbert de dimension d :

ro(6) > i%fTr (Re(Gl/zZ(X)Gl/z) + |1m(Gl/2Z(X')Gl/2)|), (1.29)

ot Z;; = Tr(pe X;X;), et X = (Xy,... , X,) est un vecteur de d x d matrices auto-
adjointes satisfaisant la contrainte 9/06;(Tr(pX;)) = 6, ;.

Cette borne s’applique pour tous les estimateurs localement non biaisés. Hayashi
et Matsumoto (2004) ont prouvé que cette borne était asymptotiquement saturée
pour les modéles de qubits. Comme dans le cas classique, la raison sous-jacente
est la convergence vers une expérience de décalage gaussienne quantique. Dans la
Partie II, nous construisons une théorie qui montre que toute fonction raisonnable
d’un modéle de qubits converge vers sa valeur dans une expérience de décalage
gaussienne quantique.

Cette borne a l'air horrible, mais elle est souvent calculable. Par exemple, si le
paramétre 6 est de dimension d(d — 1), il n’y a qu’un seul X admissible. C'est le
cas quand notre expérience est le modéle complet de mélange. De plus, on peut
prouver que cette borne est multipliée par n quand nous avons n échantillons. Nous
retrouvons donc la vitesse de convergence en racine carrée des modéles classiques
réguliers.

Ces bornes sont valides pour toutes les mesures permises par la physique. Si nous
nous restreignons a des classes plus petites, nous pouvons obtenir de meilleures
bornes (Nagaoka, 1991; Hayashi, 2005a; Gill et Massar, 2000).

13,3 matrice d’information de Fisher (1.27) est un Z(X) convenable, ce qui implique 2 la fois
Pexistence du membre de droite de I’équation (1.29), et que cette borne est meilleure que la borne
de Helstrom (1.28).
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Exemple : Expérience de décalage cohérente

Considérons I'expérience quantique suivante sur ’espace de Fock :
Eqgs = {10)(0],0 € C}.

Alors Yuen et Lax, M. (1973) et Holevo (1982)'* ont calculé la borne de Cramér-Rao
(1.28) et obtenu Tr(G)/2 + /det(G). Si G = 1, cela vaut 2.

Par une mesure hétérodyne (1.20), nous transformons notre expérience quantique
en une expérience de décalage gaussienne classique &;; = {N(6,2-1), 60 € C}. Donc,
avec G = 1, nous lisons sur notre calcul pour le cas classique (1.12) que le risque au
point # vaut 2.

De ce fait, la mesure hétérodyne sature la borne de Cramér-Rao pour la matrice
de poids identité. De légéres modifications de cette mesure, faisant usage d’états
dit cohérents compressés au lieu des états cohérents (1.18), atteignent I'optimalité
pour toute matrice de poids. Il faut remarquer, cependant, que contrairement au cas
quantique, la mesure optimale dépend de la matrice de poids.

Exemple 2 : Modéle complet de mélange pour les qubits

Dans le modéle complet de mélange pour les qubits &, la borne de Cramér-Rao'®
pour la fonction de cott (§ — )T (6 — ) est connue pour valoir 3 — 2 ||6].

D’autre part, nous savons aussi (Hayashi et Matsumoto, 2004, pour cette forme
précise) que quand seules les mesures locales sont permises, cette borne devient
(24/1 —|0]])%. Nous avons ici un exemple ou l'utilisation des mesures collectives
ameéliore la vitesse d’approche, pour tout ||f|| < 1, c’est-a-dire pour tous les états
mélangeés.

Canaux : Ce que nous avons, ce que nous pouvons faire

Nous avons mis au point notre cadre pour quand des états quantiques nous sont don-
nés. Dans d’autres applications, nous voulons étudier des machines qui transforment
les états quantiques. En statistiques classiques, ce probléme correspond a essayer de
comprendre ce que fait une boite noire. Mathématiquement ces machines sont des

“Pour une matrice de poids G arbitraire.
15Hayashi et Matsumoto (2004) l’ont calculée pour une matrice de poids arbitraire, et montré
qu’elle pouvait étre atteinte dans tous les cas.
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canaux quantiques. Ballester (2005a) a notamment consacré sa thése a I’estimation
de canaux unitaires, correspondant a ’évolution naturelle d’un systéme quantique.
Ji et al. (2006) nous fournit une autre ressource récente.

Dans ce cas, on ne nous donne pas une «loi de probabilité quantique» p, mais plutot
un canal T : B(H;) — B(H:) dans un ensemble

E={Tp,0 € O}.

Pour obtenir des informations sur 7', nous devons envoyer un état au travers, et nous
obtenons une expérience quantique plus habituelle. Néanmoins, nous avons plusieurs
méthodes a disposition. La plus évidente est d’envoyer un état bien choisi p. Nous
obtenons en sortie 'état T'(p) et nous retrouvons avec le modéle

£} = {To(p).0 € ©}.

Cependant, nous pouvons aussi utiliser un systéme auxiliaire : au lieu de sonder T,
nous sondons de maniére équivalente 7' ® Id : B(H; ® Hs) — B(H2 ® Hs). Nous
envoyons un état p multipartite, intriqué et obtenons :

€2 = {(Ty ® Id)(p),0 € O} .

Si nous avons le droit de sonder plusieurs fois le canal, le premier réflexe sera d’en-
voyer n copies du méme état. Nous obtenons :

£ = {(Ty(p))®",0 € ©}.

Cependant il pourrait étre plus efficace d’envoyer un grand état intriqué p € B(H;)®".
Nous obtenons alorss I’expérience tres générale :

g4 = {(Ty)®"(p),0 € O}

Pour finir, on peut décider d’ajouter un systéme auxiliaire & ’entrée précédente :

€5 = {((To)*" ® Id)(p),0 € O} .

Toutes ces distinctions ne sont pas superflues'®. La premiére stratégie est plus sim-
ple que la seconde, mais Fujiwara (2001) a prouvé qu’envoyer la moitié d’un état
d’intrication maximale au travers d’un canal qubit inconnu et garder I’autre moitié

16Des stratégies encore plus complexes existent, ot I’on renvoie en entrée 1’état de sortie...
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[ Classique

| Exemple classique simple

Espace de probabilité
(€, A)

{0,1}

Mesure de probabilité

Po

(%(1+9),%(1 —9)>

avec —1 <8<1.

Mesure de Dirac

(1,0) or (0,1)

donnée par § = —1 ou 1.

Estimateur & valeurs dans 1’espace
mesuré (X,.A)

XQ®Q2—>X

ou (€22, B, q) est un espace de probabilité
avec ¢ connu.

X1 — Xi(WQ)
with X;:Qy — X fori=0,1,

ou (92, B, q) est un espace de probabilité
avec ¢ connu.

Loi de probabilité de ’estimateur

Py [X € A] = (pp ® q)(X '(A)).

Py X € A] = £(1 - 0)g(X; " (4))

31+ 0)a(X7(4).

Noyau de Markov (donné par (1.5))

T

Po — po(0)70 + po(1)7

avec Ty et 71 des lois de probabilité sur
le méme espace.

Fi1G. 1.1 — Correspondances entre notions classiques et quantiques de base
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| Quantique

] Exemple quantique simple

Espace de Hilbert

H

(C2

Etat (donné par la Définition 1.1.1)

3
1
5 (1@2 + ; 01‘0'2‘)

avec (Y|y) = 1.

Po
avec o; donné par (1.16) et ||0|| = 1.
Etat pur pg de rang un, équivalant a ||| = 1 dans
[v) (¥ la formule précédente.

POVM (donnée par la Définition 1.1.2),
a valeur dans l’espace mesuré (X,.A)

M = {M(A)}aca

Pas de simplification

Loi de probabilité de la mesure

Py [X € A] = Tr(psM(A)).

Pas de simplification

Canal (donné par la Définition 1.1.3)

£:T(H) — T(K).

Si dim(K) = d < o0, alors

2d

E(ps) = _ RapoR;,
a=1

avec Ra € Mdyz(C) et Za RZRQ = 1@2.

F1G. 1.2 — Correspondances entre notions classiques et quantiques de base
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comme systéme auxiliaire permettait une estimation asymptotiquement trois fois
plus rapide que toute stratégie du premier et du troisiéme types.

De maniére encore beaucoup plus impressionnante, I'utilisation de I'intrication (qua-
triéme et cinquiéme stratégies) permet d’estimer des opérations unitaires avec une
erreur quadratique au carré en 1/n?. Par contraste, toutes les premiéres stratégies
fourniraient n copies d’un état, et la borne de Cramér-Rao (1.29) nous assure que
la vitesse ne peut étre meilleure que 1/n.

En tout cas, choisir ce que nous permettons n’est qu'une partie du probléme. La
question la plus difficile reste de trouver quel état envoyer. L’expérience quantique
obtenue en sortie dépend beaucoup de ce choix. Quand on utilise seulement un
systéme auxiliaire, les états d’intrication maximale sont le choix naturel. Quand
nous utilisons les immenses états intriqués en entrée de la quatriéme expérience,
nous sommes guidés par la théorie des groupes.

Nous étudions la discrimination entre deux canaux de Pauli au Chapitre 3.

Au Chapitre 4, nous traitons I’estimation de canaux unitaires sur des espaces de
dimension finie, et la Section 1.4 correspondante dans l'introduction s’étend plus
longuement sur lhistoire et les références.

1.2 Tomographie homodyne

1.2.1 Motivation

Pour pouvoir communiquer & un niveau quantique, il faut a la fois pouvoir coder
I'information dans I’état d’un systéme, transmettre ce systéme, et récupérer 'infor-
mation.

La lumiére étant trés facile & transmettre, elle est un candidat naturel & servir
de vecteur de communication. Toutefois, pour transmettre davantage d’information
quantique que la polarisation, il faut pouvoir identifier I’état d’'un mode de la lumiére.

La premiére méthode permettant de reconstituer complétement I’état d’un oscil-
lateur harmonique est la tomographie quantique homodyne, proposée par Vogel et
Risken (1989) et implémentée par Smithey et al. (1993).

Sa relative facilité de mise en ceuvre et sa relative rapidité, dans la mesure ou de
nombreuses copies de l'état peuvent étre examinées & chaque seconde, en font un
outil de base de I'information et de 1'optique quantique actuelles. Cette technique
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peut tout d’abord étre utilisée au terme d’une expérience pour vérifier que I’état
voulu a bien été créé (par exemple par Ourjoumtsev, 2007). Elle pourra aussi servir
a certaines formes d’expériences de Bell (Daffer et Knight, 2005). Et comme évoqué
plus haut, en transmission d’information quantique. Le livre de Leonhardt (1997)
et 'article de revue de Lvovsky et Raymer (2005) détaillent davantage I'intérét de
cette méthode de mesure.

Du point de vue du mathématicien, comme I’instrument de mesure est donné, nous
récupérons un probléme de statistiques classiques. L’aspect quantique du probléme
n’est plus présent que dans la forme étrange de ’espace des paramétres. Ainsi la
tomographie homodyne peut servir d’introduction en douceur au monde des statis-
tiques quantiques. Quant aux problémes soulevés, il nous faut, aprés récupération
des données, déterminer 1’état. Nous restons avec une inversion de transformée de
Radon 4 effectuer, d’oil le nom de tomographie. C’est un probléme inverse mal posé,
en dimension infinie, qui n’est donc pas sans poser certains défis. Mettre au point
des méthodes d’estimation plus efficaces permet aux physiciens d’acquérir moins de
données, et donc de gagner du temps ou augmenter les débits.

1.2.2 Reésultats antérieurs

Mathématiquement, nous voulons estimer un état de l'oscillateur harmonique, sur
I’espace de Fock, tel que décrit dans la sous-section 1.1.2. Nos données sont des
échantillons de loi p, sur R x [0, 7], qui sont la transformée de Radon d’une autre
représentation usuelle en optique quantique, a savoir la fonction de Wigner. On peut
notamment voir la fonction de Husimi (1.22) comme la fonction de Wigner convoluée
avec une gaussienne de variance /2.

Les premiéres méthodes d’estimation utilisaient la fonction de Wigner comme représen-
tation de I’état. Les données étaient collectées en histogrammes et lissées, puis on
inversait la transformée de Radon. Toutefois, ce lissage introduit un biais difficile a
controler.

La premiére méthode d’estimation sans biais remonte & D’Ariano et al. (1994), qui
ont introduit les fonctions motif, des bases biduales pour les entrées matricielles de
Popérateur densité p. (D’Ariano et al., 1995) les ont ensuite généralisé pour gérer
le bruit au niveau des détecteurs. Notons que ce bruit est trés handicapant, car
extrémement lisse. Banaszek et al. (1999) ont également appliqué ’estimateur du
maximum de vraisemblance, avec une bien plus grande efficacité. Le revers de la
médaille est le temps de calcul.

Dans chacun de ces cas, néanmoins, il faut fixer a I'avance quelles coordonnées,
typiquement celles correspondant & un petit nombre de photons, pourront ne pas
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étre nulles, sinon la variance de l'estimateur est infinie. Artiles et al. (2005) ont
toutefois pu établir la consistance de ces estimateurs utilisés avec un tamis.

Enfin, Butucea et al. (2007), ont mis au point une méthode d’estimation par noyaux
de la fonction de Wigner asymptotiquement optimale au sens L?, sur de larges classes
d’états, y compris en tenant compte du bruit de détection.

Par ailleurs, D’Ariano et al. (2004) ont utilisé la tomographie homodyne dans une
procédure de calibration d’un compteur de photons.

Mentionnons pour finir la thése de Meziani (2008), qui porte notamment sur des
procédures de test basées sur la fonction de Wigner.

1.2.3 Contributions de la thése

Je me suis attaqué au probléme évoqué, ci-dessus, & savoir que I’on doit choisir &
quel niveau on coupe 'estimation des paramétres dans les procédures d’estimation
par fonctions motif ou maximum de vraisemblance. Il ne s’agit de rien d’autre que
d’un choix de modéle. J’ai donc appliqué les techniques de sélection de modéles et de
pénalisation a la Birgé-Massart pour créer un estimateur complétement automatique
de I’état d’un oscillateur harmonique.

Au passage, j’ai prouvé que nous récupérions une vitesse d’estimation polynomiale
bien que nous soyions en dimension infinie, du moment que nous avons une borne
sur l’énergie.

J’ai de méme utilisé ces méthodes pour la calibration du compteur de photons telle
qu’évoquée par D’Ariano et al. (2004), que j’ai aussi interprétée comme un probléme
classique de données manquantes.

1.3 Discrimination

1.3.1 Motivation

Alice et Bertrand veulent établir et partager une clé cryptographique sire. Alice
envoie alors une suite de particules a Bertrand, ou chaque particule est soit dans
I’état |11) soit dans I’état [¢p9). Ces états ne sont pas orthogonaux. Pourtant Bertrand
peut mesurer chacun d’entre eux et obtenir 'un des trois résultats suivants : 1’état
est |11), |12), ou «je ne connais pas ’étaty. Quand il a une réponse explicite, I’état
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est toujours correctement identifié. Quand il obtient le résultat douteux, Bertrand
téléphone simplement & Alice pour lui dire de jeter ce bit la. Pour une efficacité
maximale, Bertrand doit réaliser une mesure qui donne une solution explicite aussi
souvent que possible.

Or, Eve les espionne. Si elle ne veut pas étre remarquée, elle doit envoyer un état
a Bertrand, quelle que soit la conclusion de sa mesure. Contrairement & Bertrand,
elle n’a pas le droit de dire «je ne sais pas». Donc sa meilleure stratégie consiste
a réaliser la mesure qui lui donnera le plus souvent raison, méme si elle n’est pas
certaine d’avoir correctement identifié I’état. Comme les états ne sont de toute fagon
pas orthogonaux, elle finira par faire une erreur et sera repérée.

Ce protocole de distribution de clé quantique a été proposé par Bennett et al. (1992).
Il contient les deux exemples les plus élémentaires de discrimination quantique. Le
cadre général est le suivant. Nous avons un objet quantique, en général un état. Nous
savons qu’il appartient & un ensemble fini. Nous devons deviner duquel il s’agit. Pour
choisir une stratégie optimale, il nous faut une fonction de coiit. Les plus naturelles
sont les deux qui apparaissent dans ’exemple ci-dessus. Le critére de Bertrand est
appelé discrimination optimale sans ambiguité, celui d’Eve discrimination avec er-
reur minimale.

Historiquement, la discrimination avec erreur minimale fut étudiée en premier, dés
Helstrom (1976). En effet, elle correspond aux tests d’hypothéses, un sujet majeur en
statistiques classiques. Ivanovic (1987) a introduit la discrimination sans ambiguité.
Contrairement a la discrimination avec erreur minimale, le probléme classique cor-
respondant est trivial. Cependant, il y a de nombreux liens avec d’autres sujets
d’information quantique, tels le clonage exact (Chefles et Barnett, 1998b) ou la
distillation d’intrication (Chefles et Barnett, 1997).

1.3.2 Résultats antérieurs

Chefles (2000) et Bergou et al. (2004) ont récemment écrit deux articles de revue,
qui sont mes sources principales pour cette partie historique.

En premier point, remarquons que tous les travaux précédents ont été effectués dans
un cadre bayésien. On peut alors expliciter le probléme d’Eve ainsi : elle essaie de
trouver une POVM P = (P, P,) qui minimise la probabilité moyenne d’erreur, ou
de maniére équivalente qui maximise la probabilité de succés :

Ps = M1 ’Pf(plpl) + o TI'(pQPQ), (130)

ou 7 est la loi a priori et p; = ;) (V.
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Bertrand doit quant & lui maximiser la méme expression (1.30), mais avec une POVM
P = (P, P, ), et la condition supplémentaire Tr(poP1) = Tr(p1P2) = 0. Ici P,
correspond & la réponse ambigiie. Avec notre définition d’un probléme statistique
en trois points (ce que nous avons, ce que nous pouvons faire, ce que nous voulons
savoir), la différence se situe sur le second point : ce que nous pouvons faire.

Commencons par suivre Helstrom (1976) sur la discrimination avec erreur minimale.
Comme P, = 1 — P, en écrivant p; = |¢1) (¢1] et |12) (¢2|, nous obtenons

ps = 2 Tr(p2) + Tr(Pi(mip1 — map2)).

Ainsi une POVM optimale est donnée par P, la projection sur le support de la
partie positive de m;p; — mope. En particulier, la POVM est observable. Ceci résout
la discrimination avec erreur minimale pour deux états, méme s’ils sont mélangés
La méme stratégie fonctionnerait si nous ajoutions des poids aux différentes erreurs.

Les difficultés pour l'erreur minimale commencent quand nous avons plus de deux
états possibles, disons N. Nous pouvons écrire la probabilité de succés sur le modéle
de l'équation (1.30), c’est-a-dire ). m; Tr(P;p;). Cependant, nous ne pouvons plus
utiliser I'astuce du remplacement de P; par 1 — P, et il n’y a pas de solution générale
au probléme de maximisation. Résumons ce que nous savons, néanmoins.

Pour commencer, Eldar (2003) a montré que I'une des POVMs optimales était tou-
jours une observable, du moment que les p; sont linéairement indépendants. Via les
multiplicateurs de Lagrange, Holevo (1973) et Yuen et al. (1975b) ont donné une so-
lution implicite ; les conditions suivantes sont nécessaires et suffisantes pour qu’une
POVM soit optimale :

Py(mip; — mip;) Py =0,

NE

(mkpr) Pe — mipi > 0,
k=1

pour tout 1 < 4,7 < V.

Nous avons des solutions analytiques dans quelques cas particuliers (Barnett, 2001;
Yuen et al., 1975b; Andersson et al., 2002). Le plus intéressant est celui ot le prob-
léme est covariant, c’est-a-dire quand m; = 1/N pour tout i, et il y a un opérateur
unitaire V tel que VN = I et p; = Vi~1p;V1~t. Nous pouvons alors appliquer Holevo
(1982) et chercher une solution de la forme P, = V*ZV ™, ol Z est appelée le germe
de la POVM. Ce point de départ a permis d’abord a Ban et al. (1997) pour les
états purs, puis a Eldar et al. (2004) et Chou et Hsu (2003) pour les états mélangés
généraux, de dériver une solution. IIs ont obtenu la «mesure racine carrée», qui pour
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des états purs |¢);) devient :
P, = B7y) (4| B7Y/?
with B =" [v:) (3.

Quoique nous avons une solution explicite pour deux états, il est difficile de dire a
quelle vitesse nos prédictions s’améliorent qui nous avons n copies du méme état,
si bien que nous devons discriminer entre p™ et p5™. Les travaux récents se sont
concentrés sur cette vitesse, et sur quelle classe de mesures peut 'atteindre (Hayashi,
2002b; Nagaoka et Hayashi, 2007; Nussbaum et Szkola, 2006; Audenaert et al., 2007;
Kargin, 2005). Ils utilisent essentiellement des bornes de Chernoff quantiques ou le
théoréme de Sanov, c’est-a-dire la théorie des grandes déviations quantiques. Ces
résultats sont également exprimés dans le cadre minimax.

Enfin, puisque nous essayons de  minimiser une  fonctionnelle
linéaire sous des contraintes linéaires, & savoir que P doit étre une POVM, la pro-
grammation linéaire semi-définie permet un traitement numeérique efficace (Jezek
et al., 2002).

Riis et Barnett (2001) ont implémenté expérimentalement la situation d’Eve, c’est-a-
dire la discrimination entre deux qubits, tandis que Clarke et al. (2001b) a réalisé la
discrimination des états trines et tétrades, i.e. trois et quatre états purs qui forment
les sommets d’un triangle et d’un tétraédre réguliers.

Revenons-en au probléme de Bertrand, la discrimination sans ambiguité de deux
états |1)1) et |¢p). Pour la loi a priori équiprobable m; = m = 1/2, Ivanovic
(1987); Dieks (1988) et Peres (1988) ont trouvé la mesure optimale. La probabilité
correspondante d’obtenir un résultat explicite est alors appelée la limite IDP :

ps =1 — [{uy2)]. (1.31)

Comment arrive-t-on a ce résultat? Tout d’abord, la seule partie pertinente de
Pespace est celle générée par les deux vecteurs |1) et |12), et est donc de dimension
deux. Nous pouvons ainsi considérer la base biorthogonale a (v,1)), c’est-a-dire
la base non orthogonale (wy,ws) caractérisée par (w;|¢;) = d;; pour 1 < 4,5 < 2.
De plus, I’élément de POVM P; doit satisfaire & Tr(P;p;) = 0, ou de maniére
équivalente, son support doit étre orthogonal & |1)5). Donc Py = ¢;]wq){ws|. De méme,
Py = ¢3|lws){ws|. Nous devons donc simplement trouver les ¢; et ¢y qui maximisent
(1.30) tout en gardant P, + P, < I. Alors P, = [ — P, — P,. Par symétrie, si m = my,
nous devons avoir ¢; = ¢3. Nous prenons donc le ¢; le plus grand tel que P+ P, < I.
Les calculs ménent & (1.31).
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La discrimination sans ambiguité, contrairement a la discrimination avec erreur
minimale, se généralise assez bien & plusieurs états purs. En revanche, discriminer
méme entre deux états mélangés est difficile.

Jaeger et Shimony (1995) ont généralisé au cas m; # m,. Pour plus de deux états purs,
nous pouvons commencer notre raisonnement de la méme maniére : nous écrivons
P = c;|w;){wi], avec {w;}1<i<n la base biorthogonale de {%}1<i<n. Nous avons
donc & gérer uniquement N coefficients. Mais nous n’avons pas en général de solution
explicite. Les cas particuliers résolus incluent le cas covariant, ou |¢;) = V* " !iy), et
V¥ = [ = VV* (Chefles et Barnett, 1998a). Les principaux résultats pour plusieurs
états purs sont des bornes supérieures et inférieures sur la probabilité de succés.
Zhang et al. (2001) ont prouvé que :

1
ps<1l—5— Y VAWl
1<j,k<N
i7k

Remarquons que la limite IDP sature cette borne. De Pautre coté, Sun et al. (2002)
ont montré que pg était plus grande que la plus petite valeur propre de la matrice
N x N dont les éléments sont les produits scalaires (1;|1;). Ils ont utilisé des travaux
antérieurs de Duan et Guo (1998), portant sur le clonage.

Cependant, I’essentiel de la littérature tourne autour de la discrimination de deux
états mélangés, ou davantage. Je serai bref comme je n’ai pas abordé ce cas la.
Rudolph et al. (2003) ont donné des bornes inférieures et supérieures sur la proba-
bilité de succés pg, et montré qu’elles correspondent souvent. En résultat annexe, ils
donnent une solution quand le rang des matrices densité est la dimension de 1’espace
de Hilbert moins un. De plus, Raynal et al. (2003) ont montré qu’ils pouvaient ré-
duire I’étude de la discrimination a celles de deux matrices densité de méme rang sur
un espace de Hilbert de dimension deux fois ce rang. De plus, Feng et al. (2005) a
donné des bornes supérieures pour la discrimination entre N états mélangés, et Qiu
(2007) une borne inférieure. Herzog et Bergou (2005); Raynal et Liitkenhaus (2005);
Herzog (2007) ont fourni des solutions explicites dans plusieurs cas particuliers.

Comme pour la discrimination avec erreur minimale, Eldar (2003) a montré que nous
pouvions utiliser les techniques de programmation linéaire semi-définie. Qui plus est,
Huttner et al. (1996); Clarke et al. (2001a) ont implémenté expérimentalement la
situation de Bertrand, c’est-a-dire la discrimination entre deux états purs. Mohseni
et al. (2004) a également mis en pratique le cas plus compliqué de la discrimination
entre un état pur et un état mélangé.

Jusqu’ici, nous avons uniquement évoqué la discrimination entre états. On peut
souhaiter discriminer entre d’autres objets quantiques, par exemple entre des canaux.
Nous avons un canal £ dont nous savons qu'il fait partie d’un ensemble fini {&; }1<i<k.
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Nous devons sonder la boite noire £ avec un état p. Nous obtenons £(p) en sortie, et
devons ensuite discriminer entre les états £;(p). Nous sommes de retour a la situation
précédente, a ceci prés que nous devons choisir I’état d’entrée pour obtenir les sorties
les plus faciles & distinguer. Le choix de I’entrée est le point le plus difficile, et souléve
ses propres questions, comme de déterminer si un systéme auxiliaire peut s’avérer
utile.

Childs et al. (2000b) ont été les premiers & étudier la discrimination avec erreur
minimale pour des canaux unitaires, en insistant sur les applications en informa-
tion quantique, telles 1’algorithme de Grover (1996) pour les recherches en bases
de données. Sacchi (2005b) ont considéré des canaux de Pauli, comme exemple élé-
mentaire de canaux non unitaires. La discrimination sans ambiguité a été abordée
plus récemment. Wang et Ying (2006) a trouvé sous quelles conditions deux canaux
peuvent étre distingués sans ambiguité, soit avec une entrée, soit avec plusieurs.
Dans ce dernier cas, intriquer les états en entrée améliore en général les résultats.
Enfin, Chefles et al. (2007) ont rassemblé les résultats connus en discrimination
sans ambiguité, et en ont ajouté d’autres, dans un article clairement motivé par
I'informatique quantique. Davantage de travail est nécessaire sur ces questions.

Quoiqu’ils n’apparaissent pas dans cette thése, la discrimination recouvre d’autres
aspects. Une premiére classe de problémes vient de 'utilisation d’autres critéres
d’optimalité (par exemple Fiurasek et Jezek, 2003; Touzel et al., 2007; Sasaki et al.,
2002). Herzog et Bergou (2002) ont aussi exploré la discrimination entre classes
d’états, ou filtrage. Une extension & la mode est la suivante : nous avons jusqu’ici
supposé que nous pouvions utilisé n’'importe quelle mesure permise par la physique.
Mais si nous partons d’un état produit, nous ne pouvons pas forcément effectuer
des mesures collectives, et devons nous restreindre aux mesures LOCC. Une ap-
plication possible est le partage du secret : trouver un état qu’Alice et Bertrand
pourront identifier s’ils coopérent, mais pas individuellement. Un tel état devrait
étre symétrique. Un point de départ pour la bibliographie est 'article de revue de
Bergou et al. (2004), et ses références, ou le travail plus contemporain d’Owari et
Hayashi (2008).

1.3.3 Contributions de la thése

Comme je I’ai déja mentionné, tous les travaux antérieurs utilisaient le cadre bayésien,
exigeant une probabilité a priori. Mon travail, réalisé en collaboration avec G.M. d’Ar-
iano et M.F. Sacchi, a consisté en I’étude du cadre minimax, particuliérement utile

s’il n’y a pas de raison physique de choisir une loi a priors.

A partir du lien entre risques minimax et bayésiens, donné dans la Section 1.1.1,
nous avons exprimé la solution quand les états sont covariants. Cette solution est
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la méme que pour la loi a priori uniforme. Relevons une différence importante avec
le scénario bayésien : méme pour la discrimination avec erreur minimale entre deux
états, la mesure optimale n’est en général pas une observable.

Nous avons aussi prouvé qu’il y a toujours une solution minimax & la discrimination
avec erreur minimale pour tout ensemble fini d’états éventuellement mélangés p;, ou
tous les états ont la méme probabilité d’étre identifiée, autrement dit ou Tr(p; P;) ne
dépend pas de .

La discrimination sans ambiguité minimax se révéle plus simple que la discrimination
bayésienne pour plusieurs états purs : nous avons toujours une solution explicite. De
maniére similaire & nos explications sous 1’équation (1.31), nous pouvons prouver
que les éléments de POVM doivent étre de la forme P, = ¢;|w;) (wi], ot {w;} est
une base biorthogonale & {v;}. Alors les ¢; sont tous donnés par la valeur propre la
plus basse d’une matrice dépendant des w;. Quand il y a plusieurs solutions, nous
pouvons raffiner le critére minimax pour en choisir une unique.

Nous avons également étudié la discrimination avec erreur minimale entre deux
canaux de Pauli. Quand nous pouvons utiliser un systéme auxiliaire, nous avons
montré que Defficacité maximale était obtenue avec un état d’intrication maximale,
tout comme dans le cas bayésien. Nous avons aussi caractérisé les canaux de Pauli
pour lesquels 'usage d’un systéme auxiliaire améliore les chances de succés. Point
intéressant, si dans le cas bayésien nous pouvons toujours choisir un état propre de
I’'une des matrices de Pauli en entrée, ces choix peuvent ne pas étre optimaux au
sens minimax.

1.4 Estimation Rapide d’Opérations Unitaires

1.4.1 Motivation

L’évolution d’un systéme quantique en 1’absence de mesure est unitaire. De ce fait,
considérer cette évolution comme une boite noire & estimer signifie estimer un opéra-
teur unitaire. Cela peut nous fournir des informations sur la physique du systéme.

Il y a aussi de nombreux cas en information quantique oit nos devons estimer une
opération unitaire, le plus souvent car cela correspond & l'orientation des vecteurs
de base, c’est-a-dire la partie purement quantique d’un état.

Ces deux catégories de problémes en téte, nous pouvons donner davantage de détails
sur les diverses applications. Certaines requiérent juste I’estimation d’un paramétre :
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Horloges quantiques L’évolution d’un systéme est donnée par U, = e*". Une
horloge quantique consiste a estimer le paramétre libre ¢, c’est-a-dire le temps.
Nous devons donc réaliser de ’estimation dans une famille d’unitaires & un
parameétre (Buzek et al., 1999).

Mesures de précision Plus généralement, les petites forces de forme connus et
d’intensité inconnue vont apparaitre dans 'opérateur d’évolution comme U =
¢!, Déterminer ¢ revient 4 déterminer la force. Un usage notable concerne
les accélérométres (Yurke, 1986).

D’autres applications exigent de déterminer tout I’opérateur :

Transmission de repéres de référence Quand Alice et Bertrand veulent com-
muniquer en échangeant des qubits, ou plus généralement des états a d di-
mensions, ils doivent se mettre d’accord sur les axes de la mesure, c’est-a-dire
le repére de référence (Holevo, 1982). Ces axes vont tourner durant la trans-
mission des particules d’Alice & Bertrand. Ce dernier doit donc estimer la
rotation des axes, soit I’évolution unitaire des objets. Remarquons néanmoins
Iexistence de protocoles basés sur les représentations de groupe, ou les repéres
de référence sont superflus (Bartlett et al., 2003).

Estimation d’états d’intrication maximale Les états d’intrication maximale sont
des ressources fondamentales en téléportation quantique (Bennett et al., 1993)
ou en information quantique (Ekert, 1991). Pour atteindre a une efficacité max-
imale, néanmoins, Alice et Bob doivent savoir quel état d’intrication maximale
ils partagent, soit quel est l'unitaire U tel que |¢)) = 23" |i) ® U [1).

1.4.2 Reésultats antérieurs

A ma connaissance, Yurke (1986) a été le premier a remarquer qu’un paramétre d’une
évolution quantique pouvait étre estimé & un taux 1/N? (pour 'erreur au carré), ou
N est le nombre d’états qui subissent 1’évolution. C’est extrémement remarquable,
puisque les paramétres ne peuvent en général étre estimés qu’a vitesse 1/N dans les
situations classiques.

Ce genre d’estimation rapide, qui utilise 'intrication entre les états en entrée, sature
ce que les physiciens appellent la limite de Heisenberg, la limite fondamentale & la
précision des mesures quantiques. Giovannetti et al. (2004) ont récemment écrit un
article de revue de ce genre d’estimation accélérée, et font mention d’expériences. La
plupart des méthodes pratiques reposent soit sur des photons obtenus par conversion
paramétrique (e.g. Eisenberg et al., 2005), soit sur des piéges a ions (e.g Dalvit et al.,
2006) soit sur des atomes en cavité QED (e.g. Vitali et al., 2006).

Acin et al. (2001) ont les premiers donné la forme générale de 1'état d’entrée op-
timal, avec des coefficients non spécifiés dépendant de la fonction de cotit, pour
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tout probléme d’optimisation bayésienne uniforme avec une fonction de cott SU(d)-
covariante. Quand nous avons le droit d’envoyer N particules & travers I’'opérateur
unitaire, elle s’écrit :

B R 5
|®) = @ Z ;) ® [¥7), (1.32)

X|X=N \/D_()\:) '

ot nous utilisons les notations du Chapitre 4 pour les représentations de groupe.
Les coefficients C(X) dépendent de la fonction d’optimisation, et les |¢;') forment
une base orthonormale de ’espace H*. Seules les N premiéres particules, correspon-
dant a la droite du produit tensoriel, sont envoyées a travers ’opérateur unitaire ?
Comme notre probléme initial est entiérement invariant sous l'action de SU(d), il
n’est pas surprenant que la solution le soit également. Plus tard, Chiribella et al.
(2005) ont généralisé cette équation a d’autres symétries, et spécifié les coefficients
comme coordonnées d’un vecteur propre d’'une matrice dépendant des coefficients
de Clebsch-Gordan.

Les travaux ultérieurs se sont concentrés sur SU(2). Peres et Scudo (2001) ont
été les premiers & donner une stratégie convergeant a vitesse 1/N? avec la fidélité
comme fonction d’évaluation, bien que 1’état d’entrée n’ait pas été covariant. Bagan
et al. (2004a) a alors trouvé les bons coefficients dans I’équation (1.32) et atteint
la méme vitesse, avec la constante optimale 72/N?. Puis Bagan et al. (2004b) ont
Chiribella et al. (2004) noté que lon pouvait se passer de systéme auxiliaire. On
a alors moitié moins de particules & préparer. Ils remplacent l'intrication avec des
particules extérieures par une «auto-intricationy, basée sur le fait que la multiplicité

M(A) de la plupart des représentations irréductibles est suffisamment élevée dans
la représentation N-tensorielle.

Hayashi (2004) ont établi des résultats similaires avec des critéres minimax. En ce
qui concerne SU(d), Ballester (2005b) a juste donné une indication que cette vitesse
de 1/N? pouvait étre atteinte. Il a trouvé un état d’entrée telle que la matrice
d’information de Fisher quantique (1.27) se comporte en 1/N2. Il n’a pas trouvé de
procédure d’estimation compléte, cependant.

Notons que ces hautes vitesses ne peuvent pas étre généralisées a4 des canaux arbi-
traires. En effet, de nombreuses familles continues de canaux peuvent étre program-
mées par une famille continue d’états py, c’est-a-dire que nous pouvons choisir une
opération unitaire agissant sur o ® pg, et observer uniquement ’effet sur o. Alors,
estimer # pour les canaux revient a I’estimer pour les états py. A cause de la borne
de Cramér-Rao classique (1.15), cette derniére estimation est toujours plus lente que
1/N (Jiet al., 2006). Fujiwara et Imai (2003) ont explicitement dérivé de taux max-
imum de 1/N pour les canaux de Pauli généralisés, et mentionnent une remarque
équivalente de Hayashi (2006).
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1.4.3 Contributions de la thése

Acin et al. (2001) et Chiribella et al. (2005) ont fourni une forme générale pour
estimer de maniére optimale une opération unitaire. Cependant, on ne peut y lire
la vitesse. Mon travail a consisté a trouver des coefficients c¢(X) dans I'état (1.32)
pour lesquels les calculs sont possibles, et prouver que nous atteignions encore la
vitesse 1/N?, a la fois dans les cadres bayésiens et minimax. Imai et Fujiwara (2007)
ont depuis indépendamment donné une interprétation de géométrie différentielle a
ce taux.

L’idée est la suivante : les calculs montrent que c(X) doit étre presque égal a c(X)’
pour Xet N correspondent & des tableaux de Young qui ne différent que d’une boite.

Quand A; = X\;;1 pour un ¢ donné, nous devons aussi prendre un petit c(A). Nous
choisissons alors nos coefficients proportionnels a

d

C(X) = H(/\z — Ait1),

i=1

et vérifions que nous avons la bonne vitesse.

1.5 Mesures & Valeurs dans les Opérateurs Positifs
Propres

Nous avons un appareil de mesure P. Nous pourrions vouloir réutiliser ce cotiteux
appareil pour des effectuer des mesures différentes. A cette fin, nous pouvons trans-
former p avant d’utiliser notre appareil. Cette combinaison d’une transformation et
d’une mesure correspond & un nouvel instrument de mesure Q.

Ce scénario, illustré par la Figure 1.5, souléve quelques questions naturelles. Math-
ématiquement, nous partons d’'une POVM P et obtenons une nouvelle POVM
Q = &(P) par l'application préalable d’un canal £ a I'état p. Nous disons alors
que P est plus propre que Q. C’est un pré-ordre, noté P > Q. On peut se deman-
der, cependant, & P et Q fixés, il y a un canal £ tel que Q = £(P). A P fixé,
quelles sont les POVMs Q équivalente en propreté & P, i.e. telles qu'on ait a la
fois P = Q et Q = P 7?7 Néanmoins, la premiére étape pour la compréhension de
cette relation d’ordre est la connaissance de ses points maximaux : quelles sont les
POVMs propres, i.e. les POVMs P telles que Q > P implique P = Q7
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F1G. 1.3 — Nous appliquons le canal £ & p avant de le mesurer avec la POVM P.
L’opération globale, qui renvoie des données classiques ¢ & partir de I’état p, peut
étre vue comme la mesure de p avec une POVM Q. Nous disons que P est plus

propre que Q.

1.5.1 Reésultats antérieurs

Le pré-ordre «plus propre que» a été introduit par Buscemi et al. (2005), pour
formaliser le traitement a priori des POVMs, par opposition & leur traitement a
posteriori, c’est-a-dire le traitement classique des données classiques de sortie.

Pour nous donner une certaine perspective, , mentionnons quelques autres ordres

habituels sur les POVMs (Heinonen, 2005) :

— Une POVM P donne plus d’information qu'une POVM Q si elle permet de dis-
tinguer toutes les paires d’états que Q permet de distinguer. Une POVM permet de
distinguer deux états si les distributions de probabilité des sorties sont différentes.
Les POVMs maximales pour dette relation sont dites infocomplétes (Prugorevéki,
1977).

— Larelation d’ordre plus faible «avoir une plus grande force de détermination d’état
quey a également les POVMs infocomplétes comme éléments maximaux. Une
POVM détermine un état si la loi de la sortie ne peut étre obtenue qu’avec cet
état en entrée (Busch et Lahti, 1989; Davies, 1970).

— Une POVM Q est une version floue (Martens et de Muynck, 1990) de P si elle
peut étre obtenue par un traitement a posteriori de la sortie de P. Les POVMs
maximales sont alors les POVMs de rang un Buscemi et al. (2005), i.e. dont tous
les éléments sur les singletons sont de rang un au plus.

Remarquons que si Q est une version floue de P, alors P donne plus d’information

que Q. Cependant, il n’y a pas de relations entre les éléments maximaux. Remar-

quons aussi que les POVMs de rang un sont les points extrémaux de l’ensemble
convexe des POVMs. Si la fonction d’optimisation est convexe, ce qui est souvent le

cas, les solutions correspondantes sont de rang un (Helstrom, 1976).

La relation «plus propre que» se révéle assez dénuée de liens avec les relations précé-
dentes. La caractérisation de ses points maximaux est aussi un probléme difficile.
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Nous connaissons déja certains résultats partiels, néanmoins. Buscemi et al. (2005)
ont prouvé que les POVMs de rang un sont propres, de méme que les POVMs ou la
valeur propre maximale de chaque élément est un. Ce dernier cas part du principe
que P doit avoir le méme nombre de valeurs possibles en sortie que Q. Si nous ad-
mettons que P puisse en avoir plus, alors ces derniéres POVMs ne sont pas propres,
a moins d’étre de rang un. En effet, aucun traitement a priori ne pourra augmenter
le nombre de valeurs possibles en sortie, tandis qu'une observable de rang un traitée
a priori peut générer toute POVM a d sorties : il suffit de mesurer Q et préparer
I’état propre ¢ comme entrée de I’observable.

Buscemi et al. (2005) ont également prouvé que si Q est infocompléte et P 3= Q,
alors P est aussi infocompléte, et qu’un effet, c’est-a-dire une POVM & deux sorties,
P = {P,1 — Pi} est plus propre qu'un effet Q = {Q1,1 — @1} si et seulement
si Am(P1), A (P1)] D [Am(Q1), Aar(Q1)], out A, et Aps sont les plus petites et plus
grandes valeurs propres.

Le reste de leur travail s’appuie sur les notions de relations d’ordre et d’équivalence
liées.

La plus élémentaire est ’équivalence unitaire. Les POVMs P et Q sont unitairement
équivalentes si on peut obtenir Q & partir de P en utilisant un canal unitaire,
1.e. UR,U* = @Q; pour tous les éléments de POVM. Nous pouvons alors revenir &
P par application du canal unitaire inverse. Ainsi, I’équivalence unitaire implique
I’équivalence en propreté. L’inverse n’est pas vrai : prenons par exemple deux effets
en dimension trois, avec P; = |¢) (¢| = 1 — Q1. Alors nous n’avons pas équivalence
unitaire, mais A, (P1) = 0 = A\ (Q1) et Ay (P) =1 = Ay (Q1), donc P et Q sont
équivalentes en propreté. Néanmoins les équivalences unitaires et en propreté sont les
mémes dans un certain nombre de cas particuliers : pour les POVMs infocomplétes,
pour les qubits, ¢.e. quand ’espace de Hilbert est de dimension 2, et pour POVMs
de rang un.

Pour donner une idée des méthodes, prouvons la derniére assertion sur les POVMs
de rang un. Nous pouvons écrire Q; = A (Q:) |4:) (¥i] avec |¢»;) normalisé. Nous
pouvons écrire Ay (Qs) = Tr(Q: [v) (v]) = Tr(BE(|¢:) (¢4])). Comme E([¢:) (¢i])
est un état, cette derniére expression vaut moins que Ay (P;) < Tr(P;). Comme les
POVMs sont normalisées, nous savons que Y Ay (Q;) = d = ), Tr(F;), ot d est
la dimension de I’espace de Hilbert. Donc Tr(P;) = A\ (Q;) = Ay (P;), si bien que
P, = Ay (Q:) |¢:) (¢:] pour un certain |¢;) de norme un. Donc E(|v;) (¢i) = |¢i) (4.
Donc E(Id) = >, Ae(@Q)E(J¥s) (¥i]) = >, P, = Id, autrement dit £ préserve a
la fois la trace et lidentité. Donc son dual aussi, qui envoie |¢;) sur |¢;). Nous
terminons la preuve en rappelant qu’il existe deux canaux envoyant un ensemble
d’états purs sur un autre, et réciproquement, si et seulement si ces deux ensembles
sont unitairement équivalents (Chefles et al., 2003).
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L’autre relation d’ordre qu’ils utilisent est «avoir une plus grande portée», notée
P D, Q, ou la portée est ’ensemble des distributions de probabilité possibles a
obtenir en sortie, i.e. {(Tr(pP;)); : p état}. Comme nous pouvons fournir £(p) en
entrée de P et obtenir le méme résultat que si nous avions fourni p en entrée de
Q, la relation «plus propre que» est plus forte que «avoir une plus grande portée».
L’inverse n’est pas vrai. Toutefois, s’il existe une POVM infocomplete M sur le
méme espace de Hilbert, telle que P ®@ M D, Q ® M, alors P = Q. La présence de
M assure que ’application définie sur ’espace engendré par les éléments de POVM
{P} par £(P;) = Q; est complétement positive, et donc peut étre étendue a tout
’espace, par le théoréme d’extension d’Arveson (1969).

Enfin, Buscemi et al. (2005) ont aussi prouvé que I’ensemble Cp g des canaux £ qui
vérifient £(P) = Q est un ensemble convexe. Nous avons peu de résultats généraux
qui concernent également les POVMs non propres.

1.5.2 Contributions de la thése

Nous avons vu que nous n’avions pas, & ’heure actuelle, de caractérisation des
POVMs propres. Cette thése donne une condition suffisante, et prouve que cette
condition est aussi nécessaire pour une certaine catégorie de POVMs, qui inclut
notamment toutes les POVMs sur les qubits. Nous avons donc caractérisé les POVMs
pour les qubits.

Nous utilisons deux idées principales. Commencons par nous donner une POVM P.
Nous voulons prouver qu’elle est propre. En d’autres termes, étant donnée Q telle
que Q = P, nous voulons prouver que U'inverse P = Q est aussi vrai. Le cas le plus
simple est celui ou P = £(Q) avec £ unitaire. Nous essayons donc de trouver une
condition sur P sous laquelle £ est unitaire pour tout Q.

Maintenant, par la représentation de Kraus (1.23), nous savons que P, = > R:Q;R,.
Tous les éléments de la somme sont positifs, donc P, > R} (Q;R, pour tout i et a.
En particulier, le support de R} Q;R, doit étre inclus dans le support de P;, en tant
qu’opérateurs sur I’espace de Hilbert H. Ceci nous fournit d — dim(Supp(F;)) équa-
tions linéaires homogénes sur les éléments matriciels de R,, pour chaque vecteur
dans le support de Q;. Si nous obtenons par ce biais d® — 1 équations indépendantes,
les matrices R, sont déterminées & constante prés, et la contrainte > R* R, = Id
suffira & prouver que £ est unitaire.

La difficulté dans ce scénario réside dans la dépendance de ces équations en Q.
J’introduis donc la définition suivante : un ensemble de sous-espaces de H détermine
totalement H s’ils fournissent suffisamment d’équations pour tout {Q:} quand ils
sont les supports des P,. Il se révéle qu'un ensemble de vecteurs {|¢;)}, soit un
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ensemble de supports de dimension un, détermine totalement 7 si et seulement si,
pour toute paire de sous-espaces propres supplémentaire V et W, il existe un 7 tel

que [h;) € Vet [1;) € W.

Ceci fournit une condition suffisante pour qu'une POVM soit propre, et elle peut
étre vérifiée algorithmiquement. J’ai également prouvé qu’étre de rang un ou vérifier
cette condition était nécessaire si tous les éléments de POVM sont soit de rang un,
soit de rang plein. J’appelle pareilles POVMs des POVMs quasi-qubit, comme toutes
les POVMs qubit sont quasi-qubit.

La nécessité est prouvée en considérant des canaux £ qui sont proches de ’identité,
et dont l'inverse est une application positive. On peut alors considérer Q = £71(P)
et il nous faut prouver que Q est une POVM. Un choix précis de V et W tels que
donnés dans le paragraphe précédent permet de s’en assurer.

Pour les qubits, les POVMs propres sont donc les POVMs de rang un d’une part, et
les POVMs ayant au moins trois éléments de rang un non colinéaires deux a deux.
Cette derniére condition est une traduction plus intuitive de «détermine totalement
» dans le cas des qubits.

1.6 Sous-algébres complémentaires

1.6.1 Motivation

Nous avons deux qubits intriqués. Nous les laissons évoluer comme nous le souhaitons,
puis mesurons 'un d’entre eux. Comment les laisser évoluer si nous voulons recon-
struire I’état de ces deux qubits avec aussi peu d’évolutions, et aussi efficacement
que possible ?

Formellement, ce probléme se traduit comme celui d’estimer un état sur C?> ® C2.
Nous avons quinze paramétres réels a estimer. Nous avons le droit de mesurer les
états réduits sur un sous-espace de dimension 2, c’est-a-dire sur les deux premiéres
coordonnées de WC*, ou W est unitaire, correspondant a 1’évolution. Chaque W
génére un état réduit, correspondant a trois parameétres. Nous voulons utiliser aussi
peu de transformations W que nous le pouvons.

Nous avons a I’évidence besoin d’au moins cinq W différents. Nous pouvons dans
un premier temps nous demander si ce nombre est suffisant. Nous pouvons aussi
essayer de trouver un ensemble optimal de W. Nous répondons a ces deux questions
en remarquant que connaitre un état, c’est connaitre ses valeurs moyennes sur toute
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’algébre des observables M;(C) ® M, (C). Connaitre ’état réduit sur différents sous-
espaces, c’est connaitre I’état original sur les sous-algébres A; = W;(M,(C)®1d)W;,
pour différents W;. Donc les états réduits déterminent ’état d’origine si et seulement
si les sous-algébres A; générent linéairement, en tant qu’espace vectoriel, ’algebre
initiale M>(C) ® My(C).

Intuitivement, nous obtenons autant d’informations que possible si les sous-algébres
A, difféerent autant que possible I'une de ’autre. Mathématiquement, nous traduisons
cela en demandant que les sous-algébres soient complémentaires, c’est-a-dire que
(A; — C1) soit orthogonale & (A; — C1) pour ¢ # j et le produit scalaire (A|B) =
Tr(A*B) sur My(C).

En résumé, nous cherchons cinq sous-algébres de My(C) chacune isomorphe & M5(C),
et complémentaires deux a deux.

1.6.2 Reésultats antérieurs

Petz, Hangos, Szanto, et Szollgsi (2006) ont introduit les notions et probléme précé-
dents. Ils étaient également motivés par I’analogie avec les observables complémen-
taires, telles la position et I'impulsion. Schwinger (1960) ont peut-étre été les pre-
miers 4 en donner une approche rigoureuse dans les espaces de dimension finie.
Deux observables d’un espace de Hilbert de dimension d sont complémentaires si
leurs bases propres vérifient (¢|¢) = 1/d pour tout ¢ dans la premiére base et 1
dans la seconde. Ces bases sont fréquemment utilisées en information quantique,
que ce soit pour la discrimination d’états (Ivanovic, 1981), pour le «probléme du
Méchant Roi» (Kimura et al., 2006) ou en cryptographie quantique (Bruss, 1998).
Maintenant, nous pouvons associer & une observable I’algebre commutative des élé-
ments diagonaux dans leur base propre. Deux observables sont complémentaires si
et seulement si les algébres commutatives correspondantes sont complémentaires.
L’importance des observables complémentaires peut donner quelque espoir d’utilité
pour les sous-algébres M;(C) complémentaires.

Revenons au probléme initial. Petz et al. (2006) ont prouvé que cinq sous-algébres
suffisaient effectivement pour générer My(C) ® My(C). Ils ont exhibé quatre sous-
algébres M,(C) complémentaires. Mais ils n’ont pas pu en trouver cing. Ils ont égale-
ment considéré n qubits, avec My(C)®"™ comme algébre correspondante. On a alors
besoin d’au moins (22* — 1)/3 sous-algebres isomorphes & M,(C) pour générer 1'al-
gébre de départ. Ils ont prouvé que, si ’on se restreignait aux sous-algébres générées
par des éléments de la forme 0y R 09 ® - - - ® 7, ol chaque o est une matrice de Pauli
(1.16), alors cette borne n’est pas saturée, et il nous faut au moins une sous-algébre
supplémentaire.
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Comme choisir des sous-algébres avec pareils générateurs est la maniére la plus

simple d’obtenir des sous-algébres complémentaires, ceci suggére I'impossibilité de

énérer tout M,(C)®" avec des sous-algébres complémentaires isomorphes & M,(C).
b 2

1.6.3 Contributions de la thése

Ce travail est commun avec Dénes Petz. Nous avons prouvé que le nombre maximal
de sous-algébres complémentaires isomorphes a M(C) dans M>(C) ® My(C) était
de quatre.

L’idée est la suivante : nous considérons une base orthonormale d’une sous-algébre
A isomorphe & M5(C) de la forme 1, A, A, A3. Comme cette base est orthonormale,
les A; sont de trace nulle. Prenons également 1, By, By, B3 comme base orthonormale
de 1 ® M>(C). Si A est complémentaire & M>(C) ® 1, alors 3, | Tr(A; B;)| > 1.
D’autre part, pour {C;}i<16 base orthonormale de M;(C) ® M,(C), nous avons
> ITr(C;B;)| = 3. Donc, il y a au plus trois sous-algébres complémentaires iso-
morphes & M,(C), qui sont aussi complémentaires & M,(C) ® 1.

Pour étre complet, je précise que depuis la publication de ce travail, Petz (2006) a
prouvé que ’espace orthogonal aux quatre sous-algébres, plus 'identité, était encore
une sous-algébre, mais commutative.

1.7 Normalité asymptotique locale quantique

1.7.1 Normalité asymptotique locale classique

Comme point de référence et motivation, nous passons rapidement en revue le théorie
de la distance entre expériences et de la convergence d’expériences de Le Cam (1986),
en insistant sur la normalité asymptotique locale.

Wald (1943) a été le premier & avoir 'idée d’approcher une suite d’expériences par
des expériences gaussiennes. Le Cam (1960, 1964) ont alors donné un ensemble précis
de conditions sous lesquelles ces approximations peuvent étre faites, défini une notion
de distance entre expériences, et exploré les conséquences de cette approximation.

Commengons avec deux expériences £ = {py: 0 € O} et F = {gp : 6 € O} ayant le
meéme ensemble de paramétres ©. Nous pouvons définir le défaut de £ par rapport a
F a partir d’idées de théorie de la décision. Considérons des fonctions de cott c(6,6)
bornées entre 0 et 1. Le défaut est défini comme I'infimum des € tels que pour toute
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semblable fonction de coiit, pour tout estimateur 67 dans la seconde expérience F,
il y a un estimateur ¢ dans la premiére expérience qui vérifie :

~ ~

re(0g) < ro(0x) +¢€ Vo € O,

ol nous avons utilisé les notations précédentes (1.6) pour le risque d’un estimateur
au point 6.

En d’autres termes, a ¢ prés, nous pouvons faire aussi bien dans I’expérience £ que
dans I'expérience F pour toute question que I'on pourrait poser, quelle que soit la
vraie valeur du paramétre. Le défaut est noté 6(€, F).

Considérons maintenant un noyau de Markov 7' (donné par ’équation (1.5)) tel que
|'T'(pa) — goll; = 2¢ pour tout 6 € ©. Cela signifie approcher les lois de F par celles
de £. Alors pour toute fonction de colit ¢ comme ci-dessus, et tout estimateur é;,
nous pouvons considérer ’estimateur 0¢ défini par ’application de 07 a la variable
aléatoire de loi T'(py). Nous obtenons :

A ~

ro(f) — rolfr) = / (6,0(2))T(po)(dz) / (6, 0(x))qo(dz)
< (sup (60,8)) / (T(po) — a0)"*(dz)

< 1% [|T(ps) — qoll; /2
€.

IA

Si bien que le défaut est inférieur & . En fait, I'inverse est aussi vrai'” Nous pouvons
trouver un noyau de Markov qui transforme tout py en gy a deux fois le défaut prés.
Nous pouvons donc écrire :

1
0&, F) = 5 infsup [T(po) — aoll; -

Quand nous symétrisons le défaut, nous obtenons une distance, appelée distance de
Le Cam A(E, F). Nous pouvons alors considérer une suite d’expériences &, = {pn o}
qui converge vers ’expérience limite F pour cette distance. En d’autres termes, il
y a deux familles de noyaux de Markov T, et S, tels que ||Ty(png) — qoll; — O et
lPn,0 — Sn(ge)|l; — O uniformément en 6.

Cette convergence avec noyaux est appelée convergence forte. Il existe une autre
convergence, dite convergence faible, basée sur les rapports de vraisemblances.

17A strictement parler, sans hypothése de domination, il faut utiliser des objets légérement plus
généraux que les noyaux de Markov, appelés transitions. Les idées restent les mémes.
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Considérons Pexpérience £ = {py}, sur un ensemble de paramétres fini ©. Alors les

Zg Po
Avec des ensembles de parameétres O infinis, nous disons que &, converge faiblement

vers F si la loi des processus Az(&,) converge faiblement en loi vers Az(F) pour
tout sous-ensemble fini Z de ©.

rapports de vraisemblance sont les processus stochastiques Ag(€) = { Lo } .
0c©

La convergence faible se révéle équivalente a la convergence forte sur les ensembles de
parameétres finis. Donc pour les ensembles dénombrables. Avec quelques conditions de
régularité, cette équivalence peut étre étendue aux ensembles © non dénombrables.

Pourquoi tant de définitions ? La définition basée sur les fonctions de coiit exprime
la vraie motivation : si £ converge vers JF, nous pouvons asymptotiquement répon-
dre aux questions concernant &, de la méme maniére qu’a celles concernant F. La
convergence forte, avec les noyaux de Markov, donne un moyen direct de traduire les
estimateurs d’une expérience a ’autre : nous transformons la premiére expérience,
et appliquons ’estimateur de la seconde expérience. Cela nous assure d’obtenir les
mémes risques. D’un autre coté, exhiber ces noyaux de Markov pour des expériences
réelles n’est pas forcément évident. La convergence des rapports de vraisemblance,
par contre, est assez simple & établir. Et elle suffit & prouver I'existence des noyaux
de Markov. Méme si nous ne connaissons pas ces noyaux, et ne pouvons donc pas
traduire directement les méthodes d’une expérience & 'autre, nous savons que les
risques optimaux sont les mémes pour tous les problémes, que nous soyons dans un
cadre bayésien ou minimax.

Les bénéfices pratiques de cette théorie sont au plus haut quand ’expérience limite
est simple et bien comprise. Par exemple, les données indépendantes identiquement
distribuées (i.i.d.) sont extrémement fréquentes en statistiques, et peuvent étre vues
comme des variables aléatoires de loi p§™. Sous certaines conditions de régularité,
elles convergent vers une expérience de décalage gaussienne, qui est en effet trés bien
connue.

Theorem 1.7.1. Normalité asymptotique locale(Le Cam, 1960)
Soit © un sous-ensemble ouvert de R¥. Soit
gn: {p?;?:—h/\/ﬁhERk}

Alors si une famille {py} est suffisamment réguliére'® autour de 0, la suite d’expéri-
ences &, converge faiblement vers une expérience de décalage gaussienne

F={N(hT,"): h € R},

18La bonne condition est la différentiabilité en moyenne quadratique. Deux fois différentiable en
6 est plus que suffisant.
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ot ./\/(h,l};]l) la loi normale sur R*, de moyenne h et matrice de covariance I&Jl
information de Fisher (1.13) au point 6.

Il y a deux différences avec un théoréme de la limite centrale. Tout d’abord, la
convergence vers la limite est uniforme!® sur les ensembles qui ne croissent pas trop
vite. Deuxiémement, la matrice de covariance est la méme pour toutes les gaussiennes
de Pexpérience limite. Le nom «expérience de décalage» vient de cette observation :
le paramétre est simplement la moyenne de la gaussienne.

Pourquoi est-ce appréciable? Parce que nous connaissons la réponse a la plupart
des questions statistiques habituelles pour les expériences de décalage gaussiennes.
En particulier, nous connaissons un estimateur minimax optimal pour les fonctions
de colit quadratiques, et nous pouvons traduire cet estimateur pour les expériences
1.1.d. Cette observation constitue la maniére habituelle de prouver 'optimalité de
Pestimateur du maximum de vraisemblance dans ces conditions, par exemple. C’est
la le théoréme que nous aimerions généraliselser au cas quantique.

Le lecteur attentif aura noté que la fonction de cotlit quadratique n’est pas bornée en
général, et que nous changeons I’échelle du paramétre h dans nos définitions de &,.
Le théoréme précédent est essentiellement local par nature. C’est déja suffisant pour
démontrer que les bornes de Cramér-Rao (1.15) ne peuvent pas étre meilleures que
dans l'expérience limite. Cependant, nous ne pouvons pas directement traduire la
stratégie utilisée dans l’expérience de décalage gaussienne pour l’expérience initiale.

En pratique, nous contournons ces difficultés en utilisant une stratégie en deux
temps : nous utilisons une proportion négligeable de notre n-échantillon pour ef-
fectuer une estimation préliminaire grossiére, puis utilisons ’estimateur optimal
fourni par la normalité asymptotique locale au point estimé. Nous devons pour
finir vérifier que la partie non bornée de la fonction de coiit contribue de maniére
négligeable a I’erreur globale.

Le Cam a bien davantage développé sa théorie de la convergence d’expériences, pour
d’autres conditions de régularité, ce qui fournit des approximations différentes, et
dans des cadres trés généraux, basés sur les treillis de Banach. La largeur et la
profondeur de cette théorie est suggérée par le volume de son livre de 1986.

1.7.2 Motivation

Dans une expérience physique, nous obtenons souvent en sortie n copies d’un état
préparées de la méme maniére, et voulons apprendre certaines caractéristiques de
cet état, typiquement l'identifier.

19Pour que ce point ait du sens, il faut employer une version exprimant la convergence forte.
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Une normalité asymptotique locale quantique nous permettrait de répondre a toutes
ces questions sur les expériences répétées en étudiant juste une expérience, que
nous espérons plus simple. Par analogie avec le cas classique, nous nous attendons
a obtenir une expérience de décalage gaussienne quantique, qui est en effet bien
comprise.

Comme pour la convergence forte avec les noyaux de Markov, nous voudrions trouver
des canaux qui transforment approximativement les états qui nous sont donnés en
états gaussiens, et réciproquement.

Un inconvénient de cette stratégie est que 1’équivalence tient quand nous avons le
droit d’utiliser tout ce que permet la physique, c’est-a-dire les mesures et procédures
collectives. Celles-ci peuvent étre difficile & implémenter en pratique. De plus, nous
ne pourrons pas étudier les mesures LOCC ou séparées directement par la normalité
asymptotique locale quantique.

Un avantage d’exhiber les canaux est de permettre, pour peu que ceux-ci puissent
étre implémentés en laboratoire, d’appliquer en pratique les méthodes des expéri-
ences gaussiennes a ’expérience initiale.

1.7.3 Reésultats antérieurs et liés

Le premier pas vers des résultats similaires au cas classique en quantique remonte
a Dyson (1956), qui a remarqué que les fluctuations des composantes du spin total
orthogonales & I’axe z de n spins T purs se comportaient comme 1’état fondamental
d’un oscillateur harmonique quantique. De maniére générale, les physiciens traitent
les états spin cohérents (Holtz et Hanus, 1974) comme des gaussiennes. Kitagawa et
Ueda (1993); Geremia et al. (2004) étendent cette situation aux types d’intrication
qui ressemblent & des états compressés.

Ce genre de résultats peut étre vu comme autant de théorémes de la limite cen-
trale quantique, dont la premiére preuve rigoureuse nous vient de Cushen et Hudson
(1971). Hayashi (2003); Hayashi et Matsumoto (2004) ont prouvé une certaine régu-
larité locale de ces limites et les ont utilisé pour donner la premiére méthode d’es-
timation optimale pour des pour un qubit totalement inconnu, ou des sous-modéles
paramétriques, quand les mesures collectives sont autorisées.

Trouver et expliquer pareilles procédures optimales pour des problémes variés est une
grande motivation de la normalité asymptotique locale quantique. Le probléme de
I’estimation d’un qubit & partir de plusieurs copies a généré une immense bibliogra-
phie, comme il est élémentaire. Les études vont des mesures séparées aux mesures
adaptatives et aux mesures collectives. Les références bayésiennes pour les états purs
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comptent (Jones, 1994; Massar et Popescu, 1995; Latorre et al., 1998; Fisher et al.,
2000; Hannemann et al., 2002b; Bagan et al., 2002; Embacher et Narnhofer, 2004;
Bagan et al., 2005), et pour les états mélangés (Cirac et al., 1999; Vidal et al., 1999;
Mack et al., 2000; Keyl et Werner, 2001; Bagan et al., 2004c; Zyczkowski et Som-
mers, 2005; Bagan et al., 2006). L’approche & point fixé est illustrée dans (Hayashi,
2002a; Gill et Massar, 2000; Barndorff-Nielsen et Gill, R., 2000; Matsumoto, 2002;
Barndorff-Nielsen et al., 2003; Hayashi et Matsumoto, 2004). Les principaux points
3 retenir sont les suivants : pour les états purs et pas spécifiquement pour les qubits,
les mesures séparées, qui sont faciles & implémenter, sont asymptotiquement aussi
efficaces que les mesures collectives (Matsumoto, 2002) ; en revanche, pour des états
mélanges généraux, nous pouvons obtenir une réelle accélération par des mesures
collectives (Gill et Massar, 2000) ; les méthodes bayésiennes font en général usage de
la théorie des groupes, et ne sont donc valides que pour les lois a priori uniformes;
Bagan et al. (2006) donnent une mesure optimale avec la fidélité comme fonction de
colit, et prouvent que cette méthode est aussi asymptotiquement optimale au sens
minimax.

Cependant cette derniére mesure covariante pourrait bien étre trés difficile & implé-
menter en pratique.

A un niveau plus fondamental, Petz et Jencova (2006) ont caractérisé [’ezhaustivité
quantique. Dans le monde classique, une expérience £ est exhaustive par rapport &
une autre F si son défaut 6(€, F) est nul. Petz et Jenc¢ova ont caractérisé I’exhaus-
tivité notamment par des canaux, équivalents des noyaux de Markov, et par 'usage
de cocycles de Connes, qui peuvent étre vus comme équivalents aux rapports de
vraisemblance.

Sur la base de ce travail, Gutd et Jencova (2007) ont prouvé la normalité asymp-
totique locale au sens de la convergence des cocycles de Connes, correspondant
a la normalité asymptotique locale classique faible. Pour étre précis, une expéri-
ence d’états définis sur un espace de dimension finie, dépendant de maniére lisse
du paramétre 6 dans un ouvert © € C? converge vers une expérience de décalage
gaussienne quantique?® de dimension d. Cette derniére expérience est une expérience
ot I'état est gaussien?! sur espace de Fock F(C?), dont la fonction de Husimi (1.22)
a 6 pour moyenne et une matrice de covariance fixée.

Nous avons vu a la Section 1.1.3 que la mesure hétérodyne saturait la borne de
Holevo (1.29) pour les expériences de décalage gaussiennes quantiques. Cependant, il
n’y a pour ’heure aucun lien établi entre la normalité asymptotique locale quantique

20Pour étre parfaitement exact, une partie de I’expérience quantique peut dégénérer en expérience
de décalage gaussienne classique, ce qui correspond & déterminer des valeurs propres a vecteurs
propres fixés

21Les états gaussiens peuvent étre vus comme des mélanges gaussiens d’états cohérents.
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faible et la théorie de la décision, aussi nous ne pouvons pas immédiatement utiliser
ces bornes pour les expériences en dimension finie.

1.7.4 Contributions de la thése

Avec Madalin Gutad, j’ai établi la normalité asymptotique locale forte pour les
qubits (2006). Spécifiquement, nous avons exhibé des familles de canaux T, et S,
de My(C)®™ dans 7 (F(C)) ® L'(R), et réciproquement, qui envoient les matrices
densité 7.2.d. pf)iﬁ_h IR prés du produit d’une gaussienne classique a une dimension,
correspondant aux valeurs propres, avec une gaussienne quantique 3 une dimen-
sion, correspondant aux vecteurs propres. La dérivation de ces canaux, qui repose
sur la théorie des groupes, est lourdement inspirée par les travaux de Hayashi et

Matsumoto (2004).

Nous avons prouvé que la convergence en norme d’opérateurs L' était uniforme
pour ||| < n¥/4~<. Ce grand domaine de validité nous assure de pouvoir utiliser les
stratégies en deux temps pour traduire les procédures de I’expérience limite pour
I’expérience initiale.

Nous avons explicité cette stratégie en deux temps, avec Gutd et Bas Janssens
(2008), en considérant une interaction en temps continu des qubits avec le champ
électromagnétique. En utilisant les équations différentielles stochastiques quantiques
(Hudson et Parthasarathy, 1984), nous avons prouvé que I’état du champ, ou lumiére
monochromatique, était la partie quantique de T,,(p®") pour des temps plus longs
que Inn.

Nous pouvons dés lors utiliser la mesure hétérodyne sur cette lumiére et obtenir une
estimation optimale de la partie quantique. La partie classique reste dans les qubits,
et peut étre récupérée via une mesure du spin total. En pratique, cela sera réalisé
par un autre couplage au champ et une mesure hétérodyne.

Cette stratégie d’estimation est asymptotiquement globalement optimale, a la fois
dans un sens minimax et bayésien pour des lois a priori covariantes, aussi longtemps
que nous sommes éloignés de ’état totalement mélangé. Nous pensons qu’elle doit
étre possible & implémenter en pratique.

Enfin Madalin Gutd et moi avons généralisé cette construction des canaux aux qu-
dits, pour toute dimension (2009). La encore, le paramétre local h a le droit de
grandir comme une faible fonction puissance, permettant la traduction des résultats
de lexpérience limite pour ’expérience initiale, notamment en matiére d’estima-
tion de paramétres. Pour montrer que I'optimalité asymptotique de la méthode et
calculer les risques explicites pour des pertes localement quadratiques, nous avons
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également établi des théorémes de représentation asymptotique et asymptotique
minimax quantiques trés généraux.

1.7.5 Perspectives

Des recherches supplémentaires pourraient suivre plusieurs voies :

Equivalence entre convergences d’expériences faibles et fortes

Les expériences limite sont les mémes pour les convergences faibles et fortes.
Le fragment de la normalité asymptotique locale classique le plus important a
mangquer encore 4 son équivalent quantique est la quasi équivalence de ces deux
notions. Comme la convergence faible est relativement plus simple & prouver,
nous en tirerions les mémes bénéfices que dans le cas classique.

Eliminer les singularités de la normalité asymptotique locale
quantique forte

Nos preuves reposent sur les représentations de groupe. Elles introduisent une
singularité pour les valeurs propres égales, qui n’est pas importante au niveau
des algebres, utilisées pour la convergence faible. C’est pourquoi nous exigeons
pour la convergence forte que les valeurs propres soient deux a deux différentes,
bien que ce soit trés probablement un artefact de la preuve.

Obtenir une preuve de la convergence forte en utilisant uniquement les C*-
algébres semble difficile. Néanmoins, cela nous donnerait automatiquement un
équivalent de la condition classique de «différentiabilité en moyenne quadra-
tique».

Par contre, la singularité générée par les valeurs propres égales a une sig-
nification physique dans notre «implémentation pratique». Elle correspond &
I’égalité des niveaux d’énergie pour les qubits. Comme la lumiére monochroma-
tique est donnée par les transitions entre deux niveaux d’énergie, ce couplage
dégénere.

Traiter d’autres cas

D’autres directions de recherche recouvrent I’explicitation de la convergence
d’expériences pour d’autres cas, non 7.i.d., tels les états spin cohérents, ou les
chaines de Markov quantiques.

Convergence d’expériences quantiques avec opérations locales

Un but plus ambitieux serait de définir une distance LOCC entre expériences,
et la convergence correspondante. En d’autres termes définir une équivalence
entre modéles quand nous n’avons le droit qu’aux méthodes LOCC, e pas
a toutes les mesures collectives. La prolifération des scénarios utilisant les
opérations LOCC, en information quantique en particulier, et le fait que ces
méthodes sont plus faciles & implémenter en pratique, feraient tout le prix de
cette théorie.
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Implémentation pratique
Pour finir sur une idée plus réalisable, il devrait étre assez simple de convertir
«’'implémentation pratique» de la normalité asymptotique locale quantique
du cas des qubits a celui des qudits.
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Chapitre 2

Model selection for quantum
homodyne tomography

Ce chapitre dérive de Darticle (Kahn).

Résumé : Nous nous intéressons & un probléme de statistique non-
paramétrique issu de la physique, et plus précisément & la tomographie
quantique, c’est-a-dire la détermination de I’état quantique d’un mode de
la lumiére via une mesure homodyne. Nous appliquons plusieurs procé-
dures de sélection de modéles : des estimateurs par projection pénalisés,
ol on peut utiliser soit des fonctions motif, soit des ondelettes, et 1’esti-
mateur du maximum de vraisemblance pénalisé. Dans chaque cas, nous
obtenons une inégalité oracle. Nous prouvons également une vitesse de
convergence polynomiale pour ce probléme non-paramétrique, pour les
estimateurs par projection. Nous appliquons ensuite des idées a la cal-
ibration d’un photocompteur, ’appareil dénombrant le nombre de pho-
tons dans un rayon lumineux. Le probléme mathématique se réduit dans
ce cas a un probléme non-paramétrique & données manquantes. Nous
obtenons & nouveau des inégalités oracle, qui nous assurent des vitesses
de convergence d’autant meilleures que le photocompteur est bon.

2.1 Introduction

Quantum mechanics introduces intrinsic randomness in physics: the result of a mea-
surement, or any macroscopic interaction, on a physical system is not deterministic.
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Therefore, a host of statistical problems can stem from it. Some are (almost) specifi-
cally quantum, notably any question about which measurement yields the maximum
information, or whether simultaneously measuring n samples is more efficient than
measuring them sequentially (Gill, 2001). However, once we have chosen the mea-
surement we carry out on our physical system, we are left with an entirely classical
statistical problem. This chapter aims at applying model selection methods a la
Birgé-Massart to one such instance, which is of interest both practical, as physicists
use this measurement quite often (the underlying physical system is elementary; it
is the particle with one degree of freedom), and mathematical, as it yields a non-
parametric inverse problem with uncommon features.

Moreover, as this classical problem stemming from quantum mechanics could be seen
as an easy introduction to the subject to classical statisticians, we have added more
general notions on quantum statistics at the beginning of the appendix. The inter-
ested reader can get further acquaintance with these concepts through the textbooks
by Helstrom (1976) and Holevo (1982) or the review article by Barndorff-Nielsen
et al. (2003).

More precisely, the problem we are interested in is quantum homodyne tomogra-
phy. As an aside, we apply the results we get to the calibration of a photocounter,
using a quantum tomographer as a tool. The word “Homodyne” refers to the exper-
imental technique used for this measurement, first implemented by Smithey et al.
(1993), where the state of one mode of electromagnetic radiation, that is a pulse of
laser light at a given frequency, is probed using a reference laser beam at the same
(“homo”) frequency. Respectively, “Tomography” is used because one of the physi-
cists’ favourite representations of the state, the Wigner function, can be recovered
from the data by inverting a Radon transform.

Mathematically, our data are samples from a probability distribution p, on R x [0, 7].
From this data, we want to recover the “density operator” p of the system. This is
the most common representation of the state, that is a mathematical object which
encodes all the information about the system. Perfect knowledge of the state means
knowing how the system will evolve and the probability distribution of the result
of any measurement we might carry out on the system. These laws of evolution
and measurement can be expressed naturally enough within the density operator
framework (see Appendix). The density operator is a non-negative trace-one self-
adjoint operator p on L?(IR) (in our particular case). We know the linear transform
7T which takes p to p, and can make it explicit in particular bases such as the Fock
basis. We may also settle for the Wigner function W, another representation of the
state. That is a two-dimensional real function with integral one, and p, is the Radon
transform of W.

The first reconstruction methods used the Wigner function as an intermediate rep-
resentation: after collecting the data in histograms and smoothing, one inverted the
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Radon transform to get an estimate of W. This smoothing, however, introduces
hard-to-control bias. Pattern functions (bidual bases) for the entries of the density
operator p were introduced by D’Ariano et al. (1994), yielding an unbiased estimator
of those individual entries. They were later extended to allow for low noise in the
measurement. Maximum likelihood procedures are used since the work of Banaszek
et al. (1999). For both these estimators, we need an arbitrary cut-off of the density
operator, so that the model is finite-dimensional. Artiles et al. (2005) have estab-
lished consistency of these two estimators used with a sieve. Then, a sharp adaptive
kernel estimator for the Wigner function was devised by Butucea et al. (2007), and
this even if there is noise in the measurement (see subsection 2.3.6).

In this chapter, we devise penalized estimators that fulfill oracle-type inequalities
among the L2-projections on submodels, analyze the penalized maximum likelihood
estimator and apply these estimators to the calibration of a photocounter. Hence,
we provide automatic cut-offs for the estimators formerly mentioned. We can also
cast in the L? projection framework wavelets estimators used for inverting the Radon
transform on classical probability densities, to whom the Wigner function does not
belong. We also have finer granularity for pattern functions, since we threshold them
one by one, instead of keeping a whole submatrix. We get an explicit polynomial
rate of convergence for this estimator. Notice that all our results are derived for
finite samples (all the previous works considered only the asymptotic regime). We
have mainly worked under the idealized hypothesis where there is no noise, however.

The appendix is not logically necessary for the chapter. We have inserted it for
background and as an invitation to this field. It first features a general introduction
to quantum statistics with a public of classical statisticians in mind. We then
describe what quantum homodyne tomography precisely is. This latter subsection
is largely based on the article by Butucea et al. (2007).

Section 2.2 formalizes the statistical problem at hand, with no need of the appendix,
except the equations explicitly referred to therein.

Section 2.3 aims at devising a model selection procedure to choose between L2-
projection estimators. We first give general theorems (2.3.2 and 2.3.4) leading to
oracle-type inequalities for hard-thresholding estimators. We then apply them to
two bases. One is the Fock basis and the corresponding pattern functions physicists
have used for a while. For it we also prove a polynomial convergence rate for any
state with finite energy. The other is a wavelet basis for the Wigner function. We
finish with a short subsection describing what changes are entailed by the presence
of noise. Especially, we do not need to adapt our theorems if the noise is low enough,
as long as we change the dual basis.

Section 2.4 similarly applies a classical theorem (2.4.2) to solve the question of which
(size of) model is best to use a maximum likelihood estimator on.
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Section 2.5 switches to the determination of a kind of measurement apparatus (and
not any more on the state that is sent in) using a known state and this same
tomographer that was studied in the previous sections. The law of our samples are
then very similar and we apply the same type of techniques (penalized projection and
maximum likelihood estimators). The fact that the POVM (mathematical modelling
of a measurement) is a projective measurement (see Appendix) enables us to work
with L'-operator norm, however.

2.2 The mathematical problem

We now describe the mathematical problem at hand.

We are given n independent identically distributed random variables Y; = (X;, ®;)
with density p, on [0,7) x R.

This data is the result of a measurement on a physical system. Now the “state” of
a system is described by a mathematical object, and there are two favourites for
physical reasons: one is the density operator p, the other is the Wigner function
W,. We describe them below.

Therefore we are not actually interested in p,, but rather in W, or (maybe preferably)
p- The probability distribution p, of our samples can be retrieved if we know either
por W,

In other words we aim at estimating as precisely as possible p or W, from the data
{Y;}. By “ as precisely as possible”, we mean that with a suitable notion of distance,
we shall minimize E [d(p, p)]. Our choice of distance will be partly dictated by
mathematical tractability.

We now briefly explain what W, and p stand for.

The Wigner function W, : R? — R is the inverse Radon transform of p,. In fact we
would rather say that p, is the Radon transform of W,. Explicitly:

oz, @) = /OO W (z cos ¢ + ysin ¢, zsin ¢ — y cos ¢)dy.

Figure 2.1 might be of some help. An important remark is that the Wigner function
is not a probability density, but only a quasi-probability density: a function with
integral 1, but that may be negative at places. However its Radon transform is a
true probability density, as it is p,,.
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Figure 2.1: The value of p, at (z, ¢) is the integral of the Wigner function over the
bold line

Retrieving W, from P, then amounts to inverting the Radon transform, hence the
name of tomography: that is the same mathematical problem as with the brain
imagery technique called Positron Emission Tomography.

As for p, this is a density operator on the Hilbert space L?(R), that is a self-adjoint
positive operator with trace 1. We denote the set of such operators by S(L?(R)).
There is a linear transform T that takes p to p,. We give it explicitly using a basis
of L?(R) known as the Fock basis. This orthonormal basis, which has many nice
physical properties, is defined by:

U(z) = Hyp(z)e P (2.1)

where Hj, is the kth Hermite polynomial normalized such that ||¢|l, = 1. The
matrix entries of p in this basis are p; x = (1;, pyx). Then T can be written:

T:S(L*(R)) — LR x [0,7])

p = (pp : (IL', ¢) — Z pj,k'l/)j(-’E)T/)k(I)e_i(j-k)(ﬁ) .

7,k=0
Notice that as we have defined precisely the set of possible p, this mapping yields
the set of possible p, and W,

The relations between p, W, and p, are further detailed in subsection 2.A.2.

Anyhow we may now state our problem as consisting in inverting either the Radon
transform or T from empirical data.

This is a classical problem of non-parametric statistics, that we want to treat non-
asymptotically. We then take estimators based on a model, that is a subset of the
operators on L%(R), or equivalently of the two-dimensional real functions. These
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models are usually vector spaces, which may not be the domain of the object to be
estimated. To choose a candidate within a given model, there are different methods,
two of which we study, projection estimators and maximum likelihood estimators.
Once we have a candidate within each model, we then use model selection methods
to choose (almost) the best.

We first study projection estimators, for which the most convenient distance comes

from the L? norm
I7ll2 =/ Z |Ai(7) ]2 = Z |75 k0%
ik

where the )\; are the eigenvalues of 7, and the second equality holds for 7 written in
any orthonormal basis. Notice that there is an isometry (up to a constant) between
the space of density operators with L2-operator norm and the space of Wigner
functions with L?-Lebesgue norm, that is:

1
W, ~ Wl = [ [ W,ta.p) ~ Wolap)* dpda = -1~ 7]

For maximum likelihood estimators, we have to make do with the weaker Hellinger
distance (see later (2.24)) on L' (R x [0,7]), to which p, belongs.

2.3 Projection estimators

In this section, which owes much to Massart’s book (2006), we apply penalization
procedures to projection estimators. The first subsection explains that we want to
obtain oracle-type inequalities. In the second we obtain a general inequality where
the left-hand side corresponds to an oracle inequality, and where the remainder
term in the right-hand side depends on the penalty and on the large deviations of
empirical coefficients. The two following subsections give two ways to choose the
penalty term large enough for this remainder term to be small enough. In section
2.3.3 this penalty is deterministic. We design it and prove that it is a “good choice”
by keeping Hoeffding’s inequality in mind. In section 2.3.4, the penalty is random,
and designed by taking Bernstein’s inequality into account.

We next express these theorems in terms of two specific bases. For the Fock basis,
we obtain polynomial worst-case convergence rates, using the structure of states.
For a wavelet basis, we notice we obtain a usual estimator in classical tomography.
We finish by saying what can be done if there is noise, that is (mainly) convolution of
the law of the sample by a Gaussian. We multiply the Fourier transform of the dual
basis with the inverse of the Fourier transform of the Gaussian, and as long as we
still have well-defined functions, and we can re-use our theorems without changes.
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2.3.1 Aim of model selection

Let’s assume we are given a (countable) L-basis (e;);cr of a space in which S(L?(R))
is included (typically 7 (L*(R)), the trace-class operators on L?(R)). We may then
try and find the coefficients of p in this basis. The natural way to do so is to
find a dual basis (f;)icz such that (T(e;), f;) = 0;; for all 2 and j. Then, if p =
> pie; we get (p,, fi) = p; for all i. And if the f; are well enough behaved, then
LS i1 fi(Xk, @) = p; tends to p; by the law of large numbers.

Now if we took ). p;e; as an estimator of p, we would have an infinite risk as the
variance would be infinite. We must therefore restrict ourselves to models m € M,
that is Vect (e;,7 € m), where m is a finite set, and M is a set of models (we might
take M smaller than the set of all finite sets of N).

We may then write the loss as
1m = ol = 1o+ loi — il?
igm €M

where the first term is a bias (modelling error) and the second term is an estimation
error. The risk would have this expression:

~ 2 ~
E [[6m — o] = ol + > _E [loi — pil?]
igm 1€EM
where the expectation is taken with respect to p,, since g; depends on the (X, ®x).

If we use an arbitrary model m, we probably do not strike a good balance between
the bias term and the variance term. The whole point of penalisation is to have
a data-driven procedure to choose the “best” model. We are aiming at choosing a
model with (almost) the lowest error. We would dream of obtaining:

~ . ~ 2
m = arg inf {|pm —p|".

That is of course too ambitious. Instead, we shall obtain the following kind of bound,
called an oracle inequality:

e ({1 - 1" = (© jnf, @0+ pentn)) ) bvo| < e (22

where d?(p,m) is the bias of the model m, C is some constant, independent of p,
pen(m) is a penalty associated to the model m (the bigger the model, the bigger the
penalty) and ¢, depends only on n the number of observations, and goes to 0 when
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n is going to infinity. We shall try to take the penalty of the order of the variance
of the model.

Notice that we have given in (2.2) an unusual form of oracle inequality. These
inequalities are more often written as

Eflon—pl] < (C it (@om)+Efpen(m)]) )+

Our form implies the latter.

The strategy is the following:

First, rewrite the projection estimators as minimum contrast estimators, that is
minimizers of a function (called the empirical contrast function, and written ~,),
which is the same for all models. We also demand that, for any m, this empirical
contrast function converges to a contrast function 7, the minimizer in m of which is
the projection of p on m.

Second, find a penalty function that overestimates with high enough probability
(v = ) (pm) for all m simultaneously. Use of concentration inequalities is pivotal
at this point.

Next section makes all this more explicit.

2.3.2 Risk bounds and choice of the penalty function

First we notice that the minimum of
(7)) = |I7I1* = 2(7, p)
=lp = 7II* = lloll*
over a model m is attained at the projection of p on m. Moreover
2 1¢
wlr) = Il =210 05 e )

converges in probability to y for any m (and all 7 such that ||7|] = 1 simultaneously),
as there is only a finite set of 7 such that 7; # 0 for 7 € m.

Now the minimum of ~,, over m is attained by

T = Z%Zfl(Xk,q)k)ez
k=1

1EM
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So we have succeeded in writing projection estimators as minimum contrast estima-
tors. We then define our final estimator by:

™ = pg,
with
i = arg min Yo (Am) + pen, (m)
where pen,, is a suitably chosen function depending on n, m and possibly the data.
We then get, for any m, for any 7,, € m,

)

(™) + pen, (M) < Va(pm) + pen,(m) < Va(7m) + pen, (m). (2.3)

What’s more, for any m, for any 7,,, € m,

Yu(tm) = llp— Tm”2 - HPHZ — 20,(Tim) (2.4)

with

n

(1) = <Tap>_ZZTifi(kaq)k)

1 k=1

= ZTi(pi — pi) + ZTiPi-

1€Em i€m

Putting together (2.3) and (2.4), we get, for all m and 7, € m:

A 2 N A
P = pl” < W = pII” + 20 (6™ — 7n) + pen,, (m) — pen,, (1),

We then want to take penalties big enough to dominate the fluctuations v,,. Some
manipulations will make this expression more tractable. First we bound v, (5™ —7,,)
by “[7(”) — Tm“ Xn(m U m), with

Xn(m) = sup v,(7).
=1

Now the triangle inequality gives [|p™ — 7,|| < ||4™ — p|| + Ilp — 7|, s0 that:
137 = ol" < o = Tmll® + 2xa(m U i) [|p — 5|

+ 2xn(m U) [|p — || — pen,, () + pen, (m).
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For all o > 0, the following holds:

20b < aa®+a b (2.5)

Using this twice, we get, for all € > 0:

€
2+¢€

() 112 2 . .
lo=2"]" < (1 + ;) lo = Tmll* + (1 + )i (m U i) — pen, (i) + pen, (m).

Noticing that x,(mUm) < x,(m) + x» () and putting our estimate of the error in
the left-hand side:

2 j_ ¢ Ilp - ﬁ(n) ||2 - {(1 + %) Hp - Tm||2 + 2pen(m)}
< (14 AR) + X2(m)) — pen, () — pen, (m).

Now what we want to avoid is that our penalty is less than the fluctuations, so we
separate this event and take its expectation:

E [{2 — o™ - ((1 T g) lp = 7nll® + 2penn(m)) } v 0}

< E[{(1+¢)(xa(1) + xa(m)) — pen(in) — pen(m) } V O]

<2E [sip {(1+ €)x2(m) — pen(m)} v O} .

(2.6)

Thus stated, our problem is to take a penalty large enough to make the right-hand
side negligible, that is vanishing like 1/n.

We shall use this form of x,,(m):
Xn(m) = sup > 7ilpi— i) = lei — pil’
(Ti)iEm i€m iEm
S r2=1

pi — ;1;2 [i( Xk, k)

k=1

so that

Xn(m)z = Z|Pz’—,5i|2 = Z

iEm 1EM
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2.3.3 Deterministic penalty

First we may try to craft a deterministic penalty.

We plan to use Hoeffding’s inequality, recalling that p; is a sum of independent
variables:

Lemma 2.3.1. : Hoeffding’s inequality (1964) Let X1,..., X, be independent
random variables, such that X; takes his values in [a;, b;] almost surely for all i < n.
Then for any positive z,

P[i(Xi—]E[XiDZx] < exp(—zn (2;2_%)2)

i=1 =1

We may also apply this inequality to —X; so as to get a ver<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>