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Résumé.

On s’intéresse dans cette thèse aux ensembles minimaux.

Dans la première partie on étudie les cônes minimaux au sens d’Almgren de dimension 2 dans R4, 

ce qui est une première étape obligée et utile dans l’étude des ensembles minimaux. La minimalité au 

sens d’Almgren de l’union de deux plans presque orthogonaux est établie. La méthode est généralisée 

pour montrer que l’union presque orthogonale de plusieurs plans ou hyperplans, et l’union presque 

orthogonale d’un plan et un Y sont minimales.

Dans la seconde partie on introduit une définition de minimiseur topologique, qui généralise celle 

de minimiseur de Mumford-Shah. On montrera des propriétés des minimiseurs topologiques, et fera un 

premier pas dans la direction d’une caractérisation des minimiseurs topologiques. On restreindra aussi 

la classe potentielle des Almgren-minimiseurs de R3 qui ne seraient pas des cônes.

Abstract.

In the thesis we discuss the theory of minimal sets.

In the first part we study 2-dimensional Almgren minimal cones in R4, which is the first useful and 

necessary step to study Almgren minimal sets. We establish the Almgren minimality of the union of a 

pair of almost orthogonal planes in R4. The method is also generalized to prove the minimality of the 

almost orthogonal union of several planes or hyperplanes, as well as the almost orthogonal union of a 

plane and a Y in R5.

In the second part we introduce a definition of topological minimal sets, which is a generalization of 

that of Mumford-Shah-minimal sets. We prove some properties of topological minimal sets, and make 

a first step towards a characterisation of topological minimal sets. We restrict also the potential class 

of those Almgren minimal sets in R3 which are not cones.



TABLE DES MATIÈRES 3

Table des matières

0 Introduction générale

I Minimalité d ’une union de deux plans

5

12

i Introduction de la première partie 14

2 Discussions sur le cas orthogonal et des cas presque orthogonaux 23

2.1 Estimation des projections sur l’union de 2 plans transverses pour tout 2-vecteur simple 24

2.2 Comparaison de la mesure d’un ensemble rectifiable avec la somme de celles de ses

projections sur deux p la n s ........................................................................................................  29

3 Unicité de P0 31

4 L’existence d’ensembles minimaux 43

5 Rayons critiques 57

6 Propriétés de projection et régularité de Ek 61

7 Argument d ’extension harmonique 75

8 Conclusion 82

9 Généralisation aux dimensions plus hautes 89

9.1 Estimations algébriques pour la somme des projecteurs de deux hyperplans (parallèle au

paragraphe 2) . 89

9.2 Unicité de Po 92

9.3 L’argument de l’extension harmonique par les harmoniques sphériques 98

10 Généralisation au cas de plusieurs plans et hyperplans 104

11 L’union presque orthogonale d’un plan et un ¥  dans R5 111

11.1 Discussions générales . 111



4 TABLE DES MATIÈRES

11.2 L’unicité de Zq . . . . 113

11.3 Remarques sur d’autres préparatifs . 124

11.4 Conclusion 129

12 Produit et calibration 133

i l Minimiseurs topologiques 140

13 Introduction de la deuxième partie 141

14 Minimiseurs Al dans R3 143

15 Contrôler la topologie par mesure 152

16 Préliminaires sur la topologie 160

16.1 Topologie algébrique 160

16.2 Transversalité . 164

17 L’image réciproque d’une chaîne lisse par une application transverse 166

18 Minimiseur topologique 170

19 Une discussion sur T 177



JS

o Introduction générale

L’un des objets d’étude de prédilection de la théorie géométrique de la mesure est la théorie des 

ensembles ou des surfaces minimales, qui donna lieu notamment à des progrès importants dans la 

compréhension de la régularité des surfaces minimales, et des résultats d’existence pour le problème de 

Plateau. Rappelons que dans sa version la plus simple, le problème de Plateau consiste à se donner une 

courbe dans l’espace, ou plus généralement un bord, et à chercher une surface s’appuyant sur ce bord 

et dont l’aire soit minimale. Voir les travaux de Besicovitch, Federer, Fleming, De Giorgi, etc.

Le sujet principal de cette thèse est l’étude des ensembles minimaux de dimension 2 dans un espace 

euclidien. On utilisera plusieurs notions de minimalité, mais la principale est la suivante, qui a été 

introduite par F. Almgren [2], et qui donne la meilleure modélisation des films de savon. Nous donnons 

directement la définition d’un ensemble minimal de dimension d dans un ouvert U de Rn, qui n’est pas 

plus compliquée.

D éfinition 0.1 (ensembles minimaux (d’Almgren)). Soit 0 < d < n des entiers, U un ouvert 

de Rn. L’ensemble E fermé dans U est dit minimal de dimension d dans U si Hd(E O B) <

oo pour toute boule compacte B C U et

(0.2) Hd(E\F) < Hd(F\E)

pour tout ensemble F tel que F = (pi(E), où (ft,0 < t < 1 est une famille à un paramètre de fonctions 

continues ipt : U —* U vérifiant

1 ) ipo(x) =  X pour X  G U ;

2) Vapplication (t,a?) —► tpt(x) de [0,1] x U dans U est continue;

3) (p i est Lips chit zienne,

et si on pose Wt = {x € U ; <pt(x) ^  x} et W  — (Jt€[o.i][^ u VtiWt)]* âors W  est relativement 
commet dans U .

Une telle cpi sera appelée une déformation de E dans U.

Pour une description d’ensembles un peu plus généraux, comme des bulles de savon (donc, où la 

pression est différente dans les différentes composantes connexes du complémentaire), ou en présence 

de gravité, on peut utiliser une notion semblable d’ensembles presques minimaux, avec des résultats 

souvent identiques de régularité. Voir la remarque 1.29.

La première partie de la thèse s’inscrit dans un plan assez large d’étude de la régularité intérieure 

des ensembles minimaux au sens d’Almgren.

Rappelons que dans ce cadre, assez peu de résultats de régularité sont connus. Les premiers résultats 

ont été donnés par Frederick Almgren [2] (rectifiabilité, Ahlfors régularité en dimension quelconque),
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puis généralisés par Guy David et Stephen Semmes [11] (rectifiabilité uniforme, morceaux de graphes 

Lipschitziens), Guy David [7] (minimalité d’une limite d’une suite de minimiseurs). Dans [32], Jean 

Taylor a donné un théorème essentiel de régularité pour les ensembles minimaux de dimension 2 dans 

R3, qui consiste à dire que tous ces ensembles minimaux sont localement C1 équivalents à un cône 

minimal (c’est à dire, un ensemble minimal dans Rn, qui est en même temps un cône).

La situation ici est moins bonne que pour la régularité des courants minimiseurs de masse, ou des 

surfaces minimales classiques, et d’ailleurs les ensembles minimaux au sens d’Almgren admettent des 

singularités dès la dimension 1. Rappelons que pour étudier les surfaces minimales, le point de vue le 

plus souvent utilisé consiste à voir les surfaces minimales comme des courants minimisant la masse ou 

la taille (voir [29] pour les définitions), sous certains constraintes de bord. Rappelons qu’il existe de 

très bons résultats d’existence et de régularité pour les courants minimiseur de masse, mais en fait un 

minimiseur de masse est souvent un objet assez loin de décrire une solution du problème de Plateau 

pour les films de savon. En gros la masse est un objet plutôt algébrique (ce qui rend aussi le problème 

plus facile, on peut bien se servir des méthodes de dualité, calibration et compacité). Par exemple 

quand on pince deux morceaux de surface ensemble, on compte toujours deux fois la surface obtenue 

par le pincement, ce qui preserve la cohérence algébrique, mais en même temps ne parvient pas à décrire 

raisonablement le comportement des films de savons. Parce que déjà aucune des singularités dans les 

films de savon observées par Plateau n’est un minimiseur de masse.

Donc le problème de Plateau pour les films de savon est plutôt un problème de minimiseurs de taille, 

pour lesquels beaucoup moins de résultats sont connus (voir [28] pour certains résultats d’existence). 

Mais le support d’un minimiseur de taille est automatiquement un minimiseur d’Almgren, de sorte que 

les résultats de régularité ci-dessous s’appliquent également au support d’un minimiseur de taille.

Revenons à la régularité des ensembles minimaux d’Almgren. D’abord on va faire une petite sim­

plification. On va se restreindre aux ensembles réduits définis comme suit.

D éfinition 0.3. Soit U C Rn un ouvert, E un sous ensemble fermé de U. Notons

E* = {x £ E ; Hd(E D B(x, r)) > 0 pour tout r > 0}

le support fermé (dans U) de la restriction de Hd à E. On dit que E est réduit si E = E*.

Il est facile à voir que

Hd(E\E*) = 0.

Ein effet on peut couvrir E\E* par un nombre dénombrable de boules Bj tel que Hd(E n  Bj)  = 0.

R em arque 0.4. Si E est minimal (resp. localement minimal), alors E* aussi, car si <p est comme 

dans la définition 0.1, alors elle est Lipschitzienne, et donc Hd((p(E\E*)) = Hd(E\E*) = 0. Donc la 

condition (0.2) est la même pour E* que pour E. Et à cause de cela, il suffit d’étudier les ensembles 

minimaux réduits.
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II se trouve qu’£i cause de la monotonie du rapport r~ dH d(E  Π B(x , r ) ) ,  les ensembles minimaux 
admettent un ou plusieurs ensembles tangents en chaque point, et ces ensembles tangents sont des cones 
minimaux. Voir la discussion concernant les limites par explosion au paragraphe 1 (autour de (1.28)).

De ce fait, la premiere etape utile et obligee du programme doit etre P6tude des cones minimaux.

Dans R3, la liste des cones minimaux est connue. Elle a ete donnee par plusieurs mathematiciens 
il y a plus d ’un siecle. (Voir par exemple [21] ou [19]). Ce sont les plans, les ensembles Y et T. (voir le 
dessin ci dessous pour avoir une idee).

Dans la premiere partie de a these, nous nous interesserons essent Element aux cones de dimension 
2 dans R4. L’ideal serait d ’en c btenir une liste complete, mais nous n in sommes pas encore \L

Bien sur tous les c6nes mi] imaux de dimension 2 dans R3 devien ent automatiquement des cones 
minimaux dans R4. Apr&s, un argument de projection donne la min nalite de Punion de 2 plans or- 
thogonaux. C ’est le premier ex ;mple qui n’etait pas dej& connu dans ] 3. On peut se demander si c ’est 
le seul cone minimal sous form s de Punion de deux plans, ou sinon sc is quelle condition d’angle est-il 
vrai que l’union de deux plans est minimale.

La meme question a aussi et6 pos£e pour les courants minimisant la masse et minimisant la taille. 
Mais comme avant, ce probleme a dej& 6te resolu pour les minimiseurs de masse. L’union de deux 
m —plans dans R2m est un minimiseurs de masse si et seulement si les m  angles caracteristiques (voir 
l’introduction de la premiere partie pour la definition precise) ot\ < ol<i  < · · · <  am verifient

1) otm  ^  Οί\ +  · ■ ■ +  Οίγη—ΐ I 2) Oil "H ' ‘ ’ H“ Ot-m ^  ·

La necessite est donnee par Gary Lawlor [22], et la suffisance par Dana Nance [27]. En particulier en 
dimension 2, l’union d’une paire de plans est minimale si et seulement si les deux plans sont orthogonaux.

Par contre du c6te de minimiseurs d’Almgren et minimiseurs de taille, en generale, la question 

est toujours ouverte (mais en dimension 2, seule Turnon de deux plans orthogonaux donne un courant
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Dans [26], Frank Morgan a donné la conjecture suivante, énoncée en termes d’angles entre les plans.

L’union de deux m —plans Pi U P2 j dont angles caractéristiques a i, • • • , a m, est Almgren-minimale 

si et seulement si les 2 conditions ci-dessous sont vérifiées :

minimiseur de taille).

1) &m < a i +  • • • -f a m _ 1  +  § ; 2) a i -f • • • +  a m >

Elle définit un minimiseur de taille si et seulement si

3) a m < a i 4- • • • H- a m_i ; 4) a i  +  • • • -f- a m > 7r.

Revenons aux minimiseurs d’Almgren. En fait 2) est une condition nécessaire comme l’a démontré 

Gary Lawler [23]. Mais l’autre partie est encore ouverte. Notons que pour notre cas où m = 2, 2) 

implique 1), parce que a 2 < f , et donc 2) implique que a i  > ^, auquel cas 1) est automatiquement 

vrai. Donc ces conditions se traduisent en

2t t
a i  + a 2 > y

Le résultat principal de la première partie est que si on change un peu l’angle autour de ( f , f  ), 

l’union des deux plans est encore un ensemble minimal :

T héorèm e 0.5 (minimalité de l’union de deux plans presque orthogonaux). Il existe 0 < 0 < ̂ , tel 

que si P1 et P2 sont deux plans dans R4 avec des angles caractéristiques ( a i ,a 2 ) tels que a 2 > a i > 0, 

alors leur union P1 U P2 est un cône minimal.

Autrement dit, on montre qu’il existe a > 0, tel que si pour tout v\ G P 1, t>2 G P 2,

(0.6) I < v1}v2 > | < all^iHH^H

alors P1 U P2 est minimal. Notons que (0.6) est presque équivalent à dire que a i , a 2 > f  — Ca quand 

a est petit. On obtient donc une famille de cônes minimaux avec un paramètre continu, et dont les 

intersections avec la boule unité sont de mesures égales.

La démonstration du théorème 0.5 utilise des arguments de passage à la limite, un théorème d’exis­

tence de Vincent Feuvrier, des estimations sur les fonctions harmoniques et les techniques générales de 

la théorie géométrique de la mesure.

Dans la seconde partie de la thèse, on s’intéressera également à deux autres types d’ensembles 

minimaux, les ensembles minimaux de Mumford-Shah et les ensembles minimaux topologiques. Dans 

les deux cas, il s’agit encore de minimiser la mesure de Hausdorff, mais c’est la liste des compétiteurs 

qui sera différente.

Commençons par définir les ensembles minimaux de Mumford-Shah, mais seulement dans le 

contexte plus simple où l’on se place dans l’ouvert U = Rn. Dans ce contexte, on se place en codi- 

mension 1 (donc, d =  n — 1).

2t t  

3 •
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D éfinition 0.7 (ensembles minimaux de Mumford-Shah). L’ensemble E fermé dans Rn est dit minimal 

au sens Mumford-Shah (MS) dans Rn si i7n-1(£  fl B) < oo pour toute boule compacte B C Rn, et

i7n-1(E \F ) < Hn-\F\E)

pour tout ensemble F qui vérifie

1) Il existe une boule B telle que F\B = E\B ;

2) Pour tous y,z G Rn\(B U E) qui sont séparés par E, y, z sont aussi séparés par F.

Ici "ŷz sont séparés par E" veut dire que y et z appartiennent à deux composantes connexes 

différentes de M.n\E.

Le nom de Mumford-Shah vient de ce que la condition de séparation 2) intervient naturellement 

dans l’étude des segmentations minimisantes dans la fonctionelle de Mumford-Shah. Rappelons, sans 

écrire cette fonctionnelle (voir [8] pour des définitions précises, et tout renseignement utile), qu’elle est a 

été introduite par D. Mumford et J. Shah [12] pour proposer une méthode automatique de segmentation 

d’image. Dans ce cadre, la fonctionnelle a deux arguments u et if , où K  est un fermé du domaine U 

considéré, et u est une fonction de classe C1 sur U\K. Et l’un des termes principaux de la fonctionnelle 

à minimiser est Hn~l(K).

Dans l’étude de cette fonctionnelle aussi, comme l’a montré A. Bonnet [3], la notion de limite 

par explosion est utile et importante, et les limites par explosion de segmentations minimisantes sont 

ce qu’on appelle des minimiseurs globaux, qui sont encore des paires (vyK) où K  est un fermé de 

Rn et v une fonction classe C1 sur Rn \K. En gros, les minimiseurs globaux jouent dans l’étude de 

la fonctionnelle de Mumford-Shah le même rôle que les cônes minimaux dans l’étude des ensembles 

minimaux.

La définition de minimiseur global fait intervenir la même condition de séparation que ci-dessus 

(également dans la définition des compétiteurs), et par exemple, si v est constante, (y,K) est un 

minimiseur global si et seulement si K  est un ensemble minimal de Mumford-Shah (d’où le nom). Ainsi, 

le théorème ci-dessous donne la liste des minimiseurs globaux de R3 pour lesquels v est constante.

T héorèm e 0.8 ([9], Thm 1.9). Soit E un ensemble minimal au sens de Mumford-Shah dans R3, alors 

il existe un ensemble E* C E, H2(E\E*) =  0, tel que E* est soit Vensemble vide, soit un plan, soit un 

cône de type Y ou T.

Le théorème 0.8 laisse un certain nombre de questions en suspens, que l’on abordera dans la seconde 

partie de la thèse.

D’abord, on ne sait pas si son analogue pour les ensembles minimaux au sens d’Almgren est vrai : 

est-ce que tout ensemble minimal d’Almgren dans R3 tout entier est un cône? G. David vérifie dans la 

remarque 1.8 de [9] que tout ensemble minimal de Mumford-Shah est ensemble minimal d’Almgren, mais
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la réciproque semble difficile à établir autrement qu’en montrant d’abord que tout ensemble minimal 

cl’Almgren dans M3 est un cône.

La démonstration du théorème 0.8 est basé sur un argument topologique, qui ne marche pas dans 

le cas des minimiseurs d’Almgren. G. David propose même un exemple (possiblement déjà utilisé 

auparavant par Taylor, Hardt, ou Morgan) d’ensemble E C M3 qui est topologiquement compatible 

a,vec les propriétés des minimiseurs d’Almgren, et qui est asymptotiquement proche à l’infini d’un cône 

T, sans en avoir la topologie.

Au chapitre 14 on vérifiera (par un argument métrique de déformation et comparaison) qu’aucun 

ensemble ayant cette topologie ne peut être minimal au sens d’Almgren. On proposera également un 

exemple, à la topologie plus compliquée qui pourrait éventuellement l’être, au sens où la même objection 

ne s’applique pas.

Il serait sans doute intéressant de disposer d’un analogue de la fonctionnelle de Mumford-Shah, 

avec des ensembles singuliers de codimension supérieure à 1 , mais il semble que le bon équilibre avec 

les singularités de la fonction u est encore à trouver.

Il est cependant plus simple de généraliser la définition 0.7 à des codimensions plus grandes. C’est 

ce que nous faisons au paragraphe 18 en remplaçant la condition de séparation 2) (de la définition 0.7) 

par une condition portant sur l’homologie des sphères euclidiennes de dimension n — d — 1 contenues 

dans Rn \  (B U E). On appelle minimiseurs topologiques les ensembles minimaux ainsi définis.

On montre au corollaire 18.17 que tout minimiseur topologique est également Almgren-minimal, ce 

qui permet de lui appliquer toute la théorie de régularité connue à ce jour.

Ensuite on essaie de généraliser le théorème 0.8 à des minimiseurs topologiques de dimension 2  

dans R4, mais on n ’y arrive qu’en ajoutant une condition topologique supplémentaire sur E. Voir le 

corollaire 19.20.

On construit également, à l’aide de bouteilles de Klein, un exemple d’ensemble de dimension 2  

dans E4 qui est asymptotiquement proche à l’infini d’un cône T, n’en a pas la topologie, mais a les 

propriétés que devrait avoir un minimiseur topologique. Voir l’introduction de la deuxième partie pour 

plus d’informations.

Quelques notations utiles

[a, 6] désigne le segment d’extrémités a et b ;

[a, b) est la demi-droite émise du point a est passant par b ;

jB(xi r) désigne la boule ouverte de rayon r et centrée en x ;

B(x, r) la boule fermée de rayon r et centrée en x ;

ab le vecteur b -- a ;
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Pour une chaîne singulière 7 , notons [7 ] l’élément dans le groupe d’homologie représenté par 7  ;

Hd : la mesure de Hausdorff de dimension d ;

cLh : dn{E,F) = max{sup{d(y, F) : y e E,swp{d(y,E) : y e F}} la distance de Hausdorff entre 

deux ensembles E et F.

dXir : la distance relative par rapport à la boule B(x,r), définie par

dx r(E, F) = -m ax{sup{d(y,F) 
r

: y G E H B{x, r)}, sup{d(y, E) : y G F D B(x, r)}}.
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Première partie

Minimalité d’une union de deux plans
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1 Introduction de la première partie

Dans cette première partie, un ensemble minimal est un fermé dont la mesure de Hausdorff ne 

peut être rendue plus petite par aucune déformation Lipschitzienne locale. Plus précisément on a la 

définition ci-dessous, où l’on note Hd la mesure de Hausdorff de dimension d.

D éfinition 1.1 (ensembles minimaux). Soit 0 < d < n des entiers, U un ouvert de IRn . L’ensemble E 

fermé dans U est dit minimal de dimension d dans U si

(1.2) Hd(E D B) < oo pour toute boule compacte B C U

et

(1.3) Hd(E\F) < Hd(F\E)

pour tout compétiteur d’Almgren F de E dans U .

On pourrait en générale donner plusieurs classes différentes de compétiteurs, qui donnent des dé­

finitions différentes d’ensembles minimaux. Mais dans cette partie, on n’utilisera que les compétiteurs 

d’Almgren dont la définition suit.

D éfinition 1.4 (compétiteurs d’Almgren). Un compétiteur d’Almgren de E dans U est un ensemble 

E = ifi(E), où (ft,0 < t < 1 est une famille à un paramètre de fonctions continues ipt : U —> U 

vérifiant

(1.5) <Po(x) = x pour x e U,

(1.6) l’application (tyx) —> <ft{x) de [0,1] x U dans U est continue,

(1.7) ifi est Lipschitzienne,

et si on pose

(1.8) Wt = {x G U ; iptip) ^ x } e t W  = y muMWt)},
te[ o-i]

alors

(1.9) W  est relativement compact dans U.

Une telle <pi sera appelée une déformation de E dans U.

R em arque 1.10. Dans cette partie on appellera un ensemble minimal d’Almgren un ensemble minimal.

U
te[ o.i]

[WtUMWt)},
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D é f in i t i o n  1 .1 1  (défo rm ation  locale). Une déformation locale de E  dans U est un ensemble F  =  f {E) ,

où :

(1.12) f — id hors d’une boule B telle que B C U,

(1.13) f(B) C S ,

et où on demande aussi que f soit Lipschitzienne.

R em arque 1.14. 1) On dit aussi qu’un ensemble F défini comme ci-dessus est une déformation locale 

de E dans B. Et dans ce cas (1.3) est équivalent à

(1.15) Hd{EnB) < Hd(FnB).

D éfinition 1.16 (ensembles localement minimaux). Un ensemble E défini dans 1.1 en prenant pour 

classe de compétiteurs la classe des déformations locales est appelé un ensemble localement minimal 

dans U.

R em arque 1.17. La classe des déformations locales de E dans U est contenue dans la classe des 

compétiteurs d’Almgren, puisqu’une déformation dans une boule est toujours homotope à l’identité. Par 

conséquent un ensemble minimal est toujours un ensemble localement minimal. Par contre en général 

un compétiteur d’Almgren n’est pas toujours une déformation locale. En fait cela dépend des propriétés 

géométriques de l’ouvert U. Par exemple si U est Mn ou une boule, alors les deux classes sont égales, 

et en particulier un ensemble localement minimal dans Rn est un ensemble minimal dans Kn.

En un certain sens, la minimalité d’un ensemble ne dépend pas de la dimension ambiante. Par 

exemple, si E C U(C  Mm) est un ensemble minimal dans U' \— U  x l n, alors on déduit toute de suite 

de la définition que E est minimal dans U aussi. La réciproque est aussi vraie, par le lemme suivant.

Lem m e 1.18. Si E est un ensemble minimal dans U (c Mm), alors il est aussi minimal dans U x Mn 

pour tout n G N.

Démonstration. Soit E un ensemble minimal dans U, F un compétiteur d’Almgren de E dans U D Mn, 

alors par la définition 1.4, il existe une famille de fonctions : U —► U qui vérifie (1.5)-(1.9) dans 

U x Mn et telle que F =  tpi(E). Notons ir la projection orthogonale de U x En sur î/, alors gt =  tto ipt 

est une famille de fonctions qui vérifie (1.5)-(1.9) dans U. Notons B' = B DMn et F* = gi(E) ; alors F' 

est un compétiteur d’Almgren E dans U. Par la minimalité de E dans U on sait que

(1.19) Hd(E\F’) < Hd(F'\E).

D’un autre côté puisque 7r est 1-Lipschitzienne, on a

(1.20) H d(F'\F) <  H d(F\F'),

YH
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d’où

(1.21) Hd(E\F) < Hd(F\E).

Par conséquent E est minimal dans U xRn, puisque (1.21) est vrai pour tout compétiteur d’Almgren 

F de E dans U x Mn.

Fin de la démonstration du lemme.

On utilise ces définitions pour aborder d’un point de vue ensembliste la solution du problème de 

Plateau, qui consisterait à montrer, un bord étant donné, l’existence d’une surface minimale s’appuyant 

sur le bord. Le concept d’ensemble minimal a été introduit par Frederick J. Almgren, par exemple pour 

décrire le comportement des films de savon, qui sont des "surfaces" de dimension 2 dans M3, mais qui 

peuvent avoir certains types de singularités. En effet c’est l’existence potentielle des points de singularité, 

et donc les types des singularités et de régularité autour de ces points-là, qui nous intéressent le plus, 

parce que dans les parties loin des singularités, l’ensemble n’est qu’une vraie surface minimale du point 

de vue de la géométrie différentielle.

Soyons plus précis.

D’abord on va faire une petite simplification. On va se restreindre aux ensembles réduits définis 

comme suit.

D éfinition 1.22. Soit U C Rn un ouvert, E un sous ensemble fermé de U. Notons

(1.23) E* = {x G E ; Hd(E D B(x, r)) > 0 pour tout r > 0}

le support fermé (dans U) de la restriction de Hd à E. On dit que E est réduit si E — E*.

Il est facile à voir que

(1.24) Hd(E\E*) = 0.

En effet on peut couvrir E\E* par un nombre dénombrable de boules Bj tel que Hd(E D Bj) = 0.

R em arque 1.25. Si E est minimal (resp. localement minimal), alors E* aussi, car si </? est comme dans 

la définition 1.4 (resp. 1.11), alors elle est Lipschitzienne, et donc Hd((p(E\E*)) = Hd(E\E*) =  0. 

Donc la condition (1.3) est la même pour E* que pour E. Et à cause de cela, il suffit d’étudier les 

ensembles minimaux réduits.

Maintenant fixons n’importe quel point x d’un ensemble minimal réduit E , et faisons exploser 

localement notre ensemble minimal en ce point, ce qui veut dire que l’on considère, pour r —> 0, les 

ensembles

(1.26) E(r, x)
r

- a ; ) ] .
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Alors pour toute sous-suite {rk}k>i telle que —► 0 et E(rk,x) converge pour la distance de Hausdorff 

dans tout compact quand k tend vers l’infini (des sous-suites convergentes existent toujours, voir par 

exemple [8] paragraphe 34, Proposition 6), sa limite F (appelée une limite d’explosion de E en x) est 

aussi minimale, parce que la limite d’une suite d’ensembles minimaux est automatiquement un ensemble 

minimal (voir, par exemple, [9] lemme 4.7). D’un autre côté, la fonction de densité de F à l’origine

(1.27) 0(O,r) = r~dHd(F f) B(0,r))

est une constante qui est égale à la densité de E en x

(1.28) 0(x) = lim r dHd(E fl B(x,r)),
r — * 0

ce qui implique que F est un cône (c.f.[9], Thm 6.2) ; bref, F est un cône minimal. Par conséquent 

on sait que quand on s’approche de chaque point x et regarde E à une échelle de plus en plus petite, 

E ressemble de plus en plus à un cône minimal. Donc chercher tous les cônes minimaux est presque 

équivalent à chercher tous les types possibles de singularités.

R em arque 1.29. Tous les arguments ci-dessus marchent pareil pour des ensembles presque minimaux, 

qui forment une classe un peu plus grande que la classe des ensembles minimaux. Il y a plusieur 

définitions des ensembles presque minimaux, qui sont un peu différentes, sans toutefois changer grand 

chose à leurs propriétés. Voir [9] paragraphe 4 pour les définitions et des détails. Ici pour avoir une 

idée, disons qu’une des définition demande que

(1.30) Hd(E n  Wx) < Hd(ipi(E n  Wx)) +  h{ô)ôd

pour toute déformation telle que diam(W) < ô, où ipt, Wt, W  sont définis dans la définition 1.4, et 

on demande aussi que la fonction de jauge h tende vers 0 quand Ô tend vers 0.

La liste des cônes minimaux de dimension 2 dans R3 a été donnée par plusieurs mathématiciens il 

y a plus d’un siècle. (Voir par exemple [21] ou [19]). L’enjeu consiste à trouver des réseaux d’arcs de 

grands cercles sur la sphère unité qui vérifient que les bouts de chaque arc sont des points de jonctions 

triple avec des angles de 120°. Un cône minimal est forcément un cône sur un réseau de cette forme. 

On obtient donc une liste finie (en fait, de 10 cônes). Et après, on élimine un par un les cônes qui ne 

sont pas minimaux, en trouvant des déformations qui diminuent la mesure. Alors il ne reste que trois 

cône qui sont minimaux : un plan, un Y (l’union de 3 demi-plans qui se rencontrent en une droite avec 

des angles de 120°), et un T (le cône sur l’union des arêtes d’un tétraèdre régulier centré à l’origine). 

Voir le dessin 1-1.

n
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1-1

Du cote de la regularity dans son article [32], Jean Taylor a donne un theoreme essentiel de 
regularity pour les ensembles minimaux de dimension 2 dans R3, qui consiste a dire que tous ces 
ensembles minimaux sont localement C 1 equivalents a un c6ne minimal, done un plan, un Y ou un T.

La notion d ’ensemble minimal est definie dans des dimensions et codimensions plus elevees. Par 
contre peu de choses aussi precises sont connues en grandes dimensions et codimensions.

Du cdte de la regularite, Guy David a generalise le resultat de Jean Taylor aux ensembles minimaux 
de dimension 2 dans Rn, mais avec seulement une equivalence bi-holderienne (voir, [9]). II dit aussi 
dans son article [10] que la C 1 regularite pourrait dependre du type des cdnes minimaux obtenus par 
explosion. Si un tel c6ne verifie aussi une condition de "full-length", on obtiendra la C 1 regularite, sinon 
on pourrait la perdre.

La liste des cones minimaux est toujours loin d’etre connue, m&me pour les cones minimaux de 
dimension 2 dans R4. Bien sur tous les cdnes minimaux de dimension 2 dans R3 deviennent automa- 
tiquement des c6nes minimaux dans R4. Apres, un argument de projection donne la minimalite de 
l’union de 2 plans orthogonaux. C ’est le premier exemple qui n’etait pas deja connu dans R3. On peut 
se demander si c’est le seul cdne minimal sous forme de l’union de deux plans, ou sinon sous quelle 

condition d’angle est-il vrai que Turnon de deux plans est minimale. Dans son article [26], Frank Morgan 
a donne la conjecture suivante, enoncee en termes d’angles entre les plans.

Soit S l’union de deux plans P, Q de dimension m  dans R2m. On peut decrire leur position geome- 
trique relative par des angles caracteristiques (α ι ,α 2 , · · · , Oim )  avec 0 < a \  < ■ · · < a m < ξ  :

Parmi toutes les paires de vecteurs unite v € P,w  G Q, choisissons v \,w i  qui minimisent Tangle 
entre eux. Et ensuite on choisit avec V2 JL V\, W2 i ^ i ,  qui minimisent Tangle parmi les
telles paires. On repete ceci m  fois. Pour chaque z, notons Tangle entre V{ et W{. Ce sont les angles 
caract&stiques entre P  et Q.

j2 £ Py w2 G Q av
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La conjecture de Morgan dit que S est minimal si et seulement si les 2  conditions ci-dessous sont 

vérifiées :

1) &m < Oii H------ H otm - 1 +  f  ; 2) a\ H------ h am > ^ .

En fait 2 ) est une condition nécessaire comme l’a démontré Gary Lawler [23]. Mais l’autre partie 

est encore ouverte. Notons que pour notre cas où m = 2 , 2 ) implique 1 ), parce que < f , et donc 2 ) 

implique que ai > f , auquel cas 1 ) est automatiquement vrai. Donc ces conditions se traduisent en

(1.31)
2tt

Oil + .

Le résultat principal de cette thèse est que si on change un peu l’angle autour de ( f , f  ), l’union 

des deux plans est encore un ensemble minimal :

T héorèm e 1.32 (minimalité de l’union de deux plans presque orthogonaux). Il existe 0 < 0 < tel 

que si P1 et P2 sont deux plans dans R4 avec des angles caractéristiques (a i, <2 2 ) tels que o¿2 > cti> 0, 

alors leur union P1 U P2 est un cône minimal.

Autrement dit, on montre qu’il existe a > 0, tel que si pour tout vi G Pl,V2 G P 2,

(1.33) I <  vu v2 >  I <  a l H I I M I

alors P1 U P2 est minimal. Notons que (1.33) est presque équivalent à dire que a i, 0:2 > f  — Ca quand 

a est petit. On obtient donc une famille de cônes minimaux avec un paramètre continu, et dont les 

intersections avec la boule unité sont de mesures égales.

La stratégie de la démonstration du théorème 1.32 est la suivante :

Puisque nos objets sont des cônes centrés à l’origine, on peut se satisfaire de regarder seulement 

des déformations dans la boule unité, et donc on se place dans la boule unité fermée B(0 ,1 ). Notons 

d’abord Pq avec 0 =  (^1 ,^2 ) l’union des 2  plans avec angles caractéristiques 6. On commencera par 

vérifier que est minimal, et de plus est l’unique minimiseur local parmi tous les ensemble avec le

même bord et les projections surjectives sur les deux plans. Ici le bord d’un ensemble fermé E C 23(0,1) 

désigne seulement E fi &B(0,1).

Donc raisonnons par l’absurde et supposons que l’énoncé du théorème n’est pas vrai. Alors il existe 

une suite 9k qui converge vers 0o := ( f  » f  ) telle que P#fc n’est pas minimal. Notons Pk =  Pek. Notons 

aussi Pq = Pi Ü0o Pq = Pq Ux P2. Et donc on sait que

(1.34) inf{H2(F) : F C P (0 ,1) est une déformation de Pk dans JB(0,1 )} < H2(Pk) = 27r.

L’étape suivante serait plus facile si on pouvait trouver, pour chaque A;, une déformation Ek de 

Pk qui minimise H2(E Pi P (0 ,1)) parmi les déformations de Pk dans B(0 ,1 ). Malheureusement, on ne 

connait pas de théorème d’existence qui donne un tel Ek•

®2 >
27r

~3~

7T
2

Pi n n \
2 > 2 J
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En revanche, Vincent Feuvrier a obtenu un résultat partiel dans sa thèse de 2008 (voir [15]), qui 

dit qu’étant donné un ensemble initial E dans B(0,1), il existe un certain ensemble F qui est minimal 

dans B(0,1), et qui est la limite d’une suite minimisante de déformations de l’ensemble initial E dans 

B{0 , 1 ), et tel que

(1.35) H 2(F) < mî{H2(E') : Ef C B(0,1) est une déformation de E dans P (0 ,1 )}.

Ici on risque d’avoir un problème au bord, en considérant que personne ne peut empêcher la 

suite minimisante d ’avoir d’autres points adhérents sur dB(0,1) que ceux de E fl dB(0,1). Donc un 

nouveau bord peut se produire, et alors le bord de notre ensemble F n d P ( 0 , 1 ) n ’est plus le bord initial 

E fl dB(0,1), et par conséquent il n’est pas forcément un compétiteur d’Almgren de E. Par ailleurs, 

même sans le problème au bord, on ne peut pas non plus dire que l’ensemble minimal F obtenu ainsi 

est une déformation de l’ensemble initial E , parce que la limite d’une suite de déformations n’est pas 

forcément une déformation.

Mais heureusement dans notre cas, on peut se débrouiller pour éviter les deux obstacles. On peut 

montrer que le Ek obtenu comme ci-dessus à partir de Pk a le même bord que Pfc. D’un autre côté, 

bien qu’on ne puisse pas dire que Ek est une déformation de P/-, on peut collecter assez d’informations 

sur Ek, surtout la propriété de projection, pour qu’on puisse enfin faire marcher notre démonstration 

sans savoir que Ek est une déformation de P^.

Donc une fois qu’on a obtenu notre suite Ek, dont les bords Ek H dB{0 ,1 ) tendent vers le bord 

jFo fl dB(0 ,1 ) de Po (rappelons que Po = Pq Ujl P q ) ,  on peut extraire une sous-suite qui converge 

par rapport à la distance de Hausdorff, sous-suite que nous notons encore {£*}. Alors puisque les Ek 

sont localement minimaux, leur limite, notons-la E<*>, est automatiquement localement minimale. Mais 

puisque son bord 2£00 fl dB(0 ,1 ) =  Po fl dB(0 ,1 ), par l’unicité de Po, Eqq n’est autre que Po lui même. 

De plus la distance de Hausdorff entre chaque Ek et Pk tend vers 0 aussi, puisque Pk tend vers Po- Voir 

les détails dans le paragraphe 4.

Maintenant on va faire une e—décomposition de chaque Ek. On va trouver un rayon rk = Hc(e) pour 

chaque fc, tel que Ek est e proche de Pk hors d’une boule B{ok,rk) avec Ok assez proche de l’origine. 

Et de plus dans P(o/fe,rfc), Ek commence à s’éloigner un peu de Pk. Autrement dit, r* est l’échelle où 

Ek commence à s’éloigner de Pk, bien qu’on ne sache pas exactement comment.

On montre qu’un tel rk existe.

Pourtant on n ’arrive pas encore à notre décomposition. Il faut travailler encore un peu plus. On sait 

que hors de la boule J3(ofc, r^), Ek est assez proche d’un plan localement. Alors quand e est suffisamment 

petit, par la régularité des ensembles minimaux, on arrive à montrer qu’autour de chaque tel point, 

Ek est localement un graphe de classe C1 sur P£ ou P^, où les P^ sont les plans qui font partie de 

Pk. On montre même que hors de la boule P(ofc,rfc), Ek est l’union de deux graphes de classe C1 

respectivement sur P̂  et P2. De plus, puisque rk est le premier rayon où Ek n’est pas er^ proche de



Pjb, on sait encore qu’à l’échelle 2r^ l’ensemble Ek est 2erjt proche de P Alors la régularité se prolonge 

encore un peu dans la boule B(ok>rk) quand e est assez petit : on arrive à montrer que hors la boule

B{ok, \rk),Ek est l’union de 2 graphes de classe C1. En particulier pour chaque \rk < t < rk et

¿ =  1 , 2 , n = pi (pkr]dB(pk(°k),t)) est une courbe de classe C , qui est de plus le graphe d’une

fonction de classe C1 du cercle

D’un autre côté, on peut montrer par un argument de compacité que, pour chaque e, il existe 

un S (qui pourrait être beaucoup plus petit que e) tel que pour k assez grand, si Ek est ôrk proche

d’une translation de Pk dans B(ok,rk)\B(ok, jr*), alors il est erk proche d’une translation de Pk dans

B(okirk). Mais on sait que Ek n’est erk proche d’aucune translation de Pk dans B(ok,rk), et donc

n’est Ôrk proche d’aucune translation de Pk dans B ( o k , r k ) \ B ( o k , jf 'k)-  H existe alors i G {1 ,2} tel qu’il

existe

soit un rayon \ r k  < t k  < r k> tel que T tk lui même est assez différent d’un cercle horizontal ;

soit deux rayons \rk < tk < t'k < rk tels que les deux courbes Ttk et Tt>k sont très plates elles-mêmes,

mais à des hauteurs différentes.

Dans les deux cas, on décompose notre Ek en deux morceaux : Ek H B(ok,tk) et Ek n

(B( 0,1 )\B(okttk))-C’est notre e-décomposition.

Alors pour la partie extérieure, par un argument d’extension harmonique, on peut montrer que

(1.36) H 2(EknB(0,l)\B(ok,tk))> H 2(Pk n (5(0, l)\B(ok,tk))) + C(S)tl

où C(ô) ne dépend que de ô et donc de e. Et pour la partie intérieure, par un argument de projection 

on oeut montrer aue

(1.37)
H 2(Ekr\B(0k,tk)) > (l-Cx(^-ek))H2(PknB(ok,tk))

= H2(Pk n B(ok,tk)) -  C X ( |  -  ek)t2k

quand h —> oo.

En sommant les deux estimations on obtient

(1.38) H 2{Ek) > H 2(Pk n  B (0,1)) + [C(6)-Cx(^-0k)}tl

pour tout e assez petit tel que toutes les propriétés de régularités ci-dessus sont vraies. Alors fixons un tel 

e, et donc le C(ô) qui ne dépend de e et aussi fixé. On fait tendre k vers l’infini, alors [C(S) — C(^—0k)\ —► 

C(ô) > 0, et donc on gagne une mesure positive | C(6)tl de Ek sur P&, quand k est assez grand.

On obtient donc une contradiction, puisqu’on a supposé que Ek est de mesure strictement plus 

petite que Pk-

Cette sorte d’argument peut se généraliser un peu, soit à l’union presque orthogonaux de deux 

plans de dimension plus élevée, soit à l’union presque orthogonale dans R5 d’un plan et un Y. Et aussi,

n n dB(.Pk(°k)I ,t)vers pi-L  
r k •

n
t

DÙ 7T
2 0

C(S)tl
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un autre corollaire facile est que l’union presque orthogonale de m  plans de dimension n dans Rnm est 

minimale. On discutera de ces généralisations aux paragraphes 9 à 11.

Par contre, cet argument utilise plusieurs fois des arguments de compacité. La première fois est au 

début de la preuve, où on suppose que l’énoncé du théorème n’est pas vrai, et en déduit qu’il existe la 

suite Ek qui tend vers Po- Mais on ne peut rien dire sur la vitesse de cette convergence. L’autre endroit 

est quand on démontre que si Ek est ôrk proche de Pk dans Æ(ofc, rk)\B(ok, alors il doit être erk 

proche de Pk dans B(ok,rk). Ici pour estimer 6 à partir de e, il faudrait peut-être mieux comprendre 

l’unicité de Pq. Mais en fait bien que l’unicité de Pq a Pair plus ou moins crédible, sa démonstration 

est loin d’être simple.

Le plan de la première partie de cette thèse est le suivant.

Dans le paragraphe 2 on va d’abord faire une première estimation entre la mesure d’un ensemble 

rectifiable quelconque et celles de ses projections sur deux plans, qui dépend bien sûr des angles carac­

téristiques des deux plans. Cette estimation est plutôt algébrique, si bien qu’on peut la faire sans savoir 

la structure précise de l’ensemble. On établit aussi la minimalité de Pq.

Dans le paragraphe 3 on établit l’unicité de Pq.

A partir du paragraphe 4 on va commencer à démontrer le théorème par l’absurde. On établit 

l’existence des ensembles localement minimaux Ek, ainsi que quelques propriétés dont on a besoin.

Le paragraphe 5 consiste à trouver le rayon critique et établir quelques propriétés des Ek hors

de la boule D{ok,\rk).

Dans le paragraphe 6 on montre que les projections orthogonales de Ek sur et P% sont surjectives,

dans B(0,1) et dans D(ok,t) pour tout te {\rk,rk). On donne aussi la C'1-régularité de Ek hors de la

boule D(ok,\rk).

Le paragraphe 7 donne un argument d’extension harmonique, qui donne une borne inférieure pour 

la mesure du graphe d’une fonction (définie sur un anneau) en fonction de la taille de ses oscillations 

près du bord.

Et on arrive à notre conclusion au paragraphe 8, en sommant tous les informations qu’on a collecté 

pendant les paragraphes précédents.

Dans les trois paragraphes qui suivent, on utilise le même genre d’idées pour obtenir quelques résul­

tats semblables. On montre la minimalité de l’union presque orthogonale de deux plans de dimension 

plus élevée au paragraphe 9, la minimalité de l’union presque orthogonale de m plans de dimension n 

(n > 2) dans Rmn dans le paragraphe 10, et finalement dans le paragraphe 11 la minimalité de l’union 

presque orthogonale d’un plan de dimension 2 et un Y de dimension 2 dans M5.

Dans le paragraphe 12 on montre deux petits résultats. 1) on montre par calibration que le produit 

de deux Y de dimension 1 est minimal si la classe des compétiteurs est restreint à des déformations

in),

n

Pl

€ \ïrk Tk)-
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injectives. 2) On montre que si le produit de deux ensembles est minimal dans Rn, alors chacun est 

minimal aussi.

2 Discussions sur le cas orthogonal et des cas presque 

orthogonaux

Dans ce paragraphe, on va faire quelques premières estimations pour l’union de deux plans trans­

verses. Ces estimations sont plutôt algébriques, et n’utilisent que l’estimation des projections des 2- 

vecteurs simples dans E4. Donc dans ce paragraphe on va exprimer des plans de dimension 2 par des

2-vecteurs. Mais ici les 2-vecteurs sont seulement utilisés pour exprimer les positions relatives entre 

des plans, ou traités comme des élément de surface ou la dérivée d’une applications différentiable entre 

deux ensembles rectifiables quand on essaye de faire une intégration. Donc dans notre démonstrations 

l’orientation des 2-vecteurs ne compte jamais, autrement dit on n’aura pas besoin de distinguer x A y 

et y A x.

Donc soit x,y deux vecteurs dans R4, on note x A y leur produit extérieur, qui appartient à A2 QR4), 

l’espace des 2-vecteurs dans M4. Et si {e{}i<i< 4  est une base orthonormée de M4, alors {e* 

forme une base de A2 O&4). On dit qu’un élément v G A2 (M4) est simple si on peut l’écrire comme le 

produit extérieur de deux vecteurs : v = x Ay.x.y GM4.

La norme sur l’espace A2 (M4), notée | • |, est simplement définie par

(2 .1) | Àijôi A ej | 
i<j

= D A«i2-
i<j

Alors A2 (M4) est un espace hilbertien sous cette norme, et {e* Aej}i<i<j< 4  en est une base orthonormée. 

Et pour tout 2-vecteur simple x A yy sa norme est

(2.2) \xAy\ = USUIMI sin < x,y >,

où < x,y >£  [0,7r] est l’angle entre les vecteurs x et y. et II • Il désigne la norme Euclidienne sur

R4. Un 2-vecteur simple unitaire est un 2-vecteur simple dont la norme est 1. Notons que | * | est

engendrée par le produit scalaire <, > défini sur A2 O&4) comme suit : pour £ — X^l<i<j<4 a i j ei ^ ej  ? C —

X^i<i<j<4 bije i A c?,

(2.3) < £ , C > =

On peut vérifier que si les sous-espaces (de dimension 2) engendrés par les 2 paires de vecteurs x, y 

et x\ y' respectivement sont égaux, alors il existe r € M\{0} tel que x A y = rx' A y'.

Aej}hl< i<Í<4

E E

T.
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Maintenant étant donné un 2-vecteur unitaire simple £, on peut l’associer à un sous-espace P(£) G 

G(4,2) de dimension 2 de M4, où G(4,2) est l’ensemble des sous-espaces de dimension 2 dans R4 (ou 

l’ensemble des 2-plans dans E4 passant par l’origine),

(2.4) P(0 = {ü g m 4,ü a ^ o}.

Autrement dit P(x A y) est le sous-espace engendré par x et y.

On écrit aussi, quand il n’y a pas d’ambiguïté, P = x A y, où P G G(4,2) et x, y G R4 lorsque

P  =  P{xAy) et xAy est unitaire. Mais notons que quand on écrit P =  xA y et P = x' A yf où xAy} x' A y'

sont deux 2-vecteur simple unitaire, cela ne veut pas dire du tout que x A y = xf A y' G A2 (R ). (Par

contre il existe e G {—1,1} tel que x A y = ex' A y'.)

Au niveau des applications linéaires, si /  est une application linéaire de R4 dans R4, alors on note

A2 /  (et aussi /  s’il n’y a pas d’ambiguïté) l’application linéaire de A2 (R4) dans A2 (R4) telle que

(2.5) Az f i x Ay ) = f{x) A f (y).

Et au niveau de G(4,2) (l’ensembles des plans non-orientés), pour £ G A2R4 qui est simple unitaire,

on a P(0 = P(-0, de sorte qu’on peut définir |/ ( . ) |:G (4 ,2 ) -R + U { 0 }  par

(2.6) = |Aa/(0|.

On peut vérifier facilement que la valeur de |/(P(£))I ne dépend pas du choix de £ qui engendre P. 

Donc |/(-)| est bien définie.

2.1 Estimation des projections sur l’union de 2 plans transverses 

pour tout 2-vecteur simple

Rappelons la définition des angles caractéristiques entre 2 plans. Soit P, Q deux plans de dimension 

2 dans R4. Parmi les paires de vecteurs unitaires {v,w),v G P,w G Q, on choisit v\ywi qui minimise 

l’angle entre eux. Et on note a i cet angle minimal. Ensuite on regarde les paires de vecteurs unitaires 

{(v\wf) : vf G P, w' G Q,v' _L v\,w' _L wi}, et on choisit (^2 , ^ 2 ) qui minimise l’angle parmi toutes les 

telles paires (et en fait ici puisque P et Q sont de dimension 2, quand ^ 1 , ^ 1  sont fixé, en général il ne 

reste que 4 telle paires : ( ± ^ ,± ^ 2 )). Notons l’angle entre et Alors ( a i ,a2) (où a i < a 2 ) et 

le; couple des angles caractéristiques entre P et Q.

Les angles caractéristiques caractérisent absolument la position relative entre les 2 plans de la façon 

suivante. On peut trouver une base orthonormée {ei}i<i<4 , telle que

(2.7) P  =  ei A e2 et Q = (cosaiei -f-sinaies) A (cosa2 e2 + s in a 2 e4 ).

Notons que deux plans P  et Q sont orthogonaux si leur couple d’angles caractéristiques est ( l r 7T \
V2 » 2 ' ’

I / ( Í ’ ( O ) I

V2 U>2
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Maintenant étant donné une paire de plans P 1, P 2 avec le couple des angles caractéristiques (a i, a^), 

on veut estimer la somme des projections sur eux d’un 2 -vecteur simple unitaire. On prend {ei}i<j< 4  

une base orthonormée telle que

(2.8) P1 = ei A e2 et P 2 =  (cosaiei +sinaie3) A (cosc*2e2 -f sin0̂ 264).

Notons également p% la projection orthogonale sur P 1, i = 1 , 2 . Alors les pi sont des applications linéaires. 

Notons p7 l’application linéaire A2pi de A2 (M4) dans lui-même définie par (2.5).

Maintenant soit £ un 2 -vecteur unitaire simple, alors il existe deux vecteurs unitaires æ, y tels que 

Ç = x Ay et x 1. y. Ecrivons x, y dans la base :

(2.9) x = ae 1 + be2 H- ce3 +  de±,y — a'e 1 +  h'e2 H- de3 -f d'e4

avec

(2.10) a2 +b2 + c2 + d2 =  a,2 + b,2 + c,2 +d' 2 =  1

et

(2 .11) aaf -f- bbf -f- cc -f- dd — 0 .

On calcule ensuite les projections 1^(01-

(2 .12) Ip HOI = I < ei Ae2,Î  > I =  \ab'-a%

et

(2.13)

|p2(OI =1 < (cosaiei + s in a ie 3) A (cosa2 e2 +  sina 2 e4 ),£ > |

=\(ab' — a’b) cosa i cos0:2 + (ad' — a'd) cos a\ sina 2

-h (cb' — db) sin a i cos a2 + (cd' — dd) sin a i sin a 2 |.

Alors quand a i =  a 2 =  f , on a

\p1(0 \ + \pH0 \ = \ab'-a'b\ + \cd'-dd\
(2.14)

< J (a 2 +  b' 2 + a12 + b2) + \{c2 +  d! 2 +  c'2 +  d2) =  1Zà Â

à cause de (2 .1 0 ).

On a donc le lemme suivant.

Lem m e 2.15. Soit P X,P 2 deux plans orthogonaux, alors pour chaque 2-vecteur unitaire simple £ G

A2R 4 on a

(2.16) Ip 1« ) !  +  Ip 2 ( 0 I  <  i -
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Mais on aura encore besoin de savoir quel est l’ensemble des vecteurs tels que l’inégalité dans (2.16) 

est une égalité.

Notons 5  l’ensemble des 2-vecteurs simples unitaire £ G f\2 R4 qui vérifient

(2.17) 1/(01 + b2(OI =  î .

Alors P(S) =  {P(0>£ € S} es  ̂ un compact dans l’ensemble G(4,2) de tous les 2-vecteurs simples 

unitaires, où la topologie est la topologie engendrée par la distance classique sur notre Grassmannien 

G(4,2) (c.f. [14],1.6.2) . Alors on a, par un calcul élémentaire, le lemme suivant :

Lemme 2.18.

(2.19)
H = {(cosavi +  sin au\) A (cosa^ 2 4-sin cm2 ) : a €  [0 ,|],

Vi,Ui des vecteurs unitaires ,t>* G F , Ui G F , 1 =  1,2, et Vi JL ^2 ^ 1  -L ^ 2 )-

Démonstration. Prenons un £ G H, puis écrivons-le sous la forme x A y avec x ± y qui vérifient (2.9)- 

(2.11). Alors £ G H si et seulement si (2.14) est une égalité, ce qui veut dire

(2.20) \abf — afb\ = ^ (a2 -f- b'2 + a/2 +  ô2), |cd' — c'd| =  -  (c2 + d/2 -f- c'2 +  d2).

Par la première égalité on a

(2.21) \ab'\ = \(a2 + b'2),\a’b\ = l(a'2 + b2)

et

(2.22) \abf — afb\ = \abf\ +  \arb\.

Puis (2.21) donne

(2.23)

ce qui implique

(2.24) a =  i&;, a! = ±6.

En combinant avec (2.22) on obtient

(2.25) a — b', a! =  — 6 ou a = —6', a =  6.

Un argument semblable donne

(2.26) c =  d', c' =  — d ou c =  — d', c' =  d.

Donc

(2.27) a2 + &2 =  a'2 +  6'2, c2 -f d2 = c'2 -f d'2 et aa' -f- bbf = 0, cd H- dd' =  0.

|a| \b'l |a'| K
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Alors si a2 +  b2 = 0  (resp. c2 4 - d2 = 0 ), l’énoncé est automatiquement vrai, en posant directement

ol=\  (resp. a = 0 ) et v\ =  ei,v2 =  e2 ou —e2 ,u\ =  e$,u2 = e4 ou —6 4 .

Si a2 -f b2 ̂  0 , c2 + d2 ̂  0 , on pose

(2.28)
afe 1 H- ô'e2 

”  a ' 2 +  b'2 ’
Ml

CC3 H-  <¿64

c2 +<i2 ’
c'e3 + d'e4 

= c/2 +  d'2 ’

et

(2.29)
a2 +  b2

a =  arccos - 5— ^ ------ 5------r?
a2 4- b2 + c2 +  d2

= arccos (a2 +  ô2),

alors cos a  =  a2 +  6 2,sin a  =  c2 -f- d2 et sont des vecteurs unitaires, v* G P 1, Ui G P 2,i =

1,2, et vi _L v2iui _L u2. Par conséquent

(2.30) x =  cos av\ -f sin au\ et y = cos av2 -f sin au2

et £ peut être écrit sous la forme

(2.31) £ = (cosaci -fsincmi) A (cosm^ -h sinau2)

avec a G [0, ^], Vi,Ui des vecteurs unitaires,^ G P 1, Ui G P 2,i =  1,2, et v\ _L v2,u\ _L u2.

La réciproque est triviale. En effet, on &P(viAv2) = P1,P(uiAu2) = P2,p1(uiAVj) =  p2(u{Avj) =

p̂iui A u2) =  p2(^i A 1 2̂ ) =  0, et donc

(2.32) Ip1^)! =  cos2 a, \p2(0\ =  sin2 a.

Par conséquent

(2.33) 1̂ ( 0 1 + |p2(ül =  i,

d’où £ G S.

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant on regarde des plans dont les angles caractéristiques sont presque orthogonaux. On va 

démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.34. Soit 0 < a\ < a2 < et soit P * ,P 2 C M4 deux plans qui font des angles 

caractéristiques ai < a2. Si on note p1 la projection orthogonale sur P% alors pour tout vecteur simple 

unitaire £ G / \ 2 M4, la somme des projections vers ces 2 plans satisfait à :

(2.35) |p1Cl +  |p2Cl <  1 +  2 cos a i .

Remarque 2.36. Notons que quand ct\ on a que cosai ~» 0. Donc le lemme implique que pour

tout e petit, il existe un 6 = 0(e) e]0 , tel que si > 0 alors pour tout vecteur simple unitaire

C 6 A 2R4.

(2.37) b 1CI +  |p 2 CI <  1 +  e.

Vi
ü6\ + be 2

a 2 + b2
’ ? V2

Vi,i Ui

7T
2 > »I

2
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D ém on stra tion .

Soit 0 < a i < a 2 < §  fixés quelconques, et soit P1 et P2 une paire de plans avec les angles 

caractéristiques a i, « 2 - Alors il existe une base orthonormée de M4 {e*}i<i< 4  telle que P1 =  e\Ae2 , P2 = 

( c o s a i e i - f - s i n a i e s )  A ( c o s a 2 e 2 + s in a 2 e 4 )  .

Notons p la projection orthogonale vers le plan P(e3 A e±).

Pour tout £ € / \ 2 (R4) simple unitaire, on a

(2.38) l /C I  +  Ip 2CI =  Ip xCI +  Ip CI +  (Ip 2CI -  Ip CI) <  Ip 1CI +  Ip CI +  Ip 2C -  p CI-

Par le lemme 2.15, on sait déjà que

(2.39) Iî »1CI +  Ip CI <  i-

Il ne reste donc qu’à regarder \(p2 — p)C|.

Mais

(p2 -p )(C ) = < (co sac i +  sin aies) A (cosa2 e2 + sina 2 e4 ) — e$ A e±, £ >

(2.40) =  < cos a i  cos a 2 ei A e2 H- cos a i  sin a 2ei A + sin a i  cos a 2 e3 A e2

-h (sin a i  s in a 2 — l)e3 A ( > .

Notons que £ est un 2 -vecteur unitaire, donc

(2.41)

et

(2.42) E  4  = l
l < i < j<4

Alors

(2.43)
(P2 — P) (C) = o i2  cos a i  cos a2 +  ai4 cos a x sin a2

— a23 sin a i  cos a2 +  034 (sin a i  sin a 2 — 1).

Maintenant on sait que a\2 +  a24 -f- +  a24 < 1, donc par Cauchy-Schwarz et a i  < a 2,

l(p2 -p ) (C ) l

(2.44)

r 9 9 9 9 9 9 . 9. 1

<[cos a i  cos a 2 +  cos a i sin a 2 -h sin a 2 cos a 2 -f (sin a i sin a 2 — 1 ) J2

<[cos2 a i  +  cos2 a i  - f  cos2 a 2 -f  (1 — sin2 a i ) 2] 2

<[3 cos2 a i  +  cos4 a i ] 2 < [4 cos2 a i ] 2 =2 cos a i.

Alors en sommant avec (2.38) et (2.39) on obtient la conclusion.

C E Q>ij A e 7-

n2a 23
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2.2 Comparaison de la mesure d’un ensemble rectifiable avec la

somme de celles de ses projections sur deux plans

On va appliquer les estimations sur les 2 -vecteurs qu’on vient d’obtenir à des ensembles rectifiables. 

Soit F un ensemble 2 -rectifiable, alors pour presque tout x e F le plan tangent approximatif de F en 

x existe (c.f.[24] Thm 15.11), notons le TXF. Alors TXF e (2(4,2), et pour chaque application linéaire 

/  : R4 —> E4, \f(TxF)\ est définit comme dans (2.6).

Lemme 2.45. Soit P \ P 2 deux plans dans R4, F C R4 un ensemble 2-rectifiable. Notons pl la projec­

tion orthogonale sur P \  Soit À tel que pour presque tout x E F, le plan tangent TXF E G(4,2) de F en 

x vérifie

(2.46) Ip1^ ) !  +  \p2(TxF)| < A,

alors on a

(2.47) H 2(p\F)) + H 2(p2(F)) < AH 2(F).

Démonstration.

Notons /  la restriction de p1 à F, alors /  est une fonction Lipschitzienne d’un ensemble 2 -rectifiable 

vers un sous-ensemble d’un 2 -plan P 1. Puisque F est 2-rectifiable, pour H2— presque tout x e F, f & 

une différentielle approximative

(2.48) apDfix) : TXF -> P1

(c.f.[14], Thm 3.2.19). De plus cette différentielle est telle que || / \ 2 apDf(x)\\ < 1 presque partout, 

parce que /  est 1 —Lipschitzienne.

Maintenant on peut appliquer la formule de l’aire à / ,  (c.f. [14] Cor 3.2.20). Pour toute fonction 

g : F —> R qui est intégrable pour H2\f on a :

(2.49) f ( 9 of)-1| Aa apDf(x)\\dH2 = [ g(z)N(f, z)dH2z, 
Jf Jp1

où

(2.50) N(f,z) = U r 1(z)},

et pour z € p1(F) on a N(f, z) > 1 . On prend g = 1 et on obtient

(2.51) J  || A2 apDf(x)\\dH2 = [ N(f, z)dH2z > 
Jp1

/  dH2 = H 2 (p1(F)). 
JpHF)

On rappelle que p1 est linéaire, et donc sa différentielle est elle-même. Donc apDf(x) est la restric­

tion de p1 au 2-sous-espace TXP, de sorte que si u, v est une base orthonormée de TXF, alors

(2.52) Il A2 apDf{x )Il =  I A2 /(« A v)| =  Ip1(TxF)\
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par (2.6). On a donc par (2.51)

(2.53) ^ i |p1 (TstF )|dH 2 ( x ) > f f 2 (p1 (F)).

Par un argument semblable on a aussi :

(2.54) J  Ip2(TxF)\dH2(x) > H 2(p2(F)).

En sommant sur i= l , 2  on obtient

(2.55)
H 2(p1F) + H 2(p2F) < fF \pxTxF\ +  \p2TxF\dH2{x)

< fF A dH2{x) =  A H 2 (F)

puisque \pxTxF\ +  \p2TxF\ < A.

Fin de la démonstration du lemme.

Voici 2  corollaires du lemme.

Corollaire 2.56. L’ensemble Pq = Pq U_l Pq C M4 est minimal.

D émonst ration.

Soit F un compétiteur de Po dans P (0 ,1 ), alors par la remarque 1.17, ceci signifie qu’il existe une 

déformation Lipschitzienne <p dans M4, avec

(2.57) ¥> lfl(o ,i)c  =  M  ¥ > ( £ ( 0 ,1 ) )  C  B{0 ,1 )

et

(2.58) y>(Po)n£(0,l) =  F.

On va comparer la surface de F avec celle de Pq D B(0,1).

Notons Pq,ì = 1,2 les projections orthogonales de M4 sur Pq. Puisque F est un ensemble 2 - 

rectifiable, le 2-plan tangent TXF G G(4,2) existe pour presque tout x G F. En représentant les 

plans sous la forme de 2-vecteurs simples, et par le lemme 2.15,

(2.59) |r f ( ræF)| + 1p20 {txf)\ < i.

D’après le lemme 2.45 on a

(2.60) H 2(pi(F))+H2(p2(F))<H2(F).

On note F7, =PqO v?(Pq H B(0,1)), i =  1,2, alors F  ̂ est une déformation de Pq H B(0,1), et par la 

minimalité des plans (dans n’importe quelle dimension ambiante) on a

(2.61) H2(F1) > H2{P{5 n  B(0,1)).



Maintenant puisque

(2.62) pb(F) = pi ° <p(Po n B(o, î)) d pi o ip(pi n  S(0, i)) =  Fi

on a

(2.63) H2(pi(F)) > H2(F1) > H2(P£ n  B{0 ,1 )).

En sommant sur i on obtient :

(2.64)
H2(F) > H 2(plF) + H2(plF) 

> H2(P% n  B{o, 1 )) +  h 2(Pq n  B(o, i)) =  h 2(p0 n  J5(o, i)).

C’est à dire que P q est minimal.

C orollaire 2.65. Soit e > 0 tel que arccos(e/2) < ai < a2, P 1, P2 deux plans d’angles caractéristiques 

(ai, a2), p1 leurs projecteurs respectifs, et E un ensemble fermé, 2- rectifiable, tel que p%(E) D J3(0, l)fï 

P%. Alors on a

(2.66) H\E) >

Démonstration. D’après la proposition 2.34, on a qu’en presque tout point x £ E, le plan tangent TXE 

de E en x vérifie

(2.67) \pl{TxE)\ + \p2{TxE)\<l + e.

On applique le lemme 2.45, et on obtient notre conclusion.

3 Unicité de P q

Dans ce paragraphe, on va préciser le corollaire 2.56.

T héorèm e 3.1. [unicité de Pq] Soit Po = Pq U_l Pq, comme dans le paragraphe précédent, et Pq la 

projection orthogonale sur P̂ i = 1,2. Soit E C 5(0,1) un ensemble de dimension 2 fermé réduit qui 

est minimal dans B(0,1) C 1R4, et qui vérifie :

(3.2) pi(EnB(0,l))DP̂ nB(0,l) ;

(3.3) EndB(0,l) = PondB(0,l) ;

(3.4) H2(EnB{0 , l ) )  =  2t t .

Alors E = Po f l B(0,1).

2ir

1 + e'
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Démonstration. D’abord observons que P q ( E )  =  P q  D B(0 ,1 ) ,  puisque E  C B(0 ,1 )  et P q ( E )  D  P q  fl 

5(0,1). Et on a donc

(3.5)
H 2(E) =  H2(E n  5 ( 0 , 1 ) )  = 2n

= h 2(Pq n  B(o, î)) +  h 2 (Pq n  B(o, i)) =  H 2(Pl(E)) +  h 2(p2(E)).

Comparé avec (2.55), sachant qu’ici on peut prendre A =  1 à cause du lemme 2.15, on a que toutes 

les inégalités dans (2.55), et donc aussi dans (2.51), sont en fait des égalités. On verra bientôt que cela 

exige qu’en presque tout point x E E,

(3.6) |pJ(Tx£ ) | +  \pl(TxE)\ =  1

e t  pour i = 1 ,2 ,  pour presque to u t  z  G Pq{E),

(3.7) N(plz) =  i{pi \ z ) n E }  = l.

Plus précisément on a le lemme suivant :

Lem m e 3.8. 1) Pour presque tout x G E, TXE G P(H).

2) Pour chaque i = 1,2, pour presque tout z G P q  f l  Æ(0,1) =  Pq{E), (3.7) est vrai.

Démonstration. 1 ) On a

(3.9) E\{x G E : TXE G P(S)} = {x G E : \pl0TxE\ +  \p20TxE\ < 1} =  U£°=1Tn

où Tn = {x G E : \pqTxE\ +  \pqTxE\ < 1 — ^}. Les Tn sont mesurables. Donc il suffit de montrer que 

H 2(Tn) = 0 pour tout n.

Supposons que ce n’est pas vrai. Il existe donc un n G N tel que H 2(Tn) = (3 > 0. Alors en 

appliquant encore une fois le lemme 2.45 on a

(3 .10) H 2{pl{Tn)) +  H 2(p2(Tn)) < (1 -  ^)H2(Tn).

D’un autre côté, pour presque tout x G E\Tn on a \pqTx (E\Tu) \ +  \pQTx(E\Tn)\ < 1, donc (toujours à 

cause du lemme 2.45)

(3.11) H 2(Pl(E\Tn)) + H 2(p2 (E\Tn)) < H 2(E\Tn)

et par conséquent

H 2{E) =  H 2(Tn) + H 2(E\Tn) =  (1 -  -)H2{Tn) +  H 2{E\Tn) +  -H 2(Tn)
n n

> H 2(pl(Tn)) + H 2 (p2(Tn)) + H 2(pl(E\Tn)) + H 2(p2(E\Tn)) + -ß
n

= [H2(pl(Tn)) + H 2(pl(E\Tn))} +  [H 2(p2(Tn)) +  H 2 (p2(E\Tn))} + -ß
(3.12)

> H 2{p\{Tn) Upl{E\Tn)) +  H 2(p2(Tn)Up2(E\Tn)) + -ß
n

=  H 2{pl{Tn U (E\Tn)) + H 2(p2(Tn U (E\Tn)) + -ß
n

= H 2{p10(E))+H2(p2(E)) + -ß.



On sait déjà que Pq(E) = P q Pi J3(0,1),i =  1,2, donc H 2(p q(E)) = H 2(Pq Pi B(0,1)) =  7r, et par

conséquent

(3.13) H 2(E) > H 2(pI(E)) + H 2(p20(E)) + -0 > 2tt +  -P > 2tt
n n

en contradiction avec (3.4).

2) Montrons-le par l’absurde. Prenons i — 1 par exemple. Notons B = {z e Pq(E) : J{pq 1(z )CïE} > 

2 }. Alors B est mesurable. Notons aussi Pq~1(B) D E  = A.

Supposons que H 2(B) > 0. Alors A est aussi de mesure non nulle. Par (2.51)

(3.14) [ Il A2 apDpl(x)\\dH2(x) = f #(pj 1{y} n  E)dH2(y) > 2H 2(B),
JA JB

et donc par (2.52)

(3.15) /  IpKTxAWH2̂ ) > 2H 2(B).
JA

Par conséquent

H 2(A)> [ \pl0TxA\ + \p2TxA\dH2(x)
JA(3.16)

> 2H2(pl(A)) + H 2(p2(A)) =  2H 2(B) +  H 2(p2(A)).

D’un autre côté, on a par les lemmes 2.45 et 2.15

(3.17)
H 2(E\A) > tfipUEXAV+tfipl^A))

> H 2(Pq n  B(0, l)\B) + H 2(pl(E\A)).

Par conséquent

H 2(E) = H 2(A) + H 2{E\A)

> 2H 2(B) + H 2(p2(A)) + H 2(Pq n  B(0,1 ) \ B )  + H 2(p2(E\A))

(3.18) >H 2{pl(E)) + H 2(pl{E)) + H 2{B)

= H2{Pl n  J3(o, i)) +  H 2(P2 n B(o, i)) +  h 2(B)

> 2 îr +  H 2 (B) > 2ir

en contradiction avec (3.4).

Fin de la démonstration du lemme.

Nous allons maintenant utiliser ce résultat et le lemme 2.18 pour obtenir des propriétés locales de 

l’ensemble E du théorèm 3.1. D’abord puisque E f lP (0 ,1 ) est un ensemble minimal réduit de dimension

2  dans J5(0,1 ), on sait que pour tout x e E H B(0,1), il existe r =  rx > 0 tel que dans B(x,r), E est 

bi-Hôldériennement équivalent à un cône minimal Cx (c.f.[9], Thm 16.1). On appelle une telle boule 

B(x,r) une boule bi-Hôldérienne de x. Un tel Cx est obtenu comme limite d’une suite d’ensembles
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E(r, x) définis dans (1.26), ce qui est appelé une limite d’explosion de E en x. Il peut y avoir plusieurs 

limites d’explosions en un point, mais toute ces limites sont bi-Hôldériennement équivalentes, d’après 

le théorème qu’on vient de citer. Et on appelle x un point de type Cx. De plus si Cx admet la propriété 

de "full length" (voir [10] Définition 2.10), alors il est effectivement l’unique limite d’explosion, et 

l’équivalence entre E et Cx est en fait de classe C1 dans une boule B(x,r) (c.f.[10] Thm 1.15).

La propriété "full-length" est vérifiée par tous les cônes minimaux qu’on connait. Par exemple, les 

plans ([10], Lemme 14.4) ; et ce qu’on appelle un Y, qui est l’union de trois demi-plan qui se rencontrent 

le long d’une droite en faisant des angles de 120 degrés ([10], Lemme 14.6). En fait ils vérifient aussi la 

propriété “full-length à cause des angles”, qui est un peu plus forte que “full-length” (c.f. [10], (14.2)). De 

plus si Ci, C2 sont des cônes minimaux "full-length à cause des angles" qui ne se croisent qu’à l’origine, 

et Ci U C2 est un cône minimal, alors Ci U C2 vérifie la propriété de "full-length à cause des angles" 

aussi (c.f.[10], Remarque 14.40).

D’un autre côté, ce qu’on sait en général pour un cône minimal, est que son intersection S avec la 

sphère unité est une union finie de cercles et d’arcs de cercles. Chaque cercle est disjoint du reste de 

S. Près de chaque extrémité x d’un arc de cercle, S est composé de 3 arcs qui font des angles de 120° 

en x (c.f.[9], Proposition 14.1). Alors si un cône minimal n’est pas une union des plans transverses, 

son intersection avec la sphère contient au moins un point qui est à la jonction de 3 arcs de cercle. En 

particulier il existe des points de type Y arbitrairement proches de l’origine.

On peut déduire

Lem m e 3.19. Il n’y a pas de point de type Y dans E D £?(0,1 ).

Démonstration. Soit x e E un. point de type Y. Cela signifie que le cône tangent Cx est composé de

3 demi-plans fermés {Pi}i<i<s qui se rencontrent le long d’une droite D passant par l’origine. Notons 

Qii 1 <  i < 3 le plan qui contient Pi. On affirme que

(3.20) au moins un des Qi n’appartient pas à P(£).

En effet si on note v le vecteur unitaire qui engendre D , alors il existe trois vecteurs unitaire tu», 1 <  i <  3 

tels que Wi _L v et Qi =  P(v  A w*), et que les angles entre les Wi sont tous de 120 degré. Si Q1 ^  P(H), 

notre affirmation (3.20) est automatiquement vraie. Sinon, Q1 G P(H), est donc v A wi G S. D’après 

la démonstration du lemme 2.18 (qui démontre en fait que pour chaque paire de vecteurs unitaires 

perpendiculaires x,y tel que x A y G H, (2.30) est vrai) , il existe Vj,Uj,j =  1,2 des vecteurs unitaires 

tels que, Vj G Pq,uj  G Pq , vi  J_ v2 ,t&i 1  w2, et a  G [0, f ]  tel que

(3.21) v = cos avi +  sin aui, w\ =  cos 01V2 -f sin cm2 •

Maintenant puisque les Uj,vj engendrent M4, il existe a ,6 , c,(i G M avec a2 +  b2 +  c2 +  d2 = 1 tel que
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w2 =  avi 4- bv2 4- eux 4- du2. Alors

IPoOSï)! +  lf>o(Q2)l =  | A2 Po(w A tü2)| +  I A2 Po(v A iu2)|

(3.22) =  |bcoscc| +  |<isinû;| < (b2 +  d2)* (cos2 a + sin2 a ) 2

=  (b2 +  d2)i < 1 .

Donc pour que Q2 G P(S), il faut que toutes les inégalités dans (3.22) soient des égalités, et donc 

b2 4- d2 = 1, et b : d = i tc o sa  : sin a. Par conséquent on a (6 , d) =  (± cos a, ±  sin a), a2 H- c2 =  0, et 

donc w2 — ±wi ou ± (cosat?2 — sin au2).

Pour que l’angle entre w\ et w2 soit de 120 degré, il ne reste que deux possibilités pour a, à savoir

f  o u f .

Si a = Ç, alors on a que w\ =  \v2 4 - ^u 2 et w2 = \v2 — ^u2. Mais l’argument ci-dessus est 

identique pour w3 si on veut que l’angle entre w\ et soit de 1 2 0  degré. On a donc W3 = w2, ce qui 

contredit le fait que l’angle entre w2 et est de 1 2 0 ° aussi.

Le cas o ù a  =  |  est semblable.

On a donc prouvé notre affirmation (3.20).

Maintenant supposons par exemple que Q\ 0  P(H). Alors puisque P(S) est fermé dans G(4,2), il 

existe un ouvert U C G(4,2) contenant Q1 , tel que U fl P (£) =  0.

On sait que Y est un cône de Ufull length” comme on l’a dit avant, donc, par le théorème de 

C 1+a régularité des ensembles minimaux de dimension 2(c.f. [10], Thm 1.15), il existe r > 0 tel que 

dans B(x,r), E est C 1 équivalent à, Cx + x (rappelons que Cx =  Uf=1 Pi). Notons (p cette application 

d ’équivalence, qui est définie sur B(x, r), et R = <p(Qi). Alors l’application T : R —> G(4,2), T(x) =  TXR 

est continue. En effet, pour chaque x £ P , puisque R est une surface de classe C1 dans un voisinage de 

x, donc le plan tangent T(y) = TyR pour y proche de x est une fonction continue de y.

Par conséquent T - 1 (Z7) est un ouvert. Notons P + =  <p(Pi)- Alors T - 1 (I7) fl <£- 1 (P +) ^  0 puisque 

x est dedans. Donc T~l(U) est relativement ouvert dans P + . Mais R+ est une C1 variété à bord (avec 

ip(D) son bord). Par conséquent un ouvert de R+ est de mesure non nulle. Donc T _ 1 (i7) fl P+ est de 

mesure non nulle. Mais (f(D) est de mesure nulle, donc T - 1 (Z7) fl R+\ip(D) est de mesure non nulle. 

Maintenant pour tout y G R+\ip(D) on a que TyR =  TyE , on obtient que dans E , l’ensemble de 

point y tel que TyE G C/, et donc n’appartient pas à P(H), est de mesure non nulle, puisqu’il contient 

T _1([/) fl R+\<p(D). Cela contredit le lemme 3.8(1).

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant on peut arriver à décrire la structure locale en chaque point x de E , puisque E est 

réduit.

Lem m e 3.23. Pour chaque x G E} chaque limite d’explosion de E en x est soit un plan appartenant 

à P(H), soit Pq.

Ws
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Démonstration. Soit X  une limite d ’explosion de E en x, on suppose aussi que x =  0 pour abréger. On 

affirme d ’abord que

(3.24) X  ne contient pas de point de type Y.

Supposons que non, il existe alors p G X  tel que p est de type Y. Alors p n ’est pas l’origine, parce 

que sinon X  est de type Y et donc 0 est de type Y, ce qui contredit le lemme 3.19.

Mais X  est un cône, donc pour tout r > 0, rp G X  est un point de type Y. On peut donc supposer 

que ||p|| =  1 . Il existe alors 0 < r < \ tel que dans B(p, r), X  coïncide avec un cône Y de type Y centré 

en p.

Maintenant X  est une limite d ’explosion de E en 0, il existe donc s > 0 (grand) tel que dô iX, sE) < 

où 62 est comme dans [9] proposition 16.24. Par conséquent, dp̂ {sE,X) < ̂ .

On veut montrer que

(3.25) dPir(sE1X) = dPir(sEiY ).

Une fois qu’on a cela, on prend un point z G sE tel que d(z,p) < % x |g , alors on a dZfr (sEy Y -\-z—p) < 

Ici F  4 - z — p et un cône de type Y centré en z. Mais sE est minimal puisque E l’est, donc par la 

proposition 16.24 de [9], on obtient que sE contient un point de type Y, ce qui contredit le lemme 3.19. 

On a donc notre affirmation (3.24).

Il faut encore monter (3.25). Par définition

(3.2:6)
2

dPìr (sE, X) =  -  max{ sup d(xiX)i sup d(xisE)}.
r  x € s E n B ( p , £ )  xtzXC\B{p,^)

Pour le deuxième terme, on a que X  fi B(p, | )  = Y fi B(py | ) ,  et donc

(3.27) sup d(x,sE)= sup d(xisE). 
xexn xeYnB(p,%)

Pour le premier, on a que

(3.28) d(x, X) — d(x, X  fl B(p, r)) pour tout x G sE fl B(p, ^).

En effet, puisque dp,r{sE,X) < pour chaque x G sE fl B(p, ^), d(x,X) < §q x r> ^onc =

d(x,XDB(x, x ^)) < d(x,XOB(p,r)) puisque P (x , x 2) c  B(p,r). D’un autre côté, XC\13Q?,r) C 

X , donc d(xyX) > d(x,X H P(p, r)). On a donc (3.28), et donc

(3.29)

sup d(x, X) = sup d(x, X  fl B(p, r))
x€sEnB(p,£)  xesEr\B(p ,~)

=  sup d ( x , F n % r ) ) >  sup d(x,Y).
x€sEnB(p,%) x £sEnB( PìZ)

En combinant avec (3.27) on obtient

(3.30) dp z { s E , X ) < d Pir_(sE,Y).

r€2
1 0 0 ’

12,
10

12.
50

12. ' 
50 ‘

12. 
’ 50

12.
50 d(x, r)
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Mais un argument semblable donne aussi

(3.31) dpr(sE,Y) < dPtr (sE, X).

On a donc (3.25), d ’où (3.24).

Mais X  est un cône minimal, donc X  fl <91?(0,1) est l’union finie de cercles et d ’arcs de cercles, qui 

ne se rencontrent qu’à leur extrémités, et toute extrémité est une extrémité commune de trois arcs qui 

recontrent avec angles 120 degré. Alors (3.24) implique qu’il n’y a pas de tels arcs, puisque X  n’a pas 

de point de type Y. Par conséquent X  est une union de plans qui ne se rencontrent qu’à l’origine.

Alors par la remarque 14.40 dans [10], X  est un cône de "full length", et donc par la régularité C 1, 

chaque plan de X  doit être contenu dans P (5), juste comme on a dit pour Y dans la démonstration du 

lemme 3.19, puisque P(H) est un fermé.

Maintenant si X  n ’est pas un plan, alors X = Uf=iQn avec Qn G H et n > 2.

Par (2.19), pour tout Q G S tel que Q ^  Pq , il existe un s =  s q  > 0 tel que Pq{Q H J3(0,1)) D  

Pq H P (0 ,sq ). S’il existe 2 plans Q i,Ç 2 C X  tels que Qi ^  Pq, alors il existe un s > 0 tel que 

PoiQi n J3(0,1 )) npl(Q2 n J3(0,1 )) D B{0 , s )  n Pq1, ce qui implique que

(3.32) (B(o, s)\{0}) n Pq1 c{ze -PqJÎPo 1{ z } n x } > 2 } .

Maintenant par la régularité C 1, il existe un voisinage U de Pq(x) tel que

(3.33) (U\{pl(x)}) fi Pq1 C{ze Pq1, |){pj {z} CiE} > 2 }.

Mais U est ouvert, donc U H Pq est de mesure non-nulle, ce qui contredit le lemme 3.8(2).

Donc dans X, on a au plus un plan qui n’est pas Pq. Un argument semblable donne aussi qu’on a 

au plus un plan qui n’est pas Pq. Mais X  contient au moins deux plans, donc X = Pq U Pq =  Pq.

Fin de la démonstration du lemme.

Par le lemme, on sait qu’il n’existe dans E que deux types de limites d’explosion, qui admettent tous 

les deux la propriété de "full-length". Par conséquent autour de chaque point x £ E, E est localement 

C1 équivalent à un plan ou à Pq.

On va regarder plus précisément dans les deux lemmes suivants ce qui se passe localement autour 

de chaque type de singularité.

L em m e 3.34. Soit {e i,e2 =  ie i ,e 3 ,e 4 =  ies] une base orthonormée fixée de R4, avec Pq = e i A e2 

et P02 =  es A ê. Et soit x E E un point de type P tel que TXE ^  Pq . Alors il existe r =  r(x) >  0 tel 

que dans P (x ,r ) , E est (dans la base donnée) le graphe d’une fonction analytique ou anti-analytique 

complexe (p =  ipx : Pq1 —► Pq • Plus précisément,

(3.35) E fl B(x, r) =  graphe((p) fl B(x, r).
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On a aussi une conclusion semblable pour x tel que TXE ^  Pq , c’est à dire qu’autour de x, E est le 

graphe d’une fonction analytique ou anti-analytique de Pq —» Pq.

Démonstration. On va juste le montrer lorsque TXE Pq. L’autre cas est pareil.

Puisque x est un point de type F, il existe 7*1 > 0 tel que dans P (x ,r i) ,  E est le graphe d ’une 

fonction ipi : TXE 4 - x —► Tr̂ E1- de classe C1. Si on note 7r la projection orthogonale de R4 sur TXE , 

et on définit F : R4 =  P^ x P02 -> R 2 par F(y) = y- (y)) pour y  = (yi,y2) G P q x P02 fl B(x, r i), 

alors F est de classe C1 et E fl B(x,r{) =  {y G P (x ,r i)  : P ( 2/) =  (0,0)}. Par conséquent, DF(x) est 

une application linéaire surjective qui envoie R4 dans R2 et telle que TXE — KerDF(x).

Par hypothèse, TXE Pq , et donc par les lemmes 3.23 et 2.18, on sait que TXE est de forme 

P((cosavi 4- sin au i) A (cos00*2 4- sin au2)) avec a G [0, \ )> Vi,Ui,i =  1,2 des vecteurs unitaires, 

Vi G P q , u i G P q et vi _L ^2 , ^ 1  -1- u2. En particulier, P q fl KerDF(x) =  P q fl TXE =  {0}. Cela 

implique que DF(x) \ P 2 est inversible. Alors par le théorème des fonctions implicites, il existe r2 > 0 et 

(p : P£ P$ de classe C 1 telle que pour chaque y = (y\,y2) G P (x ,r2), F(y) = 0 &  y2 = y>(yi). Par 

conséquent, dans P (x , r 2), E est le graphe de tp : Pq —► Pq .

On va montrer que </? est analytique ou anti-analytique en utilisant le fait que TyE G P(S) pour 

tout y £ E H B(x, r).

Plus précisément, revenons à notre base orthonormée fixée : {ei, e2 =  iei ,e 3 , e4 =  iê} avec Pq =  

e\ A e2 et P,? =  e3 A 6 4 . Alors (2.25) et (2.26) impliquent que

(3.36)
S =  {d=[aei -f 6 e2 4- ce3 4- de4] A [ - 6 ei 4- ae2 ±  ( - ^ 3  4- ce4 )],

<2 , 6 , c, ci G R, <2 2 -|- b2 H- c2 -(- (¿2 =  1 j-,

et donc

P(E) =  {P([ae 1 4- &e2 4- ce3 +  de4] A [—be 1 +  ae2 ±  (—de3 +  ce4)]),
(3.37)

û, 6 , c, d G R, ci2 4- 6 2 4- c2 4- ci2 — 1}.

Supposons que TyE = [ae 1 4- 6 e2 4- ce3 4- de4 ] A [—bei +  ae2 4- (—de3 4- ¿6 4 )], cela veut dire que 

^ ( y ) ( a +  bi) = c 4- dî, dip(y)(—b -|- az) =  —d +  ci. Mais dip(y) est linéaire (réel), et a2 + b2 ̂  0, donc 

a 4- —b +  ai est une base, et d<p(y) est déterminé par ses valeurs en a +  bi, —b -f ai. Notons que 

=  ? et notons le A G C, alors on a d(f(y)(z) = Az, qui est analytique, autrement dit

(3.38)

Et si TyE =  [aei -f 6 e2 4- ce3 4- cfe*] A [—6 ei 4- ae2 -  (—de% 4- ce4 )], un argument semblable donne 

d<p(y)(z) =  P z, et donc

(3.39)
!<*>-*

Donc ip est une fonction telle que en chaque point elle est soit analytique, soit anti-analytique.

f l (7r

*

*

c+di
a + 0 1 -b + a i  ’

din

dz(y)
= 0 .

dtp



3 9

Notons B =  B(p1(x), r) HPq1, Bi = {y E B, ^ ( y )  ^ 0}. Alors B\ est ouvert puisque ip est de classe 

C1. Si Bi =  0, alors (p est anti analytique. Sinon, supposons que B\ ̂  0. Notons g =  alors g est 

continue sur B, et P i =  {y G B : <?(y) ^  0}. De plus, puisque ^f(y) ^  0 sur P i, alors (y) =  0 sur 

P i, et donc est holomorphe sur l’ouvert P i, et donc sa dérivée g l’est aussi. Alors la conclusion suit 

du théorème suivant (c.f.[30] Thm 12.14) :

T héorèm e 3.40 (Théorème de Rado). Soit U C C un domain ouvert, et f une fonction continue sur 

U. Soit Cl = {z EU : f(z) 7^ 0 }, et supposons que f est holomorphe sur Cl. Alors f est holomorphe sur 

U.

En effet, en appliquant le théorème à g, on obtient que g est holomorphe sur B. Mais on a supposé 

que Bi 7  ̂ 0, donc g ^  0, et donc P p  ne contient pas de point d ’accumulation. Mais P p  D B2 := {y G 

B, jj§(y) 7  ̂ 0}, et £?2 est ouvert, donc il est un ouvert qui ne contient pas de point d ’accumulation. Par 

conséquent B2 =  0 , ce qui implique que y> est holomorphique sur B.

On a donc que tp est analytique ou anti-analytique sur B =  B(p1(x),r) fl Pq.

Fin de la démonstration du lemme.

L em m e 3.41. Si x E E est de type P q , alors il existe r =  r(x) > 0 tel que

(3.42) E fi P (x, r) =  (Pq -f- x) fl B(:r, r).

Démonstration. Soit P(x, r') une boule C 1 pour le point x, dans laquelle E coïncide avec l’image de 

Po+x par une fonction (p de classe C1 : Ef)B(x, r') = </?((P0 -fx )n P (x , r')), où y? est un difféomorphisme 

et (p{x) =  x, D(p(x) =  Id. Notons A* =  <p(Pq -f x) fl P (x ,r ') . Alors les Ai sont des variétés C 1 et 

Ai D A2 =  {x}. Puisque Dip(x) =  Id, il existe 0 < ri < r ' tel que pour tout y G P(x,r*i) D (Pq +  x), 

|£V(y) — < i- Cela implique que

(3.43) IpoOpü/) -  </>(*))! >  ^  ~  z l P°ur tout y-z e B (x >r i)>

et par conséquent P q °  <p est un difféomorphisme entre B(x, ri) fi (x +  Pq ) et son image Cl.

Notons r  =  Pq 0  <p(dB(x,ri) fl (Pq +  x)), alors V est un courbe C1 diffémorphe à un cercle. Et 

(3.43) donne que pour tout z E Y, \z — x| > ^7*1 . Donc si on note C Pq la région dans Pq bornée 

telle que dCl' = T, alors Cl' D B(pl(x), | r i )  fl (Pq -f x).

D’autre part on sait que T C Cl, et Cl est difféomorphe à un disque, on a donc Cl' C Cl, et en 

particulier

(3.44) pll<p(B(x, n) n  (Pq1 +  a;))] D B(pl(x), ^ r x) n P$.

Par conséquent,

(3.45) pl[<p((Po -f x) fi P ( x ,  y ) ) ]  es t de m esure  nulle,

dip 
dz  ’

<p

Id\

I y

n'
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à  c au se  de  3 .8 (2 ).

Alors regardons A 2. Par un argument semblable au lemme 3.34, il existe r2 < ^  tel que dans 

B {x ,  r2), A 2 est le graphe analytique ou anti-analytique de -0 : Pq -f x  —» Pq , où ip =  p \  o <p sur 

P§ -f x  fl B ( x , r2)). Seins perdre de généralité, supposons qu’il est analytique.

On affirme que

(3.46) pour tout y  G B { x , r 2) fi { P q +  x), i p { y )  =  pj(x).

D’abord Pq{x) G '0((Po +  x) fl B { x , r 2)) puisque Pq{x) =  î/>(x) et a: G {Pq +  x)  H B { x , r 2). Alors 

si 4’ n’est pas constant, elle est une application ouverte, puisqu’elle est analytique. Et donc Pq{A2 fl 

B { x , 7*2 )) =  ^{{Pq  ) + x C \B (x ,  r2)) est un ouvert dans Pq qui contient pg(x), et donc Pq{A2^ B { x ,  ^ ))  D 

Pq{A2 D B { x , 7*2 )) est de mesure non-nulle, ce qui contredit (3.45).

Donc on a (3.46), qui implique que ip{{P§ -f x) fl B { x y r2)) est en fait P q  fl B { x , r2).

On peut faire le même argument pour <p { P q -f x), et on obtient qu’il existe r  <  r 2 tel que dans 

B { x , r), (p{Pq +  x) est Pq +  x lui-même. Et on obtient ainsi la conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

Vérifions maintenant que

(3.47) il existe au moins un point de type P q .

Supposons que non, alors pour tout x G E  0  B { 0,1), x est de type F. Et donc E  fl B { 0,1) est 

composé de variétés C 1 disjointes 5 i, • • • , Si, • • • (possiblement une infinité dénombrable).

Par le lemme 3.8(2), on sait que pour presque tout z  G P q {E ), on a (3.7). On va regarder maintenant 

les points dans E  où la projection Pq n’est pas injective.

Lemm e 3.48. Soit yi ,y2 € E  tels que Po{yi) =  P o fa ) -  Alors au moins un des yi est tel que E  est un 

disque parallèle à Pq dans un voisinage de y i .

Démonstration. Par l’argument autour de (3.32), on sait qu’au moins un des plans tangents Ty iE , TV2E  

est Pq . Supposons par exemple que Ty iE  =  Pq . Alors il existe un s i  >  0 tel que dans B { y i , s i ), E  

est le graphe d’une fonction analytique ou anti-analytique dans la base usuelle <pi : Pq —> Pq, avec

¥>1(0) =pl{yi),Dip1 =  0.

Supposons d’abord que le plan tangent de E en y2 n’est pas P§. Alors toujours à cause de l’argument 

autour de (3.32), il existe s2 >  0 tel que B (y i,s1)n B (î/2 ,S2 ) =  0 et B(pJ(y2) ,s i ) n P 01 c  Po{B(y2,s2)C\ 

E), et doncpl(B(yi, si)r\E) est de mesure nulle, puisque Po(yi) =  Po(y2) et à cause de 3.8(2). Et donc 

doit être constante, puisque sinon, elle serait une application ouverte, qui implique q u e  Po(-^(2/1 ?

'P\

>l ) n E)
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contient un ouvert dans Pq, ce qui entraine une contradiction. Donc dans B(yi,si), E est un disque 

parallèle à Pq. (dessin 3-1, les deux points à gauche)

p ;

tir Kl/')(y- _)(y<

ya V Vy« K i
/ f  • A  PS

p2 “  0

yi yi

Pl
y*

y2

3-1

Si le plan tangent de E en y2 est aussi Pq, alors dans B(y2,s2), E est le graphe d’un fonction 

analytique ou anti-analytique ip2 : P q  P q .  Alors au moins l’une des deux fonctions <pi,(/>2 est 

constante, parce que sinon, tous les deux sont des applications ouverte, et donc pl(B(yiysi) n E)) H 

pl(B(y2,s2) D E)) contient un ouvert dans Pq , ce qui contredit le lemme 3.8(2).

Fin de la démonstration du lemme.

Lemme 3.49. S’il existe un point dans Pq flü?(0,1) dont l’image réciproque parp\ contient plus qu’un 

point dans E, alors P q fl B (0 ,1) C  E.

Démonstration. Le lemme 3.48 dit que s’il existe un point dans Pq fl J3(0,l) dont l’image réciproque 

par Pq contient plus qu’un point dans E , alors il existe un morceau de Pq au dessus de lui, et notons le 

( P q -|- a?) fl B(x, r). Mais on sait que E fl B(0,1) est composé des variétés C1 disjointes Si, • • • , Si, • • •, 

donc il existe un i  tel que ( P q + x) fl B(x, r )  C  S{.

On affirme que Si n’est rien d’autre que ( P q + x) fl B(0 ,1 ). Posons A = {y e Si : il existe r =  

ry > 0 tel que Si fl B(y>r) =  ( P q + y) fl B(y,r)}. Alors A est un ouvert dans Si. D’un autre côté, 

soit y G Â fl Si, alors il existe une suite yn G A telle que yn —> y. Par la C1 régularité on sait que 

TyE = limn_>oo TVnE = Pq , et il existe donc r > 0 tel que dans B(y}r), Si est le graphe d’une 

fonction analytique (le cas antianalytique se traiterait pareillement)  ̂: P q P q . Mais ^ = 0 sur 

{Po(Vn)} U {Po(y)} Qui est un ensemble qui admet un point limite. Donc ip' =  0 dans pQ(B(y,r)), et 

donc V* est constante, ce qui implique que y E A. Donc A est fermé dans S{. Alors A — Si puisqu’il 

n ’est pas vide. Mais Si est une variété de classe C1, donc la seule possibilité est que Si est un morceau 

de ( P q + x) fl B(0 ,1 ). Or Si est à la fois fermé et ouvert dans ( P q -h x) H J9(0,1 ). En effet, A est ouvert
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dans ( P q -1- x) fl P (0 ,1) par la définition, et Si = A, donc Si est ouvert dans (P q + x) fl B(0,1) ; et par 

la démonstration ci-dessus, pour tout y G Si  fl (P q -j- x) D B(0,1) =  A fl (P q +  x) fl P(0, 1), on a y G S i , 

et donc Si est fermé dans ( P q + x) fl B(0 , 1 ). Par conséquent, Si =  ( P q + x) fl ¿3(0, 1 ).

Notons que par (3.3), Si  n dB(0 ,1) C E D dB(0,1) C Po H dB(0,1) puisque E est fermé, ce qui 

implique que Si = Pq fl J3(0,1 ).

Fin de la démonstration du lemme.

Par un argument semblable, si p§ n ’est pas injective dans E , alors Po1 D P(0,1) C E.  Par conséquent, 

si ni Pq ni Pq ne sont injectives, alors Po C E , de sorte qu’il existe un point de type Po, ce qui 

contredit notre hypothèse. Donc au moins une des pl0,i = 1,2 est injective. Supposons par exemple 

que Pq est injective sur E.  Alors (3.7) est vrai pour tout z  G Pq Pi P (0 ,1) =  Pq(E).  Donc il existe 

: Pq fl B(0,1) —> Pq tel que E D B(0 ,1 ) est son graphe. Alors sur les point y £ E tel que TyE 7  ̂Pq , 

est localement une fonction analytique ou anti analytique, et donc harmonique.

On affirme qu’il n’existe pas de point critique y tel que TyE = Pq . En effet, si y est un tel point, 

dans un voisinage P (y ,r), E est le graphe d’une function analytique ou anti-analytique g de Pq —> Pq 

sous la base usuelle. Supposons que Po(y) =  0  pour simplifier, et donc g'(0) =  0 . Alors 0  est un zéro 

de g d’ordre > 2, et dans un voisinage pointé O de #(0) G €, chaque point admet au moins 2 images 

réciproques. Donc O C {z G Pq : il{Po_ 1 {2 }  ̂E} > 2}. Mais O est ouvert donc il est de mesure non 

nulle. Cela contredit le lemme 3.8(2).

Donc il n ’existe pas de point critique pour î/>, de sorte que xp est une fonction C1 sur Pq H P (0 ,1), 

et E est son graphe. Et on sait ainsi que E fl P(0,1) =  Pq fl P (0 ,1), car x/; est harmonique avec 

V>laB(o,i) =  O? ce qui implique que x/j est constante. Cela contredit notre hypothèse(3.3).

Ainsi on obtient l’existence d’un point de type Pq dans E.

Lem m e 3.50. Soit x G E un point de type P q, alors E contient (P q + x) H B(0,1).

Démonstration. On affirme que (P0X + x) D E est relativement ouvert dans (P q -h x) D B(0,1). En effet, 

en appliquant le lemme 3.48 pour Pq, on a que pour tout y G (Pq1 + x) fl i?\{x}, Po(y) =  Po(x )> et donc 

au moins un des x et y est tel que E est un disque parallèle à Pq dans un voisinage. Mais on sait déjà 

que x ne le vérifie pas, en tant que point de type Po. Il existe donc une boule By centrée en y telle que 

Ef)By = (PQ+x)C\By. Mais pour x, il existe une boule Bx telle que BxnE =  BxC\(Pq+x) D BxH(Pq+x). 

Donc E est relativement ouvert dans Pq1 H- x.

Par contre E est lui même un fermé dans P (0 ,1), donc est relativement fermé dans Pq +  x. Alors 

la seule possibilité est que

(3.51) E  n (Pq1 +  x) n 5(0,1) =  (Pq1 +  x) n B(o, i)

p u isq ue  E  fl (Pq1 +  x) e s t non  vide.

ib ;

\¡>
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U n a rg u m e n t sem b lab le  d o n n e  aussi

(3.52) E n (P02 +  x) n B(o, i) =  (P02 +  x) n B(o, i),

et on obtient ainsi notre conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

On peut arriver maintenant à la conclusion du théorèm 3.1.

On sait par (3.47) que E contient un point x de type Po. Et par le lemme 3.50, (Po +  rc)n<9jB(0,1) C 

E. Mais par (3.3) on a E fl dB(0,1) =  Po H dB(0,1), ce qui implique que x est forcément l’origine, 

et E D Po H B(0,1). Mais H2(E) = H2{Pq fl B(0,1)) et E fl B(0,1) est réduit. Donc E fl P (0 ,1) =  

P0 flP(0, l ) .

4 L’existence d’ensembles minimaux

On commence maintenant à démontrer le théorème 1.32. On va le faire par l’absurde.

Supposons que la conclusion du théorème 1.32 n’est pas vraie. Il existe alors une suite d ’unions de 

2 plans Pk =  Pk P^ C R4 qui ne sont pas minimaux, avec 6k > f  — p  De plus, on peut supposer 

que tous les P^ =  Pq sont les mêmes.

La stratégie serait de trouver une suite de minimiseurs Ek telle que pour chaque ky Ek minimise la 

mesure parmi toutes les déformations de Pk dans B(0,1). (On l’appelle aussi une solution du problème 

de Plateau). Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que Ek tend vers un ensemble E<*> pour 

la distance de Hausdorff. Alors puisque Pk H<9P(0,1) —» P0 H 9 P (0 ,1), on montre ensuite que le bord de 

Eqq est P0n d P (0 ,1). De plus, puisque chaque Ek est minimal dans P (0 ,1), E00 doit être minimal dans 

B(0,1) aussi. Alors en notant que (3.2) est vrai puisque Eqq est la limite d ’une suite de déformations, 

on en déduit que E^ =  Po par l’unicité qu’on a démontrée dans le théorèm 3.1. Et on en déduit une 

contradition par les arguments de projection et d ’extension harmonique.

Mais malheureusement on n’a pas encore un théorème qui garantit l’existence d ’une solution du 

problème de Plateau. En revanche, on a le théorème plus faible ci-dessous :

T héorèm e 4 . 1  (Existence d ’ensembles minimaux; c.f. [15], Thm 6 .1 .7 ) .  Soit U C Rn un domaine 

ouvert, 0 < d < n, $ une famille non vide d’ensembles relativement fermés dans U et vérifiant (1.2), 

stable par les déformations dans U. Supposons que

(4.2) inf Hd(F) < oo. 
Fes v 1

U *
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Il existe alors M  > 0  (ne dépendant que de d et n), une suite (Fk) d’éléments de $ et un ensemble E 

de dimension d relativement fermé dans U qui vérifie (1.2), tels que :

(1) pour une exhaustion {i^m}meN de U par des compacts inclus dans U ordonnés de manière 

croissante pour l’inclusion. on a

(4.3) lim dn(Fk fl Kmj E fl Km) =  0 pour tout m  G N ;
fc— *• o o

(2) pour tout ouvert V tel que V est relativement compact dans U, à partir d’un certain rang :

(4.4) Fk est (M, H-oo)-quasi minimal dans V ;

(voir la définition 4.5 ci-dessous)

(S) Hd(E) < mîFçsHd(F);

(4) E est minimal dans U.

D éfin ition  4.5 (Ensembles quasi minimaux). Soit 0 < d < n des entiers, M  > 0, ô > 0, U un ouvert 

de Rn . L’ensemble E dans U est dit (M, S) —quasi minimal dans U (E C QM(U, M, S) en abrégé) si E 

est fermé dans U, (1.2) est vrai, et pour tout boule B C U dont le diamètre est plus petit que ô, on a

(4.6) Hd(EC\B) < M H d(F n B)

pour toute déformation F de E dans B.

R em arq u e  4.7. Dans le théorème 4-1, on peut demander aussi que la suite F  ̂ soit une suite minimi­

sante. C’est à dire que Urrik̂ ooH2(Fk) =  mÎFe$Hd(F).

Le théorème 4.1 est un résultat plus faible, qui donne l’existence d ’une certaine sorte de minimiseur, 

sans garantir la condition au bord, et la solution n ’est pas forcément contenue dans la classe S non 

plus. Mais pour notre cas, on n’a pas besoin de toutes ces propriétés, on peut s’en sortir avec quelques 

propriétés plus faibles, qui nous suffiront déjà.

Rappelons que Pk =  P£ U<?fc P% est une suite d ’unions de deux plans qui ne sont pas minimaux, 

avec 9k > f  — Et de plus supposons aussi que tous les P£ sont égaux. Notons Pq =  et Pq le 

plan orthogonal à P q , Pq =  Pq U j_ Pq. Alors Pk H B(0,1) tend vers Pq D B(0,1) pour la distance de 

Hausdorff.

P ro p o sitio n  4.8. Pour chaque k, il existe un ensemble Ek C B(0,1) fermé tel que

(1) Ek est minimal dans R4 \[Pfc\P(0 , 1 )] ;

(2) dB(0 , 1 ) n  Ek = dB(0 , 1 ) H Pk ;

(3) plk(Ek) D Pfcr\B(0,1), où pl. désigne la projection orthogonale sur P^i — 1 ,2 ;

(4) H2(Ek) < H2(Pk n JB(0,1)) =  2tt.

(5) Ek est contenu dans l’enveloppe convexe de Pk H P (0 ,1).

pour

I
fc* p¿.
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Démonstration. Fixons d ’abord n ’importe quel k.

Prenons U =  R4 \[Pfc\P(0,1)], et $  la classe de toutes les déformations de Pk dans U. Alors par 

le théorème 4.1 et la remarque 4.7, pour d = 2 il existe une suite minimisante d ’ensembles Fi G #  qui 

sont en même temps uniformément quasi-minimaux dans U , avec une constante uniforme M. De plus 

la suite converge par rapport à la distance de Hausdorff. Notons Ek la limite. Alors par les conclusions 

du théorème 4.1, les conclusions (1 ) et (4) sont automatiquement vraies. Dans (4) on a une inégalité 

stricte parce qu’on a supposé que Pk n ’est pas minimal.

Pour montrer (3), on va commencer par le lemme suivant.

Lem m e 4.9. Soit P un plan dans R4, et p son projecteur. Soit <p une déformation Lipschitzienne de 

R4 dans R4, telle que <p\pnB(o,i)c = id- Alors

(4.10) p[<p(PnB(o, i))] d  P n  jB(o,i).

Démonstration. Raisonnons par l’absurde.

Supposons qu’il existe x G P  fl B(0,1) tel que x 0 p[<p(P H B(0,1))]. Alors x G P  fl B(0 ,1 ), puisque 

P f l9 P (0 ,1) =  (/?(Pfl9.B(0,1)) C p[<p(PC)B(0,1))] par hypothèse. Il existe alors r > 0 tel que jB(x,r) C 

J3(0,1). D’un autre côté, P f lP (0 ,1 ) est un compact, et donc son image p[(p(Pf)J3(0,1))] par l’application 

continue p o (p l’est aussi, de sorte que {p[p{P H B(0 , 1))]}C est un ouvert. Par conséquent, il existe 

rf < r tel que B(xirr) fl p[<p(P fl B(0 ,1 ))] =  0. Autrement dit, <p(P fl J3(0,1)) C R4 \p _ 1 [P(x, r ') fl P].

Posons g : R4 \p _ 1 [.B(x, r ') fl P] —► p~1[dB(0 , 1 ) fl P], p |r 4\p-i[j5 (o,i) est la projection de R4 sur 

p - 1 [J3(0,1)HP], et pour y G \p~1[(B( 0,1 )\B(x, r'))flP ], G (y) et le point d’intersection dep_ 1 [ôP(0, l)fl 

P] avec la demi-droite [x,y) issue de x et passant par y. Alors g est continue.

Notons que ip(P fi P (0 ,1)) C R4\p  1 [B(xi r') fl P], si bien que po g o (p est Lipschitzienne, qui envoie 

P  fl J3(0,1) continuement dans P  fl <9P(0,1) en fixant les points de P  fl dB(0 ,1 ). C’est impossible.

Fin de la démonstration du lemme.

On obtient (3) d’après ce lemme. En effet, Ek est la limite d’une suite de déformations Fi =  ipi(Pk) 

de Pk• Alors pour chaque Z, on a, par le lemme,

(4.11) p W )  3  PÎMH  n m  1 ))] => H  n  b(o, i), * =  i, 2 .

Par conséquent

(4.12) pÌ(Ek) D P Ì n B (  0 , l ) , t = l , 2 .

Il nous reste à montrer (2) et (5).

Vérifions que Ek C B(0,1). D’abord on affirme que pour chaque e > 0, il existe N  =  N(e) > 0 tel 

que pour tout l > AT,

(4.13) Ì Ì C B ( B ( 0 ,l)U JÌb ,e),
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c’est à dire que Fi est contenu dans un e-voisinage de l’union de la boule unité et du bord de U.

En fait, les Fi sont uniformément quasi-minimaux, et donc sont localement uniformément Ahlfors 

réguliers dans U (c.f. [1 1 ] Proposition 4.1). C’est à dire qu’il existe une constante C > 1 telle que pour 

tout Z, pour tout x E Fi et tout r  > 0 tel que B(x, 2r) C (7, on a

(4.14) C _ 1 r 2 < H 2(Fi Cl B{x,r)) < Cr2.

Alors s’il existe xE.Fi tel que d(x,B(0,1) U Pk) > e, alors on a B(x, c) c  U, et par la régularité 

d ’Ahlfors,

(4.15) H2(FinS(x,ie))>(4C)-1e2.

Maintenant déformons Fi dans f?(0,1) par la projection radiale ir sur B(0y 1 ). Ici pour chaque Z, Fi 

est une déformation de Ek dans (7, c’est à dire qu’il existe K  C U compact, tel que Fi\K = Ek\K.  

La compacité de K  implique que 0 < d = d(K,dU) =  d(K,Pk\B(0 ,1 )), et qu’il existe R > 0 tel que 

K  C jB(0, R). Notons V = B(0, R)\B(Pk\B(0, 1 ), d). Alors dans V, nr est homotope à l’identité. Posons 

maintenant 7r' : U —► B(0 , 1 ) H [/, 7r'(x) =  t(x)xJr ( 1  — t(x))7r(x), où t(æ) =  min{2 d(x, V )/d, 1}. Alors 7r' 

est une déformation sur [/, et 7r'|v =  7r|y , ce qui donne 7r'(Fj) =  7r(Ff). Donc 7r(Ff) est une déformation 

de Ek dans U. Autrement dit, ir(Fi) G i?.

L em m e 4.16. Soit E rectifiable tel que E fl jB(0, 1 -f  e) =  0. Alors

(4.17)

Démonstration. On veut montrer que 7r est -Lipschitzienne sur E, d’où (4.17).

Posons 7re la projection sur la boule £ ( 0 ,1+e). Alors 7re est 1-Lipschitzienne, et 7re(R4 \£?(0 ,1+e)) C 

dB(0,1 -f e). D’un autre côté. 7r est -^-Lipschitzienne sur dB(0, 1 +  e). Donc si E C R4 \£?(0,1 +  e), 

alors 7r =  7r o 7re est -Lipschitzienne sur E.

Fin de la démonstration du lemme.

Revenons à la démonstration de la proposition 4.8. On a B(x, ^e) fl B(0, 1 +  |e )  =  0 puisque 

x & B(0 , 1  +  e), et donc

H 2(AFÙ) < H 2(7r(Ft\B(x, ^e))) +  H 2(*(F, D B(x, ¿e)))

<

(4.18) <

<

=  H 2(Fi) - C(e),

< 1

(l +  <Oa
H2(E).

i
1 4 - e ’

1
1+c'

H 2:fa B
1

(x, -e))
2

+
(1 +  H 2

H2IVnBiX'U)

H 2(Fù
4e + e2

4 + 4e + e2
i ï 2 ( il n B

H2(tf)
4e + e2 e2

4 +  4e +  e2 4C
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où C(e) >  0 p o u r  to u t  e >  0 e t  C(e) ne  d é p e n d  p a s  d e  l p o u r  l assez g ran d .

On sait que {Fi} est une suite minimisante, donc pour tout e > 0, il existe un N > 0 tel que pour 

tout l > AT, on a

(4.19) H 2(Ft) < mf^H2(E) + l-C(e) < H 2 (tt(F,)) +  C(e).

Donc (4.18) n’est pas vérifie, de sorte que Fi C B(B(0,1) UPfc, e) fl/7, d’où notre affirmation concernant 

(4.13).

Par conséquent, puisque Ek est la limite de

(4.20) Ek C n€£ (£ (0 ,1) U Pfc, e) fi U C £ (0 ,1).

On peut vérifier (2 ) maintenant. On va même montrer (5), qui dit que Ek est contenu dans l’enve­

loppe convexe C de Pk D B (0 , 1 ), ce qui implique (2 ).

Première démonstration de (5).

L em m e 4.21. Soit C C Rn un fermé convexe symétrique (par rapport à Vorigine) à Vinterieur non- 

vide. Alors pour tout e > 0, il existe S > 0 et une rétraction 1-Lipschitzienne f de Rn dans C tell que 

f est 1 — 8-Lipschitzienne sur Rn\B(C, e).

Démonstration. Notons || • ||c  la norme sur Rn dont la boule unité fermée est C . Il existe alors A > 1 

tel que

(4.22) A - 1! ! - I l e  <  I l - l ia  <  Ail  - I le.

où II • H2 désigne la norme euclidienne.

Alors pour tout a > 0 , posons || • | | 0 =  || • ||c  4- a|| • H2 et CQib la boule fermée de rayon b sous la 

norme || • ||a. Alors Co,i =  C. Notons que ||x ||a est une fonction continue strictement croissante de a 

pour tout x G Rn\{ 0 }, || ■ ||o =  | |-| |c> et que Ca,b est continu, décroissant par rapport à a et croissant 

par rapport à 6 , c’est à dire,

(4.23) Ca,b 3  C a',6, Ca,6 C C'a,6' pour tout a <  a ' ,b <  b1,

et

(4.24) f l  Canib= f )  Ca,bn=Ca,b; U  Can>t=  U  Ca>bn = C° 6.
ûn-+a- bn-*b+ an— bn—►*>-

On va montrer maintenant que

7T
pour tous a, b > 0 , pour tous x,  y G dCa,b tels que aX)V < - ,

\ \ ^ ± y \ \ a < b - D ( a , b , A ) \ \ x - y \ \ l

Fi,

(4.25)
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avec D(a, 6 , A) > 0, où aXiV < ir désigne l’angle entre Ox et Oy pour x, y ^  0.

Prenons x, y G dCa,b quelconques tels que aXiV < par (4.22)

(4.26)

Alors par la définition de || • ||a,

I I ^ I U  = l i b i l e  + « l l ^ l b  < l l f l l c  +  l l f l l c  + « l l ^ l h

=  j ( I W I c  + W lo ) +  a | | î ± i | | , .

Pour le dernier terme, en notant || • || la norme euclidienne || • | | 2 pour abréger, on a

ux + yu x + y x + y r ||a; | | 2 ||y | | 2 <x,y>^
II —  Ib =< — , —  > 2= l—  + —  + ]

(4.28)
_  r , N I  , I M k 2  I M I I M L  < x , y > ^  1  
=[(— + — ) — t1- M i ï i r ) i ’

Mais

(4.29)
1 < x ,y  > _ 1 ___  _  \

||x ||||y || cos(*X'y ~ m \2 °LXiy''>

et donc par (4.28) et (4.26)

l | i ± l i b  <  « M  +  M , ,  _  ! M M  x s r à ^ i o , , ) ] »

^  r / I N I  , I | y | l s 2 /  b N , i

= (M + Mjp _ (M +
(4.30)

< ,11*11 , IML, i/INI , IIj/IK-2/ b yiQÎn2/i m 
-  +  1 “ )[1 "  2 (~2~ +  " F *  Sin ( 2a *’*)]
_  I N I  I M I  1  I M I  I M I  !  b v 2 . 2 , i  x
~ir ~r ~ 2 ~2~+ -t) (àt^ sm {2â
^  11*11 . I M I  K A + o )  „* 2 / 1  x 
-  ~ 2 ~ +  ~T ~ tyU*)* Sln ^ 2  v

(4.27)

En combinant avec (4.27) on obtient

n**' y  u ^  ^'/'ii n i n m \ i r I M I  i b ( A  H~ û )  _._2/ l  m
Il 2 H° + IMIC) + al~2~ + ~2---- 2~(A + a)2 Sm ^2ax,y^

(4.31) i i ^ i i  i My n aKA 1 +  <*) . 2 / 1 n 

“  Il2 1'“ Il211“ 2(A + a)2 Sm (2ax,y)

ab(A 1 + a) . 2 / 1 . 
= b~ 2(A + «y sm ^2 a *’v

Il faut donc estimer \ax,y pour montrer (4.25).

Par (4.22), on a

(4.32)

h

A + Q
<

h

A~ 1 +  a

b
Â + a■f

• 2sin ,v)]*

M i l  
2 >

\  —2 (-  — ) 2
A-h a

sin2

2

2 A + a

**.!/)

2

2

2

2

2 2

B(0
h

’ A  +  a
) c : e u c B(0.

b
A - ! + a ;
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Notons r = -ĵ ,R = A^+â Pour l’instant. Alors -B(0, r) C Ca>& C jB(0, R). Notons alors que 

dCa)b fl 23(0, r) = 0. Prenons rr, y G dCa,b- Notons L la droite passant par x et y. On a alors 2 cas.

1 er cas : L fl B(0, r) ̂  0. On affirme alors que dans L, le segment non-dégénéré I =  L fl B(0, r) 

sépare x et y, autrement dit, x et y se situent de deux côtés différents de I. En effet sinon, notons z 

l’extrémité de I le plus proche de x et y. Supposons par exemple que \ \z — x\\ > \\z — y\\ (il est possible 

que z = y, mais ce n ’est pas grave). Prenons Ly la droite tangente à £?(0, r) passant par y telle que 

L, Ly et l’origine appartiennent à un même plan, et tu G 9B(0, r) le point tangent. Alors par (4.32), 

w € Ca,b-> et donc Ca,b contient le segment fermé [xw\, en tant que convexe. La demi droite [Oy) issue 

par O est passant par y rencontre le segment ouvert (xw) en un point u. Alors u G [x, w] C Câ. De 

plus u = ay, avec a > 1, ce qui contredit le fait que y G dCa,&•

Donc x et y se situent de deux côtés différents de I. Notons v e Lie point tel que [Ou] _L L. Alors

INI < r, et

r t r 1 1 ^ “  V ll H y - d Lax v > max{û;x v, ay v \ =  max{arctan —rr—r— , arctan —rr—r— }
INI INI

(4.33)
i||x  —j/|| lia; —y||

> arctan 2- n -r,—  > arctan — ------ .
N I  2 r

Par l’hypothèse, 0 < aXtV < donc par (4.33), tan aXjV >  —%r— ■ Notons que

(4.34)
 ̂ 2 sin2«^,« sin2«;,,,

tan dx y — 9 . o  îcosz aX}y 1 — sin aXfV

par conséquent

(4.35) • 2  ^  \\x ~ y \\2 n ,  , I I * - v i l 2 ,  \ \ x - y \ ?  

s i n  — / ( 1  +  “  ï ^ T Ï I ^ F

Mais i , t / E  dCatb C B(0,R), donc ||a: — y|| < 2R, on a donc

(4.36) • 2  n  .  \ \ x - y \\2

x'v 4(r2 +  R2) '

Par conséquent

(4.37)
\\x-y\\

ax<y> SmaX'y> - ^ = = ,

et donc

(4.38)
• 2 a x ty / 2 QtX)y \2 ^  Ifo V\ \2

2 V  2 ) 47r2 (r2 -f R2)'

2 ème cas : L fl B(0,r) =  0. Alors la distance entre L et l’origine est supérieure à r. Notons w e L 

tel que Ow _L L, alors ||iu|| > r. Supposons par exemple que \\x - u>|| > \\y -  iu||. Alors

1° si w sépare a: et y sur L, on a alors

(4.39) a Xty > ZxOw  et||x -  iü|| > -||a; -  y||,

7T
2

>
4r 2 4 r2
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d e  so r te  q ue

(4.40)
llx — w\\ 1 

tan aXfy > tan ZxOw =  —r.—r.— > - 1\x — y| |/jR,
IMI 2

et donc

(4.41) ax,y > a r c t a n ^ | | x - y | | .

Un argument semblable à celui après (4.33) donne

(4.42) axyy ^ ||x y\\2 
SU1 2 >  8n2R2 ’

2° si w ne sépare pas x et y sur L, on a

(4.43) ax¡y =  ZxOy > ZxOw — ZyOw,

et donc

ta n a X)V >  tan (ZxOw — ZyOw) =  tan(arctan ^  _  arctan ^ —¡ ^ )
u) M

(4.44) = / Ik -H I  _ l ly -^ lk /ri , l |s-Hl \ \ y-H k  
v I N I  I N I  ,n  I N I  I N I  ;

^ l l ^ - y l l  /n , R 2 - r 2 s .. r2
> — R— / d  + — ^ — ) = l|œ -  Mll7 îï '

où la dernière inégalité est parce que

(4.45) | |x  — w|| =  \ / | M I 2 ~  I I H I2 <  VR2 — r2

et pareil pour y. On a donc

(4.46)
r2

OLx ,y >  arctan —  ||x -  y ||.

On fait exactement comme après (4.33), et on obtient

(4.47) • 2 T u 112

Sm ~  > ir2(R6 + AR2r4) ~  VI* '

En combinant avec (4.31), on obtient

(4.48) ll^ y ^ llo  <b-D(a,b,A)\\x-y\\2,

où

(4.49)
, ., a6(^4-1 +  a) . . 1 1 r4 , „

(a’ ’ 2(A + a)2 m 47r2(r2 +  R2) ’ 8tt2R2 ’ 7r2(iï6 +  4i?2r4) > ’

aVecr= ̂ _ )Â=

On a donc l’affirmation (4.25).

sm' I I * - v i l 2

2

D(

__b
A-T+Í*
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Maintenant par (4.26), on a que

(4.50) ■ J ^ l l  • lia <  Il • IÎ2 <  ■ IU>

donc pour chaque z € dCa<¡,,

Il X + Vii ^  1 II x + yII ^  1 ni II ii^ +  ^ii 
1,2 2  A + a 2  l | a- ^  +  a (l|z|l° 11 2  l|a)

(4.51)
> -7 -7— D(a,b, A)\\x - y}\l = M(a,b,A)\\x - y]\l, 
A +  ci-

où M (a, 6 , A) =  ^~^D(a, 6 , A) > 0 .

Par conséquent, pour chaque x, y G dCâ  tel que ax>y < B(^-, M(a,by A)) C Ca$-

Maintenant pour tout e > 0, soit w,v G Rn\jB(Cajb,e) tels que tta,b{w) = x,na,b(v) =  y, où 7ra)f, 

désigne la projection de plus courte distance sur Ca)&. On affirme que l’angle fii G [0, Ç] entre xw et yx 

est plus petit que arctan 2 M(a b l ) '|'l'a;~'ÿ]f • notons P le plan contenant x, y et w, z G P le point

tel que [z, JL [x,y\ et ||z -  ~ ^ | |  =  M(a,b,A)\\x - y\\2. Alors z G Caj» [x,z] G Ca>b, et

(4.52) tan Zzxy =  2  M (a, 6 , A) | |a? — y 11.

Alors si fii > arctan 2 M(q b A)||æ—¿[f9 on a ^ wxz < f  * Notons 5  la projection de w sur L', la droite 

passant par x et z. Alors s est entre x et z, ou z est entre x et 5 . Dans les deux cas (x, z) D (x, s) ^  0. 

Prenons xf G (x, z) fl (x, s) C C ^ ,  alors x' G (7 ^ , et Ziurcz < Zwx'z,. Par conséquent

(4.53) ||tü — æ|| =  ||w — s | | / s in¿.wxz > \\w — s | |/ s inZwx'z =  ||iü — x;||,

ce qui contredit le fait que x est la projection de plus courte distance de w sur Ca

On montre pareillement que si désigne l’angle entre yv et xy, alors fa < arctan 2M(a)i>i'À)\\x-y\\'

Notons L la droite passant par x et y, Q l’hyperplan perpendiculaire à L, pi et pq leurs projecteurs

respectivement. Alors

(4.54) \ \w -  v|| >  I b i M  - P l (v )\\ =  ||iü -  x \ \ c o s 0 i  +  \\x -  y || 4- ||v -  y \ \ c o s ß 2-

Mais wtv G Rn\J3(Ca &,e), on a donc \\w -  rr|| > e, \\v - y|| > e, donc

I h  -  Hl > II* -  2/11 +  2e cos arctan

(4.55)
_  iu  _  V|| +  2e(_____4M2UX~ VW2_____-  Il* 2'll +  /e4  +  4M (ai&iJ4)2i|a;_ 2/||2-'

>  I b  -  vil +  2e 2 M ( a , b , A ) \ \ x - y \ l  
y |1 {l + 4M(a,b,A)HB?)

= ( 1  + cC(a,biA))\\x-y\l

où R =  a - ï +ci es  ̂ comme dans (4.32), et donc C(a, 6 , A) > 0.

Notons que (4.55) est vrai pour les x,y tel que ax̂y < Donc ira,b est localement

Lipschitzienne sur Mn\E((7a)ô, e).

1

A-1 +a

7r 
2

En ifFet,

ß2

l-\-eC(a,b,A))
7r
o *



52 L ’existence d ’e ns em b le s m i n i m a u x

Revenons à la démonstration du lemme. Fixons e > 0  quelconque. Alors par (4.23) et (4.24), il 

existe a, b >  0  tel que

(4.56) CcCa,bcB(Catb,̂ )cB(C,e).

Maintenant notons nc la projection de plus courte distance sur C. Notons /  =  ne ° 7ra,& pour une 

paire de a, b qui satisfie (4.56). Alors pour montrer le lemme, il suffit de montrer que 7r0j& est localement

1 — ¿-Lipschitzienne sur Rn\B(Ca}b, §). Alors par (4.55), on prend ô tel que 1 — 8 =  1+ i-c *Q b Ajy et 

on obtient la conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

C oro lla ire  4.57. Soit E C R n \jB (C f, e) rectifiable, alors

(4.58) Hd(f(E)) <  ( 1  -ô)dHd(E).

Revenons maintenant à la démonstration de la proposition 4.8. Rappelons qu’ici C est l’enveloppe 

convexe de Pk fl B (0 , 1 ).

On va montrer que

(4.59) pour tout e >  0, Ek C J5(C, 2e).

Sinon, E k\B {C ,2e)  ^  0, alors par la régularité d ’Ahlfors, H 2(E k \B (C , 2e)) > 0 . On applique le corol­

laire 4.57 à E k\B (C /2 e) et le convexe jE?(C, e), on obtient qu’il existe une appliction Lipschitzienne fe 

de Rn dans B(C, e) telle que

(4 .60) H2(fe(Ek)) < H2(Ek),

où f€ est comme dans le lemme 4.21. Alors on aurait (4.59) si on savait que 7re(Ek) est une déformation 

de Ek dans U.

Mais on sait déjà que Ek C  jB(0, 1). Donc l’ensemble W € := {x G Ek,ire(x) ^  x} C B{0, l)\f?(C , e), 

qui est compact et loin du bord de U. Notons d(W€,dU) =  d} et posons

(4.61) g : R ” —> B(C, e), f(x) = t(x)x +  ( 1  -  t(x))f€(x), t{x) =  min{2d(x, W e)/d, 1 },

alors g est une déformation dans U, et

(4.62) g(Ek) = fe(Ek).

Donc si Ek\B(C, 2e) ^  0, alors g diminue strictement la mesure de Ek, et ceci contredit le fait que 

Ek est minimal. On a donc (4.59). Mais (4.59) est vrai pour tout e >  0 , on a donc

(4.63) Ek C C ,
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d ’où  (5).

Seconde d é m o n s tra tio n  d e  (5).

On va raisonner par l’absurde. Soit x G Ek qui n ’appartient pas à C , alors puisque C est convexe, 

il existe un plan Q de dimension 3 qui sépare x et C. Notons R le demi espace fermé bordé par Q et 

contenant x. Alors x G intR, de sorte qu’il existe r > 0 tel que B(x,r) C R . Mais par la régularité 

d’Ahlfors, la mesure de Ek dans B(x,r) est non nulle, donc en particulier, la mesure de Er = Ek H R 

est non nulle.

Notons 7tq la projection orthogonale de B(0,1) sur B(0, l)\int.R, qui envoie R fl jB(0, 1) sur Q fl 

J5(0,1). Alors 7TQ(Ek) est une déformation de Ek dans U. En effet, notons Cr l’enveloppe convexe de 

Er\Jtvq(Er), alors Cr C B(0, l) f iR et est compact. Il existe alors s > 0 tel que B(Cr, 2s)n(CUPk) =  0. 

Posons f(x) =  t(x)x -f (1 — t(x))7TQ(x), où t(x) = max{d(x, B(Cr, s))/s, 1}. Alors /  envoie U dans 17, 

est Lipschitzienne, et ne change que les point dans B(Cr, 2s)C\R. En particulier, ft(x) = (1 — t)x+tf(x) 

est une homotopie entre id et / ,  de U dans U . De plus, f(Ek) =  TTQ(Ek).

On veut montrer que

(4.64) /  diminue strictement la mesure de Ek-

Autrement dit, F 2(7Tq(£*;)) < H2(Ek)- Notons que TTQ(Ek) = ( E ^ E r )  U ttq( E r ) et que Ek =  

( E k \ E R )  U E r .  Donc il faut montrer que

(4.65) H2(irQ(ER)) < H2(Er).

Notons L l’espace (de dimension 1) orthogonal à Q. Et itl la projection orthogonale de R4 sur L. 

Posons a =  7tl((5), et b G L le point plus loin de a dans l’ensemble t t l ( E r ) .  Alors le segment [a,b) 

contient t t l ( E r ) .

L e m m e  4 . 6 6 .  [a, 6] C t t l ( E r ) .

Démonstration. Par l’absurde. On sait déjà que b G ^¿(JÇ^). Soit x C [a, b) tel que x £ k l (Er ). Notons 

Qx le sous-espace parallèle à Q est passant par x. Alors Qx C\Ek =  0. Mais le point b et C vivent dans les 

deux côtés différents de Qx. C’est à dire, si on prend y G Ek tel que 7i l  (y) =  6, alors Qx sépare y et C. 

Il existe alors ry > 0 tel que Qx sépare B(y,  2ry) et C. Par la régularité d ’Ahlfors de J9(y, ry) fl Ek 

est de mesure non nulle.

Notons Rx le demi espace bordé par Qx qui contient y. Alors Ek C\RX est un compact, qui ne touche 

pas Qx. On peut donc contracter Rx fl Ek en un point dans Rx, en laissant fixé la partie Ek\Rx. Mais 

H2(Rx fl Ek) > H2(B(y,ry) fl Ek) > 0. C’est à dire, on peut diminue strictement la mesure de Ek par 

une déformation, ce qui contredit le fait que Ek est minimal.

Donc [a, b) C i t l ( E r ).

Ek
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F in  d e  la  d é m o n s tra tio n  d u  lem m e.

Maintenant notons Ep l’ensembles des points de type P dans Er, Ey l’ensemble des points de type 

Y dans Er , et Et l’ensemble des points dans Er qui ne sont pas de type Y ou P.

Lemme 4.67. #*([<2 , b ] \7TL (Ep) )  =  0.

Pour chaque x G Et, notons Tx une limite d’explosion de Ek en x ; il existe rx > 0 tel que dans 

B(z, r x), Ek est bi-Holdériennement équivalent à Tx (c.f.[9].Thm 16.1). Mais Tx est un cône minimal, 

ce qui implique que tout point dans Tx est de type Y ou P, sauf l’origine (c.f. [9] Théorème 14.1). Par 

conséquent dans B(x,rx), Et ne contient qu’un point. Autrement dit, Et est un ensemble composé de 

points isolés. Mais E r  est compact, donc

(4.68) Et est un ensemble fini.

En suite on va montrer que l’ensemble

(4.69) \ l ( E y  U E p ) \ k l { E p )] =  0.

Soit x G Ey• C’est à dire que toute limite d ’explosion Tx de E r  en x est un Y, qui est un cône 

minimal de "full length" (c.f.[10] Définition 2.10). Alors par la régularité C1 (c.f.[10] 1.15), Tx est unique 

et E r  coïncide, dans une boule B(x,rx)} avec l’image par un C1 difféomorphisme (px de Tx.

Notons Lx l’épine de Tx. Alors dans B{x, rx), <p(Lx) est une courbe C1. Alors si la direction de Lx 

n’est pas orthogonal à celle de L, il existe un rx < rx tel que dans B(x,rx), aucune droite tangente de 

la courbe <px(Lx) n ’est orthogonale à L. Par conséquent, pour chaque y G L fl B{tti{x), r'x), le tranche 

7Tl1(v) contient au plus un point de type Y localement, puisque la tranche est orthogonale à L. Mais 

E r  f l  B(x, r fx) est de mesure de dimension 2 non nulle, et même pour presque tout y G L  f l  B(7r(x), r x ) 

la tranche est de mesure de dimension 1 non nulle. Et donc la tranche contient un point de type P.

Par conséquent, pour tout x G E y  tel que Lx n’est pas orthogonale à L, il existe rx > 0 tel que 

pour presque tout y  G L f l  B(7r(x),rx), y G 7rL ( E p ) .  Donc si on note Ey q  =  {x G E y  : Lx JL L} =  

{x G E y  : Lx est parallèle à Q}, alors

(4.70) Kl ( E p ) D 7ï l { E y \ E y q ),

et par conséquent

(4.71) H 1 { ' k l { E p ) )  =  H 1 (nj [J ( E p )  U i t l ( E y \ E y q ) ) .

D ’un autre côté, on affirme que

(4.72) H 1(ttl (Ey q )) =  0.

H 1



5 5

En effet, par la formule de l’aire (c.f.[14] Cor 3.3.20),

(4.73) /  I <  L,TxEyq > I dH\x) > H'faiEyQ)),
J E y q

où TxE y q  désigne la droite tangente à E y q  en et L un vecteur unitaire parallèle à L.

Mais pour chaque x  G E y q , TxE y q  = Lx est orthogonale à L, ce qui implique que < L, TxE y q  > =  

0. Alors le terme de gauche de (4.73) est nul. Par conséquent H1(7Tl(Eyq)) =  0, d ’où (4.72).

En sommant (4.71) et (4.72) on obtient (4.69). Et par (4.68),

(4.74)
[a, b]\iTL{Ep) = 7Tl{Er)\7Tl(Ep) = 7t l ( E p  U E y U  E t ) \ t t l ( E p )

C ttl(Et ) U [itl(Ey  U E p )\7tl (Ep ))î

de sorte que

(4.75) H 1 ([a, b]\jTL(Ep)) <  H 1('Kl(Ep))  +  H 1[ t t l ( E y  U E p ) \ t t l ( E p ) ]  =  0.

/ l f \ \ 
( |  BJ.H. g)

Fin de la démonstration du lemme.

D’après le lemme on sait que H 1{'ïï l{Ep))  =  b — a. On note E p q  = {x  G Ep : TxEk E Q}. Alors 

par la formule de la coaire (c.f.[14] Cor 3.3.22),

(4.76) f \\A1irL(x)\\dH2(x)= [ dH'WH'frZ'WnEpQ].
J E p q  ^ l (E p q )

Mais pour tout x  G E p q  ,

(4.77) Il A l  tt l(x)W =  \lTTxE k ( L ) | <  |7Tq(L)|  =  0 ,

où TxEk désigne le plan tangent de Ek en x.  Par conséquent le terme de gauche de (4.76) est nul, ce 

qui implique que pour presque tout z G 7t l ( E p q ) ,  H 1̂ ^1 {z} H E p q ]  — 0.

Alors il y a deux cas.

1er cas .  Si H l ( i t l ( E p q ) )  >  0, il existe alors z  G t t l ( E p q )  tel que H 1 [ t t 2 1{ z }  H E p q ]  =  0. Prenons 

w  G E p q  tel que =  z .  Alors w  est de type F, et par la régularité C 1 de E  près des points de

type F, il existe r  > 0 tel que Ek coïncide dans B(w, r) avec le graphe d’une fonction ip de classe C1 de 

TwEk vers TWE Alors tous les points dans B(w, r) fl Ek sont de type P. La proposition 11.17 de [17] 

donne que tp est une fonction harmonique. Alors la fonction <p' — kl o <p est une fonction harmonique 

de (w 4- TwEk) H B(w,r) dans L, avec ip'(w) =  0. Cela implique que, soit <p' est constante et donc 

Ek H jB(iü, r) C Q +  w = 7r£1(2), soit Ek H B(wt r) Pi 7r^1(^) est une courbe lisse. Alors le premier cas 

est impossible, par définition de z. Dans le deuxième cas, la courbe est de mesure H 1 positive, est tout 

point dans ce courbe est de type F, alors puisque H 1 ^ ^ 1 { z }  f l  E p q ]  =  0, il existe x  G f l  E p

dont le plan tangent n’est pas contenu dans Q.

X,

rrL (w)
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2ème cas. Si H 1{'ïïij{Epq)) =  0. Alors H 1('kl{Ep\Epq)) est de mesure pleine dans [a, b], d ’après 

le lemme 4.67. En particulier, il existe x G Ep C Er tel que TxEk est un plan qui n’est pas contenu 

dans Q, et que ttl(x) G (a, b).

Dans les deux cas, il existe un point x de type F dont le plan tangent n’est pas contenu dans Q.

Par la C1 régularité de Ek  en x, il existe r > 0 tel que B(x, r) C Q et que Ek n B (x , r) est l’image 

d ’une application (p de classe C1 de TxEk. Notons que TxEk 0 Q implique que \TTQ(TxEk)\ < 1 (voir

(2.6) pour la définition). Posons (3=1 — \kq(TxEic)|. Alors puisque ip est de classe C 1, il existe r ' < r 

tel que pour tout y G B(x, r ')  D Ek, \nQ(TyEk)\ < 1 — f .

Alors par la formule de l’aire,

H2(nQ(Ek n  B(x,r'))) =  [ \nQ(TyEk)\dH2(y)
J EkC\B{x,r')(4.78)

< (1 — 7 )̂H2(Ek H B(x, r')).

Par conséquent

H 2(nQ{ER)) = H2[nQ(ER\B(x, r')) U (ER H B(x, r'))]

<  H2[itq(Er\B(x, r'))] +  H2[nQ(ER n  B(x, r'))]

< H2(Er\B(x, r')) +  (1 -  ~)H2{Ek n  B(x, r'))

< H 2(ER\B(x, r ')) +  H2(Ek n  B(x, r')) -  Ç ff2(Ek n  B(x, r'))

< H2{Er) -  ^H2(Ekn B(x,r')).

Mais par la régularité d ’Ahlfors on a que H2(Ek fl B(x,r')) est strictement positive, on a donc

(4.80) H2(ttq(Er)) < H2(Er ),

d ’où (4.65).

On obtient donc (4.65), ce qui contredit le fait que Ek est minimal.

Corollaire 4.81. Pour toute soxis suite nk telle que Enk converge dans B{0 ,1), la limite est PoHJ5(0,1).

Démonstration. Prenons une telle suite rik. Notons E00 la limite de EUk. On veut appliquer le théorèm 

3.1, donc on va vérifier les conditions sur Ê .

D’abord par [9] lemme 3.3, on sait que Eqq est aussi minimal dans # (0 ,1 ), car chaque Enk l’est.

Ensuite, (3.2) vient de la proposition 4.8(3) et du fait que E^ est la limite de Enk.

Pour vérifier (3.3), si on note Ck l’enveloppe convexe de Pk H B(0,1) (et Cq l’enveloppe convexe

de P0 H jB(0, 1 )) ,  alors par la proposition 4.8, Enk C Cnk. Puisque Eoo est la limite de Enk, pour

(4.79)
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chaque m > 0, il existe K(m) > 0 tel que pour tout k > K(m), E q q  C B(Enk, C B(Cnk) C 

U ^=J<r(m)^(C'nfc, —). On peut demander aussi que K(m) > k(l) si m > l. Par conséquent on a

(4.82) Eoo c  n£=i u%LKim) B(Cnk,±) =  C'o,

et donc

(4.83) e0o n ô b (o, î) c  c 0 n as(o, i) =  p0 n 9B(o, i ).

D’autre part, puisque est la limite de £ nfc, il contient limfc_>00 EUk fl dB(0,1) =  Pq fl ÔB(0,1).

Donc

(4.84) Eoo H dB{0,1) =  P0 n 9jB(0, 1).

d ’où (3.3).

Pour (3.4), on sait par la proposition 4.8 (4) que H2(Enk) < 2tc. Mais les Enk et E^ sont des 

ensembles minimaux, donc le lemme 3.3 de [9] donne

(4.85) H2(Ego n 5(0,1)) < liminf H2(Enk n B(0,1)) < 2n.
k

L’égalité vient de (3.2), et les lemmes 2.45 et 2.15.

Donc par le théorèm 3.1, E^ =  Pq fl B(0,1).

Notons que B(0,1) est compact, quitte à extraire une sous suite, on peut supposer que la suite Ek 

converge. Alors par le corollaire, la limite est P q fl J3(0,1). Donc à partir de maintenant, on va travailler 

sur cette suite {Ek}k>o qui converge vers P q H B(0,1).

5 Rayons critiques

Pour notre Ek, encore une fois s’il est une déformation, alors il doit être obtenu en pinçant Pk au 

milieu, parce que sinon, notre fonction de déformation est injective, et Ek est l’union essentiellement 

disjointes des images de P£ et P% respectivement. Mais puisque PI est minimal, chaque image est de 

mesure plus grande, et par conséquent Ek n’est pas un meilleur compétiteur.

Puisqu’on pince, on sait que Ek doit commencer à s’éloigner de P̂  ou P% quelque part, et du coup 

on va payer un prix pour ça. E t en effet l’enjeu de la démonstration est de comprendre pourquoi pincer 

coûte encore plus cher que ce qu’il permet de gagner.

Pourtant Ek n ’est pas forcément une déformation, donc ce qu’on vient de dire est juste pour justifier 

ce qu’on va faire. On va trouver l’endroit où Ek commence à s’éloigner de P^.

m . .

E o o
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Donc pour un e suffisamment petit, on veut trouver, un centre o qui n ’est pas loin de l’origine, 

et une échelle r, tels que Ek est 2er proche de Pk dans B(o, 2r), mais n’est plus er proche d ’aucune 

translation de Pk dans B(o,r). C’est l’endroit qu’on cherche, et r  est notre rayon “critique”. Et alors 

hors de la petite boule B(o, | r )  notre Ek est près des plans, donc est très “plat”. Par contre dans la 

petite boule où se produit vraisemblablement le pincement, on ne voit pas bien ce qui se passe, donc 

on va contrôler la mesure de Ek par un argument de projections en utilisant le corollaire 2.65. Par 

contre, on pourra traiter plus précisément la partie plate hors de B(o, | r )  puisqu’elle est régulière (si 

e est petit). On montrera finalement qu’on perd plus de mesure sur la partie plate que ce qu’on peut 

espérer gagner dans la partie intérieure.

Dans ce paragraphe on va utiliser un processus de récurrence pour trouver le rayon critique.

On note, pour chaque k et i =  1,2 :

(5.1) C*k(x>r) = (Pfc) \B{0,r)nli)+x,

et

(5.2) Dk(x,r) =  Cl(x,r) nCZ(x,r).

Donc ici Clk(x, r) est un “cylindre” et Dk(x, r) est l’intersection de deux “cylindres”. On peut noter aussi 

que Dk{x,r) D B(x,r) et £>*(0,1) D Pk = £(0 ,1) D Pk.

On dit que deux ensembles E , F sont er proches dans un ouvert U si

(5.3) drjj{E, F) < e

où

(5.4) dr,u{E,F) =  i  max{sup{d(y, F) : y G E D U}, sup{<%, E) : y G F DU}}.

On note aussi

dkx¡r(E,F) = dr¡DkiXtr)(E,F)
(5.5)

=  i  max{sup{cZ(2/, F) : y € En Dk(x,r)},sup{d(y,E) : y € F n Dk(x, r)}}.

R em arq u e  5.6. Observons que

(5.7)

Pour voir cela, on peut prendre U = Dk(xy r), et poser En =  dDk(x, r  +  ¿) et Fn =  dDk(x, r  -  £), 

alors on a

(5.8) ^ , r ( ^ n 5 -Fn) 0

et

(5.9) - d H(En n D k ( x , r ) ì Fn nD k( x , r ) )  =  i dH(En D Dk(x> r), 0) =  oo.

dr,u(E,F) -dH
r

{EnU^FDU).
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Donc drjj mesure plutôt comment la partie d’un ensemble dans rouvert U peut être approximée par un 

autre ensemble entier, et réciproquement. Mais on a toujours

(5.10) drU(E,F) < -dH(EnU,FnU). 
r

Rappelons maintenant que {Ek} est  une suite d’ensembles comme dans la proposition 4.8, avec 

6k > f  — et qui converge vers P q fl B (0,1).

P ro p o sitio n  5.11. Il existe € q  > 0, tel que si e < €q } alors pour tout k assez grand, il existe G]0, 

et Ok G B(0 ,12e) tels que Ek est 2erk proche de Pk 4- Ok dans Dfc(ofc, 2r*;(l — 12e)), mais par contre il 

n’est erk proche de Pk -f q dans Dkipk.rk) pour aucun q G M4.

R em arq u e  5.12. On utilisera d’ailleurs la construction aussi pour les échelles intermédiaires.

Démonstration.

On fixe un e et un k , et on pose s* =  2 1 pour i > 0. On note D (x , r) =  Dk(x , r), dXtr = dx r pour 

abréger. E t on procède de la manière suivante.

Etape 1 : Notons qo =  q\ =  O (et rappelons que so =  1), on a donc dans D(qQ,so) que Ek est eso 

proche de Pk + qi si k est grand, car Ek —» Pq, Pk —* Po implique que do,i(i£fc» Pk) —► 0 .

Etape 2 : Si dans D(qii si) Ek n’est esi proche d ’aucun Pk -f q on s’arrête; sinon, il existe un 

<72 tel que Ek est esi proche de Pk -f <72 dans D(qi,si).  Ici on demande que e soit assez petit (disons 

e <  ^q ) pour que qi £ D(qi, | s i )  à cause de la conclusion de l’étape 1. Alors dans D(qx,si) on a

simultanément :

(5.13) dqi,si(Ek,Pk +  Çi) < «i 1dg0t$0(Ek,Pk + q 1) < 2e ; dquSl(Ek, Pk + q2) < e.

Vérifions que ceci implique que dq i i Sl(Pk +  q\,Pk +  q2) < 12e quand e est petit, disons e < jjjjg. En 

effet pour chaque z 6 D(qi, | s i )  fl (Pk +  <7i) on a d(z, E k) < dq0tSa(Ek, Pk +  qi) < e. Il existe donc un 

y 6 E k tel que d(z, y) < e. Mais puisque z 6 D(qi, |s i ) ,  on a y e  D(qi, | s i  +  e) C D(qi, si),  et donc 

d(y, Pfc +  q2) < s ï 1dguSl (Ek, Pk + qi) < 2e, donc d(z, Pk +  q2) <  d{z, y) + d(y, Pk + q2) < 3e.

D’un autre côté, soit z € D(qi, 5 Si)n(Pfc +  <72), on a alors d(z ,E k) < s ^ 1 dquSl(Pk + q2, E k) < 2e, il 

existe donc un y e  E k tel que d(z, y) < 2e. Mais puisque z € D(qi, |s i ) ,  on a donc y € D(qi, | s i  +2e) C 

D(qo,so), de sorte que d(y,Pk + qi) < dq0tS0(Ek,Pk +qi) < e, et donc d(z, Pk +qi) < d(z,y) + d(y,Pk + 

qi) < 3e.

On a donc

(5.14) d q i , i a A p k +  Q u P k + Q 2 )  <  ( | « i )  1 X 3e =  12e,

et par conséquent dq i \ Sl (çi, <72) < 24e, et donc ^(^1,^2) < 6e =  12esi.

1
k

il

.1
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Maintenant on définit notre processus d ’itération (notons qu’il dépend de e, on l’appelle aussi un 

e—processus).

Supposons que les {qi)i<n sont déjà définis, avec

(5.15) d(qi,qi+i) < 12s,e =  12 x 2 'e

pour 0 < i < n — 1, et donc

(5.16) d(Qi,qj) < 24esmia(iJ) =  2 mln(,j) x 24e

pour 0 < i , j  < n, et que de plus pour tout i < n — 1, Ek est es* proche de Pk +  1 dans D(qi,Si). On 

dit que le processus ne s’arrête pas à l’étape n. Alors

Etape n -fl : On regarde alors dans D(qn,sn).

Si Ek n ’est e proche d ’aucun Pk + q dans cette boule de rayon sn, on s’arrête et on trouve notre 

Ok = qn,Tk =  sn comme désiré. En effet, puique d(qn-i,qn) < 12esn_i, on a D(qn,2sn(l — 12e)) =  

.D(gn ,sn_ i( l  -  12e)) C D(qn-i, sn_i), et donc

(5.17)
^gn,2sn(l — 12e) (fle ^  (1 12e) d(Jn — X i ^ n  — 1 (F k  “ J" Çrif  - Ë ' f e )

< — -— .
-  1 -  12e

De plus

(5.18) d(ok, O) = d(qn, qi) < 2 h11̂ 1»") x 24e =  12e.

Sinon, on peut trouver un qn-\-i G M4 tel que Ek est encore esn proche de Pk 4- qn + 1  dans D(qni sn), 

alors puisque e est petit, qn+1 G D(qn, | s n). De plus on a comme avant d(çn+i ,ç n) < 12esn et pour 

i < n — 1,
n  n

(5.19) d (q i i qn+ 1) <  ] T c % , ^ +1) <  J 2  12 x x 24e =  2 - min^ n+1) x  24e.
j= i  j= i

On obtient donc notre çn+i.

Maintenant il ne reste plus qu’à montrer que ce processus doit s’arrêter à une étape finie pour 

chaque e suffisamment petit. Et pour montrer cela, on va estimer la mesure de notre ensemble Ek- On 

a donc besoin du lemme suivant.

Lem m e 5.20. Il existe eo > 0, tel que pour tout e < eo, k assez grand, et pour tout n tel que le 

e—processus ne s’arrête pas avant n (ce qui implique en particulier qu’il existe qn G J5(gn_i, | s n_i) tel 

que Ek est esn_i proche de Pk +  qn dans jD(gn-i,S n -i)A

(5.21) Ek n (£>(0, l)\D(qn, sn)) =  U Fn2

où ne se rencontrent pas. De plus

(5.22) P ¿ n ( P ( 0 ,l)\Z?(gn , 5 n) ) c p Ú ^ )

où p\ est la projection orthogonale sur Pj.,i =  1,2.

<?i+l

4 ?n> EU s n

: 2 ”* 2~j

Fl 
n  s

i?2  
■ n
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On va montrer ce lemme dans le paragraphe suivante. Donc admettons ce lemme pour l’instant.

Puisque H 2(Ek) < 2tc, il existe > 0 tel que

(5.23) inf H 2(Pk\D(q,snk)) > H 2(Ek) 
^6M4

Alors notre processus doit s’arrêter avant ce parce que sinon on aurait, par le lemme précédent, 

la décomposition disjointe

(5.24) Ek =  [Ek n D(qnk, snk )] (U F„k t±) F2k,

et donc

(5.25)
H 2{Ek) > H\Fl) +  H 2(F2k) > H 2 lPl(FÎJ} + H 2 [p2 (F2k)]

> H 2(Pk\D(qnk,snk) > H 2(Ek),

une contradiction.

6 Propriétés de projection et régularité de Ek

La prochaine étape, comme on a dit au début de la section précédente, est de donner des propriétés 

utiles pour notre estimation, dont la régularité pour la partie plate hors d’une petite boule, et la 

surjectivité des projections à l’intérieur de la boule, auxquelles va contribuer cette section. Elle donne 

aussi le lemme 5.20.

P ro p o sitio n  6.1. Il existe €q > 0, tel que pour e < €q fixé et k grand, si notre e—processus ne s’arrête 

pas avant l’étape n, alors

(1) Ek fl (Dk(0, |fi)\Dk(qm i^ 5n)) est composé de deux morceaux disjoints G%,i = 1, 2, tels que :

(6.2) G% est le graphe d’une application C1 g* : Dk{0, —|)\Dk(qn, n k̂ “ 5“

avec

(6.3) l i v ^ l l o o  <  1 ;

(2)(lemme 5.20) pour chaque jqSu < t < sn

(6.4) Ek n (Dk(0,1 )\Dk(qn,t)) = G\ U G2

où G}, G? ne se rencontrent pas. De plus

(6.5) Pk n (Ac(0, l)\Cfc(<7n,i)) C Pk(Gi)

où p k est la projection orthogonale sur Pk , i  =  1,2;

nie.

rik

1
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(3) Pour chaque ~sn <t < sn, il existe une suite {F̂ t) =  f\l(t)((Pk +  qn) H Dk(qn, sn +  j))} i> i 

de déformations de (Pk +  qn) fl Dk(qni t +  y) dans Dk(qn, t +  y), avec

(6.6) + Qn) n  dCk(qn, t + y)) C dC\{qn, i +  j )

qui tend vers Ek fl Dk{<lm t) dans Dk{0,1) ;

(4) les projections orthogonales p\ : Ek H Dk{qni t) H CJ(gn , t), i =  1, 2 sont surjectives, pour

tout JqSu <t<sn.

Démonstration. Pour montrer (1) on va se servir d’un théorème de régularité sur les varifolds. On 

utilisera les notations suivantes.

G(n, d) est la variété Grassmann G(Mn, d) ;

Pour chaqué T G G(n,d), on note aussi ttt la projection orthogonale vers le d-plan representé par

T ;

Pour chaque mesure v sur Rn , 0d(i/, x) =  limr_>o (si la limite existe) est la densité de v en

x, où a(d) désigne le volume de la d—boule unité ;

Vd(Rn) désigne l’ensemble de tout les d—varifold dans Rn, i.e. toutes les mesure Radon sur 

Gd( r ) = r x G ( n , i i ) ;

Pour chaque V G Vd(Rn), 11T̂ || est la mesure Radon sur Rn telle que pour chaque A C Rn, 

l l^ll(^) =  V(Gd(Wl) fl {(x, 5) : x G ^4}) ;

S(V) désigne la première variation de Vì qui est l’application linéaire de X(Rn) —» R, définie par

(6.7) 6V(g) = J  Dg(x)-nsdV(x,S)
pour g G £ (R n). Ici 3£(Rn) est l’espace vectoriel de toutes les application C°° de Rn —* Rn à support 

compact.

Dans notre cas, on ne s’intéresse qu’aux varifolds rectifiables. En effet, à chaque ensemble 

d—rectifiable E on associe un d—varifold, noté V#, au sens suivant : pour chaque B C Rn x G(n, gQ, on

a

(6.8) Ve(B) =  Hd{x : {x,TxE) £ B}.

Rappelons que TXE est le d plan tangent de E à x, il existe en presque tout point x G -E, puisque E 

est (¿—rectifiable. Alors ||Ve|| =  Hd\E• De plus, la densité #d(||V£;||,x) existe pour presque tout x G E.

T h éo rèm e 6.9 (c.f.[1] Théorème de régularité au début du paragraphe 8). Soit 2 < d < p < oo, 

q =  . Alors à chaque e avec 0 < e < 1 correspond un rj > 0 avec les propriétés suivantes :

Soit 0 < R < oo, 0 < fx < oo, V G Vd(Rn), a G sp¿||F || tels que

Pour

Ek

, p i

i/B(a,r)
a (d )r d

p - 1
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1) 0^(11^11,#) >  ¡i pour \\V\\ presque tout x  G i? (a ,  R) ;

2) \\V\\B(o, R) < (1 +  r})fia(d)Rd]

3) SV(9) < tjijlpRp-1 (f |p|9/i||V'||) « pour tout g E X(Rn) and spt g C B(a, R).

Alors il existe T G £?(n, d) et une fonction C1 F :T —* Rn, tels que ttt ° F = It,

(6 .10) IlDF(y) — DF(z)|| < e(|y — z\/RŸ p pour tous y,z G T,

(6 .11) jB(a, (1 — e)Æ) fl sp£||F|| =  B(a, (1 — e)Â) fl image F.

R em arq u e  6.12. 1) Dans le théorème, comme ttt° F = 1t, on voit que F est en effet le graphe de la 

fonction C1 /, définie par f(t) = irT±F(t), avec t GT, tct± la projection orthogonale vers T1-, l’espace 

orthogonal de T. De plus ||D /(£)|| < ||D F (i)|| pour tout t G T.

2) Si E est un ensemble localement minimal, V# est stationnaire, Le. ôVg = 0. Donc la condition

3) s’établit automatiquement. En effet si on pose gt(x) = (1 — t)x +  tg(x), alors

(6.13) 5VE(g) = jtHd(gt(Ensptg)),

ce qui se voit par le formule de l’aire. Et donc si E est minimal, ÔVe = 0.

P ro p o sitio n  6.14. Pour chaque n> d> 0, il existe e\ =  ei (n,d) > 0 tel que ce qui suit est vrai. Soit 

E un ensemble localement minimal de dimension d dans un ouvert U C avec U D jB(0,2) et 0 G E. 

Alors si E est ei proche d’un d—plan P dans B(0,1), alors E coïncide avec le graphe d’une application 

C1 f : P P1- dans J5(0, f  ). De plus | |V/||oo <  1-

Démonstration. On le montrera seulement pour d = 2. La démonstration pour les autre dimensions est 

semblable.

D’abord vérifions les condition dans le théorème 6.9, avec a =  0, J ? = l , / z = l ,  3̂ , et e petit, à 

choisir plus tard.

1) Puisque E est minimal, pour tout x G E, la densité de E en x est au moins 1, donc 1) est vrai.

2) On sait que E est e\ proche d’un 2—plan affine P dans jB(0, 1), et H2(P fl B (0 ,1)) < a(2) =  7r, 

alors par le lemme 16.43 de [9], on peut choisir ei (qui dépend de e, puisque rj dépend de e) tel que 2) 

est vrai. En particulier

(6.15)

3) Vient de la minimalité de E, par remarque 6.12 2), avec n ’importe quel p > 2.

Alors quand p est assez grand, par le théorème, il existe un plan T et une fonction F de classe C1

T —̂ R4 tels que dans B(0,1 -  e), E coïncide avec l’image de F , et que

(6.16) \\DF(y) -  DF(z)\\ <  e(|y -  z \ /RŸ ~ l  < e < 2€

Rn

On

H 2(B (0,1) fl E) <
11
ÏÔ‘

(î>i - f
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pour tous y , z  £ F 1{E fl £?(0,1 — e)).

Notons que pour chaque y G F 1(E H B(0,1 — e)) C T, DF(y)(T) est le plan tangent de E en 

F (y). Donc (6.16) veut dire que les plans tangents de E ne varient pas beaucoup dans B( 0,1 — e).

Maintenant notons Q le plan parallèle à P (le plan dans l’énoncé) et passant par l’origine, 7r le 

projecteur de Q, et 7r' le projecteur de Q±. On affirme que pour chaque y G T  tel que F(y) G jB(0, 1 — e) 

et chaque u £TyE = DF(y)(T),

(6.17) IK (w ) l l  >  j I M I -

En effet, si (6.17) n ’est pas vrai, alors il existe y e F 1{E fi J5(0,1 — e)) et u G TyE tel que 

IKO-OII <  f  INI- Notons t = DF(y)~1(u) G T, alors

(6.18) HTrODFfoXt))!! < f  ||2?F(y)(t)||.

Par (6.16), pour tout z G F 1(E fl B(0,1 — e)),

| | 7 r ( £ ) F ( z ) ( i ) | |  < | | t t  o  (DF(z) - DF(y))(t)\\ + | | t t  o  D F ( y ) ( i ) | |

< 2 6 | | t | |  +  | | | JD F ( » ) ( t ) | |

(6.19) < 2e||t|| +  l\\DF(y)(t) - DF(z)(t)|| +  5 ||0 F (z ) ( i) ||

Mais txt o  F =  lx entraîne que pour tout t  € T,

(6.20) \\DF(z)(t)\\>\\vToDF(z)(t)\\ = \\t\\,

de sorte que

(6.21) \\n(DF(z)(t)\\<(7-e+ï)\\DF(z)(t)\\.

Donc quand e est suffisamment petit, on a

(6.22) \\ir'oDF(z)m>±\\DF(z)(t)\\

pour tout z e F 1(En B{0,1 -  e)).

Notons e i  =  7r' o i?F(0)(t)/||7r' o Z7F(0)(t)|| un vecteur unitaire dans Q. On a donc

(6.23) < e l t DF(0)(t) »  ini^OXi)!!.
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A lors p o u r  to u t  z  € F  l (E  fl B( 0 ,1  — e)), encore  u n e  fois p a r  (6.16) e t  (6.20),

< ex,DF(z)(t) > = <  eu(DF(z) -  DF(0))(t) > +  < eltDF(0)(t) >

>< euDF(0)(t) > - | |  < ei,(DF(z) - DF(0))(t) > ||

> | | | D i ,(0 ) ( i) ||-2 e ||i | |

(6.24)
> ¿[||D F(*)(t)|| -  ||(DF(0) -  D F(z))(t)||] -  2e||i||

> h\DF(z)(t)\\ - 2e\\t\\] -  2e||i|| > h\DF(z)(t)\\- 3e\\DF(z)(t)\\

Par conséquent, si on prend z G F X(E CI dB(0,1 — e)), tel que z = Xt avec À > 0, on a

< eiiF(z) — F(0) > = <  ei, f DF(sz)(t)ds >— f  < e\iDF(sz)(t) > ds
J  o J 0

(6.25) > j f  i||I>F(5z)(t)||d» \\DF(sz)(t)\\ds

> i | | F ( z ) - F ( 0 ) | |  =  ì | |F(z) i |  =  ì ( l - e),

ce qui implique que quand e i, e sont suffisamment petits, il n’existe aucune translation Q +  x de Q (y 

compris P) telle que A),i(Q + x,E) < e i. Contradiction.

On a donc (6.17). Autrement dit, Dit est toujours injective en des points de E fl £(0,1  — e). Alors 

par le théorème des fonctions implicites, pour tout x E E fl B (0 ,1 — e), il existe rx > 0 et gx : Q —► Q± 

tels que E coïncide dans 7T-1 [B(tt(x), rx) Pi Q] DB(x, 2rx) avec le graphe de gx sur B('ir(x)i rx). De plus 

par (6.17)

(6.26) l|Vp,(*)|| < 1.

On va montrer que

(6.27) 7T(E n  B(0,1 -  e)) D Q n  B(0, | ) .

Rappelons que E est ei proche d’un plan P parallèle à Q dans -B(0,1), donc EDB(Qi 1) C B(P, ei) et 

¿(0, P) < ci, de sorte que d(Qì P) < e\. Donc £ 0 5 (0 ,1  —e) C B(Q, 2ei), de sorte que EndBfi, 1 —e)) C 

£(Q,26), et donc

(6.28) pour chaque x E E fl 8B{0,1 — e)), ||7r(æ)|| > y/(l — e)2 — (2e)2 >

Mais par le théorème 6.9, EC\B(0,1 -e )  est un disque topologique, donc par un argument semblable 

à celui autour de (3.44), (6.28) donne tt(E fl B(0,1 — e)) D B(0, | )  fl Q. On a donc (6.27).

Maintenant soit F une composante connexe de F := EC\B(0,1 — e)fi7r 1 (J5(0, -g)flQ). Il est à la fois 

ouvert et fermé dans F. Mais on sait que Dtt(x) est injective pour tout x e F, donc 7r est une application

1 .

>
1

3
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ouverte, de sorte que 7r(r) est ouvert dans jE?(0, | )  D Q. D’un autre côté, on affirme que 7r(r) est aussi 

fermé dans jB(0, | )  fl Q. En effet, soit {xn} C 7r(r) une suite de points qui converge vers un point 

Xqq G B(0, | )  flQ. Pour chaque n, prenons yn G T tel que n(yn) =  xn. Alors {yn} C T, qui est compact, 

de sorte qu’elle admet un point d ’accumulation ŷ  C T. Alors on a 7r(yoo) =  x̂ . On veut montrer que 

Voo G T, on regarde donc r \ I \  Alors puisque T est fermé dans F = ECI B(0> 1 — e) f l 7r- 1 (JB(0 , | )  fl Q), 

donc

r \ r c £ n  d[£(o, î -  e) n n Q)]
(6.29)

=  [c>B(o, i  -  e) n T T - ^ o ,  ^) n Q)] u  | )  n  Q)) n B(o, i  -  e)].

On sait que la distance d(dB(0 , 1  — e) fl 7r x(i?(0 , f )  fl Q),Q) > 1 — e) 2 — ( | ) 2 >  — 2 e, et 

d(P, Q) < d(0, P) <  €i, puisque 0 € Q et 0 6  E. Par conséquent,

(6.30) d(dB(0, 1 -  e) n 7t-l(B(0, ^) n  Q), P) > y ^ - 2 e  -  ei > cx

quand e et ei sont tous les deux petits. Alors l’hypothèse dit que pour chaque y G EnB(0,1), d(y, P) < 

ei, de sorte que [E fl B(0,1)] fl dB(0,1 — e) fl 7r“ 1 (JB(0 , | )  fl Q) = 0. Par conséquent, T C E D B(0,1) 

ne s’intersecte pas avec dB(0,1 — e) fl 7r- 1 (i?(0 , | )  D Q). Donc en combinant avec (6.29),

(6.31) r \ r  c  d(ir-\B(o, j )  n  Q)) n  b(o, i -  e).

Mais par hypothèse, n(yœ) =  Xoo € jB(0, | )  n Q, donc y«, £ d(n 1(B(0, §) n Q)). Donc, î/qq 0 F \ r .  

Donc i/oo G T, de sorte que Xqo G 7r(r).

Donc 7r(r) est aussi fermé dans B(0, f  ) fl Q. Et par conséquent, 7r(r) =  £(0 , f  ) fl Q.

On affirme que

(6.32)
3 3

7T : T —> B(0, - )  D Q est un revêtement sur Q D B(0, - ) .

En effet, puisque E est compact, l’application continue n : E —> Q est propre, de sorte que pour 

chaque x G Q fl B(0, | ) ,  7r~1 (x) fi T est un ensemble fini. Notons cet ensemble {yi, • • • , y/v}- Alors 

par la conclusion avant (6.26), pour chaque 1 < j < TV, il existe rj > 0 tel que T coïncide dans 

7x~l[B(x,rj) D Q] H B(yj,2rj) avec le graphe d ’une fonction gj : Q —> Q1- sur B(x,rj) fi Q. Notons 

r  = minj r̂ -, alors 7r- 1 [jE?(x, r) fi Q] contient l’union finie disjointes des gj(B(x,r) fi Q). D’autre part, 

pour chaque y G n~1(B(x,r) D Q), prenons 7  une composante connexe de 7r- 1 (jB(x,r) fi Q) telle que 

y G 7 , alors par le même argument que celui pour T sur £(0 , | ) fi Q ci-dessus, ^ (7 ) D B(x,r) fi Q, 

en particulier, il existe 1 < j < N  tel que yj G 7 . Mais dans ce cas on a 7  =  gj(B(x, r) fi Q), de 

sorte que y G gj(B(xìr) fi Q). Par conséquent, ir_ 1 [£?(x,r) fi Q] est juste l’union finie disjointes des 

g j ( B ( x y r) fi Q), dont sur chacun 7r est un homéomorphisme de B(x , r), d ’où (6.32).

Mais Q n £ (0 , §) est simplement connexe, T est son revêtement connexe par 7r, donc 7r est forcément 

un homémorphisme. Alors par la conclusion autour de (6.26), T est le graphe d ’une fonction C 1 de 

Q Q1' dont le gradient est de norme inférieure à 1 .

'(1 -e)* -(f)2 2e' _L 
16; > et

7
16

- 2 e - €i > Ci

7T 1 (* ' nQ )]

[ô(itr\B(oy

i,

■j /
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Maintenant soit Ti, • • • , Fn, • • • les composantes connexes de E. Alors s’il existe plus d ’un I \ ,  on a

(6.33) H2(E n 5 (0 ,1) > H2(E n 5 ( 0 ,1 -  e) n  tt" 1 (5(0, 7 ) n <?)) > 2 x ¿ t t  =  ^tt,
4 16 8

ce qui contredit (6.15).

Donc E fl B(0, 1  — e) fl 7t“ 1 (jB(0 , | )  fl Q) est un revêtement simple de Q H B{0, | ) .  En combinant 

avec (6.27), 7r_ 1  : B{0, | )  fl Q —> E fl B(0,1 — e) fl 7t_ 1 (jB(0 , |) )  est une fonction de classe C 1, qui 

coïncide avec gx autour de tt(x) pour chaque x € E fl B{0 , 1  — e) fl 7r- 1 (J5 (0 , |) ) ,  et donc | | V p | | o o  < 1- 

Maintenant posons /  =  g o tt : P fl 7r- 1 (I?(0 , | )  —► E fl B(0,1 — e) fl 7r_ 1 (B(0 , |) ) ,  notons que P est 

parallèle à Q, nous arrivons ainsi à la conclusion désirée. □

R em arq u e  6.34. Pour d =  2 ,n  =  4, on peut obtenir le même résultat par le théorème 1.15 de [10], 

sans discuter de choses compliquées comme les varifolds, etc. Mais comme on va généraliser plus tard 

(dans le paragraphe 9,etc.) le résultat aux dimensions plus grandes, il est peut être mieux d’utiliser la 

démonstration ci-dessus, pour gagner de l’espace.

C orollaire  6.35. H existe ei > 0 tel que si k est assez grand, E est un ensemble localement minimal 

dans un domaine U C M4, Dfc(0 , 1 ) c  U, et E est e\ proche d’un plan P dans Dk(0, 1), alors E coïncide 

avec le graphe d’une application C1 f : P —> P-1 dans Dk(0, \). De plus | | V / | | o o  < 1-

Démonstration. Quand k est assez grand, on a Dfc(0, ^) C J5(0, | )  C B(0,1) C Dfc(0,1). Alors si E est 

6 i proche d ’un plan P dans Dk{0,1), ce qui entraîne qu’il est ei proche de P dans B(0 , 1 ), il est donc 

dans -B(0, | )  le graphe d’une fonction de classe C1 f : P —► P -1, avec ||/||oo < 1* Donc dans Dk(0, | )  

aussi.

Maintenant pour k assez grand fixé, notons encore D (x ,r )  =  D k (x i r ) ,C 1’(x ,r) =  Cl(x,r) pour

i = 1 , 2 , et dX)r ~ dx r.

On va obtenir (1 ) grace au corollaire 6.35.

Pour k grand, Pk est très proche de Pq, il existe donc un 0 < e3 < ^  (qui ne dépend pas de 

k pour k assez grand), tel que pour tout e < €3 , si x € M4 et E est n ’importe quel ensemble tel que 

dx̂ (E, Pk+q) <e avec q G M4 et d(x, q) < 20 er, alors dans D(x, r)\D(q, j ^ r ) ,  E est l’union disjointes 

de deux morceaux E1, E2, tels que dans D(x,r) moins un petit trou, E1 est proche de P% -h q , mais 

loin de P% +  <7, et de même pour E2. Plus précisément,

(6.36) ï ï  C B((Pi + q)n D(x, r)\D(q, ¿ r ) ,  cr)

et

(6.37)
d(B(Pl nD(x,r)\D(q, ̂r),er),B(P̂  C\ D(x,r),er)) > ¿ r  ;

d(B(P2 n D(x, r)\D(q, ^ r ) ,  er), B(P£ n D(x, r), er)) > ¿ r .
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En particulier,

(6.38) d{El ,E2) >

Maintenant, prenons 6 0  = min{|e3 , 10-5}, alors pour chaque e < 6 0 , si notre e-processus ne 

s’arrête pas à l’étape n, Ek est esn_i proche de Pk -f qn dans D(çn_i, sn_i). Notons pour l’instant 

q = qn,x = an_ i,r  = sn_ 1 . Alors, puisque e < e3,

(6.39) Ek H D(x , r)\D(q, y ^ r ) est l’union disjointe de E X,E 2 tel que (6.36)-(6.38) sont vrais.

Pour chaque y € E 1 H D(x, r -  ±r)\D(q, ¿ r )  = E1 n -D(gn- 1 , %sn-x)\D(qn, ± sn),

(6.40) d y ^ iE k ,  Pk + q) < 40e < ei,

où par définition,

(6.41)
dy ±.r(Ek, Pk + q) = max{sup{ d (z, Pk + q) : z € Ek n D(y, ¿r)},

snp{d(z, Ek) : z € f l i + ? n % ¿ r ) } } .

Pour le second terme,

(6.42) sup{d(z, Ek) : z € (Pk + q) n D(y, -^r)} > sup{d(z, Ek) : z e (Pfcx + q) n D(y, -^r)}

p u isq u e  P£ C  Ffc ; p o u r  le  p rem ier, n o to n s  d ’a b o rd  q u e

(6.43)
sup{d(z, Pk + q) : z e Ek n D(y, ¿ r)}

= sup{d(z, (Pk + q) fl D(y, ¿ r  + er)) : z € Ek n D(y, ¿ r)}

puisqu’on sait déjà que dy ±r(Ek, Pk + q) < 40e, qui implique pour chaque z € Ek fl D(y, ¿ r ) ,  il existe 

un w e Pk + q tel que d(z, w) < er. Notons W  = {w € Pk + q, d(z, w) < er}. Alors

(6.44) d(z,Pk + q) = d(z, W).

Maintenant pour tout w S W,

(6.45)

w G (Pk +q)nD (y,-kr  + er) C (Pk + q) n D ( y ± r  + ^ r )

C ( P f c + g ) n D ( ï , r ) \ % i r )

= [(̂ fc + ?) n r)YD(î, ^ r ) ]  U (P£ + q) D D(x, r)\D(q, y^r).

Alors w doit appartenir à (F^ + q) fl D(x, r)\D(q, j^ r) , parce que sinon

(6.46) z € B(w, er) <1 Ek C B((P% + q) n D(x, r)\D(q, ^ r)> er) n Ek = E 2

à cause de (6.36) et (6.37), ce qui contredit le fait que z £ E 1. Donc

(6.47) d(z, Pk + q) = d(z, W) > d(z, Pk + q) pour z G Ek f l D(y, -^r),

1
— r 
80
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1

sup ■ z e Pk + q n D

D(x,
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ïôô
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de so rte  que

(6.48) sup{d(z, Pk + q) : z € Ek n  D(y, -^ r)}  > sup{d(z, Pk + q) : z G Ek n  D(y, ^ ) } .

En sommant (6.42) et (6.48) on obtient

(6.49) dy ̂ r{Ex,Pl +  q) < dy j.^^k + q)< 40e < ei.

Maintenant Pk + q est un plan, et on peut se servir du corollaire 6.35 ; on obtient que

(6.50)
pour chaque y € E1 D D(x, |§ r)\D (g , ^ r ) ,  dans B(y, ¿ r ) ,

Ek est le graphe d’une application C 1 fy : P̂  —> P% avec ||V /y|| < 1.

Mais Ek n  D(y, ¿ r )  =  E1 n  D(y, ^ r ) ,  ce qui veut dire qu’autour de chaque point y G E1 D 

D(x, ĵ r)\D(q, ¿ r ) ,  E1 est localement un graphe C1 sur P£.

Vérifions que dans D(x, r̂)\D(q, ^ r ) ,  E1 coïncide avec le graphe d’une fonction de classe C1 

sur Pl tout entier, avec la norme du gradient inférieure à 1 . Or on a déjà notre petit graphe local 

près de chaque point, avec petit gradient. Il nous reste donc à montrer que la projection p\ : E1 —*• 

Pl l~l C1̂ , r)\Cx(q, ¿ r )  est bijective sur E1 D D(x, f§r)\£>(ç, ^ r ) .

Surjectivité : Posons A = p\(E1)nC1(x, f§r*)\C1(^, ¿ r ) .  Alors A est non vide. On va montrer que 

^ = Pfc1nC'1(x)lr)\C1(g,ir).

D’abord A est fermé dans P£ H C1(x,̂ r)\C1(q1 puisque E1 est compact dans

D(x,̂ r)\D(q,±r).

Mais A est aussi ouvert, parce que si z E A alors il existe y G E1 D D(x, | |r ) \D (ç ,  ^ r )  tel que 

p\(y) — z. Alors par (6.50), on sait que B(z, ^ r )  fl PjJ C A. Donc A est ouvert.

Maintenant on sait que P£ D Cl{x, |§ r ) \C 1 (g, ^ r )  est connexe, donc A = P% fl 

C 1^ ,  | | r ) \ C ,1 (ç, ¿r*), ce qui donne la surjectivité.

Injectivité : Supposons que non. Alors il existe y i,y 2 G E1 fi D(x, | r̂)\D(q, ^ r )  tel que p\(yi) = 

p\(y2). Alors

(6.51) 2/1 - 2/2 G Pfc1_L.

On sait que dans D(yi, ^ r ) ,  E 1 est un graphe, donc y2 & D(yu ~ r ) .  Autrement dit, \yi - y2\ > ^ r .  

Donc il existe au moins un point parmi y i ,y2 dont la distance est plus grande que > er.

C’est une contradiction avec (6.48) et le fait que d(z, P& +  q) < rdX)r(Ek, Pk +  Q) < er.

Donc i4(g) est injective. On note / 1 la fonction définie sur Pl fl Cl(x, ^  +  ^)\Cl(q, 5 5 - 5 5 ) 

et qui coïncide avec fy sur chaque B(p\(y), ¿ r )  fl Pl ; alors dans E1 fl D(x, | |r ) \D (ç ,  ^ r ) ,  E 1 est le 

graphe de / 1 avec HV/^loo < 1 -

Par un argument semblable on obtient aussi que E2 fl D(x, | |r ) \D (ç ,  ^ r )  est le graphe d ’une 

implication f2 de classe C 1, qui va de P% fl C2{x, |§ r) \C r2 (ç, ¿ r )  dans P^"1. Rappelons que D(x,r) =

à P¿ +  q

39 r
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D(qn-i, sn-1 ), et en remplaçant E% par El{n), f1 par f%(n), et on peut obtenir notre graphe El(n) = 

fl(n)(Pki fl Cl{qn-1 , |§ s n_ i) \C l (çn, ¿ 5 n) à condition que notre e processus ne s’arrête pas à l’étape 

n. Mais s’il ne s’arrête pas à n, bien sûr il ne s’arrête pas à toutes les étapes précédentes. On a donc 

pour tout j < n, les décompositions

(6.52)
39 1

Ek fl D(qj-1 , — Sj-i)\D(qj, Yqsj) =  ^ 0") ^  ^ (j')>

union disjointe, et

(6.53)
39 1

E%(j) est le graphe de gl(j) sur Plk D C'iqj-1 , — aJ-_ i)\C ’(q'J-, — sj).

On peut vérifier facilement que si j,l sont tels que i  G i j  il | | s J_ i) \C t (g;/, -j^Sj)] H

[C1 (g;_i, i s ; ) ]  alors gi(j)(x) =  c/i (/)(a;) € Ei{j) fl E'(l). On pose donc

QO 1 |
g* : Pi n  D(0, - ) V D ( 4 ( Çn), _ s n) -  P* ;

(6.54)
39 1

0*0*0 =  9 zÜ)(x) sur Plk fl D(p%k{qj-i), — sj-1)\D{pl(qj)} —Sj), 1 < j < n ;

alors llV^Hoo < 1 , et son graphe est G1 =  [U^E1 (j)] fl £>(0 , f§)\£>(g„, ^ 5 n).

Il nous reste à montrer que G1, G2 sont disjoints. C’est équivalent à dire que pour 0 < j, l < n, 

E1 (j)C\E2(l) = 0. On le sait pour j = Z, donc supposons que j < l. Alors pour les points x G El{j) il y a 2 

cas : soit x G D(qi-i, ||sj_i)YD(<ft, ¿jSz), soit non. Dans le 2ème cas, x 0 E2(l) automatiquement parce 

que E2(l) C D{qi-1 , §§sz_i)\jD(#, ¿ s i )  ; dans le premier cas, x G Ek fl £>(tfJ-i, f§sj_i)YD(®, ^ s j )  =  

El(l) U E2(l). Mais dans ce cas, D{qi_i, s/_ i)\D (çJ_ i, ^  0 implique que l — j < 4.

Mais x G ^ 1 (j) implique que d(x, P^ -f tf?) > ¿ jS j-i à cause de (6.37). On en déduit que

(6.55) d(x, Pfe +  qi) > ~  d(qj,qi).

Mais d ’après (5.16) on a d(qj,qi) < 24e x 2  min(^) =  24e0 x 2  K  et donc

(6.56)
3 3

d(x,P̂  +  ®) > > 2 4 ^ÔÔsî - i  >  es' - i ’

donc x£E2(l), à cause de (6.36).

On obtient donc que pour tout 0  < jj <n, El(j) f)E2(l) =  0, d ’où G 1 flG 2 =  0. On a donc montré

(1).

Pour montrer (2 ), puisque Ek est e proche de Pk dans D (0 ,1), on note que EkC\D(0 ,1)\D(0, y ^ ) est 

l’union disjointe de 2  morceaux i? 1 , # 2 avec (6.36)-(6.38). Par (1 ), on a que dans D(0, %)\D(qn, jqSu) 

Ek est composé de deux graphes disjoints G1, G2 sur Pl n  C,1 (0 ,f§)\C ,1 (gn, i s n) et P fe2 n 

C 2 (0, |§ ) \C 2 (qn , ^ s n) respectivement. Alors pour ~.sn < t < sn, Glt — E1 U Gi\D(qn,t), donc (6.4) 

est vrai. De plus, puisque les G1 sont des graphes, on a

(6.57)
QQ

p'k(G'\D(qn, t)) DPl n  D(0, ~)\Ct(qn, t),

3£«
40"& 97 - 1 :

39
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donc (6.5) est aussi vrai si on remplace Z)(0,1) par D(0, §§), puisque G'l\D(qn,t) C G\.

Il ne nous reste donc qu’à montrer que

(6.58)
39

PIn D(o, i)VD(o, — ) c  pI(G\)

Montrons-le par exemple pour i = 1. On sait que Ek est e proche de Pk dans D(0,1). Alors par

(6.36),

(6.59) E2 C B(P2 n  D(0 ,1)\£>(0, ^ ) ,  e) C B(P2,

Mais quand k est grand, on a p\{Pk H D(0,1)) C Pl H D(0, g), et par conséquent

(6.60) Pl(E2)cPlnD(o,±).

D’un autre côté, on sait que

(6.61) ^nD(o,^))cPÎfiD(ol)

donc on a

(6.62) P Ì Ì W 1) = PÎ[E2 U (Ek n D(0, ^ ) ) ]  C D(0, i )  n Pl

Mais d’après la proposition 4.8, p\(Ek) D Pk fl D(0,1), on obtient donc

(6.63) pi{El)DPlk D̂{Q,l)\D{Q,\).

Et par conséquent

(6.64)
pl(Gi)=pl(G1\D(qn,t))üpl(Ei)

D [Pl n D(o, §)\D(qn,t)} U [Pl n D(o, 1)VD(0, Ì)] = pi n D(o, i)\£>(9„,î),

d’où on déduit (6.5) pour i = 1. La démonstration pour i =  2 est semblable.

Traitons maintenant (3) et (4). Ici on donne une petite remarque. En fait ce dont on a besoin est 

le 4), i.e. la surjectivité des projections, pour estimer la mesure de Ek a l’endroit où on ne connait pas 

très bien la structure. Notons que par la démonstration du théorème 4.1, on sait que Ek est la limite 

d’une suite {Hi} de déformation de Pk dans U = R4\[Pfc\P(0,1)]. Et donc dans D les projections p\ 

de Ek sont automatiquement surjectives sur D (0 ,1) PlP^. Mais quand on regarde dans D(0, | ) ,  puisque 

Ek est assez proche de P&, la partie de Ek\D(0, ^) qui est proche de P£ n’a pas de projection dans 

D(0, ¿) nPfc, et la partie de Ek\D(0, ^) qui est proche de P^ a une tout petite projection sur P£ qui est 

très proche de l’origine, donc on peut dire que hors d’une petite boule, disons D(0, ^ ) ,  la projection 

p\ de Ek H D(0, ^) à P% est surjective sur P£ fl D(0, |) \D (0 , ĵ ). Par contre dans D(0, ^ ) ,  on ne 

peut pas dire directement que la projection de Ek vient de Ek fli)(0, |) .  (voir le dessin ci-dessous pour 

une idée.)

1

Too

i

m
i

Too
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0 (0,1/100)

Ek
P i

P ü

Ek 

D(0,1/100)

/
Alors l’idée est encore de montrer que Ek H D(0, | )  est la limite d’une suite de déformation de 

Pk H D(0y ̂). Autrement dit, on peut contracter la partie hors de D(0, | )  dans D(0, |) .  Cette partie 

est très plate et régulière, donc du coup elle ne change pas grand-chose sur la structure de Ek dans 

D (0, | ) .  Donc encore une fois si Ek est lui-même une déformation de Pk qui est très près de on 

peut bien faire contracter la partie E k \D (0, \ ) vers Ek H dD(0, ^), a peu près comme on contracte un 

anneaux sur le cercle intérieur, parce que E k \D (0, | )  est carrément composé de deux graphes de classe 

C1 sur Pjç\D(0, ^), par (6.2). Alors l’étape prochain peut se continuer pareillement si dans D(0, Ek 

est encore proche d’une translation de Pk. On peut donc arriver jusqu’à l’échelle où le e—processus 

s’arrête. Donc on peut dire que Ek fl D(qn,t) est une déformation de Pk aussi, parce qu’il est une 

déformation de Ek-

Mais maintenant Ek n ’est pas forcément une déformation de Pk. On va donc utiliser le fait que 

Ek est la limite d’une suite de déformations {Hi}y et on voudrais appliquer l’argument ci-dessus pour 

montrer que Hi fl D(0, | )  est une déformation de Pk fl D(0, \ ). Mais cette fois les Hi ne sont pas 

minimaux, et donc on ne peut pas appliquer (6.2) pour dire que Hi H dD(0, ^) est une courbe très 

régulière, et donc ce n’est pas assez facile de contracter directement Hi sur Hi D dD(0, | ) .  Alors ce 

qu’on va faire et juste de projeter Hi sur D(0, | ) ,  dont le projecteur est noté n. Alors les points de 

B'i\D(0, | )  sont projetés sur dD(0, ^), mais leur image ne sont plus HiHdD(0, \ ). Alors pour continuer 

à contracter 7 r ( H i ) \D ( q 2 , \ ) dans D(q2, ̂ ), on utilisera le fait que 7r(Hi)\D(q2l j) peut être déomposé 

en deux parties qui sont proches des P£ + q2> Pour garantir cela, par l’argument avant (6.36), il faut 

que 7t(Hi) soit | e proche de Pk H- q2- Alors pour la partie dans D(0, |) il n’y a pas de soucis, parce que 

le e—processus ne s’arrête pas là. Pour la partie sur le bord dD(0, | ) ,  ce n ’est plus garanti parce que 

une partie de n(Hi) D dD(0, | )  vient de Hi\D(0, |) .  Mais heureusement on peut se débrouiller pour 

contracter d’abord la partie sur le bord de manière qu’elle soit plus proche de Pk + q2, sans bouger

Pk,

è)
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l’intérieur. Donc comme ça on se complique un peu la vie pour contracter Hi dans D(qn, £), mais on y 

arrive comme même.

Après, on peut montrer la surjectivité des projections de Ek fl D(qnit), puisqu’il est la limite d’une 

suite de déformations.

Maintenant on va réaliser l’idée en détail. Donc fixons -^sn < t < sn.

Soit l grand, tel que dans chaque £>(qÿ_i, Sj_i), Hi est 2 eSj_i proche de Pk +  pour tout 

j < n. Par définition de eo on a 2e < 2eo < 6 3 , donc on déduit de (6.36) et (6.37) que dans 

D(qj-i,Sj-i)\D(qj, Hi est l’union disjointe de deux morceau Hl.Hf avec

(6.65)

On va construire notre déformation F]1 par récurrence sur j < n.

D’abord pour j = 1, on définit 7Ti : Hi —► D(^i, Si), la projection de plus courte distance de R4 sur 

D(qi, si). Notons que bien que HiC\D{q\, Si) est 2es\ proche de Pk+q2 dans D(qi, Si), 7ri(i^\Z)(gi, si)) 

n ’est pas forcément 2 esi proche de P£ -f (?2 dans D(#i, si), donc on va le modifier un peu pour pouvoir 

continuer à le couper en deux morceaux qui satisfont à des conditions semblables à (6.36)-(6.38).

Par (6.37), dans D(0, l)\D (ç i, si) Hi est l’union de 2 morceau disjoints Hl̂ Hf où Hf est très 

proche de P£, donc on a

(6.66) 7r̂ HÎ) H D{0,1 )\D(quSl)) C d&iqu s,) fl B(Plki 2e).

donc l’image de chaque H\ hors D(q\,si) se trouve sur le bord du cylindre C ^ g i ,^ ) ,  et est contenue 

dans un très petit voisinage du plan P£, donc est contenu dans une bande mince de dimension 3 autour 

de Pl fl dC%(qi, Si), et en particulier est loin du bord dĈ {q\,s\) pour i ̂  j. Notons que l’on peut donc 

définir <71 sur iri(Hi) par

(6.67) / x I x ; x e ;

\ 9i(x) ; x G d&iqusx).

où g\ est la projection orthogonale sur J3(P£ +  ç2,2esi). Notons que pour tout point x G HinD(qi,si) C 

7Ti(ii/), ni 7Ti ni g\ ne le bouge, puisque dans D(qi,s\) Hi est 2esi proche de P£ + 9 2 - Donc l’action 

de g\ est juste d’applatir des points sur le bord dC%k(qi,Si) dans un 2sie voisinage de P£ sans partir 

du bord. Observons que g\ est 2-Lipschitzienne (localement 1-Lipschitzienne). En effet, pour deux 

points x,y £ D(qi,Si), gi est identité, donc \gi{x) -  £i(y)| =  \x -  y\ ; pour x,y G dD(quSi), si x,y 

appartiennent au même dCi(qiisi)i g\ est juste une projection orthogonale, donc \gi(x) -  gi(y)\ < 

\x - y\ ; si x G dC1(qi)sï))y G dC2(qusi), alors \x -  y\ > 2e, et par définition de gu \gi(x) - x\ et 

\gi(y) - y \ sont inférieurs à esi =  |e ,  de sorte que \gi(x) -  gi(y)\ < \gi(x) - x\ 4- \x - y\ +  \gi{y) -y | < 

e -f \x - y\ < \\x -  y\ +  \x - y\ < 2\x -  y\.

Donc si on pose h± = g\ o 7Ti, alors h\ est 2-Lipschitzienne, et de plus hi(Hi) C D (çi,S i) est 2esi 

proche de P&.

i
100

H\ C B qj f l  D ( % - 1 > sj - i )
I

ïôôàìj_i),2er).

X €  D (qi ,s i )  ;

S i 0*0 =
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Maintenant on a notre h\ dans D(0,1) =  D(qo, sq), qui déforme Hi dans D(qi, si) et garde l’image e 

proche de Pk +  <72* Mais h\ est 2-Lipschitizienne et définie sur un compact #*, donc on peut la prolonger 

sur R4 entier, en une fonction notée /¿1 , et qui est encore 2-Lipschitizienne.

Maintenant supposons que pour j ,  on a construit une déformation 2-Lipschitzienne hj qui déforme 

Ht dans D(qj, s j) et que son image est 2 esj proche de Pk +  qj+i dans D(qj,Sj). Si j < n — 1, alors on 

peut définir Kj+i la projection sur D(qj+1 , Sj+i), et puis on projeter les point du bord de Cl(qj+i, Sj+i) 

vers le 2esj+i voisinage de Pk +  qj+2* On peut le définir sans ambiguïté car hj(Hi) est 2esj proche de 

Pk 4- qj+1 , de sorte que hj(Hi)\D(qj+i, Sj+i) se décompose en 2 parties “plates” ((6.36)-(6.38)).

On note cette projection et on pose hj+i =  gj+\ ° Kj+i o hj. Celle ci est une déformation

2-Lipschitzienne qui déforme Hi dans D(qj+i, Sj+i) et son image est esj+ 1 proche de Pk 4- qj+ 2 dans 

D(qj+i, Sj+i). E t on obtient ainsi notre /ij+i-

Donc par récurrence, on peut le faire jusqu’à

On construit pour chaque Z, une déformation hn(l) maintenant. On note pn(l) la projection de plus 

courte distance sur D{qn,t+ j ) ,  et pour x E (? {qn,t+ j)\C%(qn, t), on pose gln(l)(x) = {id, g%)op\opn(l), 

où g1 est comme dans (6.2). Et on définit la déformation hn(l) de Pk fl D(0,1) comme ceci. Pour 

x E PfcnjD (0 ,l) :

(6 .68)
7 /i\/ \ _ J h n — i ( ® )  ? ^ n — 1 (^) G D(qnyt) ;

%(vr) — \ 1
{ sgh(l)ofln-i(x) + (l-s)hn-i(x), hn-i(x) £ dCl(qn,t + \s).

Alors on voit que hn(l)(Pk)f)D(qn, t) = HiC\D(qn,t), et hn(l)(Pk)r\dD(qn,t+ j )  =  EkC\dD(qn,t + 

j ) .  E t entre D(qn,t) et dD(qn,t + y) l’image de hn(l) est l’image d ’une homotopie entre Hi et Ek. 

Alors puisque Hi tend vers Ek, on a que Fp(t) =  hn(l)(Pk) tend vers Ek n  (qn, t) quand l tend vers 

l’infini.

On note ai(t) la déformation affine qui envoie Pk H B(0,1) à (Pk -f qn) H D(qn, t 4- j ) ,  et on pose

(6.69) f?(t) =  hn(l) o ai(t).

Alors F;n (t) =  /"(i)((Pfc +  çn) H D(qn,t + j ) )  satisfait à toutes les condition dans (3).

(4) est une conséquence directe de (3). En effet on sait que est une déformation de (Pk +

qn) fl D(qn,t+ }) qui envoie dCl(qn,t) dans d C ^ q n ,  t), donc

(6.70) Pim t ) )D P ln c i (qn,t + j).

Alors puisque Ekf\D(qn, t) est la limite de Fp(t), les projections pk sont surjectives de EkC\D(qn, t) 

sur Pk fl Ck(qn,t). □

9 j+lì

F N t)
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7 Argument d’extension harmonique

Dans cette section on va faire quelques estimations fontamentales pour la mesure du graphe d ’une 

fonction C1 sur un anneau presque concentrique. Mais on peut facilement sauter cette section, en 

admettant ses estimations, et continuer la démonstration du théorème 1.32 dans la section suivante.

P ro p o sitio n  7.1. Soit 0 < ro < \ et uo G C 1(ôJB(0, ro) f lR 2,R). On note m(uo) =  JdB(0 ro)u° 

sa moyenne.

Alors pour toute u G C1((B(0 ,1)\J3(0, ro)) fïR 2,R) qui satisfait à

(7.2) ^|d B (0 ,ro) =  u 0

on a

(7.3) /  |Vu|2 >\rQl [ |u0 -m (M 0)|2.
J B (0 ,l) \B (0 ,ro )  4  J d B (  0,r0)

Démonstration.

Supposons que u est une fonction C1 comme dans l’énoncé de la proposition. Alors on définit 

ü G C((B(0, —)\J5(0, ro)) n R 2,R) qui est aussi C1 sauf sur dB(0,1), par

(7.4)
_  i  u(x), x € B(0, l) \5(0 ,ro) ; 

u x ~\ u( )̂, xeB(0,±)\B(0,l).

Alors dans B(0, -̂ )\B(0,1),

| V » ( M ) P  = i f  M )f + | i§M )P  -  + 1
(7.5)

r2 or r r ou r

On pose s =  - ,  alors

|V û ( r , e ) |2 =  S4 | ^ ( 5 , 0 ) | 2 +  S4 | i g ( 5 ^ ) | 2
(7.6)

=  s4|Vu(s,é>)|2 =  |V u (-, 0)|2, 
r 4 r

et donc

f_____ |Vn|2 =  f rdr f d#|V ü(r,9)\2
J b ( o , - ~ ) \ b  (o,i) h  J o

/* p'I'K -j -j
=  / rd r / |V u (- ,0 ) |2

J i Jn r  r

/
ro /*27r

ds / d6>(-s)|Vu(s,0)|2

/»l /*27T
=  /  sds /  d0|Vu(s,0)|2

./ro 0

= L___ iv«i2.
• /B ( 0 , l ) \B ( 0 , r o )

(7.7)

1
27rro

M ) l 2

. 1 du 

f  'r~dê
I 9
' S ”; M ) I ’ l ì —  

r  d6|2 + l
.dû

'Ao ) \ 2r

= 1 V or r

1 du 

r  d6
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O n  a  d o n c

(7.8) [_____  |Vù|2 =  2 / ___  |Vu|2.
J B ( 0 ,± ) \ B ( .0 , r o) JB(0,l)\B(0,r0)

Puisque ü satisfait à la condition au bord

(7.9)

son énergie de Dirichlet T)\jb(0 ro) l^ ^ |2 es  ̂plus grande que celle de la fonction harmonique v avec

la même condition au bord. On va donc calculer .i N IVd2.
JB ( o , ^ ) \ B ( o , r 0)

Ecrivons

(7.10)
oo

u(ro, 9) = uq(9) = m(uo) + ^ ( A n cosn6 -f Bn smn9),
71=1

et posons

v : B(0, — )\B (0, r0) —► E, 
ro

(7.11) OO OO

i>(r, 9) =  m(uo) -f ûn(rn + r ”n) cos n9 -f- &n(rn 4- r~n) sinn#.
n— 1 n=l

Alors z; est harmonique.

La condition au bord

(7.12)
X

v ( x ) |a B (0 ,r o )  =  w o W .  =  « o i j ^ p )

veut dire que

(7.13) an(r$ + ro ") =  An, bn(r£ + r0 n) = Bn.

Pour estimer Vv  on écrit

OO OO

v(r, 0) = m(uo) + ^ ^ a n(rn + r~n) cos nO + +  r~n) sin ni?
i i

(7.14)
r n r - n

= m(uo) +  > —----- — (An cos nô + Bn sin nd)
V  r0 +  r 0

OO

=: m(uo) + ^ 2 v n(r,0). 
i

Vérifions qu’on peut différencier v terme à terme.

Pour ro < r < ~  fixé, on a

(7.15)
d v  r n ~f~ r ^

~ (~nAn sin n9 + nP n cos rc0) 
r0 — r0

Ü(x)\dB(0,r0) = Uo(x):

fß( 0,-M \ B ( 0 ,r0) I

00

E
1

U r n + r ~ n)

OVn
de
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et

(7.16)
tpT l  I m  TL rpTl /p  ^  tp i ^  w  ^  » » _

• „• 7 1„ =  7 ” -n +  n I -n -  “ =n +  ~ =  (rro)n +  (~)"- ro + r0 r% + r0 r% +  r0 r0 r0 r

Puisque des suites {̂ 4n}n>i, {5n}„>i sont bornées,

(7.17)
n n

puisque 7To < 1 et -? < 1 pour tout ro < r < ~ . Par conséquent la série ]T)n converge normalement 

sur [0,27r].

_i__r

D’autre part, pour 6 fixé, et ro < r < on a sur (r — r -f -I22—) =  (r i»r̂) :

(7.18)

dvn =  An cosn6 +  Bn smn6 x _  -n-ix.' 

<9r r£ +  ro n

<C'nrô1[(rr0)n- 1 +  ( y ) n+1]

et donc la série converge absolument uniformément sur [ r i ,r 2 ].

Par conséquent on peut la différencier terme à terme et on trouve que

(7.19)
O o o

= n^n + r_n) (”an SÌn nG + ̂  C0S U
n=l

et

(7.20)
O o o

=  V  n(rn_1 -  r“n_1)(an cosn0-f  òn sinn0).
ar

n=l

On a donc

E
n

,dvn

1 de \ < Y
n

Cn[(rr0)n'■+( - nr
< oo

dVn
dô

_1_ 
r0 5

ro

r —rp 
2 ’

n rn _ 1 - n r “”- 1)!
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(7.21)

!T7„|2_|^|2 , ,i a u |2 

,Vvi + l r ô ë l

=  [y ^ n 2(rn' 1 — r n 1)2(an œ sn 6  -f bn sinnO)2
n

+  2 ^  nm (rn l — r n 1)(rm 1 — r m 1)(an cosnO 4- 6n sin n0)(am cosmO 4- 6m sinra#)]
n < m

H— - n 2(rn -f r n)2(—an sinnO +  bn cosnO)2
n

-h 2 nm (rn +  r n) (rm 4- r m) (—an sin n0 -h 6n cos nO) (—am sin m6 -h bm cos md)\
n < m

=  ^ ^ n 2{(r2u 2 4-r  2n 2)[(an cosn# -f bn sinnO)2 -h (—an sinnO +  bn cosn#)2]
n

2
---- 2 Kan COS n̂  Ŝn n “  (“ a™ S*n COS n^)2]}

+  2 ^ n m { ( r n 1r m 1 4- r n 1r 171 1)[(an cosn0 + bn smn6)(arncosmd + bm smm6)
n < m

4- (—an sin nO -h bn cos nO) (—am sin m9 -h cos m0)\

— (rn 1 r  m” 1 -b r  n 1 r m 1 ) [(an cos n# -h bn sin nO) (am cos mO 4- i>m sin m$)

— (—an sin 77$ -h 6n cos n0)(—am sin mO 4- 6m cos ra0)]}
_  ̂ 2  _^

=  y ^ n 2(r2n~2 4- r _2n“ 2)(a2 -h 62) ---- ^ ^ n 2(a2 cos2n0 — 62 cos2rc$ 4- 2anbn sin2n6)
n n

+ 2 Y ,  nm (rn~1rm~1 + r - ^ r - m~l )
n < m

{anam cos(n — m)0 -f anbm sin(m — n)9 -f ambn sin(n — m)9 — bnbm cos (n — m)9}

- 2 J 2  w n (rn~1r~ m~1 +  r~ n - irm-i^
n < m

{anam cos(n -f m)0 — bnbm cos (n 4- m)9 4- anbm sin(n 4- m)0 +  6nam sin (n -f ra)0}.

Mais pour n ^  m  et m ,n  > 1,

(7.22)

/*27r /*27r /*27t

/ cos(n — m)6d0 = / sin(n — m)6d9 =  / cos(n 4- m)6d0
J  o «/o jo

/*27T p2ir p2ir

= / sin(n -i- m)0d0 =  / cos 2nOdO = / sin2n0d0 =  O, 
^0  </0 «/o

donc

(7.23)

/•27T

/  |Vv|ad0 =  2tt V 'n 2(r2n- 2 +  r - 2n“ 2)(a2 +  62),
n

bn sin nO -

bm
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de sorte que

f  |Vv|2 = / r° rdr j  |Vt>|2d9
J B(0,±)\B(0,r0) J r0 J 0

= f  ° rdr ■ 2ir ^  n2(r2n~2 + r 2n 2)(a2 + b2) 
Jr o n

=  27r]T V (a2 + bl) (r2n 1 + r 2n 1)dr
■n Jr0

(7.24) „_% r2n r-2 n _i_
= 2 t r ^ n 2( 4  + b2n)(—  + 32^)|ro°

= 2 ^ ^ n 2( ^  + b2 ) I (r- 2 n _ r 2n)

=  2 7r ^ n ( a 2 + b 2 )(r0- 2” - r 2")
n

= 2tt £ n(a2 + b2)(r0-"  -  r£)(r£ + rQ-").
n

Alors pour ro < |  et n > 1, on a

(7.25) r 0 n — r 0  ^  ^ ( r 0 +  r 0 n)

et donc

(7.26)

/̂
B(Ol7L)\B(0,ro)

|Vv|2 > 2-ïï n{a2n + ô2)^(r£ + r0 n)2
n

n n

Mais

(7.27)
oo . ~2n -j p

7T V ( A 2 + B2) =  -  /  M<9) -  m(u0)|2d6> = - r ^ 1 /  |u0(s) -  m(u0)|2ds.
“ i 2 J o 2 JdB(0,ro)

On a donc

(7.28) /  |Vv|2 > ^ r0 1 f  |u0(s) -m ( u 0)|2iis.
J B(0,±)\B(0,r0) 1 JdB( 0,ro)

Maintenant retournons à notre fonction u. On a

(7.29)

f  |Vu|2 =  \  [  |VÛ|2
J B(0,l)\B(0,ro) 1 JB(0,i)\B(0,r0)

> i  f  |Vv|2 > 7r0 1 /  |u0(s) - m ( u 0)\2ds,
1 J B(0,-i)\B(0,r0) 4 J9B(0,ro)

d’où la conclusion.

Corollaire 7.30. Soii ro > 0, q E E2 teZ que ro < \d(q ,dB(0,1)), uo e C 1(dB(qi ro) f lR 2,E), et

= 27rrô fôB(q,ro) U° Sû m0Venne-

=  7T E
n

«•(^n +  ^ ) >  71 E
n

, +  ^ ) -

m(uo)
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Alors pour toute u G C 1((jB(0, l ) \ J 5 (g ,  ro)) H K 2,M) qui satisfait à

(7.31) u \dB(q,ro) u 0

on a

(7.32) [ |Vu| 2>̂ r01f |u0 -m (u 0)|2.
J B (0, l ) \B (q ,r o)  4  J dB(q ,r0)

Démonstration.

On note R =  d(q, dB(0,1)) < 1, alors on a ro < \R et B(q, R) C B(0,1). On peut donc se servir de 

la proposition prédédente avec B(q, R)\B(q, ro) et on obtient, par le changement de variable y =

(7.33)

f  |VX«| 2d x =  f  | 4 v yu|2iî2dy
J B ( q ,R ) \B (q ,  r0) i s ( 0 , l ) \ B ( 0 , ^ )  ^

=  [ |Vyu| 2dy
J B ( 0 ,1 ) \B ( 0 ,% )

- I ^  f  \u-m(u0)\2dy
4 r 0 7 aj5 (o,-$)

(7.34) f  |tt — m ( u 0) | 2cij/ =  [  |u  -  m ( u 0 ) | 2 ( 4 ) < £ r ,
J d B (  0, !$)  Jd B {q ,  r0) ^

donc

(7.35) [ \Vxu\2dx > -jr0 1 f \u - m(u0)\2dx.
J B (q tR ) \ B ( qir 0) 4  JdB(q,r0)

Puisque 5 (ç , Æ) C 5(0 ,1), on a aussi

(7.36) [ |V u |2 > -jr0 1 [ \u m(u0 )|2 ch.
</B(0,l)YB(g,ro) 4 JdB{q,r0)

R em arq u e  7.37. On petxi obtenir (7.8) et (7.33) en utilisant le fait qu’une transformation conforme 

ne chanqe pas Vénerqie de Dirichlet.

L em m e 7.38. Soit 0 < ro < 1, u G C 1( B(0 ,1)\Æ?(0, ro),M), ¿e/Ze que tt|d£(o,r0) =  ei u|aB(o,i) =  0 ; 

alors on a

(7.39) /  |V„P >
J B ( 0 , l ) \B (0 , r o) MOgrol

Démonstration.

Prenons / ( r ,  0) = A logr avec A = Alors /  est l’extension harmonique avec les valeurs au

bord données. Or

(7.40)
d£  =  A d f
dr r ' d 6

puisque Mais

27T J27o

l o g  r 0  '

<5r0

=  0
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d ’où

(7.41) |V/|» =  | ^ l a  +  | - ^ l a  =  -1 / 1  ' d r '  rdO r 2

Par conséquent

(7.42)

r fïn /*! /*! à2
/  |V/ | 2 =  /  de rd r |V / | 2 =  2tt /  r d r ^ -

J B(0,l)\B(0,ro) -/O Jr0 Jr0 r
 ̂ .9. n . 27r£ ri?

= 2 ’r'4 | i o g r o i = n ^

et on a donc

(7.43) /  |V«|2 >
JB(0,l)\B(0,r0) I logrol

puisque /  est harmonique.

C orollaire 7.44. Pour tout 0 < e < 1, il existe C = C(e) > 100 telle que si 0 < ro < 1, u G 

C*( B (0 ,l) \B (0 ,ro),R) et

(7.45) w|as(0,r0) >  M ) -----et u|9B(0>i) <

alors

(7.46) /  i v « p  >
/B(o,i)\B(o,r0) I logrol

Démonstration. On va appliquer le lemme ci-dessous :

Lem m e 7.47. Soit 0 < r  < 1, f ,g  deux fonctions C 1 et harmoniques sur J9(0, l))\ü?(0, r), auec 

5 l ô B ( 0 , i )  =  a < b =  5 | ô B ( 0 , r ) ,  et f  < g  sur <95(0,1), /  > 5 sur 95(0, r). ylZors

(7.48) /  |V/ | 2 >  [  |V5 |2.
JS(0,l)\B(0,r) Jfl(0, ip ( 0,r)

Admettons ce lemme pour un moment, pour démontrer le corollaire. Pour chaque C, on prend 

r  =  r o >  f  =  u, e t  g  la fonction harmonique telle que ^|aB(o,i) =  g\dB(o,r) =  0- ~ Alors on

obtient

(7.49) f  |V»|! > f  |V9 |2 -  (1 -  | ) 2^ .
JB(0,l)\B(0,ro) JB(0,l)\B(0,r0) G | log r0|

et pour chaque 6 < 1 on peut toujours trouver C assez grand tel que (1 — ¿ ) 2 > e.

Maintenant on démontre le lemme. On pose h — (f — g)V(f +  <?) ; alors

(7.50) div/i =  | V / |2 -  |Vp|2

puisque A /  =  A# =  0. Notons U =  5 (0 ,1)\5(0, r), alors par la formule de Stokes :

27T(52ro

,df,. ,42

ôr0 5r0
CC

2nô2r%
e-

C r  c 5r0.h)

27x52rk
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(7 .51)

[ I V /I2 -  |Vp|2 =  [ divh =  f h-n= f (f-g)-̂ (f + g) 
Ju Ju JdU J dU vn

=Ll,-s)êiif-^+2Lu-s)às'
où n est le vecteur normal exterieur.

Pour le premier terme, puisque k =  /  — g est harmonique, la formule de Green donne

(7 .52 ) [ k-^k = [ (Vfc • V/c) +  f (kAk) =  f |Vfc|2 > 0. 
JdU vn Ju Ju Ju

Pour le second terme, d’après les condition au bord, sur dB{0,1), f — g < O et Jp-g < 0, donc 

(f 9)Wrf# — 0 5 pareil pour dB(0, r), ce qui donne

(7 .53)

On obtient donc

(7 .5 4 ) [ |V /|2 -  |Vp|2 > 0. 
Ju

8 Conclusion

Après les préparatifs des sections précédents, on va conclure dans cette section.

Donc fixons un e < eo- On va estimer la mesure de Hausdorff de Ek pour k assez grand. Pour 

chaque k fixé, on a choisi ok et rk comme dans la proposition 5.11. Alors par la proposition 6.1 (1), 

Ek H Dk(0, §§)VDk(ok, Jôrk) est composé de deux morceaux disjoints G/c, ¿ =  1,2 tels que (6.2) et (6.3) 

sont vrais, en remplaçant qni sn par o*;, r^. De plus on peut supposer aussi que rk < 2“ 5 puisque k est 

grand.

P r o p o s i t i o n  8 . 1 .  P our tout e >  0, i l  existe 0 <  ô =  ¿(e)  <  e et 60 =  6o(e) <  j ,  qui ne dépendent que 

de e avec les propriétés suivantes. Si ^  >  9 >  0q (ça veut dire que 0 =  (^1,^ 2) avec 0$ <  6\ <  62 <  

\ , i  =  1, 2)  et E  est un ensemble localement m in im a l dans B ( 0 , 1 )  qui est ô proche de Pq =  Pq U# P$ 

dans B ( 0 , 1 ) \J 5 (0 ,  | ) ,  et si de plus

(8.2) pI (E)  D Pi n B(0, ^

où pQ désigne la projection orthogonale sur Pçj,i =  1, 2, alors E  est e proche de Pq dans B ( 0 , 1 ) .

/
J dl)
(/ - 9)

d
dn9 > 0.
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D é m o n stra tio n .

On le démontrera par l’absurde. Donc on suppose qu’il existe e > 0, deux suites Ôi —> 0 et 6i —► 

(f>§)> une su^e d ’ensembles localement minimaux Ei dans P(0, 1) tels que Ei est Si proche de 

Pi =  Po, dans B(0 ,1)\£(0, \), et

(8.3)

mais Ei n’est pas e proche de Pi dans P (0 ,1).

Puisque Pi tend vers Po — Pq U± Pq> h —y 0 et e est fixé, on sait qu’il existe une suite {ai} qui 

tend vers 0, telle que Ei est ai proche de Po dans B(0 ,1)\P(0, | ) ,  mais n’est pas |  proche de Pq dans 

P (0 ,1) (puisque Ei n’est pas e proche de P/, et Pi est |  proche de Pq quand l est grand.)

Maintenent on extrait une sous suite de E/, notées encore {-B/}, qui converge vers une limite Eqq. 

Alors Eoo H B(0, 1)\B(0, \) =  P0 H J3(0,1)\S(0, f  ).

On veut démontrer que

(8.4)
3 9

H2(Ei fl D(0, - ) )  < -7T -b bi, avec bi —> 0 quand l —► oo,
4 8

où D(x,r) désigne Do(xir) pour abréger.

En effet, puisque Ei est très proche de Po dans B(0 ,1)\P(0, \) quand l est grand, par la C1 

régularité des ensembles minimaux (c.f.[10] Thm 1.15), on sait que Ei fl <9jD(0, | )  =  U F2, l’union 

disjointe de deux courbes, où T] est le graphe d ’une certaine fonction C 1, h] : Pq fi dD(0, | )  —*• Pq"1,

avec

(8.5) llM lloo -»• 0,fc -*■ OO et I I ^ M I l o o  < 1, VZ.

Maintenant, on prend D\ =  (PoflJ9(0, |))U A J, où A} =  {(^,y) • ^ G Pon<9£>(0, | ) , y  G [0, /¿¿(a;)]}, 

qui est simplement une 2-surface mince entre Pq fl dD(0, | )  et Tf, le graphe de h\. (on note [a, b] la 

segment d ’extrémités a et b). Ou on peut aussi écrire

(8.6) A] = {(x,th}(x)) : i  6 Pq4 D dD(0, | ) ,  t € [0,1]}.

On peut noter que D\ est une surface dont le bord est F|, et que D/ =  D] U D2 contient une 

déformation de Ei dans D(0, | ) .

Vérifions que

(8.7) «HA) <
Comme hj est à valeurs dans R2, le plus simple est d ’utiliser un paramétrage. En effet, si on prend 

g\{x,t) : dD(0, §) x [0,1] —> R4 ; g}(x, t) — (x, th](x j), alors A] est son image. Donc pour calculer sa

surface, on a

(8.8)

Po P0¿ n B

r i

(°‘ 4>

0  »
dx9t

3 ¿ 
’ <9iÄ

= (0, h\{x))

H 2(4)<
3V2tt

2 l lM l loo .
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e t d o n c

(8.9) i23 « Jpi - V(i+ < m m  - «JÎ■ M)!
puisque on a < 1, on a

(8.10) I x  < ^ ( l  +  i2) ^ ! 2 < V 2 M

et donc

(8 .11)

---------y --------y

H 2(A}) = f  \JLg} x ¿ rf |d id *
JöD(0,|)x[0,l] »E O’*

< V 2  f  \h\\ < ^Trll/ijlloo.
JdD( o,|) 2

On obtient donc

(8.12)

et

(8.13) i î2(A) < ^  + ^TTdlÄjH«, + llftflU.

Mais Ei est un ensemble localement minimal, donc on a

(8.14) H 2(Et n D ( 0, | ) )  < 5 2(A ) = | t t  + ^ T r d l ^ l U  +  ||/*2H«,).

On prend bi = OO + l l ^ l l o o )  et obtient (8.4), puisque Halloo +  | | / i 2 | |oo tends vers 0 quand

Puisque Ei tend vers P0 dans B (0 ,1)\£?(0, | ) ,

(8.15) El n (5(0,i)\5(o, i ) )  -  P0 n (5(0,1)\5(0, \ ) )  = E00n (5(0,1)\5(0, i)).

Et par [9] lemme 3.3, (rappelons que E ^  est la limite des Et)

(8.16) H 2{Eoo n £>(0, j)) < liminf H 2(Et n £>(0, h ) .
4  k —x x )  4

On a donc

jsr^oo) = ^ (E o o  n (5(0, i)YD(o, ¿)) + h 2(e 00 n D(o, | ) )

(8.17) < H 2(P0 n (5(0,1)\Z?(0, 2))) + liminf H 2(Ei n D(0, ^))
4  k —>oo 4

= 27T 4- lim inf bi = 2n.
k —*oo

D’un autre côté, par (8.3) et le fait que E^  est la limite de Ei, on sait que

(8.18) p i(E œ ) D P (5 n  5 ( 0 ,  | ) .

\dx̂ì\

(IMI2)

© * m s!l

H2(Dì)
- 1 6 '

3 v /2
I tàl ico

2^7T 2 7‘( M a l i c o ■ H a l l o o )



Et par hypothèse, Ei tends vers P0 dans £ (0 ,1)\J3(0, | ) ,  donc E^ fl J3(0,1 ) \P ( 0 , ^) =  P0 fl 

B{0 ,1)\P(0, | ) ,  et par conséquent

(8.19) pi(Eoo) D Plo(£oo n 5 (0 ,1)\5(0 , i ) )  =  P* n 5 (0 ,1)\5(0, i ) .

On a donc

(8.20) ^ 0 0 ) 3 ^ 0  5(0,1),

et

(8.21) E0o D 9 5 (0 ,1) =  Po n 0 5 (0 ,1)

puisque Ei tends vers Po dans B(0 ,1 )\_B(0 , | ) .  Alors par le théorèm 3.1, (8.17),(8.20) et (8 .2 1 ) disent 

que

(8 .22) Eçyo — Pq

C’est impossible, parce que chaque Ei est |  loin de Pq.

Maintenant pour 0 < 0 =  (#i, O2) avec 0 < 0\ < 6 2  < f , notons, pour x G R4, r  > 0,

(8.23) Dÿ(x,r) =x + {pl *[5(0,r) nPg] P\pg *[5(0,r) n  Pe2]}

où P e  = P q U P q est l’union de deux plans avec des angles caractéristiques 0\ < 6 2, et Pq le projecteur 

orthogonal vers Pq, i = 1 , 2 . On a alors

C orollaire 8.24. Pour tout e > 0, il existe 0 < Ô < e et 0 < #o < f  > Qui ne dépendent que de e, avec 

les propriétés suivantes. Si 0q < 6 < %, et si E est un ensemble localement minimal dans Dq(0, 1 ) qui 

est 5 proche de Pq dans Dq(0 ,1)\D^(0, 7 ), et si de plus

(8.25) pi(E)DPinB( o A

alors E est e proche de Pq dans Dq(0 ,1 ).

Démonstration. Observons d’abord qu’il existe 0 < (j) < f  tel que pour tout 0 < 0 < $ on a

(8.26) B(x,r) C De{x,r) C B(x,2r).

Alors pour e > 0  on prend 6  =  Æ(e) et Oo =  max{</>, 0 o(e)}, où 0o(e) et 5(e) sont comme dans la 

proposition 8.1. Alors si E est <5 proche de Pq dans Dq(0 ,1)\D ^(0.|), alors E est ô proche de Pq dans 

B(0 ,1)\P(0, | ) .  Par la proposition 8 .1 , E est e proche de Pq dans B(0 ,1 ). Donc E est e = max{Æ, e} 

proche de Pq dans B(0,1) U [£>*(0,1)\D*(0, £)] =  De(0,1). □

Revenons à la démonstration du théorème 1.32. On fixe encore un k grand, et on note D(x, r) =  

Dk{x,r),Ci{x,r) =  Clk(x,r) pour i =  1,2, et dXjr =  dkx>T.
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On sait que dans D(o/c> nt), Ek n’est er/* proche d ’aucune translation de Pfc, donc par le corollaire 

8.24, Ek n’est ôrk proche d ’aucune translation de Pk dans D(c>k, rk)\D(ok, |r/c). Mais par (6.2), on 

sait que Ek n D(ok,rk)\D(ok, \rk) =  [G1 U G2] D [D(ok,rk)\D(ok, \rk)}, où Gi est un graphe C 1 de 

Pk n  D{0, ~)\D(ok, —r/.). Donc il existe un i e  {1,2} tel que dans D(ok, rk)\D(ok, ~rk) G1 n ’est Srk 

proche d ’aucune translation de P£. Supposons par exemple que c’est la cas pour i =  1.

Alors notons P =- et soit g1 comme dans (6.2) ; alors g1 est une fonction de P  dans P -1, et 

donc de R2 dans R2. Ecrivons g1 = (</?i, <¿>2 ) où (fi : R2 —► R. Alors puisque le graphe de g1 est ôrk loin 

de toute les translation de P , il existe j € {1,2} tel que

(8.27) sup \ifij( x)  -  <Pj(y)\ >  \ r k 5 .
x , y € P n D ( o k ,rk) \ D ( o k , ±rk)

Supposons par exemple que c’est vrai pour j = 1. Et si on note

(8.28) K={{z,̂ pi{z)) : ze(D(0,̂ )\D(ok,̂ rk))nP},

alors

(8.29)

3
K  est la projection orthogonale de G1 fl £>(0, - )

sur un sous-espace de dimension 3 de R4.

On définit, pour -;[rfe < s < r^ :

(8.30) r8 =  KHp 1(dD(okl s) D P) =  {(®,y>i(x))|x E dD(ok,s) D P}

le graphe de <pi sur dD(ok, s) fl P.

On sait que le graphe de </?i est \8k loin de P  dans D(pk, rk)\D(ok, \rk) ; alors il y a deux cas :

1er cas : il existe t € [|rfe, r*] tel que

(8.31)

où C =  4 C ( |)  est la constante de la corollaire 7.44.

Alors il existe a,b G Tt tels que |y>i(a) -  y>i(6)| >  ¿rk > £t. Puisque IjV^iüoo < HV^H«, <  1, on

a

(8.32)

Maintenant dans £>(0, f  ) on a d(0,ok) <  6e < 10e • | ,  et s < rk <  |  |  x on peut donc appliquer 

le corollaire 7.30 et on obtient

(8 .33) f  |V H 2 > ¿ W 2.
J ( D ( 0 , i ) \ D ( o k, t) )np

n

sup
x,y€  r t

{Iv’iW >^rk

f  \<Pi 
Jrt

>t£. 
- 4 C3

(— ){44C3>'=  ( ^ ) 3
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2èm e cas : p o u r  to u s  les |  r  a- <  s <  rk,

(8.34) sup {^(aO -P iÙ /)!}  < 7 ;rk. 
x,ye r s ^

Mais puisque on a déjà

^ r k5 < sup{|(/?i(x) -  tp2 ( y ) \  ■■ X , y  e P n D(ok, rk)\D(ok, i r fc)}
(8.35)

=  sup{|y?i(:r) -  <fi2(y)\ : s, s' € [ j r fc,rjt],a: € Ts,y € IV},

il existe \ r k < t  < t '  < r k tel que

(8.36) sup {|v?i(z) -  ¥>i(îOI} > \ rk6-
x e v t , y e T t , *

Fixons t et t', et sans perdre de généralité, supposons que

(8.37) sup {<pi (x) -  y?! (y)} > ^ r k6. 
i € r t,yert, *

Alors

(8.38)
1 ô 2 S 2 S

M. n(x) ~ vAx) - rtS ~ 2cr‘=(1 - cfü'r*s (I _ c®'/
puisque C = 4C (|).

Maintenant regardons dans notre boule D(ofc,t') DP. En appliquant le corollaire 7.44 à l’échelle 

on obtient

(8.39)

Et puisque j  < 4, tf > t, on a

(8.40) f  |V<^|2 > C 2 (5)i2.
J((D(ofc,t')\D(ofc,t))nP

Dans les deux cas, il existe un constante G = C0(5) = min{C1(i), C2(5)}, qui ne dépend que de 6, 

telle que

(8.41) [  |VV l |2 > CQ(S)tl
J(D(p,$)\D{ok,tk))nP

D’un autre côté, puisque |V< î| < |Vp11 < 1,

(8.42)

Donc

H 2 (K \Ck(ok, tk)) = [  x/l + | V H 2 > [  l + j | V ^ | 2
J D(o,$) \ci (ok,tk)np  JD (o ,{ ) \c l (ok,tk)nP 4

(8.43) > H 2m o , - ) \ c l ( o k, tk) )n P ) )  + -  /  | V ^ | 2
4 4 -/£>(0,f)\c»(oik,tiii)ni>

= H2((D(0,5)\ci(0fc,tfc)) n P*1)) + c(S)t2k.

sup
x € F t /

r
J  (D(okit ')i\D (o kit))DP

7 r ( f ) 2i '2

l o g f

V l  + IV^il2 +  \\V‘Pi\2 +  ¿ | V ^ x | 4 = 1 + JlV ^ i |2
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A lors  à  c au se  de  (8.29) o n  o b tie n t que

H\Gl nr>(0, ï)\D(ok,tk)) > H 2{K\D{ok,tk))

(8.44) >  H2{{Pl +  ok) n D(0, ?)\D(ok,tk)) + C(ô)tl

= H 2(Plk n I>(0, -)\£>(0,tfc)) + C{5)t2.

On a donc obtenu une estimation pour la partie régulière (mais un peu oscillante) de Et pour 

toutes les autre parties de Ek on va estimer la mesure par projections.

Faisons notre décomposition. Notons Fi = ^ 0 1 ) ^ , ^ ) ,  F2 =  G2k1 F 3 = G}k\D(0, f) , et F4 =  

G\k fl £>(0 , f) , où G\ est défini comme dans la proposition 6 .1 (2 ). Alors les Fi sont disjoints.

Pour F i, par la proposition 2.34 et le lemme 2.45

(8.45) (1 +  2cos0fc( l ) ) F 2 (P\) > 2 ï2 (p£(Fi)) +  H 2(pk(Fi)),

où 9k = (9k(l),9k{2)) avec 9k( 1) < 9k(2). (Rappelons que Ek a le même bord que Pk = P1 U^fc P2 avec 

9k > f  -  £)• Mais puisque 9k > f  — alors

(8.46) # 2 (Pi) > ( 1  -  | ) [ f f 2 (p i(* i)) +  H 2 (p2 (fi))]

quand k est grand. D’un autre côté, par la proposition 6.1(4),

(8.47) p U f j  d  Pinci(ok,tk).

Par conséquent

H2(Fi) > (1 -  \)H2{{Pk +  ok) n D(ok,tk))
(8.48)

> H2((Pk + ok) n D(ok,tk)) - jt2k =  H 2(Pk n D(0, tk)) - jt2.

Pour F2, par la proposition 6.1(2), on a

(8.49) PÏ{F2) =  pl(G2u ) D Pi n D(0,1 )\C2k(ok, tk),

et donc

(8.50) H2(F2) > H2[P2nD(0, l ) \C 2 (ofc, i fc)] =  H 2[P2nD(0,l)\D(0,tk)}.

Pour F3 , encore à cause de la proposition 6.1(2), et par définition de F 3 on a

(8.51) pl(F3) d  pl(Gl)\pl(D(0, 5) D Pl n D(0 ,1)VD(0, ^),

et donc

(8.52) h 2{f 3) >  H 2(Pk fl D (0 ,1 ) \Z ? (0 , j ) .

Ek
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Pour la dernière partie, la définition de F4  donne

(8.53) H2 {Fi) = H^G'XDfatk)) > H2(PinD(0, |)\2>(0,i*)) +  C(ô)t2.

Et maintenant on calcule la mesure de E& en sommant les 4 morceaux :

(8.54)
H2(Ek) =  H 2(Fi) +  H\F2) +  H2 (Fs) +  F 2(F4)

> H2(Pk n  D (0 ,1)) +  ifc(C(<5) -  —).

Alors quand k est tel que C(S) > | ,  on a  que

(8.55) H2(Ek)> H2(PknD(0,l)),

ce qui contredit la proposition 4.8(4).

9 Généralisation aux dimensions plus hautes

Pour le cas où P 1 et P 2 sont des hyperplans de dimension m  dans R2m, on peut énoncer un 

théorème semblable au théorème 1.32 :

T héorèm e 9.1 (minimalité de l’union de deux hyperplans presque orthogonaux). Pour chaque m > l, 

il existe un 0 <  9 < tel que, si P 1 et P2 sont deux hyperplans de dimension m dans R2m avec 

des angles caractéristiques a =  (a i, 0 2̂ , • • • ,&m)} où 9 < ai < < • • * < < f , alors leur union 
p i  y  p 2 es j. un  cfine m in im a i

On peut obtenir le résultat par un argument semblable à celui utilisé pour la dimension 2. Une 

bonne partie de la démonstration est exactement la même. Donc on va traiter ici seulement les parties 

un peu différentes, dans l’ordre d ’entrée en scène.

9.1 Estimations algébriques pour la somme des projecteurs de 

deux hyperplans (parallèle au paragraphe 2)

Dans ce paragraphe on va discuter les projections d ’un m —vecteur sur deux m —plans. D’abord on 

donne des définitions et des notations générales.

Am(R2m) désigne l’espace de m -vecteurs dans R2m, et si {ei}i<i<2m forme une base orthonormée 

de R2m, alors on prend {e*(i) A ê 2) A • • • A e*(m), 1 < ¿(1) < ¿(2) <  < i(m) < 2m} comme une base 

orthonormée de AmR2m, ce qui donne une structure hilbertienne ; <, > désigne le produit scalaire pour 

cette structure, et | • | la norme induite.

7r 
2

a 2
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Pour un m —vecteur simple unitaire £, P(£) = {î; G R 2m,t> A £ =  0} € G(2ra, ra) est le sous-espace 

de dimension m  associé à  £, où G (2m, m ) est l’ensemble des sous-espace de dimension m  dans R2m. Et 

si on a £ =  x\ A £ 2 A ■ • • xm, alors P(£) est juste le sous-espace engendré par {xi}i<i<m.

Si /  est une application linéaire de R2m —* R2m, alors on note Amf l’application linéaire de 

Am(R2m) -> Am(R2m) telle que

(9.2) Am/0 c i A x2 A • • • A xm) =  f(xi) A f(x2) A • • • A f{xm).

Et pour P G G(2m, m), prenons £ G Afc(R2m) simples unitaires tels que P =  P(£)> alors on définit 

|/(-) | : G(2m ,m) —► R+ U {0} par

(9.3) |/ (P ) | =  |Am / ( 0 | .

La valeur de |/ (P ) | ne dépend pas du choix de £.

Pour les prochaines estimations, on pourrait faire des calculs semblables à ceux de la dimension 2, 

en faisant des calculs des matrices et leurs déterminants, etc. Mais ça serait plus compliqué pour les 

dimensions générales, donc on ne va pas donner ici des détails précis. En revanche, on cite le lemme

suivant.

L em m e 9.4. (c.f. [25] Lemme 5.2)

Soit Px, P 2 deux sous-espaces de Rn avec

(9.5) dim(P1 fl P 2_L) > dim P1 — m + 2

Soit £ un vecteur simple unitaire dans f\m Rn . Notons p1 le projecteur de P1, i = 1,2. Alors les 

projections de £ vérifie

(9.6) \p̂ \ +  I <  i.

Si en plus,

(9.7) dim(Px Pl P 2) <771 — 2,

alors

(9.8) b ^ |  4 - |p2£| =  1 si et seulement si £ appartient à P 1 ou P 2.

Notons qu’on peut se servir de ce lemme pour la dimension 2 aussi, mais pas totalement. En effet

(9.6) est toujours vrai. Par contre (9.8) n ’est pas vrai en dimension 2 , parce que la condition (9.7) n ’est 

pas vérifiée pour m = 2. Pour m > 2, on vérifie (9.7) facilement car dim(Pç fl Pq ) =  0 < l < 77i - 2 , 

où Pq =  Pq U j_ P02 est l’union de deux hyperplans de dimension m  orthogonales (c’est à  dire les angles
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caractéristiques de Pq et Pq sont tous ^). On a donc (9.8), et si on désigne encore par H l’ensemble 

des m —vecteurs simples unitaires £ G AmR2m, qui vérifient

(9.9) \PI(0\ +  \(PÎ(0\ =  i,

alors P (£) ne contient que deux éléments Pq et Pq. Cela simplifie beaucoup la démonstration de 

l’unicité de P o ,  qu’on va voir tout à  l’heure.

Maintenant on va regarder le cas de deux hyperplans transverses quelconques, (généralisation de la 

proposition 2.34).

P ro p o sitio n  9.10. Soit 0 < a i  < < * • • < a m < et soit P 1, P 2 C R2m deux m—plans qui font 

des angles caractéristiques (a i, a 2 • • • , û:m). Si on note p% la projection orthogonale sur Px, alors pour 

tout m—vecteur simple unitaire C G A m ^2m> somme des projections vers les 2 plans satisfait à :

(9.11) l^c l +  |p2Cl < 1 -f (m +  1) cosai.

Démonstration. La démonstration marche comme dans 2.34 jusqu’à (2.40). Donc en bref on choisit une 

base orthonormée {ej}i<i<2m de R2m, avec P 1 =  P (A ^ 1ei) et P 2 =  P(A™ ^ c o s a ^ t  -f sinaiei+m)). 

Notons p le projecteur de P1± = P(A2̂ n+1e^). Alors

(9.12) |p1(0! +  Ip2(C)I < ^ ( O l  +  Ip(C)I +  l(p2 — p)(C)l < 1 +  I(p2 - p ) (C ) I *

Pour estimer le dernier terme,

(9.13)

l(p2 - p ) ( C ) l  H  <  A ™ !(cosale* +  s inaiß i+m ) -  A2™m +ie i,C  >  |

m + 1

= | < ^P (A j< iS inctjej) A cosa^e* A (A j^ co sa je j  +  sin otjej+m) ~ ^ì=m+ieiX  > I 
¿=1

m

< Y l  I <  (Aj<i sina^ej) Acosa^ei A (Aj>i(cosa:/ej -f sin otjej+m)^ > | 
i=l

+ I < A™! sinaiej+m -  A2™m+1ei,C > |
m

<  ^ 2  I cosc^l +  |1 — n  sina^l <  m c o s a i  +  (1 -  sin2 a i )  

i- 1

< m  cos a  1 - f  cos2 a i  <  (m  +  1) cos a i .

Et par conséquent

(9.14) Ip HOI + IA O I < l +  ( r n + l )  cosai.

Fin de la démonstration du lemme.

On va maintenant énoncer un lemme semblable au lemme 2.45 (pour le citer plus facilement après), 

sans le démontrer, parce que la démonstration est la même.

Oí 2

la
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L em m e 9.15. Soit n > d > 2, P,Q deux sous-espaces dans Rn , F C Rn un ensemble d—rectifiable. 

Notons p le projecteur de P et q celui de Q. Soit A > 0 tel que pour presque tout x £ F, le plan tangent 

TXF G G ( n ,  d) de F vérifie

(9.1.6) \p{TxF)\ + \q(TxF)\ < A.

Alors

(9.17) Hd(p{F)) +  Hd(q{F)) < \Hd(F).

Ensuite, tout marche exactement comme dans §2.2, et on ne va pas refaire ici.

9.2 Unicité de Pq

On va montrer l’unicité de Po- Ici on est en dimension plus grande que 2 , et donc il n ’y a plus 

de résultat de régularité locale pour des ensembles minimaux, ni bi-Hôlderienne, ni C1, sauf pour des 

points de type P. Mais pour des points qui admettent un hyperplan comme une limite d ’explosion, on 

a encore la régularité C1.

P ro p o sitio n  9.18. Pour 2 < m < n < oo, Il existe un e i > 0 tel que si E est un ensemble localement 

minimal de dimension m dans un ouvert U C Rn, avec B(0,2) C U et 0 G E. Alors si E est e\ proche 

d’un m—plan P dans B(0 , 1 ), alors E coïncide avec le graphe d’une application C 1 /  : P  —► P1- dans 

5 (0 ,1 ). De plus HV/lloo < I-

Démonstration, c.f. Proposition 6.14.

Par contre, l’avantage ici est que l’ensemble H (l’ensemble des m —vecteurs simples unitaires qui vé­

rifiant (9.9)) est beaucoup plus simple. Donc on va démontrer l’unicité d ’une manière un peu différente, 

mais sans doute plus simple.

P ro p o sitio n  9.19 (unicité de Po). Soit Po =  Pq1 Uj_Po , etpl0 la projection orthogonale sur Pq, i =  1, 2 . 

Soit E C B(0 , 1 )  un ensemble de dimension m fermé réduit qui est minimal dans B(0 , 1 )  C R2m, et 

qui vérifie :

(9.20) P Ì ( E D  5(0 ,1)) D ^ n ß ( 0 , l )  ;

(9.21) £Tl <9 5 (0 , 1 ) =  P0 n<9S(0,l) ;

(9.22) H m(E  Cl 5 ( 0 ,1 ) )  =  2v(m),

où v{m) =  H m{Rm n  5(0 ,1)).

Alors E =  Pq fl 5 (0 ,1 ).
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Démonstration.

L em m e 9.23. 1) Pour presque tout x E E, TXE G P(H) =  {Pq ,Pq}-

2) Pour chaque i — 1,2, powr presque tout z G Pq H P (0 ,1) =  Pq(E),

(9.24)

Démonstration, c.f. lemme 3.8.

C oro llaire  9.25. Pour chaque i = 1,2, si x est tel que son plan tangent vaut P q , alors il existe 

r  =  r(x) > 0 tel que E fl B(x, r) est un disque de dimension m de rayon r, parallèle à P q .

Démonstration. Prenons i =  1 par exemple. Par la régularité C1, on sait qu’il existe r ' > 0 tel que 

dans B(x, r 7), E est le graphe d’une application (p de classe C1 de Pq vers Pq"1. Alors dans B(x,rf), 

chaque point y a un plan tangent TXY, et l’application T : E —> G(2m, m), T(y) = TyE est continue. Il 

existe donc r > 0 tel que pour tout y e E D B(x,r), TyE n’est pas Pq. Mais on sait que pour presque 

tout y G E fl B(x, r), TyE est soit Pq soit Pq , donc pour tout y G E Pl B(x,r), TyE =  Pq, et donc 

E fl B(x, r) =  (Pq -f x) H B(x, r).

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant regardons les point qui n’ont pas de plan tangent. Soit y E E un tel point. Notons K 

une limite d ’explosion de E en y. On veut montrer que K — P q .

L em m e 9.26. Pour tout x E K tel que le plan tangent de K à x TXK existe, alors TXK  =  Pq ou Pq.

Démonstration. Puisque K  est un cône, on peut supposer que 1x1 =  1.

K est une limite d ’explosion de E en y, c’est à dire, il existe une suite rk telle que lim^-^oo =  0

et

(9.27) r̂ 1 (E -  y) n B(0,2) ^  K  n J3(0,2).

Donc

(9.28) rj“1 (E - y) H B(x, r) KO B(x, r)

uniformément en r  G (0, \).

Mais TXK  existe, donc TXK  est une limte d’explosion de K  en x, de sorte qu’il existe un 0 < r  < \ 

tel que dH(KnB(x,r), PnB(x,r)) < \rei, où P  =  TxE + x, et on choisit ei comme dans la proposition 

9.18.

Fixons ce tr , et il existe AT > 0 tel que pour tout k > N, on a dn(rk 1(E-y)ïïB(x, r), KHB(x, r)) < 

\rei, d’après (9.28). Et donc

(9.29) d n i r ^ i E  -  y) n  B(x,r), P  fi B(x,r)) < a  r.

N(pi*) = UpÍ '»  n E} =  1.

dH

dH)

Tk
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N o to n s  Ek =  rk 1(E  — y), a lo rs  Ek e s t u n  ensem ble  m in im a l aussi. E t  de  p lu s

(9.30) dH(Ek H B(x, r), P fi P (x, r)) < ci r.

Maintenant on peut se servir de la proposition 9.18, et on obtient que pour k assez grand, Ek est 

le graphe d’une C1 application fk de P à P1- dans B(x, | r ) .

On note Xk =  rj-x +  y, alors r fe 1 (x/e — y) = x. Et donc

(9.31) Ek n  B(x,r) =  r fc 1((B(xk, rkr) n  £ )  -  y)

pour k > N. C’est à dire que dans B(xk, f  r^r), i? est un graphe C 1 sur un plan parallèle à TXK. 

Mais, comme pour presque tout z G B(xk, |rfcr)flE , le plan tangent de E à, z existe et vaut Pq o u  Pq , et 

l’application z —► Tzi£ est continue sur le graphe C 1, donc E coïncide avec Pq o u  Pq dans B(xk, \vkr). 

Autrement dit, Ek H B(x, | r )  =  (Pq +  x) fl P (x, | r )  ou Ek fl P (x , | r )  =  (P§ -f x) fl J5(x, | r ) .  Alors 

par (9.30), dans P (x , | r ) ,  P  est la limite d ’une suite de plans, qui sont soit Pq -h x, soit Pq +  x. Donc 

P  =  Pq 4 - x ou Pq +  x, de sorte que TXK = Pq o u  Pq .

Fin de la démonstration du lemme.

Lemme 9.32. K  =  P q .

Démonstration. On note K% =  {x G : TXK  =  Pq}, alors on affirme que

(9.33) I T  C P(j.

En effet, si x G üf1, x 7  ̂0, alors, puisque K  est un cône, on a [0, x] G ÜT, où [x, y] désigne le segment 

qui connecte 2 points x ,y  G R2m. Mais puisque TXK = Pq1, et presque tout z  G K  a un plan tangent 

ou Pl par un argument semblable à celui du lemme 9.26, on obtient un rayon r  =  r(x) > 0 tel 

que K  fl B(x,r) est un plan parallèle à Pq1. Mais [0, x] fl B(x,r) C K n P (x ,r ) , donc [0,x] C Pq1. En 

particulier, x G Pq1. On obtient donc

(9.34) A^CPo1-

Un argument semblable donne aussi

(9.35) K 2 C P l

Mais K  est minimal, donc il est rectifiable puisqu’il est minimal, de sorte que presque tout point de K 

admet un plan tangent. Alors par le lemme 9.23, on a

(9.36) H m ( K \ ( K l U K 2)) =  0,

et donc

(9 .37) H m( K \ ( P ^ U P 2)) =  Q,

Qk

K

n
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de sorte que

(9.38) KcPo,

puisqu’il est un ensemble fermé réduit.

Maintenant si K ̂  Pq, il existe alors x G Po H 5 5 (0 , 1 ) tel que (0, x] (¡/L K , puisque i f  est un cône. 

Supposons par exemple x G P q .

Mais K  est aussi fermé, il existe donc r > 0 tel que B(\x, r) fl K = 0. Autrement dit, K  a un trou 

dans Phyperplan Pq. Alors on peut déformer Pq D 5 ( 0 , l ) \ 5 ( | : r , r )  dans 5 ( 0 , 1 ) en un ensemble de 

mesure arbitrairement petite, en fixant à la fois <95(0,1 ) et Pq. Ceci implique que Hm(K fl Pq1) =  0, 

puisque K  est minimal. Et donc K  =  Pq , ce qui contredit le fait que K  n ’est pas un plan.

Par conséquent, K — P q .

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant on va donner la régularité autour d ’un point x qui admet une limite d ’explosion Pq.

L em m e 9.39. Soit x G E tel qu’une limite d’explosion de E en x est P q . Alors il existe r > 0 tel que 

E D B(x,r) = (Pq +  x) fl B(x,r).

Démonstration. Par la démonstration des lemmes 9.26 et 9.32, Po est la seule limite d ’explosion de E 

en x, parce qu’on part d ’une limite d’explosions quelconque K , et on arrive toujours à Po- Il existe donc 

ro > 0  tel que pour tout r  < ro,

(9.40) dXtr(E,P0 + x) < m in { ^ - ^ l }

où ei est celui dans la proposition 9.18.

Notons Cl{x, s) =  Pq 1(B(0, s) D P q ) -f- x (qui est un “cylindre”).

Pour tout y G E D B(x, f  r)\Cx(x, ¿r), on a

(9.41) dVî r (jE:)P01 + x )  < ei-

En effet, on sait par (9.40) que (9.41) est vrai si on remplace Pq1 par Po- Mais on sait que 

d(B(y, jq^.Pq) > ĵ r puisque y £ C x(x, ^r), et donc on doit avoir (9.41).

Alors par la proposition 9.18, on a que pour chaque y G En B(x, | r ) \ C 1 (x, | r ) ,  dans 5(y , ^ r )  E 

est un graphe C1 de Pq , et en particulier TyE ^  Pq. Par conséquent TyE =  Pq1. Par le corollaire 9.25,

(9.42) il existe r'y > 0 tel que E fl B(y, r'y) =  (Pq1 -f y) fl B(y, ry).

Maintenant fixons un yr G ECïB(x) | r ) \C ,1 (x, | r ) .  Notons A =  E C \ ( P q +yr)C\B(x, | r ) \ C 1 (x, |r ) .  

Alors A est relativement fermé dans ( P q + yr) C\B(x, | r ) \ C 1 (x, | r ) ,  puisque E l’est. E t A est non vide
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parce que y r  G A. Mais A est aussi ouvert dans ( P q -\-yr)C\B(x, | r ) \ C 1(x, | r ) ,  parce que pour chaque 

y  G A , (9.42) est vrai.

Par conséquent A = (Pq -f yr ) fl B(x, | r ) \C fl(x, | r )  puisque le dernier est connexe. On a donc

(9.43) (Po + Vr) n B(x, - r ) \ C 1(x, ^r)cEC\ B(x, - r ) \ C 1(x, ^r).

Mais par (9.42), pour chaque y € (P q +  yr ) fl B(x, | r ) \ C 1(x, | r ) ,

(9.44)
3

E coïncide avec Pq - f  y dans B(y} —  r ) ,

et donc

(9.45) Pq +  y  =  -Po +  Vr

et

(9.46) E coïncide avec Pq +  yr dans B((Pq -f yr ) fl B(x, ~r), -—r).
5 5 40

Mais on sait que

(9.47) dB(x,r)\Ci{x,&r)AE’Pt  + X) <

et que

(9.48) % r ,  Po1 + x)<

de sorte que

(9.49)

ce qui im plique que

(9.50)
En B(x, ¡r̂ C'ix, ±r) C B((P¿ +  y,), A r ) n P (z , Î r ) \ C x(x, | r )

C ^((Po1 +  yP) n  B(x, ir)\CHx, gr), ¿ r ) .

Par conséquent, (9.46) implique que

(9.51) E n S(®, i r )  =  (P¿ +  yr ) n B(x, ^ r ) \C 1(x, | r ) .

Notons que (9.51) est vrai pour tout r < ro. Par conséquent pour tout r  < r0, les Po(yr ) sont égaux, 

et égaux à pl(x), parce que (9.40) est vrai pour tout r  suffisamment petit. Et donc on a

(9.52) (Pq1 +  x) il B(x, ^ r 0) C EH B(x, ̂r0).
5 5

Un argument semblable donne

(9 .5 3 ) (P 02 +  x )  n  B(x, ^ r 0) C E n B(x, ^ r 0),

Ac1( 1  ̂(z, ë r )
3 \ 

•4Ür)'

X

100’

î o o r ’

d B(x,r) \CHx,&r) "t" Vr)
1

< 2 0 ’

' 5 r>
\C ‘ (*> 5 r )
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et donc

(9.54) (P0 +  x) fi J3(x, ^ r0) C  E H B(x, ^ r0).

On affirme alors que

(9.55) (P0 +  x) fl B(x, i r 0) =  E H B(x, ~r0).

En effet, soit y e En B(x, \ro). Prenons r = 2\y — x\ < ro, et supposons par exemple que \p\(y — x)| > 

\Po(v ~ Alors y E B(x, | r ) \C '1 (x, ^r), ce qui implique que y G Pq +  x par (9.51).

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant on peut arriver à la conclusion de la proposition 9.19.

Notons E* = {x E EnB(0 ,1);TXE existe et vaut Pq}. Alors pour i =  1,2, E1 est ouvert dans E , à 

cause du corollaire 9.25. De plus, au moins un des E* est non vide, grâce au lemme 9.23(1). Supposons 

par exemple que E1 ^  0. Notons aussi E° l’ensemble des points de type Po. Alors E est l’union disjointe 

de El,E2 et E°. Par conséquent E° U E1 =  E\E2 est fermé.

Alors soit x G E1. On affirme que

(9.56) (Po1 + x ) n P ( 0 ,  l) C  E1 U E°.

Notons A =  (Pq -f a;) fl B(0,1) fl (E1 U E°). Alors A est non vide puisque x E A. A est aussi fermé 

dans (Pq1 +  x) fl P (0 ,1) puisque E1 U E° est fermé. Mais par le corollaire 9.25 et le lemme 9.39, A 

est aussi ouvert dans (Pq -f x) fl B(0 , 1 ). Maintenant puisque (Pq 4 - x) H B(0 , 1 ) est connexe, on a que 

A =  (Pq +  x) fl P (0 ,1 ), de sorte que (9.56) est vrai.

Par conséquent,

(9.57) (Po1 +  x) n <95(0,1) C E n <95(0,1).

Alors par (9.21), P q ( x )  = 0 .

On obtient donc

(9.58) E1 C Pq1 C E1 U E° C E ,

si bien que Hm(E1) < Hm(P̂  n 5(0 ,1)) =  v(m). Mais Hm(E°) = 0. Donc par (9.22), Hm(E2) > 0. 

En particulier E2 est non vide.

Alors un argument semblable donne

(9.59) E2 C P02 C E,

Et donc

(9.60) Pq C E .
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E n  u ti l is a n t en co re  u n e  fois (9 .22), o n  o b tie n t q u e  E  =  Pq.

9.3 L’argument de l’extension harmonique par les harmonique; 

sphériques

Les étapes après la démonstration de l’unicité de Po marchent complètement pareil jusqu’à l’ex­

tension harmonique. Donc on ne va pas les répéter. Dans cette section, on va traiter l’argument de 

l’extension harmonique en dimension plus grande.

On va d ’abord parler des harmoniques sphériques (c.f. [31] Chpt 4.2).

Pour une dimension k fixée, notons

: l’espace de tous les polynômes homogènes de degré n dans Rfe, c’est à dire, pour chaque 

polynôme p(x) G «^n , p(Xx) =  Xnp(x) ;

srfn : l’ensemble de tous les polynômes harmoniques dans ;

c — {p|sfc-i : p G «g4}> o u  Sk 1 est la sphère unité dans Rk. Donc Jf?n coïncide avec 

l’ensemble de toutes les restrictions à Sk~x des membres de

Donc, pour chaque /  G la fonction

(9.61) p(r,0) : R x S 1*-1 -+ R, p(r,0) =  rnf(6)

appartient à srfn. Et donc

(9.62) Ap — 0 .

Si on note A ^ - i  l’operateur de Laplace-Beltrami on Sk 1, la partie angulaire du Laplacian, on a 

la décomposition suivante :

(9.63)
d2 k — I d  1

Donc pour p = rnf(0),

(9.64)

_ f d2 k — l d 1 
0 ~ A p - ^  +  + ^2A ^ ) P

=  n(n -  1 )rn~2f{9) + n(k - 1 )rn~2f{9) + rn~2ASk-if(9),

et on obtient

(9.65) A Sk - i f  =  - n ( n  + k -  2)/.

Donc chaque /  G est une fonction propre de ASk-i associée à la valeur propre An =  —n(n + k — 2).

£ -  8 
ßr2

k — I d  1
-------------7 }— I— ?r or r Á

A S k - i .+

a//?7£n
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Remarque 9.66. P ar (9.65), si f  G J%i, d o rs  r 2 k nf (0 )  est aussi une fonction harmonique.

On va maintenant citer quelques résultats sans les démontrer (voir [31] pour plus de détails) :

Proposition 9.67. On a les propriétés suivantes :

f n + k - l \  f n + k — 3\
1° dimJfn — dimŝ n =  I I — I I ;

V  »  ) \ n~2 J
2° La collection de toutes les combinations linéaires finies d ’éléments de U£L0 est  dense dans 

L2(S n~ 1) ;

3° Soit yf") et des harmoniques sphériques de degré n et m, et n ± m, alors

(9.68) f  Y{n) (e)Y(m) (d)de = o. 
J S 71' 1

Maintenant, considérons c c o m m e  un sous-espace de L2(Sk x) avec le produit scalaire (/, g) =

L .-1  f{0)W)de.

Corollaire 9.69. Notons an =  dimJifn =
( n  +  f c -1  j ( n + k — 3 \

v n J \ n~ 2
et soit {y/"5,-- - , Y $ }

une base orthonormée de alors U^LqÎ^in'*t ' ' ' , } est une base orthonormale de L 2(S k 1). De 

plus, pour chaque f  G L2(5fc-1), il existe une representation unique :

(9.70)
oo an

i-E E iW ” .
n = 0 i = l

où la série converge vers f  sous la norme L 2. E t on a donc

(9.71)
oo an 

n=û  ¿=1

On peut maintenant démontrer la proposition suivante.

Proposition 9.72. Soit 0 < r0 < |  et uo €  C 1( d B (0,ro) l~l Rfc,R). On note m (u 0) =  

(r^_1Sfc_i)_1 f gB(0 ro) uo sa moyenne, où s k- i  =  H k~ 1(S k~ 1) l ’aire de la sphère unité de Rfc. Alors 

pour toute u £ C 1((B (0, l ) \B (0 ,r o ) )  flR fc,R) qui satisfait à

(9.73) w|aB(0,ro) =  u 0

on a

(9.74) [  |Vu|2 > ^r0 1 f  |u0 -  m(u0)|2.
J B ( 0 , l ) \B (0 , ro) 6  J d B {  0,ro)

CO

E
n = 0

CLn

E
ì=i

\t] i2-

'VV?

y ( m )
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Démonstration.

Supposons que u est une fonction C 1 comme dans l’énoncé de la proposition. Si v est une solution

de l’équation

(9.75) <
Av = 0;

|̂aB(o,r0) = uo',
du
dn 0 sur dB(0 ,1 )

où iî est le vecteur normal unitaire extérieur sur 8B(0,1), alors v minimise l’énergie de Dirichlet parmi

toutes les fonctions u de classe C 1 sur J3(0, l)\B(0,ro) avec u|a£(o,r0) =  ^o-

Donc on va juste chercher une solution v de l’équation (9.75), et puis démontrer (9.74) pour v.

Ecrivons

(9.76) u(ro,0)=  uq(0) = m(u0)+
oo a„

E E
n = l ¿=1

g(n)y (n)

avec une base orthonormée de Posons

v : B{0 , 1)\£?(0, tq) —► M.,

(9.77)
v(r, 0) = m (u 0)

OO

+ E <
n = l

Anrn + Bnr2~k~n)
Un

E
i = 1

^ (n)y (n)

Alors par la remarque 9.66, v est harmonique. On veut que v vérifie (9.75). Alors

(9.78)
v ld B (0 ,r o) = U q ^>

(A„rQ + Bnrl~k-n)= 1, pour chaque n et 1 < % < an,

et

(9.79)

dv
dn

oo

= » -
n = l

4nnrn 1 +  Bn (2 - k - n)
On

-1_fc_n) E
i =  1

b(n)Y (n) =  ()

sur d B ( 0,1) =  {(r, 6) : r =  1}.

Donc on demande

(9.80)
/  r n 2—k —n \  
I  T  r\ Tn \ f An)

[ B n J ( : )

Notons que le déterminant de la matrice des coefficients est (2 — k — n)rQ -  nrl k n , avec n >

0 , 7q k n > Tq > 0 , 2  — k — n < 0 , donc il est toujours strictement négatif, de sorte que (9.80) admet

toujours une solution

(9.81) An —
(n + k - 2)rff +  nrq k n

,Bn
n

(n + k- 2jrfî +  nrn n

On va maintenant calculer J^ 0 i)\b(o r0) I^^P- Pour estimer Vu on écrit

(9.82) V sk-iv(r, *) =

oo

E '
n=1

Anrn 4- Bnr2~k~n)
On

E -
¿=1

d (™) Vs*-iYÏn\

{ ïî(n). v i nn? J on /
-vv?

k(̂ )yr(n)i =  0

n 2  — k — n

n + k - 2

I b (o. ) \ B (  0 ,ro)
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(9.83)
dv
dr

oo

E
n = 1

(nAnrn 1 + (2 — k — n)Bnr 1- fc- n)
an

E
î— 1

g(n)y'(n)

et

(9.84) /
Jsk- 1

|Vv|2d0 = /
•/S*“1

¡2

dr

Notons que

(9.85) < > L 2( S k~ 1) = <5, pour 1 < n et 1 <

où 6  est le symbole de Kronecker, et donc

(9.86)
< > L * ( S k- l ) = -  < A Sk-xY^n),Y jm) > L 2( S k~ 1)

= —n( 2 — k — ri)< > L 2(5 fc-1) =  n(n +  — 2)

pour 1 < n et 1 < i < an. On a donc

/ ¡ - V st- iv |2d6l = i J

oo

E
n = 1

:a „ 4- Bnr1~k~n)
Q>n

E
i—i

B¡n

(9.87)
OO

= E
n = l

ri(n 4- A: ■-  2)(j4„rn_1 +• Bnrl ~ k ~ n ) 2

an

E
i—1

{■B| n))2.

et

(9.88)

/
J sk~1l> = /

OO

I E
n = l

[nA (2 — k — n)Bnr1~k~n)
an

E
¿=i

B(n)yi(n)|2

OO

= E
n = l

+  ( 2 - A -  n)Bnr}—k—n̂2
Ûn

E
i = l

Par conséquent

/  i
J sk~1

Vv\2de =

(9.89) OO

EtMnr”-1
n=l

H- (2 — k — n)Bn r l - f c - n ) 2  + n(n +  k — 2)(Ani B nr1-fc-„)2]
Ûn
E'
i = l

(B (n))2

Ensuite

/  iJ r = r 0
{nAnr n~l f ( 2 - f c - n)Bnr1 ~ k ~ n ) 2 4- n(n 4 , n - 1 +  Bnr 1_fc_n)2]rfc_1cir

*/r=ro
[(2n2 4- nk --  2n)A2nr2n 2 4- (2n (n 4- k -  2)J32r 2- 2fc-2nir fc-irfr

J r = r Q
(2n 2 +  nfc -  2n)A2 r2 n + k ~ 3 + (2 n + k- 2)[n + k — 2)B2r1~k~2ndr

=nA2n(l

(9.90)

_ r 2n+fc-2) -t- (ji +  k — 2)B2n(r20~k-2n-l).

Alors par (9.81), on a

nA2(l -  r2n+k~2)-(- (n +  k — 2). 32(r02- fe- 2n- l )

(9.91) n ( n  +  k - 2 ) [ r p  k 2n l ] [ n + ( n  +  f c - 2 ) r 2n+fc- 2]

((n + k -  2) r j f  nrg-  )2

iu |2d0.

f(n) yi712)
3 i ,n ) J»™) Û-nj

V 5fc ,v 5*- y ( m ) 
1 j

y (n)
i

y ( m )
i 'Ü\™)

„n—1 Vgfc , y W | 2

,rn_1 +

^ r " - 1 n))2

n-1 .

+  k — 2)

fc -  2)(j4„i
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M ais o n  a  ro  <  k , et, d o n c  p o u r  to u t  n >  1,

(9.92)
2 - f c - n  _ i

Ü>__________ £

r20~k~n + 1
> rô1 ~  1 

rô1 + 1
>
(è)-1 - 1 _  i 
( i ) - 1  +  1  3 ’

et donc

nAl(l-r2n+k-2)+ (n +  k -  2). B2(2-fc-2n _ 1}

>
n(n + k - 2)\r2~k-2n +  1][n+(n + k- 2)r2n+k~2]

3((n + k- 2)rJ +  n r 2- fc_n)2

(9.93)
nfwg k 2n + n +  k — 2]{n + (n + k — 2)rçn+k 2]

3((n +  k -  2) r j  +  n r0 ){{n+k-2)r̂ + nrl~k-n)

" [ •3

nrq 2n +  n -f /c — 2

n -f /c — 2)tq H- nrg”

n+in + ls- 2)rnn+fe~2

(n + k - 2)r# +  nr-o fc n '
n  k —2 

=  3 r °  •

Par conséquent

\Vv\2dJd >
OO Cl ri

E r S " !E<s .w )!
71=  1  1 = 1

>  - r k ~ 2> 3r 0

oo a n

E E i ï" ’)2
n = 1 i = l

=  5 r o 2 I K ( 0 )(9.94)

- I r - i
3 0 /

J d B ( 0 , r 0)
|u0 -  m(u0) I2.

Corollaire 9.95. Soif ro > 0, g G Rfc tel que ro < hd(q, d B ( 0,1)), «o € {̂dBiq,ro) fl Rfc,R) et
m{uo) =  (sfc-iT-Q *) 1 fdB(q,ro) u °  s a  moyenne.

Alors pour toute u € C 1((5(0, l) \S (g , ro)) DR2,®) guz satisfait à

(9.96) =  Uq

on a

(9.97)
L

|Vu|2 > V 1> 3ro /
J d B ( q ,r  0)

\u 0

Démonstration. Voir le corollaire 7.30.

Lemm e telle =  ôr0,

alors

(9.99)
L

|Vu|2

où

9.98. Soit 0 < r0 < 1, u € C1mi)\ B(0,r0),R), que u |a B (o,r0) u l a B ( o , i ) =  0 ;

>  C (k)62r*

c(fc) =  ( f c -  2) y-fc-1 (S*-1).

U dB

(0 ,1)'

-  m m i 2.

:o,i) M  0>ro)
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Démonstration.

Prenons / ( r ,  0) =  Ar~ k + 2 -  A avec A _ Æro~  —T£+2— . 
r0 1

Alors /  est l’extension harmonique avec les

valeurs au bord données. On a

(9.100) =
dr

(2-k)Ar1~k,V Sfc-i /  =  0,

et donc

(9.101) |V /|2 =  A2 ( 2 -  k)2r2~2k.

Notons Sk~i= Hk~1(Sk- 1), alors

J |V / |2 f  de f  r k
J gk — i Jro

-xdr|V/|2

=  S k - l
f\k-i 
Jr o

lrA2 { 2 - k)2r2~2k
(9.102)

=  Sk-\A2(2 -  k) 2
1 -  r2~k 1 r 0

2 — k
_ sjç—i (k 2')S2 2 

(r2 - fc- l )  r°

C(k)
2 - k  

-  r o 
2 - k  _  |  
r0 1

0 (k)ô2rk > C(k)ô2rk.

On a donc

(9.103) /
J B ( 0 , l ) \ B ( 0 , r o)

|V u |2 > C(k)ô2r k

puisque /  est harmonique.

Corollaire 9.104. Pour tout 0 < e < 1, il existe C = C(e) > 1 0 0  telle que si 0  < ro < 1 , u €

C1! B(0A)\B(0,ro),R) et

(9.105) | |u |ôB (0 ,ro )
Sro
C “t  II w |a B (0 , l ) l |o o

¿ro
C

alors

(9.106) /
J B ( 0 , l ) \ B ( 0 , r o)

|V u | 2 > eC(k)6 2r%.

Démonstration. Appliquons encore une fois le lemme 7.47; pour chaque C, on prend r  =  ro, /  =  u, et

g la fonction harmique telle que g\dB(o,i)=  é r °>£ld£(0,r) =  ( 1  — ¿)roÆ, et on obtient

(9.107) J |V« | 2 >l \Vg\2 = (l-^)2C(k)ô2rk.

Par conséquent, pour chaque e < 1 on peut toujours trouver un C assez grand tel que ( 1  -  ^ ) 2 > e. □

Le paragraphe 8  pour la dimension 2 marche de la même manière pour les dimensions plus hautes.

Donc on ne répète pas ici. On a donc fini la démonstration du théorème 9.1.

Fri
r 2~ k -  1 r0 1

«Ileo

B ( 0 , l ) \B ( 0 , r o) J ( 0 , l ) \B ( 0 , r 0)
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10 Généralisation au cas de plusieurs plans et hyper-

plans

Dans ce paragraphe on va généraliser le théorème 1.32 à des unions de n hyperplans transverses de

dimension m  dans Mmn.

T h éo rèm e 10.1 (minimalité de l’union de n hyperplans presque orthogonaux). Pour chaque m > 2 et

n>2} il existe un 0 < 6 < §, tel que, si P 1, P 2, • • • , P n sont n hyperplans de dimension m dans Rnm

avec des anales caractéristiques DL entrePl et P J , 1 < i < j < n, qui vérifient

O < a\j < oÍ¡ < . < (yij < 2L — m — 2 pour tout1 < i < j < n, alors leur unionU?=1P l es  ̂ un ĉ ne minimal.

Démonstration.

Notons encore Po =  U_lP¿,

Comme dans le paragraphe précédent, l’idée de la démonstration est la même, et on va suivre 

les mêmes étapes que pour m  =  2, n =  2. Donc ici on donnera seulement des preuves à l’endroit où 

la démonstration n’est pas complètement identique. En fait, tout marche bien sauf le théorème sur 

l’unicité de Pq, dont on va donner les détail plus tard.

Un autre endroit un peu différent que précédemment est le minimalité de Po et le contrôle pour la 

somme des projections d’un m —vecteur unitaire simple sur n hyperplans avec des angles caractéristiques

{

Lem m e 10.2. P0 est minimal.

Démonstration. Par récurrence en n, en utilisant le lemme 9.4. Voir la proposition 11.1 pour plus de 

détails. □

Lem m e 10.3. Soit P\ 1 < i < n, n hyperplans de dimension m dans Rmn et {oc%i}i<i<j<n les angles

caractéristiques entre P% et P J . Si on note p% la projection orthogonale sur Pl, alors il existe Cn m(a),

avec lima_,ç Cn̂m(a) =  0, tel que pour tout m—vecteur simple unitaire Ç G AmRmn, la somme des

projections vers ces n hyperplans satifait à

(10.4)
n

E
¿ = 1

lîÀOI^l + iW a),

où a  =

Démonstration.

Par récurrence en n. Pour n  =  2 on l’a déjà, par la proposition 9.10.

a
(«? . rvij - 

a 2 > ,« £ )

a*'} n *

min
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Suppsons que (10.4) est vrai pour n — 1. Maintenant notons P  =  (Ç&i<i<n-iP1')± Qui est un m—

hyperplan, et p son projecteur, q le projecteur de (©i<i<n_ iP l). On a alors par le lemme 9.4

(10.5) |p(C)l +  k(C)l < i,

et donc

¿ 1 ^ ( 0

i=1

n —1 

=  ^  | pi O 
i—1

9(C )l+ |pn (C)l

(10.6)
n —1

< Y li'p ’
i— 1

Off(c)l + |p(0l + l(p -p n)(0|.

Par l’hypothèse de récurrence,

(10.7) X > °s(o i
¿=i

<

avec lima_»* Cn-i m{ot) = 0, et donc

¿ > ( 0 1  < ( i  +
i=l

3n- i ,m(a )M Q \  + \p (Q \+ \ (p -p nm \

(10.8)
< 1 +  C„_i,m(a)|g(C)| +  \(P-Pn)(0\

< 1 +  Cn-i>m(a) + |(p — pn)(C)|-

Maintenant quand a tend vers f , l’angle entre P et Pn tend vers 0. Donc | ( p - p n)(C)| < ^n,m(a ) 

avec lima_ ç  C^m(a) = 0 (par la démonstration de la proposition 9.10), et on obtient donc la conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

Il nous reste à montrer l’unicité de Pq.

Proposition 10.9 (unicité de P q) .  S o i t  Po  = U f= 1 PQ, e t p ^  la p r o j e c t i o n  o r t h o g o n a l e  s u r P̂, 1 < i <  n .  
Soit E C B (0 ,1) un ensemble de dimension m fermé réduit qui est minimal dans ü?(0,1) C Rnm, et 

qui vérifie pour 1 < i < n,

(10.10) P o ( E  n P (0 ,1)) D n 5 ( 0 ,1) ;

(10.11) E n  a s  (0,1) = P0 nöß(o , i )  ;

(10.12) Hm{EnB(0, l ) )  = iw(m),

où v(m) = Hm(Em n B(0,1)).

Alors E =  Pq n 5(0,1).

(1 -f Cn

p i  r 0

n —1
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D é m o n s tra tio n .

D’abord notons encore H := {£ G AmRnm unitaire simple , X)r=i b ‘(0 l =  !}• Alors un lemme vient

des hypothèses de la proposition.

L em m e 10.13. 1) Pour presque tout x e E, TXE G P(H).

2) Pour chaque 1 < i < n, pour presque tout z G Pq fl B(0,1) =  Pq(E),

(10.14) N

Cas 1. Pour m  >  2, en utilisant le lemme 9.4, on peut montrer par récurrence que

(10.15) s  =  {PqA <i<n},

et par la C1 régularité (prop 9.18) on obtient que

1) autour de chaque x e E tel que TXE existe, il existe rx > 0 et 1 < i < n tel que E fl B(x, rx) =

{Pî +  x )fl B{x, rx) ;

2) tout les autres points in E sont de type Pi := Uî iP1, I C {1,2, • • • , n} (voir la démonstration 

pour le lemme 9.32). Et si x G E , I C {1,2, •• • , n} sont tels que Cx =  P j, où Cx est l’unique limite 

d’explosion de E en x, alors il existe r > 0  tel que EC\B(x, r) =  (Pi+x)HB(x, r). (voir la démonstration 

pour le lemme 9.39).

Alors notons E1 =  {x G E , TXE = Pq}, E° =  E\ Ut E et notons E0t =  {x G E°, Pq C Cx}, où Cx 

est la limite d ’explosion de E en x, qui vérifie 2 ) ci-dessus. Alors E° =  UiE01, est discret, et donc fini. 

Chaque E1 est ouvert dans E. Ensuite on peut montrer que E1 U E01, = Pq, et tout est fini.

Cas 2 . Pour m = 2 . C’est plus compliqué, puisque l’ensemble H est beaucoup plus grand.

Lem m e 10.16. Si x A y G H avec x,y unitaires, x _L y, il existe alors Vi,Ui G Pq unitaires, Vi _L Ui,

o. > 0, Yli aÎ = 1 5 Que

(10.17)
n

{(̂ 3 aiUi) 
i—1

n
A ( ^ a i ^ ) } .

î=i

Démonstration. Par récurrence en n. Supposons que c’est vrai pour n — 1.

Notons Q =  q son projecteur. Si x A y G H avec x 1  y, unitaires, alors il existe

0 i , # 2  € [0 , | ]  tels que

(10.18) x =  cos0 iPo(x) +  sin &iq(x), y =  cos0 2Po(î/) +  sin 0 2 ç(y).

Donc J21Li bo(x ^  2/) I =  1 implique \q(x A y)| +  (x A y)| =  1. Par la même démonstration du cas

où n = 2 , on obtient que

(10.19) =  ^2,Po(x)  ± P o ( y ) , q ( x ) 1 9(y). !«(*) A g(ÿ)|

n —1

= J2 Ipo ° 
i=l

? (* ) !  +  Ip Ô ° 3 Û / ) I -

lPO’Z) (z) n  E} =  i.

tout

pi r3) x,y

bol
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P a r  l ’h y p o th èse  de  récu rren ce  o n  o b tie n t la  conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

C orollaire 10.20. Pour chaque 1 < j < n, pour chaque x £ E tel que TXE existe et n’est pas Pq pour

tout i ^  j (ou de manière équivalente, \ptq(TxE)\ > 0^, il existe rx> 0 tel que dans B(x,rx) E coïncide

avec le graphe d ’une fo n c tion  ipx : Pq —» Pq =  ( B ^ P q , où chaque fonc tion  (fi =  p *0 o  ipx : Pfi —» P £
est soit analytique, soit anti analytique.

Démonstration. Par le lemme 10.16, on sait que D î/^Pq) — PqoTxE =  (a^Ui -f djUj) A (aiV{ +  ajVj), où

Ui.Vi G PX,Uj,Vj £ PL aï + aï ̂  0, parce que TXE 4 Pk. Le reste de la démonstration est semblable

comme celui du lemme 3.34.

L em m e 10.21. Il n’y a pas de point de type Y dans E.

Démonstration.

Comme dans la démonstration du lemme 3.19, soit x £ E qui est de type Y, soit Cx — U¿=1Pi

désigne le cône tangent qui est un Y, avec Pi des demi plans fermés qui se rencontrent le long d ’une

droite D qui est engendrée par un vecteur unitaire v, soit Qi le plan contenant Pi. On va montrer que

(10.22) au moins un des Qi n’appartient pas à P(S).

On procède comme dans 3.19, et il existe Wi £ Qi, unitaire, Wi _L v, et les angles entre les trois

Wi, 1 <  i < 3 sont tous de 120°. Alors si Pi 0 P(ß) tout est bon. Sinon, puisque Pi =  P(y A w i) ,

par le lemme 10.16, il existe une base orthonormé {ej}i<j<2n de R2n avec Pq = P(e^ A en+t)j et

«i > 0. E lu  ai = E"=i al+i =  !. tels que

(10.23)
n

v =  ^ a* e i,u > i 
i=l

2 n

=  ^  Oie*.
i=n+l

Alors, pour que Q2 G P(S) aussi, il faut qu’il existe { e jn+i<i<2n5 chaque e* vaut 1 ou -1, tel que

(10.24) U>2

2 n  

i = n - f  1

Notons I =  Ira H- 1 < i < 2n, e* =  1}, et J  =  {n + 1 < i < 2n, e* =  -1}. Posons

ai =  (Ei€i ai ) ^ aJ =  CD,««?)*. fl =  / j  =  A1<>rs f i J j sont unitaire

perpendiculaires, aj + Oj = 1, et

(10.25) u>i =  0,1 f i  +  a j f j , w 2 =  a / / /  -  a j f j .
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Si l’angle entre wi et W2 est 120°, alors a / , a j  sont non nuls, de sorte que w±,w2 engendrent un

plan de dimension 2.

Maintenant on sait que les angles entre wi,ws et w2,ws sont aussi de 120°, ce qui implique que

les trois Wi appartiennent à un plan. Par conséquent, G P(fi A fj), et la seule possibilité est que

ai =  | , a j  =  et W3 = — / / .  Mais dans ce cas, pour que P(v A W3) G P(S)> on a que pour tout

j G J, aj =  0, ce qui implique que fj = 0, et donc wi =  W2, une contradiction.

Donc on a notre affirmation (10.22). E t le reste de la démonstration est exactement le même que

celle du lemme 3.19.

Fin de la démonstration du lemme.

C oro lla ire  10.26. Pour chaque x G E tel que le plan tangent de E en x n’existe pas, il existe au plus

n plans Qi,Q2i ' m ,Qi € ^P(S), avec Qi _L Qj pour i ^  j, tels que la limite d’explosion Cx de E en x

est unique et est égale à Uj=1Qi.

Démonstration.

Voir le lemme 3.23 pour le fait que Cx est une union de plans transverses qui appartiennent à P (S). 

Et en particulier, Cx vérifie la propriété de "full-length à cause des angles" (c.f.[10], Remarque 14.40), 

donc par le théorème 1.15 de [10], on a la régularité de classe C1 autour de x.

Pour montrer que Qi _L Qj pour i ^  j ,  On le montre pour Qi, Q2 par exemple.

Par le lemme 10.16, il existe vl unitaires, v¡ -L u¡ , vf ±  u} , et a}, > 0 , 1 < l < n,

tels qui

(10.27) Qi = atvîî a (è a‘u‘)>
1=1 1=1

= ( ¿ « ¡ S 2) A ( è a ; V ) -
1=1 1 = 1

Donc si l est tel que aj ̂  0, alors pl0 (Qi) — a] 2 > 0, alors par la C1 régularité de E autour de 

x, si on note <p la C 1 correspondance locale entre E et Cx dans une boule B(x, r), il existe 5  > 0 tel 

que jB(po(x),s) fl Pq C pl0 (<p{Qi +  x)). (Voir autour de (3 .32 )  pour plus de détails). Cela implique que 

af =  0, parce que sinon, il existe s' > 0 tel que B(pl0(x), s') fl Pq C plo{<p(Q2 +  x)), et donc

(10 .28 ) (B(pl0(x), min{x, s '} ) \{x } )  n c {z 6 Pq, B{pÔ 1W  n £ }>  2},

ce qui contredit le lemme 10.13(2).

Fin de la démonstration du lemme.

On sait ainsi qu’autour de chaque point x G E, on a la régularité de classe C1, parce que une union

des plans transverses vérifie aussi la propriété de Ufull-length”. On a alors le lemme suivant.

,U¡ uì
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L e m m e  1 0 .2 9 .  Pour chaque x G E, notons Cx une limite d ’explosion de E  en x, alors il existe rx >  0

et (px : R2n —* R2n de classe C1 avec <px(x) = x,dy>{x) =  Id, et E coïncide avec le graphe de (px de

Cx +  x dans B(x,rx).

C orollaire 10.30. Soit x E E, Cx la limite d’explosion de E enx (on sait qu’il est unique à cause de la

régularité de classe C1). Supposons que Q C Cx est un plan, eti G {1, • • • , n} est tel que H2(pl0(Q)) > 0.

Soit (px comme ci-dessus. Alors <px(Q 4- x) est le graphe d’une fonction C1 %l)x de Pq —► 0 ^ Pq, où

pour tout j, pQ ° ÿx est analytique ou anti analytique de P q —> P q .

Démonstration. On applique le théorème des fonctions implicites et le lemme 10.16 pour chaque

Voir le lemme 3.34 pour les détails.

Par les corollaires 10.20,10.26 et 10.30, on sait qu’il existe un nombre dénombrable de variétés de

dimension 2 Si, S2 • • • Sn • • • de classe C 1, localement analytiques, tel que E fl P (0 ,1) =  U ¿S*, et les Si

s’intersectent transversement. Alors par la C1 régularité, on sait que

(10.31) Si\SiCdB(0,1).

En effet si x G Si fl J3(0,1), alors il existe une boule C1 B(x, rx) de E en x, avec <px la correspondance de

classe C1 entre Cx et E. Il existe donc un plan Q C Cx tel que Q =  TXS¿, et donc ip(B(x, rx)D(x-\-Q) C

Si, et donc x est un point intérieur de Si, de sorte que x e Si.

L em m e 10.32. S’il existe x G Si tel que le plan tangent TxSi de Si en x vérifie TxSi _L Pq, alors

P q ( S i )  est un point. Autrement dit, il existe y G Pq fl jB(0, 1) tel que Si C (y +  Pq ).

Démonstration.

Soit x G Si tel que TXS\ _L Pq . Il existe i tel que |po(^»Si)|. > 0, et donc par le corollaire 10.20 ou

10.30, il existe rx> 0 tel que dans B(x,rx), E coïncide avec le graphe d ’un fonction (px : Pq —► ©^¿Pq»

et la fonction <¿>1 =  p\ ° ipx est analytique ou antianalytique, avec Dipi — 0, c’est à dire, de degré d> 2.

Si tpi n ’est pas constant, alors il existe 0 < r < rx tel que U = (pi (B(x, r)flPo) est un ouvert dans Pq , tel

que chaque point dans U\{x\ a précisément d images réciproques. E t donc {z G Pq1, (J{po ^  2}

est de mesure non nulle, puisqu’il contient un ouvert U. Cela contredit le lemme 10.13(2).

Donc cpi est constant dans B{x,rx). Autrement dit, Pq{S\ D B (x , rx)) =  {PoĈ )}-

Maintenant notons

(10.33) A =  {y G Si, il existe ry> 0 tel que p\{Si D B{y, ry)) =  (p¿(y)}}.

Alors A est ouvert dans Si et non vide. De plus, pour chaque y G A, TySi 1. Pq. On va montrer 

que A est fermé dans Si. Donc prenons une suite { y i } i en C A qui converge vers un point yo G Si. Alors 

par la régularité de C1 on a que TyoSi _L Pq aussi. Alors par l’argument ci-dessus, il existe r > 0 tel
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que p l { S i  fi B ( y 0i r)) =  {Po(y)}. Mais pj(y) =  l im i_+0o.Po(2/z) =  Po(x )> donc Vo €  A .  Par conséquent, A

est fermé dans S\.  Alors puisque Si est connexe, on a que A  = S i ,  ce qui donne l’enoncé du lemme.

Fin de la démonstration du lemme.

Corollaire 10.34. S ’il existe x  G Si tel que TXS\ n ’est pas perpendiculaire à Pq , alors pour tout

y  £  S i ,  TySi n ’est pas perpendiculaire à Pq .

Par (10.10), on sait qu’il existe x  G E  tel que \ p q ( C x )\ > 0. Par conséquent, il existe l G N tel que

x  E Si e t  TxSi n’est pas perpendiculaire à Pq . Alors par le corollaire 10.34,

(10.35) pour tout y  G Ŝ TySi n’est pas perpendiculaire à Pq .

On affirme que

(10.36) d W D P è n  5(0 ,1).

En effet, pour chaque z  G P01DjB(0, l)Dpo(^i)» Par définition, il existe y  G Si.tel que pl(x) =  Alors 

(10.34), (10.20) et (10.30) impliquent qu’il existe rx >  0 tel que B ( z , r x) fl Pq1 C Pq(Si), et donc P q ( S i )  

est ouvert dans Pq  Pi £(0 ,1). D’autre part on va montrer que P q ( S i )  est aussi fermé dans Pq  fi B (0,1). 

Pour ça, soit {zn}n€N C Po(Si) fi Pq fi B ( 0,1), qui convergent vers un point zq G Fq fl B ( 0,1). Soit 

xn G Si tel que P q (x u ) =  z n. Alors puisque Si est compact, il existe une sous suite {xnk}keN qui 

converge vers un point x q G Si. Alors P q {x q ) =  z q. Si zq g S/, par (10.31) on a que z 0 G d B ( 0,1), ce 

qui contredit le fait que zq G B (0 ,1).

Donc pb(Si) est à la fois ouvert et fermé dans Pq fl B ( 0 ,1), et non vide évidemment. Alors puisque

P q fi -0(0, l) est connexe, on obtient notre affirmation (10.36).

Mais Si C B { 0,1), et donc Pq(S i) C jB(0, 1) fi Pq . On obtient donc

(10.37) Po(Si) =  p o n  B (°> !)•

En suite on va montrer que la projection p\ est injective sur Si. Soient x i ,X2 G Si tels que Pq(xi) =  

Po(x2) = z  e Pq H B ( 0,1). Alors il existe r  > 0 tel que B ( x i , r )  fl B f a . r )  =  0. Par (10.35) et 

(10.20), il existe r' < r  tel que dans B ( x i , r f) E coïncide avec le graphe d ’une fonction (fi de classe 

C 1 : P q  —► Pq"1". Par conséquent B ( z , r f) C P q { S i  fi jB (x i , r ' ) ) , i  =  1,2. Mais r' <  r  implique que 

[Si fl B ( x i ,  r')] fl [St fi B ( x 2, r')] =  0, de sorte que { z  G Pq1 : J{po ±(z) H E} > 2} D B ( z , r ')  fi Pq est de 

mesure non nulle. Cela contredit (10.14).

On obtient donc l’injectivité. Par conséquent, Si est le graphe d ’une fonction ip classe C1 sur 

Pq1 fi P (0 ,1), et de plus pour chaque i ^  1, la fonction tpi =  ° rp est localement analytique ou 

antianalytique. En appliquant encore une fois le théorème 3.40 et l’argument autour, on sait que chaque 

'ip est analytique ou antianalytique.
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Mais le fait que Si est un graphe sur P q fl B(0,1) implique que Si\Si C  Pq [P q fl <9J3(0,1)]. Mais 

SASi C  EH  3JB(0,1) aussi, ce qui donne

(10.38) StXSi c P j n d f K o , ! ) ,

de sorte que ip(z) tend vers 0  quand z tend vers dB{0 , 1 ). E t donc les ipì aussi. Alors par le principe 

du maximum, on obtient que chaque ipi est une constante, qui vaut 0 .

On en déduit que Si = Pq C\ 5 (0 , 1 ). E t donc

(10.39) Po1 n  B{0 ,1 )  C  E.

On peut faire pareil pour les autres 2 < i < n, et on obtient que

(10.40) p 0 n  5 ( o, i )  =  U i < i <„Pl n  ß(o, i )  c  E.

Mais par (1 0 .1 2 ), H 2(Pq H 5 (0 ,1 )) — nir =  H 2(E), par conséquent,

(10.41) E n  5 ( 0 , 1 )  =  P 0 n 5 ( 0 , 1 ) ,

d’où la conclusion.

11 L’union presque orthogonale d’un plan et un Y

dans R5

11.1 Discussions générales

Jusqu’à maintenant, tout ce qu’on a fait concernait l’union de plans. Mais grâce au lemme 9.4, on 

peut montrer ce qui suit.

P ro p o sitio n  1 1 .1 . Soit d > 2, et Eî Eï deux ensembles minimaux de dimension d dans Rmi et Rm2  

respectivement Alors Vunion orthogonale Ei U E2 est un ensemble minimal dans R m i + m2 .

Démonstration. Soit F une déformation de E\ U E% dans Rmi+m2 5 il existe alors R > 0 et /  une 

déformation Lipschitzienne dans Rmi+ m 2 tels que

(11.2) / ( 5 ( 0, R)) c  5(0, R)\ f\Bio,R)o =  Id, et f{E1 U E2) =  F.

Notons p i le projecteur de R m i , i =  1 ,2 .  Alors Pi  o f(Et) est une déformation de E i  dans 5 ( 0 ,  R) fl  

, ¿ =  1 ,2 .  Par la minimalité de E i ,  H d (p i  o fiE*) )  >  H d( E , ) ,  de sorte que

(11.3) Hd(Pi(E)) =  H d (p i  o f(E, U Ei)) >  H d (p i  o f(Ei)) > Hd(Ei),i = 1,2.



112 L ’u n i o n  p r e s q u e  o r t h o g o n a l e  d ’u n  p l a n  e t  u n  Y  d a n s  R 5

On applique le lemme 9.4, et une version pour la dimension d du lemme 2.45 (dont la démonstration 

est exactement le même pour toutes les dimensions), et on obtient que

(11 .4) H d{E) > H d(P l (E)) +  Hd(p2 (E)) > H d(Ei)  + H d(E2) =  H d{Ex U E 2),

d’où la conclusion.

C’est donc naturel de se demander si l’union presque orthogonale de deux ensembles minimaux est 

minimale, après tout ce qu’on a fait pour l’union des plans de toutes dimensions. Mais on a bien vu que 

la démonstration pour l’union des plans dépend beaucoup de la structure des plans, surtout l’unicité 

de l’union orthogonale, et la régularité pour la partie près d ’un plan. Donc pour un ensemble minimal 

quelconque, on ne peut rien dire.

Et de plus si d =  2, alors l’ensemble des 2-vecteurs simples qui vérifient l’égalité dans (9.6) est 

beaucoup plus compliqué quand les dimension ambientes deviennent plus grandes, parce qu’ils donne 

plus de flexibilité. Cela rend le problème encore plus difficile. Mais pour d > 2 , on a (9.8), et donc si 

les ensembles minimaux ont des structures simples, par exemple deux cônes simples, la démonstration 

ne sera sans doute pas si difficile. De plus, peut être qu’on n’est pas très loin de montrer l’unicité de 

l’union orthogonale de deux cônes minimaux de même dimension (strictement plus grande que 2 ), à 

condition que tous les deux soient uniques, au sens de Mumford Shah (une condition topologique, la 

classe de minimiseurs au sens MS est toujours incluse dans la classes des minimiseurs au sens Almgren). 

On va discuter des minimiseurs au sens MS plus tard.

Alors on commence par le cône le plus simple. Dans ce paragraphe on va traiter de la minimalité 

de l’union presque orthogonale d ’un plan et d ’un Y.

T h éo rèm e 11.5 (minimalité de l’union d ’un plan et un Y presque orthogonaux). Il existe un 0 < 9 <  Ç, 

tel que, si P et Q sont deux sous-espaces de R 5 de dimension 2 et 3 respectivement, qui vérifient

(11 .6)  pour tout u G P,v G Q unitaires, l’angle entre u et v est plus grand que 9,

et si Y est un cône de type Y dans Q centré au point de PC\Q, alors l’union PUY est un cône minimal.

Pour la démonstration, on va toujours utiliser le même stratégie.

Pour chaque paire de sous-espaces P, Q, de dimension 2  et 3  respectivement, notons

(11 .7 ) ap,Q =  inf{ l’angle entre u,v\u G P,v G Q unitaires }.

Notons Zq =  P0 U x  lo  avec Y0  G Qo et a (P 0> Qo) =  f  •

A lors  p a r  la  p ro p o s itio n  11.1, Z 0 e s t m in im al.
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Lemme 11.8. Pour tout £ G A2(R5) simple unitaire, et tout choix de sous-espaces P, Q de R5 de

dimension 2 et 3, on a

(11.9) IKOI +  |g(f)l < 1 + 2cosa(P,Q),

oùp et q sont les projecteurs orthogonaux sur P et Q respectivement, qui agisent aussi sur les 2-vecteurs 

(voir (2.5) et (2.6)).

Démonstration. En effet si on note P ' =  P(ç(£)) un sous-espace de dimension 2 , et p' son projecteur, 

alors par la proposition 2.34 on a

(11.10) b(OI +  |p'(f)l < 1 +  2cosa(P,Q).

On conclut en notant que pf(£) =  ç(£)*

11.2 L’unicité de Z q

Ensuite on va traiter de l’unicité. Ici, puisque Y est de codimension 1, on ne peut plus poser la 

condition que la projection soit surjective. Mais une condition de séparation suffira. Notons que la 

séparation est en fait la condition qu’on pose pour les minimiseurs de Mumford-Shah en codimension

1 (voir la définition 13.7). C’est en fait pourquoi on s’intéresse à l’unicité de l’union de deux cônes 

minimaux au sens MS, parce qu’une déformation ne change pas la condition topologique qu’on pose 

pour MS, ni les valeurs au bord des déformations. Et par conséquent l’ensemble minimal qu’on obtient 

dans le théorème 4.1 garde aussi la condition topologique, ce qui pourrait nous donner une chance de 

montrer la minimalité de l’union presque orthogonale.

P ro p o sitio n  1 1 . 1 1  (l’unicité de Z q). Soit Z q — P oU ±Y o  C  P o U ± Q o  = R 5 défini comme précédemment, 

Po,qo les projecteurs de Po,Qo- Soit E C  B(0,1) un ensemble de dimension 2 fermé réduit qui est 

minimal dans B(0 , 1 )  C R 5, et qui vérifie

(11.12) P o ( E  H J3(0,1)) D Po n J3(0,1);

(11.13) EDdB(0 ,l) =  Z0n dB(0,l);

(11.14) qo(E) vérifie la condition de séparation dans Qo5

c’est à dire, pour tout x, y G dB(0, l)n(5o\^o tels que x et y n’appartiennent pas à la même composante 

connexe de B{0, l)flQo\^o> ils n’appartiennent pas à la même composante connexe de B(0, l)flQ o\9 o(^) 

non plus ;

(11.15) H \ E K B {  0,1)) = ̂ r.
Alors E = Zq fi P(0,1).
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Démonstration. Regardons d’abord les projections de E.  D’abord puisque E  C i?(0,1),

(11.16) p o( E ) C p o ( B ( 0 i l ) = P o nB(0, l ) .

Mais E  est compact, donc po(E)  aussi, de sorte que par (11.12)

(11.17) ^ ) D P On5(0 , l ) .

Par conséquent,

(11.18) Po(E) =  Po n B ( 0 i 1).

Du côté de ço> par (H-14), Qo(E) vérifie la condition de séparation. On montre d’abord le lemme

suivant.

Lemme 11.19. Soit F  C B (0,1) un ensemble rectifiable fermé de dimension 2 dans R3 qui vérifie 

F  fi d B (0,1) =  Yq H d B {0,1), et la condition de séparation (définie après (11.14))- Alors

(11.20) H 2(F) >  H 2{Y0 n B ( 0,1))
3

Il y a égalité si et seulement si F  =  \Y0 fi B ( 0,1)] U N ,  avec N  H [Yo H B ( 0,1)] =  0, et H 2(N ) — 0.

Démonstration. On va utiliser la méthode de slicing.

Donc notons Lq l’épine de Yq, tt son projecteur. Pour chaque s E Lo H B {0,1), notons Fs =  {x  G 

F, 7t ( x ) =  s}, B s =  { x  G B { 0,1), 7r ( x )  =  s }  qui est un disque. Alors Fs fl d B ( 0,1) est composé de trois 

points a, 6, c, dont les distances entre chaque paire sont égales. Par l’hypothèse de séparation, Fs sépare 

les composantes connexes de Bs\{a , 6, c} dans B s . Alors on a

(11.21) H 1 (F.) >  | r „

où r s est le rayon de B s . Il y a égalité si et seulement si Fs =  Ys modulo un ensemble de 1-mesure 

de Hausdorff négligéable, où Ys := [o5,a] U [oSib] U [o5,c], os =  L0 fi B s , et [x,y] désigne le segment 

d’extrémités x  et y  ( c’est facile à vérifier, voir par exemple le lemme 59.1, page 392 de [8]).

Maintenant la formule de coaire donne

( 11.22) H \ F )  >  J 1 H l {F .)ds  >  J 1 | rsds  =  j '  l y / l  -  s*ds =

La deuxième inégalité est une égalité si et seulement si pour presque tout 5 , Fs =  Ys modulo un 

ensemble de 1-mesure de Hausdorff négligéable. Mais F  est fermé, cela implique que Yo H 23(0,1) C F.  

Donc pour que H 2(F)  = |7r, il faut que F  D  Yo D B ( 0 ,1), et que F\Yo  fl jB(0, 1) est un ensemble de 

mesure nulle.

F in  d e  la  d é m o n s tra tio n  d u  lem m e.

_ 3
2 ’
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Par (11.4), (11.15) et (11.18),

(11.23) H 2(q0(E))<H2(E)-H2(p0(E))
5

=  2 W
3

- * = 2 *-

Mais par (11.14), en applicant le lemme 11.19 à qo{E), H 2(qo(E)) > |t t .  Donc H 2(qo(E)) = | 7r. Encore

par le lemme 11.19,

(11.24) q0(E) = [Y0 n  B(0 , 1 )] U N,

avec H 2(N) =  0 , [Y0  n 5 (0 , 1 )] n N  =  0, et

(11.25) H 2(qo(E)) + H 2(po(E)) = H 2(E),

ce qui donne le lemme suivant.

Lem m e 11.26. 1) Pour presque tout x G E, TXE G P ( H )  (voir (2.4) pour la définition de P), où

(11.27) S =  {£ G G(5,2) simple unitaire , \po(0\ +  ko(01 ~  !}•

2) Pour pour presque tout z G Pq fl B(0,1) =  po(E),

(11.28) N(po,z) = ${po 1 (z )n E }  =  l,

et pour presque tout z £ qo(E),

(11.29) N(q0,z) = ï{q0-1(z)nE} = l.

Mais par la C1 régularité de E autour des points de type P, on peut préciser le terme 1 ), en notant 

que P(E) est un fermé dans G (5 ,2 ).

C orollaire 11.30. Si x e E est de type F, alors TXE G P(S).

Démonstration. Suppsons que TXE $ P(S). Par la C 1 régularité de E autour de x, il existe un voisinage 

17 de x, tel que pour tout y G U H E, TyE existe, et TyE £ P(H), parce que P(H) est fermé. Mais U 

est ouvert, par la régularité d ’Ahlfors des ensembles minimaux, H2(E fl U) est de mesure positive, ce 

qui contredit le lemme 11.26 1 ). □

On va maintenant déterminer la structure de S.

Lem m e 11.31. Soit a;, y deux vecteurs unitaires dans R5, alors xAy G E si et seulement si ils vérifient 

la propriété suivante.

Il existe u\, ^ 2 , v \ , t>2 unitaires, U{ G P o ,^ i  G Qo, u \  J_ U2,v \  _L V2, et a E [0, ? ] ,  tels que

(11.32) x = cos au\ -f sin avi, y = cos au2 + sin av2 .
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Démonstration. On va juste montre la partie "seulement si”. La partie réciproque est triviale.

Pour tout x, y G R 5 unitaires, on a

\Po(x A y) |  + \q0(x A y ) |  =  \po(x) A p o (y ) |  +  |g0(x )  A q0 (y)\

(11.33) <  bo (® ) lb o ( î / ) l  +  \qo(x)\ \qo{y)\

< \{\pq( x ) \ 2 +  |po(y) | 2 +  \qo(x) \ 2 +  ko(y)|2) =  i.

La dernière égalité est parce que R5 =  Po © Qo, et donc |po( ^ ) | 2 +  \qo(x) \ 2 = \po(y) \ 2 +  \Qo(y) \ 2 — 1*

Alors a: A y G H si et seulement si toutes les inégalités dans (11.33) sont des égalités. La première

implique que p0 (x)  _L p0 (y) et q0(x)  _L q0 (y)  ; la deuxième dit que |po(®)| =  \Po(v)\ et ko(®)| =  ko(î/)|- 

Alors notons u\ = Po(x) ,U2 — Po{y) ,vi  = qo{x),V2 =  qo(y), et a  =  arctan , on obtient la

conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant pour tout ensemble F et x G F , notons CXF la limite d ’explosion de F en x si elle 

existe. En particulier, notons Cx =  CXE pour tout x G E tel que CXE existe.

Lemme 11.34. Si y G E  est un point de type Y , alors Cy C Qo*

Démonstration.

Soit Pi, 1 < i < 3, les trois demi plans fermés dans R 5 tels que Cy =  U?=1 P». Alors les Pi se 

rencontrent en une droite D. Notons Q* le plan qui contient P*, v le vecteur unitaire qui engendre £>, 

et Wi des vecteurs unitaires tels que ±  v et Q i  = P(v A Wi).  Par conséquent l’angle entre Wi et wj, 

i ^  j, est de 1 2 0 °.

Maintenant supposons que v £ Qo, c’est à dire qu’il existe e\ G Po,e2 G Qo,a G [0, f  [ tels que 

v = cosaei H-sinae2 .

On affirme qu’au moins un des Qi n ’appartient pas à P(S).

Supposons que non, donc pour i = 1,2,3, Wi A v G S. Alors il existe es G Po,e4 G Qo unitaires, 

e3 ±  e i,e 4 J_ e2 , tel que — cosae3 +  sinae4 . Notons que Po est de dimension 2, donc il n ’y a que 

deux vecteurs unitaires ±e% dans Po qui sont orthogonaux à e\. Par conséquent, pour W2, il existe 

6 5 , cq G Qo unitaires, Le 2 q̂ ± e2 tels que W2 = ± c o sa e 3 -f sinaes, W3 =  ± c o sa e 3 +  s inae 6 .

Notons R l’espace engendré par W2 , W3. Alors R est de dimension 2 . Notons ttr son projecteur. 

Alors 7r#(e3) ^ 0 , parce que sinon, puisque w\ — cos ae3 +  sin aê  donne wi =  ttr(wi) =  s in a 7rJRe4 , on 

a \wi \ =  |sin <27^ 6 4 1 < 1 , une contradiction.

Notons fi = 7TR(es)/\7rR(e3)\. Prenons f2 un vecteur unitaire dans R qui est perpendiculaire à / 1 .

O n i x  I

bo(x)| ’
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On a

(11.35)
I < Wufi  > I = I < tUt,7rfl(e3)/|7rfl(e3)| > | = | < TrR(wi),ez/\nR(es)\ > \

=  | <  Wi,e3 >  |/|7rf l (e3)| =  cosa/|7Tf l (e3)|,

qui ne dépend pas de i. Notons cette valeur b. Alors b < 1 .

Puisque Wi G R = span{fi, .fc}, chaque Wi est de forme

(11.36) Wi =  6ibfi  +  ô i \ / l  - b2f2,

où €i,ôi G {±1}- Mais les trois Wi ne peuvent pas faire des angles de 120° sous cette forme (voir 3.19 

pour les détails).

Donc au moins un des Q* n’appartient pas à P(E). On continue ensuite comme dans le lemme 3.19, 

et on arrive à montrer que v G Qo- Donc a =  Et par les expressions de Wi on sait que Wi G Qo- En 

particulier, Cy G Qo-

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant notons Ep l’ensemble des points de type P dans E, et Ey l’ensemble des points de 

type Y dans E. Alors par la régularité C1 autour des points de type P à l’intérieur de jE?(0, 1 ), Ep est 

ouvert dans E Pi J3(0,1). Notons Es = E\(Ep U Ey), l’ensembles des points de singularité qui ne sont 

pas de type P ou Y. Pour chaque x G Es H JB(0,1), si Cx est une limite d ’explosion de E en x, alors la 

structure des cônes minimaux dit que Cx D ÔjE?(0, 1) est composé de cercles et d’arcs de cercles qui se 

rencontrent en faisant des angles de 1 2 0 °. Et en particulier, Cx ne contient qu’un point de singularité 

(tous les autres points sont de type P et Y). Alors par la régularité bi-Hôlderienne, on sait qu’il existe 

rx > 0 tel que dans jB(x, rx), E est topologiquement un CX) ce qui implique qu’il n ’y a qu’un point de 

type différent que P et Y dans B(x, r). Et par conséquent, Es est un ensemble discret.

Par la C1 régularité autour des point de type Y, on sait que

E y  fl ¿?(0,1) est une union de courbes C1 ouvertes,
(11.37)

qui sont limitées par des points dans Es ou d B ( 0,1).

Et si on note Esy l’ensemble des point dans Es dont une limite d ’explosion contient des point de 

type Y. Alors l’argument ci-dessus donne aussi que

(11.38) E s y  C  E y .

Notons aussi E sp  = Es\Esp, alors pour tout x  G Esp) la limite d’explosion Cx de E en x  est une 

union de plans, qui vérifie la propriété de "full-length". Alors un argument semblable à celui du lemme 

3.23 donne

(11.39) CX =  P0 UPX1
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où Px C Qo, et E coïncide avec une version C1 de Cx dans un voisinage B(xy r) de x. En particulier,

(11.40) qo(B(x,r) fl E) contient un disque dans Px C Qq.

On précise maintenant (11.24) par le lemme suivant.

Lemme 11.41. qo(E) = Yq fl £(0,1).

Démonstration. Notons N  C Qo fi f?(0,1) l’ensemble N  dans (11.24), qui est de mesure nulle. On veut 

montrer N  =  0, d ’où la conclusion du lemme.

Par (11.13), N  fl <9£?(0,1) =  0, de sorte que N  C jB(0, 1). Prenons un point x e N. Puisque 

Yo fl B{0,1) est fermé, il existe r  > 0 tel que B(x, r) C P (0 ,1) et JE?(x, r) fl [Yo fl J9(0,1)] =  0, de sorte 

que qo(E) fl B(x,r) est de mesure nulle.

Par définition de JV, soit y G E H £?(0,1 ) tel que qo(y) = x, alors qo(B(y, r) fi E) C qo(E) fl B(x, r), 

donc est de mesure nulle. Par conséquent, y ^  Esp, parce que sinon, (11.40) implique que qo(B(y, r)C\E) 

contient un disque dans Qo, qui est de mesure non nulle.

D’un autre côté, ED B(y, r) ne contient pas de point de type Y. Sinon supposons que z € B(y, r) fl E 

est un point de type Y. Par le lemme 11.34, Cz C Qo- Par la C1 régularité, il existe r ' >  0  tel que 

B(z,r') C B(y, r) et H 2[q0{E H B(z, r'))] >  0. Mais q0{E n B(z, r ')) C TV, ce qui contredit la définition 

de N.

Donc EC)B(y, r) ne contient pas de point de type Y. Mais Esy C Ey, de sorte que E fl B(y, r) ne 

contient pas de point de type E$y-

Donc y n ’appartient pas à Es. Par conséquent, y est un point de type F. Par la C1 régularité autour 

des points de type P, il existe r > r"  > 0 tel que E fl B(y, r") est le graphe d ’une fonction y? de classe 

C1 qui va de TyE dans TyE1-. Alors si TyE n’est pas Po> par le corollaire 11.30 et le lemme 11.31, 

qo{TyE fl B(0 , 1 )) contient un disque de rayon positive. Encore par la C1 régularité, qo(B(yyr") fl E) 

contient un disque aussi, qui n ’est pas de mesure nulle, ce qui contredit la définition de N.

Donc TyE = Pq. De plus, le même argument marche pour tout z G ç^ 1 (7V). Donc pour tout 

z G qô1(N), TZE =  Pq. En particulier, pour tout z £ E Ci B(y, r"), TZE =  Po- Par conséquent, 

E fl B(y, r") =  (P0 +  y) D B(y, r") =  (P0  +  x) H B(y, r").

Cet argument donne que E est ouvert dans (P0  -f x) fl jE?(0, 1). Mais E est aussi fermé, donc E est 

ouvert fermé dans (Po +  %) H B(0 ,1). Par définition de N, x e N  implique que E fl (Pq +  x) fl £ ( 0 , 1 ) 

n’est pas vide, donc E fl (P0 -h x) fl B(0 , 1 ) =  (P0 -I- x) fl P (0 ,1 ).

Alors E D (P o + x )n P (0 ,1). Mais E est fermé dans £?(0,1), ce qui implique que (Pq-\-x ) D<9f?(0,1) C 

EndB( 0,1) C Z0 n<9J3(0,1). Prenons l’image de la projection ço5 et on obtient que x =  0G YoC\B( 0,1), 

ce qui contredit la définition de N.

Donc N  est effectivement vide. On obtient donc la conclusion du lemme.
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Fin de la démonstration du lemme.

Lem m e 11.42. Si x G Ey 0  5 (0 ,1), alors qo(E) n’a pas de plan tangent en qo(x).

Démonstration. Notons Cx la limite d’explosion de E en x, alors Cx est un Y, puisque x G Ey. 

Par la C1 régularité, il existe rx > 0 et ip : R 5 —> R 5 un difféomorphisme de classe C1 tel que 

cp{x) =  x,D(p(x) = Id, et B(x,rx) fl E = B(x,rx) fl <p(x 4 - Cx). Mais par le lemme 11.34 on sait que 

Cx +  qo(x) C  Qo, donc qo\cx+q0(x) = Id, on peut donc définir </?o =  qo ° <p ° qô1 sur Cx +  qo(x), qui est 

un C1 difféomorphisme entre qo{E) et Cx -f qo(x) dans une petite boule B(x,r'x) fl Qo, avec rfx < rx. 

Et par conséquent, qo (E) n’admet pas de plan tangent en qo(x).

Fin de la démonstration du lemme.

C orollaire 11.43. qo(Ey fl B(0 ,1 )) =  Lq H B(0 , 1 ), où Lq désigne l’épine de Yq.

Démonstration. Rappelons que q0(E fl J5(0,1 )) =  Y0  O 5(0,1), dont l’ensemble de singularités est 

Lo H J3(0,1). Par le lemme 11.42, tout point dans qo{Ey) n’a pas de plan tangent à qo(E), donc 

qo(Ey n j3 (0 ,1)) C  Lof) B(0,1). Mais Lo est fermé, donc qo(Ey OB(0,1)) C  Lo flB (0 ,1). Pour montrer 

la réciproque, soit x e E, tel que qo(x) G Lq. On affirme que

(11.44) si x est de type F, alors TXE =  Pq.

En effet sinon, alors par le corollaire 11.30 et le lemme 11.31, ço(2æFn J3(0,1 )) contient un voisinage 

de 0. Et par la C1 régularité autour des points de type P, qo(E) contient un disque C1 de dimension 2 

avec qo(x) dans son intérieur. Par le lemme 11.41, qo(E) = Yo fl B(0,1), et donc qo(x) G Lo implique 

que pour tout petit voisinage U de qo(x) dans Qo, qo(E)f)U = YoÏÏU, qui ne contient pas un tel disque. 

Cette contradiction donne l’affirmation (11.44).

D’un autre côté, soit x G E de type F. Alors par la C1 régularité autour des points de type F, il 

existe rx > 0, tel que dans B(x,rx), E est une variété de classe C1. Mais par la Proposition 11.17 de 

[17], E est aussi une variété harmonique dans B(x, rx), ce qui implique que E est une variété lisse dans 

B(x,rx).

Par conséquent, l’ensemble Ep est une variété lisse de dimension 2 . Et donc qo : Ep —► Qo est une 

fonction lisse entre deux variété lisses.

Notons que par (11.44), pour chaque x G Ep H q0 1(Lo)) TXE = Po, ce qui implique que qo(TxE) 

est un point, et donc est de mesure H 1 nulle.

Donc par le théorème de Sard,

(11.45) H^qoiEp) n Lo) = H^qoiEp n ̂ (Lo))) = 0.
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Donc
(11.46) Lq f l  £ ( 0 , 1 ) C  qo{Ey U Es)-

Mais Es est un ensemble discret, donc on a

(11.47) L0n 5 ( 0 , l ) c ^ y n 5 ( 0 , 1)).

Par conséquent,

(11.48) L0 H £ ( 0 , l) =  « ,(£ y n B ( 0 ,l) ) .

C oro llaire  11.49. Pour tout x G Ey H P ( 0 , 1 ) ,  l’épine de Cx est Lq.

Démonstration.

Soit x G Ey fl B(0,1), notons Lx l’épine de Cx, alors Lx C Qo- Par la C1 régularité autour de 

x, il existe r > 0 , </? un C 1 difféomorphisme de P (x , r) dans une partie de P(x, 2 r) tel que <p{x) =  

x, Dip(x) = Id et E coïncide avec l’image par (p de x +  Cx dans P (x , r). Alors Lx est la droite tangente 

à la courbe régulière 7  =  <p{Lx). Pour tout y G <p{Lx), y G Ey, et la droite tangente Ty7  à 7  en y est 

juste l’épine Ly de Cy. Alors par le lemme 11.34, Tyj = Ly C Qo pour tout y e 7 , ce qui implique que

7  -  x = qo{j) C  Lo, et donc

(11.50) Lx — Îx 7  — Lq.

L em m e 11.51. Pour chaque x G EyC\B{ 0 ,1 ) ,  il existe r > 0 tel que EynB(x1r) = (L o  + x)nB(xir).

Démonstration. Ceci résulte de la régularité C1 et le corollaire 11.49.

C oro llaire  11.52. Pour tout x G E y  f l  B(0 ,1 ) ,  Cx =  Yq.

Démonstration. Par le lemme 11.34,

(11.53) Cx Ço(Gx) Cq0(x̂Yo.

Mais pour tout point y de type Y dans Yq, CyY0  =  F0, donc Cx = Y0.

Maintenant on sait que E y  est composé de segments ouverts 5t,z =  l,2 ,3-*  - parallèles à Lq, par

(11.37) et le lemme 11.51. Mais encore par (11.37), pour chaque i, si un extrémité a n’est pas dans
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dB{0 ,1 ), alors il est dans Es. Mais Es est discret, de sorte qu’il existe j ̂  i tel que a est aussi un 

extrémité de Sj. Par conséquent, Ey est composé de segments parallèles à Lq dont les extrémités 

appartiennent à <9J3(0,1 ).

On en déduit que

(11.54) si x G Ey, a lors (x +  Lq) fl B(0 , 1 )  C Ey.

Lemme 11.55. Ey =  Lq H B(0,1), et Ey est ouvert dans Lq fi B(0,1).

Démonstration.

Par le lemme 11.48, qo(Ey) est ouvert dans Lq fi J5(0,1 ).

Maintenant si x  G Ey, par (1 1 .54 ) ,  (x +  Lo) H P ( 0 , 1) C Ey. Par le corollaire 11.43 on sait que 

qo(x)  G L q. Donc pour montrer le lemme, il suffit de montrer que p o ( x )  =  0.

Notons xp =  p q (x ). Alors

(11.56) qo((Lo +xp) fl 5 (0 , 1 )) = Lo n B ( 0, y /l-lxpP).

Si x p ^ 0, y/l -  \xp \2 < 1, donc qo((Lo  + xp) D B ( 0 , 1 )) =  L q fi B(0, i / l  -  |xp|2) ^ L 0 fi P(0, 1) =  

q o ( E y  f i jB(0, 1)), ce qui implique qu’il existe un y  G ( E y \ ( L q - f  x p ) )  fi J5(0,1), parce que q o ( E y )  est 

un ouvert dense dans L q H B(0,1), à cause du corollaire 11.43 et du lemme 11.51.

Notons yp =  po(î/)> alors yp ^  æp, et (Lq +  yp) f l B(0 , 1 ) C  Ey, et donc aussi

(11.57) Lo fi P ( 0 , ^ 1  -  |yp|2) =  9 o((^o +  yp) H J5(0,1 )).

Maintenant x ,yG  B(0,1) implique que \xp\ < 1, |yp| < 1. Alors r  =  m in j^ l  -  |xp|2, y/l - \yp\2} >

0, et par conséquent, pour presque tout z G L q D B(0, r), (¡{^(¿O H £ r }  > 2. Encore par la régularité 

C 1, on obtient qu’il existe r ' > 0 tel que pour presque tout z G Yo fl P(0, r'),

(11.58) Uî cT1 ^ ) n # }  > 2 .

Mais Yo H P (0 ,r ')  est de mesure non nulle, ce qui contredit (11.29).

Donc on a p o ( x )  = x p =  0. Mais x  est n ’importe quel point dans Ey. On obtient donc que 

E y  = Lq fi J5(0,1). Donc qQ(Ey) =  Ey, de sorte que Ey est ouvert dans Lq, par le lemme 11.51.

Fin de la démonstration du lemme.

Notons maintenant jRi, R2, P 3 les trois demi plans fermés qui composent Yo, et Pi le plan contenant 

Ri. On a fï?=1Pi =  L q.

Lemme 11.59. Si x £ EpC\B(0, 1), et si TXE n’est pas perpendiculaire à Qo, alors il existe 1 < i < 3 

tel que q0 (TxE) =  Pi.
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Démonstration. Par le lemme 11.38 et la régularité de C1, on n’a pas d ’autre choix.

Lem m e 11.60. Pour chaque 1 < i < 3 et x tel que qo(TxE) — Pi, il existe r = rx > 0 tel que dans 

B(x,r), E est le graphe d’une fonction analytique ou antianalytique de Pi dans Pq.

Démonstration.

Supposons par exemple que i — 1 .

Par la régularité de C 1, l’application y —► TyE est continue. Alors il existe r ' > 0  tel que pour tout 

y G E fl P(x, r ') , le plan tangent TyE de E en y existe, et qo(TyE) ^  P 2 , P3 , {0}- Alors par le lemme

11.59,

(11.61) qo(TyE) =  P\ pour tout y G E f i  B(x, r').

Encore par la C 1 régularité, il existe r < r' tel que dans B(x, r), E est le graphe d ’une fonction (p 

de classe C 1, de Pi =TXE dans Pf1. Alors par (11.61)

(11.62) <p=p0 otp.

Donc en fait, E coïncide dans B(x, r) avec le graphe d ’une fonction de Pi vers Po- Pour montrer qu’elle 

est analytique ou anti-analytique, on utilise le lemme 11.31, et l’argument du lemme 3.34.

Fin de la démonstration du lemme.

L em m e 11.63. Pour chaque x G Ey H J9(0,1) C Lq H B(0,1), il existe r > 0 tel que E fl B(x, r) =

Y0  fi £ (x ,r) .

Démonstration. Soit x G Ey fl P (0 ,1). Par la C 1 régularité, il existe r  > 0 et un difféomorphisme <p de 

classe C 1 de B{x,r) vers B(x,r) tels que Dip(x) =  0,<p(x) =  x, et E fl B{x,r) =  <p(Y0) fl B(x, r). Et 

pour chaque 1 < i < 3, et chaque y £ PiD P (x, r),

(11.64) Qo {' '̂(f(y) (P { P i ) )  — Pi-

Rappelons que Ri est le demi plan fermé contenu dans Pi, et <p(Ri fl P (x ,r)\L o ) C E , qui ne 

contient que des points de type F. Alors par le lemme 11.60, pour chaque y G <p(Ri fl B(x, r ) \L 0), 

il existe ry > 0 tel que dans B(y, r y), E coïncide avec le graphe d ’une fonction analytique ou anti 

analytique de Pi vers Po. Par conséquent, si on note Ui = Ri fl P (x ,r)\L o , alors dans Pi, Ui est un 

ouvert simplement connexe, avec L q  C\ B(x,r) C  d U i ,  et

(11.65)
<p(Ui) est le graphe d ’une fonction analytique ou antianalytique 

fi de Ui vers Pq et qui est continue sur dUi.
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Mais (p(LoC\B(x, r)) =  LoC\B(x, r) implique que limx _*£,0 fi =  0, où L o05(:r, r) est un ouvert dans 

dUi, et tout le reste de Ui n’intersecte pas Lo- Alors en utilisant le principe de réflexion de Schwarz, on 

peut étendre fi analytiquement sur Ui U Lq U U*, où U* est le symétrie de Ui par rapport à Lq.

Alors fi admet une droite de zéros, ce qui implique /» =  0  sur Ui. On a donc E  H B ( x , r )  = 

Y0 fl B(x,  r).

Fin de la démonstration du lemme.

Lemme 11.66. Yq fl 5(0,1) C E.

Démonstration. Notons maintenant Ai =  {x G E : 3r > 0 tel que Ef)B(x1r) = P ifï5 (x , r)}, 1 < i < 3. 

On va montrer que

(11.67) AinRiD 5 (0 ,1  )\(L 0 u  £<?) =  P* H 5 ( 0 ,1)\(L0 U Es), 1 < i < 3.

D’abord par le lemme 11.63, ^  ^  0. En effet prenons n’importe quel y G Ey H 5(0 ,1) C Lq, il

existe r  > 0 tel que E  D B (y, r) =  Yq fl B (y, r). Alors B (y, r) fl Ri\Lq C A*.

Par définition, ^  est ouvert dans Ri fl 5(0 , 1 ) \ (L q U 5^).

Mais on sait que pour tout x G E  f l  5 ( 0 ,  l)\Lo U .Es, x  est de type P. Par la C 1 régularité, Ai est 

aussi fermé dans Ri fl 5 ( 0 ,  l)\(Lo u Es)- Notons que E s  est discret, Ri Pi 5 ( 0 ,  l)\Z/o est ouvert dans 

Ri  et connexe, donc Ri f l 5 ( 0 ,  l)\(Lo U Es)  est aussi connexe. On obtient donc (11 .67 ). Mais A i  C  5 ,  

donc Ri H 5 ( 0 ,  l)\(Lo U E s )  C  5 ,  de sorte que Ri fl 5 ( 0 , 1 )  C  Ri f l  5 ( 0 ,  l)\(Lo U E s)  C  E> 1 <  i <  3, 

d’où la conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

On sait que Ey C Ey C L o fl5 (0 ,1) C Yq. Donc si x G [£ 0 5 (0 , l)]\(YoUEs), x est de type P. Par 

le lemme 11.59, si TXE n’est pas perpendiculaire à Qo, il existe i G {1,2,3} tel que qo(TxE) =  Pi. Par la 

C1 régularité autour d’un point de type P, il existe rx > 0 tel que Pi fl B(qo(x), rx) C qo(B(x, rx) fl 5 ), 

et B(x,rx) D Yq =  0. Notons que qo(E) =  Y'o, donc qo(B(x, rx) H E) C Yq fl Pi =  R .̂ Notons Pi H 

B(qo(x)trx) =  V , alors V C qo(B(x,rx) il E) C Ri. Notons que Ri C Yq C E. Par conséquent, pour 

chaque z G V, qôX{z) fl E a au moins deux éléments : un est lui-même, un est dans E C\ B(x,rx). Mais 

V est ouvert dans Pi, de sorte qu’il est de mesure non nulle, ce qui contredit (11.29).

Donc pour tout x G E  D 5(0, l)\(Yb U E s ) ,  TXE  existe et vaut P0.

Mais E fl 5(0, l)\Yo est ouvert dans E. Donc si x G E H 5(0, l)\(Yo U Es), il existe r  > 0 tel 

que B(xyr) f l Y q  =  0. Par la C 1 régularité autour d’un point de type P, il existe 0 <  r'x <  r tel que 

dans B(x,r'x), E est une variété de classe C1. Mais pour tout y G B(x,rx) fl E, y £ Yb, de sorte que 

TyE =  P0- Donc E fl 5 (x , rx) = (Pq -f x) fl B(x, rx).



Par (11.28), et le fait que poQ^o U Es) est de mesure nulle, E fl £?(0, l ) \ ( ïo  U Es) n ’est pas vide. 

Prenons x G E fl P(0, 1)\(^o U Es), par l’argument d ’ouvert et fermé, et en utilisant le fait que Es est 

discret, Ey C L q dont l’intersection avec Po+x est un seul point, on a que (Po+x)r\B(0, l)\(EsUEy) C 

E . Mais E est fermé, (Po +  x) fl B(0,1) fl (Es U Ey) est discret, donc (Po H- x) fl P (0 ,1) C E. Donc 

(Pq H- x) fl dB(0,1) C ED dB(0,1), ce qui implique x G Pq. On a donc Pq O B(0,1) C E.

Donc Z q D P (0 ,1) C’Æ?. Mais E est fermé, donc Zq 0  P (0 ,1) C E.

Mais t f 2(£ ) =  §tt =  H 2(Zq D B(0,1)). On a donc

(11.68) E = Z0nB( 0,1).

Et c’est ce qu’on voulait.

11.3 Remarques sur d ’autres préparatifs

Maintenant on fait comme dans le paragraphe 4. Supposons que pour chaque fc G N, il existe 

Zk =  P/c U Yfc, où Yk C Q/c, PkiQk sont des sous-espaces de dimension 2 et 3 respectivement, et 

&pk,Qk ^  tel Que n’est pas minimal dans P (0 ,1).

De plus, quitte à composer par une rotation, on suppose que tous les Qk et les Yk sont tous égaux 

à Qo et Yb-

En utilisant la proposition 4.1, on montre que

P ro p o s itio n  11.69. Pour chaque k, il existe un ensemble Ê  fermé réduit, qui vérifie

(1) Ek est minimal dans R5\[Zfc\P(0,1)] ;

(2) dB(0,1) H Ek = dB(0,1) H ;

(3) Pk(Ek) D Pk H B(0,1), et qk(Ek) vérifie la condition de séparation, c’est à dire, pour tout 

x, y G <9P(0,1) fl Zk tels que x et y n’appartiennent pas à la même composante connexe de <9P(0,1 )\Zk, 

ils n’appartiennent pas à la même composante connexe de B(0,1 )\Ek non plus.

Ici pk, qk désigne le projecteur de Pk et Qk ;

(4) H2(Ek) < H2(Zk n  5(0 ,1)) =  f  7T.

De plus, Ek est contenu dans l’enveloppe convexe de Zk H B(0,1).

R em arq u e  11.70. Ici on utilise le fait qu’une déformation ne change pas la condition de séparation 

(c.f.[13] XVII 4.3).

Ensuite on peut continuer à chercher le rayon critique pour chaque k. Mais on change un peu la 

définition de Ck et Dk.
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Pour Pfc, on note, comme précédent,

(11.71) C^(x,r) = x + p ^ ( P k n B ( 0 , r ) ) .

Pour la côté Q/c, la vie est un peu plus compliquée. On rappelle que pour chaque A:, Qk = Qo et 

Yk = Y0. On écrit Qo — R 0R 2, où la première coordonée est Lo, qui est l’épine de Yo- La deuxième est un 

plan, qui intersecte Yo en un ensemble Y1, qui est l’union de trois demi droites qui se rencontrenent en 0 

en faisant des angles de 120 degrés (c’est un Y de dimension 1). Pour chaque r > 0, on note S(0, r) C M2 

l’hexagone régulier ouvert centré en 0 dont trois côtés non-adjacents intersectent respectivement les trois 

branches de Y 1 perpendiculairement. De plus, i / 1 (5(0,7*) P iF1) =  3r, c’est à dire, la partie de Y1 dans 

¿>(0,r) est l’union de trois segments de longeurs r. Notons aussi S(x , r) = #-1-5(0, r) pour x G Qo, r > 0, 

et ai(x,r) ,a2{x,r),as(x,r)  les trois côtés de S(x,r)  qui rencontrent Yo, et bi(x,r),b2(x,r),bs(x,r) les 

trois côtés restants. Voir le dessin 11-1.

ai(x,r)

bt(x.r)

aa(x,r)

M x .r )

aa(x,r)

ba(x,r)

Yi+x

r

ai(x,r)

/  ! \ m * , o  

\  /  

aa(x,r) \  /  aa(x,r)

ba(x,r)

X

Alors on note £7(0,7*) =  (—r,r) x 5 (0 ,r), et U(x,r) =  x +  17(0,r). Ce sont donc des ouverts dans 

Qo, qui sont topologiquement des boules. On prend U{x,r) au lieu d’une boule, pour contrôler mieux 

la mesure autour d’une structure de Y, qu’on va le voir. On note aussi AAx,r)  =  (x — r,x  + r) x

ai(a;,r),5i(aî,r) = (x — r, x +  r) x b{ (x, r ), 1 < i <  3. Alors

(11.72) dU(x,r)  =  [Uf=1Aj(x,r)] U [Ui=1Bi(xt r)} U S(x  — r,r)  U S(x +  r ,r).

On pose maintenant

(11.73) C^(x,r) = x + q ^ ( Q k nU(  0,r))

en faisant des angles de 120 degrés (c’est un Y de dimension
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et

(11.74) Dk(x, r) = C[(x, r) fl C?(x, r).

On définit aussi

(11.75) dxk'r(E,F) = dr,D kM(E,F),

pour deux fermés E et F, où dr̂u(E,F) est défini dans (5.4), pour tout U ouvert.

On énonce maintenant la proposition 11.76, qui est une nouvelle version de la proposition 5.11, par 

le même argument de récurrence, en utilisant bien sûr une nouvelle version du lemme 5.20, formulié 

dans la proposition 11.77.

P roposition  11.76. Il existe €q > 0, tel que si e < cq, alors pour tout k assez grand, il existe r& e]0 , | [  

et Ok G B(0 , 1 2 e) tels que Ek est 2erk proche de Zk -f Ok dans Dk(ok, 2rfc(l — 12e)), mais par contre il 

n’est er/c proche de Zk + q dans Dk(ok,rk) pour aucun q G IR5.

La démonstration de la proposition 11.76 se fait comme pour la proposition 5.11.

Ensuite la nouvelle version de la proposition 6.1.

P roposition  11.77. Il existe eo > 0, tel que pour e < eo fixé et k grand, si notre e-processus ne s’arrête 

pas à l’étape n, alors

(1) EiçC\ (D(0, fâ)\D(qn, -¿jSn)) est composé de deux morceaux disjoints Gp et G®, tels que

(11.78) Gp est le graphe d’une application C1 gp :
39 1

^fc(0 > ~̂ )\Dk{qnj Yq571) ^  Pk —■v Pjt>

avec

(11 .79) l | V ^ p | | o o  <  1  ;

et

(11.80) G® est l’image de Yk d’une application g® de classe C1 : R5 —> M5,

avec

(11.81)
" ^ - " ' X ï S r

(2) pour chaque ̂ sn <t < sn

(11.82) Ek n  (£>*(0,1 )\Dk(qn, i)) =  G f U G?

OÙ G?,G? ne se rencontrent pas. De plus

(11.83) Pk n ( D k( 0 , l ) \ C [ ( q n, t ) ) C p k(G^)
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et

(11.84) qk(Ek) sépare les trois Bi(qn,t) dans B(0, l)\Dk(qn,t).

(3) Pour chaque ^ s n <t <  sn, il existe une suite {F̂ ft) =  fp(t)((Zk - f  qn) H Dk(qn,sn -h y ) ) }  de 

déformations de (Zk 4- qn) H Dk(qn> t +  j), avec

(11.85) f?(t)(Zk n  dCi(qn, t+\)c dCÏ(qn, t + y), i =  P, Q

qui tend vers Ek H Dk(qn, 0  dans B(0,1) ;

(I

(11.86) pk : Ek n Dk(qn, i) -> Pfc n  Ck (qn, t) est surjective,

et

(11.87) fl Dk(qn,t) sépare les trois Bi(qn,t) dans Dk(qn,t).

R em arq u e  11.88. Le point différent de la proposition 6.1 est la condition de séparation. Mais notons 

que c’est une propriété invariante sous les déformations (c.f[13] XVII 4.3), et conservée pour la limite 

pour la distance de Hausdorff, donc toute la démonstration marche comme dans la proposition 6.1.

Pour l’extension harmonique, on va encore avoir besoin d’une version pour des rectangles, pour 

traiter la partie proche de Yq. Mais ça ne coûte pas cher.

L em m e 11.89. Soit 0 < r < 1 et uQ G C x([0,ro] x (0},R). On note m(u0) =  ^  f̂ 0 u0 sa moyenne.

Alors pour toute u G C^QOjro] x [0,1], M) qui satisfait à

(11.90) ^|[0,ro]x {0 }  =  u 0

on a

(11.91) [  |Vu|2 >  -̂7rr0 1 f  \u0 - m ( u 0)\2.
J [0.r0] x [0,1] 4  J 0

Démonstration. On peut d ’abord définir, pour chaque u, ü : [0,2r0] x [0,1] —► R, pour chaque (x, y) tel 

que r0 < x < 2r0, et y e [0,1], ü(x, y) = u(2r0 - x, y). Alors ü(0, y) =  ü(2r0, y), et

(11.92) [ |V ü|2 =  2 f  |Vw|2.
«/[0.2r0]x[0,l] J [û.r0] x [0,1]

Notons aussi ü0 =  ^o|[o,2r0]x{o}-

Maintenant on peut transformer notre région [0.2r0] x [0,1] conformément (qui ne change pas 

l’énergie de Dirichlet) dans un anneau de rayons 1 et ri =  exp(-f̂ ) < \ par une application / .  En

Qk Ek i
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effet, si on regarde le plan comme une version de C, en regardant (x , y ) £ R2 comme x  + y*. alors

f ( z )  =  e x p { - ^ } e x p { - i n z / r 0}.

Notons v  =  ü o f  1. Alors v est une fonction de 5 ( 0 ,1)\5(0 , ri) dans R, et v|as(o,ri) =  vo := üoo f  1.

Par la proposition 7.1

(11.93) /  |Vt)|2 > ] r 1 1 [  |v0 -m ( v 0)|2-
J B ( 0 , l ) \B (0 ,r i )  4  Jd B (  0 ,n )

Mais

(11.94)
m (u° ) =  ^ ~ T /  v° =  ô~ [  «oP/laBCo.n)!

JdB(0,ri) 27rr 1 J[0,2ro]

1 [  . an i r
=  -----  / U0 x ---- = — uq = m( u o),

7[0,2ro] r 0 r 0 Jo

et

(11.95)

r 1 1 \v0 - m ( v 0)\2 = r 1 1 |«o -  m(uo)|2|jD/|aB(o,n)l
J d B ( 0 , n )  J  [0,2ro]

= ri 1 [  1*0“  ™ M | 2 x —  =  7rr0 1 f  |fio -  m(u0)|2. 
«/ [0,2ro] r 0 J[ 0,2ro]

Donc par (11.93)

(11.96) [  |Vt»|2 >  j7rr0 1 f  \uq m (u0) |2 =  r 0 1 f  \u0 -  ra(uo)|2.
^ B (0 , l ) \B (0 ,r i )  4  J [0,2ro] Z ’'[0 ,r0]

Mais /  est une transformation conforme, de sorte que f B Q̂ ri) |Vt>|2 =  Jj0 2ro]x[o î] Par

conséquent,

(11.97) [  |Vü|2 > Tq1 f  |u0 - m ( u 0)|2,
</[0.2r0]x[0,l]  ^ J  [0,2ro]

et donc

(11.98) [  |Vu | 2 > T7rr0 1 f  |u0 -m ( u 0)|2.
*/[0.ro]x[0,l]  4  J  0

Fin de la démonstration du lemme.

La même argument, en combinant avec le corollaire 7.44, donne

Lemme 11.99. Pour tout 0 < e < 1, il existe C =  C(e) > 100 tel que si ri : ro < u G C1([0, ro] x

[0,ri],R et

(11.100)
òr òr

u|[0,ro] x {0} > â r 0 - - ~  et  u|[0,ro]x{ri} <

alors

(11.101) [  |Vu|2 > C'ô2r l
^[0,ro]x[0,ri]

Viiî(0,r;

c
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11.4 Conclusion

Comme dans le paragraphe 8, on donne d ’abord une proposition parallèle à la proposition 8.1, mais 

avec plus de restriction.

P ro p o sitio n  11.102. Pour tout 0 < e < eo, il existe 0 < <5 < e et 0 < Qo < § ; qui ne dépendent que 

de e, avec les propriétés suivantes.

Soit 6o < 0 < ,̂ et soit P,Q deux espace dans R5 de dimension 2 et 3 respectivement, avec

& =  a P,Q  > $o> e t  Y est un cône de type Y dans Q. On définit Da(x,r) comme dans (11.74) pour P et 

Q. Alors si E C jB(0, 1) est un ensemble minimal dans J3(0,1) qui est e proche de Z& =  Y Ua P dans 

JDa (0 ,1), mais n’est \e proche d’aucune translation Za + q de ZQ dans Da (0, et si de plus

(11.103) p(J5)DPn£(0,jj),

et

(11.104)
3

q(E) sépare les trois #¿(0, -  ), 1 < i < 3,
8

alors il n’est proche d’aucune translation Za -f q' de Za dans Da(0, ^)\[CrP(0, | )  Pi q 1(S'(0, | )  x

[-UDJ-

Démonstration. On montre d’abord ceci.

L em m e 11.105. Pour tout 0 < e < eo, il existe 0 < ¿i < e et 0 < Qo < f , qui ne dépendent que de e,

avec les propriétés suivantes.

Soit $o < 0 < ^ , et soit P, Q deux sous-espaces dans R5 de dimension 2 et 3 respectivement, avec 

a = Oip̂Q > Oq, et Y un cône de type Y dans Q. On définit Da(x,r) comme dans (11.74) pour P et 

Q. Alors si E C Da(0,1) est un ensemble minimal dans Da(0,1) qui est Si proche de Z = Y U P dans 

Da(0, l ) \D a (0, j), et si de plus

(11.106) p(E)DPnB( 0,1),

et

(11.107)
3

q(E) sépare les trois £¿(0, -  ), 1 < i < 3,

alors il est e proche de Z dans Da(0,1).

Démonstration. Même argument pour que la proposition 8.1 et le corollaire 8.24, en remplaçant juste 

une des deux conditions de projections par la condition de séparation, et utilisant l’unicité de Zq. □

On va démontrer la proposition 11.102 par l’absurde. Supposons que l’énoncé n ’est pas vrai. Il 

existe alors une suite 9i —► - ,  —* 0, et Ei minimaux dans Æ(0,1), tels que Ei est e proche de

■ è)
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Z\ =  Pi Uflj Yi dans £?(0,1), et avec les propriétés suivantes. D’abord, Ei est ô̂i proche de Zi dans 

Da(0, ^)\[C7jP(0, | )  D q~x(S(0, | )  x [—| ,  |])], et (11.103),(11.104) sont vrais pour chaque Ei, mais Ei 

n’est |e  proche d’aucune translation Za + q de Za dans D(0, | ) .  Ainsi, par le lemme 11.105, il n ’est 

proche d ’aucun Za + q de Za dans Da(0, |) \Z )Q(0, | ) .

Quitte à composer par une rotation, on peut supposer que tous les Yi sont les même. Alors quitte à 

extraire une sous suite, on peut supposer que les Ei convergent vers un ensemble E^ C B(0,1). Alors 

Eqo est un ensemble minimal qui est e proche de Z$ dans 13(0,1). On a donc toutes les conclusions de 

la proposition 11.77, en utilisant (11.103) et (11.104).

Notons que Si —* 0 , chaque Ei est Ô̂i proche de Z¿ dans Qa = Da(0 , ^)\[CrP(0, | )  fl q 1 (5 (0 , | )  x 

[—§,§])], et que Zi —> Zq puisque —+ f , donc on a

(11.108) Eoo n n 0 =  z 0 n fio,

o ù  f i o  =  A ) ( 0 ,  è ) \ [ C op ( 0 ,  | )  n 9o- 1(5(0, i )  X  [ - i ,  Ì ] ) ] .

La région différence entre Î2a et D a ( 0 , )̂\Da(0, | )  est l’union de deux régions symétriques : Î2* =  

Cq (o, | )  n qü1 (5(0, i )  x [ - i ,  - | ] )  et =  Cg(0 , §) n l(S{0, §) x [§, §]).

Notons que —► î2q, i =  1,2, et E^ est e proche de Zo dans ces deux régions. Mais dans chaque 

Qq? Zo est juste un morceau de Y , et e est suffisament petit, donc par la régularité C 1, Eoo est le graphe 

d ’un difféomorphisme (f de classe C 1 de Y dans ÇIq, avec \\D<p — Id\\oo suffisamment petit. On peut 

même étendre cette régularité jusqu’à Q,% = Cq (0 , | )  fl qû1(S(0 , y) x [~ , |i] ) .

Alors prenons O1 par exemple. Notons Fj, 1 < j < 3 les trois morceaux <p(Yj), °ù les Yj sont les 

trois demi-plans ouverts de Y .  Chaque Fj contient un morceau de plan dans i21 \Oo- Autour de chaque 

x G Fj, x est un point de type P, donc dans un voisinage de x, Ej est une variété harmonique (c.f.[17], 

Proposition 11.17). Par conséquent chaque Fj est une variété harmonique. Mais Fj contient un morceau 

de plan, donc Fj est forcément un morceau de plan lui même. Par conséquent, = Y  dans O1.

Pareil pour fi2. On obtient donc E ^  =  Z q dans D q( 0 , |)\D o(0 , |) -  Mais ce cas contredit le fait que 

Eoo n’est \ 5 i  proche d ’aucun Z a +  q  de Z a  dans D q(0,  ¿ ) \ A ) ( 0 ,  § ) •

On obtient donc la propositon 1 1 .1 0 2 .

Ensuite on procède comme dans le paragraphe 8 . Mais pour gagner une mesure suffisante de la 

partie dans Q q hors de la boule critique, qui ressemble à un Y, la manière est un peu différente que 

celle pour traiter une partie qui ressemble à un plan.

Donc fixons un k assez grand, et un e < cq tel que toutes les propriétés ci-dessus sont vraies.

Notons D(x,  r) = Dk(x, r). On va regarder dans D(ok,rk)- Par définition, Ek n ’est erk proche 

de Zk 4- q pour aucun q G R5. Alors par la proposition 11.102, Ek n’est ôrk proche de Zk 4 - q dans 

D(oh,rk)\[Cp(ok, \rk) fl q~l{S(ok, \rk) X [—nt, rk})} pour aucun q G R5.
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P ou r la  p a rt ie  Ek fi D(oki \ r k),

(11.109) H2(EknD(ok,rk))>(l-j)[H2(pk(EknD(ok,rk))) + H2(qk(EknD(ok,rk))).

Alors par (11.86)

(11.110) H2(pk(Ek n  D(ok,rk))) > nrl,

et par (11.87) on a

(îi.iii) H 2(qk ( E k n D ( 0k , n ) ) )  >  6 r £ .

Par conséquent

(11.112) H2{Ek n I>(ofclr fc)) > H2(Zk n D(ok,rk)) -

Pour la partie Ek fl D(ok,rk)\D(ok, \rk), si la partie proche de Pfc +0*; est déjà loin, c’est à dire, la 

partie Gp n’est berk proche de aucun P +  q dans D(oklrk)\D(okl jrk), alors on gagne comme pour
4  r k *  ^

deux plans presque orthogonaux si k est grand, parce que pour la partie G^, la condition de séparation 

garantit toujours que la mesure est plus grande que celle de Yk dans J5(0, l)\D(ok, \rk). Sinon, alors 

la partie G?r  ̂ n’est \trk proche de aucun Yk +  q dans D(ok,rk)\(ok -rk,ok+ rk) x S(ok, \rk).

On va encore décomposer notre G? D D(oki rk)\D(oki \rk).
4 r k  ^

Notons Fi =  G?rt DD(ok,rk)\(ok — rk,ok +rk) x S(ûfc, \rk). Alors Pi est composé de trois parties 

plates Fl, 1 < i < 3, chaque Fl est 2erk proche d’un branche Ri -f ok de Yk +  ok dans D(ok,rk)\(ok — 

rk)ok -fr) x 5(ojt, \rk). Donc par la régularité de classe G1, chaque Pf est le graphe G1 d’une fonction 

gi sur Ri n  D(ok, rk)\(ok - rk, ok + r)x S(ok, \rk).

F\ n’est jS proche d’aucun Yk +  g, alors il y a deux possibilités.

1) il existe un Pf qui est \8rk loin des translations de R{. Alors, comme pour l’union de deux 

plans, notons, pour chaque a G (Y1 fl Ri) -f- ok, Ta =  g'l((ok — rk,ok + rk) x {a}), il existe alors, soit 

un segment (ok — rk, ok +  rk) x {a} parallèle à L0, avec a G (Y1 fl i2*) +  ok, tel que la partie de Pf sur 

lui contient deux points x ̂  y dont les attitudes sont assez différents : |gl(x) — g1 (y) \ > \S ; soit deux 

niveaux a, b G (Y1 fl Ri) +ok + okn D(ok,rk)\(ok - rk,ok +  r) x S(ok, \rk) tels que r a,r& n’osillent 

pas de 2 eux-mêmes, mais la distance entre eux est plus grande que ô̂rk. Dans les deux cas on 

peut, comme on a démontré dans le paragraphe 8, gagner une mesure Ci(ô)rl sur Yk.

2) Si 1) n ’est pas vrai. C’est à dire que

(11.113)
chaqune des trois parties est proche des plans, mais

z u u

l’ensemble n’est pas <̂5 proche d’aucun Yk +  q.

Notons Po =  g*. (G? fl \ok +  ~r fc, ok + rk] x S(oki jru)). On va gagner un peu de mesure sur cette

partie.

c
k'

Srk
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On sait que F2 intersecte les trois faces A* = S(ok +  \rk,Ok +  r̂) x ai(ok, en trois lignes qui 

sont proche d’une droite parallèle à L0. Mais par (11.105), l’union des trois lignes n’est ¿Ær/c proche 

d ’aucun Yk + q. Alors puisque les lignes sont proches des droites parallèle à Lo respectivement, pour 

chaque s G (ô +  \rk, Ok +  r^), la tranche =  {(#, y, z) G F2, x =  5 } n’est ^  proche d’aucun Y1 +  q 

pour q e Qk'

Lem m e 11.114. Soit S(0,1) C R2 l’hexagone régulier définit comme avant, ai =  ai(0 ,1),6» =  ^¿(0,1) 

ses 6 côtés. Alors pour chaque ô > 0  petit, il existe C(â) > 0  qui vérifie la propriété suivante. Soit

< i < 3 trois points tels que X{ G ai, et que uf=1{a:i} n’est ô proche d’aucun (Y'1 4-g)n(uf==1 (aiU6i); 

et 7  un ensemble connexe qui connecte les X{, alors

(11.115) ^ ( 7 ) > 3  + C(tf).

Admettons ce lemme pour l’instant ; on obtient par la formule de la coaire que

(11.116)

fOk+r k  o S I

H2(F2)> /  f r 1 (FÎ)dfl> ( z r fc)(l +  C '(5))|rfc +  D (J ) - r fc)
Jok+\rk 4 4 3

> H\(Yk + ofc) n  S{ok + \rk,ok + rk) x S(ok, ± rfc)) +  C2(ô)r2k,

et on gagne comme précédemment.

Donc il nous reste à montrer le lemme.

Démonstration du lemme 11.114. Voir le dessin 1 1 -2 .

c

x \

y

L
x, v>

fy,
Xz

S(o,i)

<1

Q

Q__________________ x¡y>______________

11-2

• ì 4.r k ,

2
ôrk . 
20 •

örk
20C

Xi, i <
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Notons q G M2 le point tel que les angles entre les [q,Xi] sont tous de 120°. Ce point existe et 

est dans A Xi:E2a;3 C S(0,1), puisque chaque angle du triangle AXlX2X3 est au plus de 120°. Alors par 

définition de ç, on a

(11.117) H 1 (y) > ^ 1 x ^ 1 .
i — 1

Pour chaque 1 < i < 3, notons k la droite contenant a* , et yi G k le point tel que [q, y{[ J_ Alors

(11.118)
3

= 3-
i - 1

Notons que (F 1 +  q) n  (U?=1(ai U bt) =  {î/i, 3/2 , î/3 }- Par hypothèse, dw(uf=1{a;t}, uf=1{y,}) >  S. 

Donc il existe 1 < i < 3, tel que d(xi,yi) > 6. Supposons par exemple que d(xi,yi) > 5. Par conséquent

(11.119)
\xiq\  =  v W l 2 +  l * i î / i l 2 =  \ V i Q \ J l  +

 ̂ , i/, , 1 Ja;i2/iK2\ 1 1 , 1 \xiVi\2 
- ^ l(1 + i (- & ))  = lyi9l + 4 W

Mais <  2, \x\yi\ > S, donc

(11.120) \ xiq\  >  l î / i i l  +  ^<52.

D’autre part, puisque [yjQ} -L lj, et Xj G lj, j =  2,3, on a donc

(11.121) \ y 2 q \  <  \ x 2 q \ ,  Iî/3Ç?| <  1^391)

et donc

(11.122)
3 3

> è  +I s2 - 3 +^2-
¿=1 %— 1

Posons C(8) =  |<S2, et on obtient la conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

12 Produit et calibration

On commence encore par l’histoire de la liste de cônes minimaux de dimension 2 dans E4. A part 

de l’union de deux plans presque orthogonaux, un autre canditat potentiel est le produit de deux 

exemplaires de Y orthogonaux, où y  C M2 est un Y de dimension 1, qui est l’union de 3 demi-droites 

qui se rencontrent en faisant angles de 120°.

i ? / iL, \ X i 2

yiQ

i Vi]

\viq\
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Il parait très naturel que le produit de deux ensembles minimaux soit minimal. Mais en fait c’est 

beaucoup moin évident. Même pour Y  x Y  C R4, on ne sait pas le démontrer. Ici on donnera un résultat 

partiel, qui dit que Y  x Y  est de mesure minimale parmi toutes ses déformations injectives.

Proposition  12.1. Notons E  =  Y\ x Y2 C R4 =  R2 x R2, où Y\ C R i , l 2 C R2. Alors pour toute

appllication /  : R4 —► R4 Lipschitzienne injective telle que f ( x )  — x  hors d ’une boule B  C R 4, alors

(12.2) H 2{ E \ F ) < H 2{F \E ) .

Démonstration. Sans perdre de généralité, on peut supposer que f  — id  hors du cylindre £>(0,1) =  

[£ (0 , 1 ) D R2] x [B(0 ,1 ) fl R2], parce que E  est un cône.

On sait que pour chaque i =  1,2, il y a une calibration paire pour Y* C R 2. Plus précisément, 

notons Yi C )dB (0 ,1) =  {x0 , x i , x 2} =  {xi}i€Z3 et Y2 n d B ( 0,1) =  { y i } i e z3- Notons aussi j  G Z3

les vecteurs ôx i,ôÿ j .  Notons Vi G Rf le vecteur unitaire perpendiculaire à [x i ,x i+ i], dont l’angle avec 

0Xi est 60°, i G Z3 , et semblablement u7- G R i j  G Z3. Posons Wi =  =  Xi^jÈx =  et W j  =
J |*i*i+i| v3 J

V o V i + i  =  V j V j + i

\yjVj+i\ Vs
V i V i + i

\yjVj+i\
m±±±

Vs

XiXi+1
v'S

Maintenant fixons une base orthonormée { e \  =  w q , e2 =  W q, e s  ~  v q ,  e^ =  u q } de R4.

On définit, pour chaque G Z3 , le courant S'y par,

(12.3) <  S i j , <p > =  / det(xi  A yj A <p(x))dH2(x), pour tout champs de 2-vecteurs (p,
J[o,Xi]x[o,yj]

et le courant T ÿ  par

(12.4) < T ij , (p > =  / det(u)i A W} A ip(x))dH2(x ) , pour tout champs de 2-vecteurs y?.
J[x i , x i + i ] x [ y j ,yj+1]

Alors pour / ,  on a

(12.5)
< /#Sÿ,(t>2-f 1 v») A (uj_|_i Uj)) >

= <  f#Sij,Vi+i  A Uj+i -  ui+i A uj -  Vi A Uj+i +  v* A Uj >,

et en sommant sur i G Z3J' € Z3 on obtient

(12.6)

}   ̂ < f#Sij ,  Vi—1) A (uj — Uj-i))  > 
¿€Z3,j €Z3

^  y ^  /#*^U "J“ /#'Sr»+l,i+l /# ^ i j+ l  A Uj > .
iGZ3 ,ji€Z3

Mais /  ne bouge pas le bord, on a donc

(12.7) d [ j

Alors dvi A u j  =  0 implique que

(1 2 .8 )

y  y ^  + l f#Si+l,j  ) A Uj >
i€Z3,j6Z3

^  y ^  Sÿ- + , Vi A uj  > .
iÇZ3 ,ji€Z3

ìVjì^

, j  5 V iSi+i

Si: • h S i -4 >¿+1 /# 1 /# ' +1J S'ij -Si- l j  + 3 ■S J+l ■ Si.H-Ijjî

/# s w l,i+l “- f i

t~ ¿>1+J+l SiJ+1 - 5 ,  _l
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P o u r  i . j  G Z 3 fixés, o n  v e u t  m ontrer, par  u n  ca lcu l s im ple , que

(12.9) < s i;

E n  effet, n o to n s  a  le p o in t  a u  m ilieu  d e  [£ ¿ ,£¿+ 1 ] e t  b le p o in t  au  m ilieu  de  [y j ,y j+ 1 ]. P re n o n s  S^j par  

ex em p le .  O n  a

(12.10) <  SijyVi A Uj > =  /  det(xi A AVi A -u^).
«/[o,a;i]x[olî/j]

M a is  x*,?;» G s p a n { e i , e 3 } ,  yj,Uj  G s p a n { e 2 , e 4 } ,  d o n c

/  det(xi  A yj A Vi A Uj)
J [ o , X i ] x [ o , y j ]

=  -  /  deteiAea(xi Avi) dete2Aei(yj A U j )

J[o,Xi] Ao,yj]

=  -  /  • - 7 5 0 e* -  æ t - i )  1 Vj ■ —/ (̂Vi -  V}-1)

(12.11)

=  -  /  V i - V i  Vj-Uj
J[a,Xi]

=  - /  deteiAe3(wi A Vi) dete2Aei(Wj Auj )
J[a,Xi] -'[b.î/j]

=  /  det(wi A Wj A Vi A U j ) .

[̂a,Xi] X [i>,î/j]

Les autres trois S i+ ij+ i, S 'tj+i, S i+ ij sont pareil. On a donc

<  S i+ i  j + i ,  Vi A Uj >  =  /  det(wi A Wj A Vi A Uj)\
J[a,xi+i]x[biyj+i]

(1 2 .1 2 )  <  S i + i j ,  Vi  A U j  > =  -  /  d e i(w j A W} A v { A U j );
J[a,Xi+i]xlb,yj]

< Si j+ i,Vi AUj > =  -  /  det(wi A Wj A A Uj).
• /[o ,a;<]x[b ,yj+ i]

On somme sur les 4, et on obtient

<  Sij “h Si+ 1J+1 ^ 2,ji +  l ^  'U'j '>
(12 .13 )

=  /  det(wi A Wj A Vi A U j )  = <  Tÿ,Vi A U j  >  .
«/[auiau+ilxïyj-.yj+i]

O n d éd u it  de  (1 2 .9 ) que

^   ̂ ^  Sij 4“ ^ i+ i  j + i  S i j+ i  Si+i j , Vi A Uj >  

Z3

— ^   ̂ <  Tij , Vi A U j  >  

ie Z3 J 6 Z3

(12.14)
=  /  det(u)i A Wj A Vi A U j )

ieisjez3 t*4»“ i+ i lx fo*>Vj+il

=  i ï 2([a;i ,a:i+1] x [yj,yj+i]) = 27.
3 ,j€Z3

-Si. ,3+1 Si + 1 - S i A U j =< rii » A-Uj :

iAo,y-j]

hb>yji
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La deuxième égalité est parce que les Wi, Wj, uj sont des vecteurs unitaires deux à deux orthogonaux. 

Alors en combinant (12.6 ),(12.8 ) et (12.14) on a

(12.15) ^  <  f#Sij, (vi — Vi-i) A (uj — Uj-i) >= 27
iÇ.’Lz 3

pour toute déformation /  (pas forcément injective) dans D(0,1).

Mais \{vi — 1 ) A (uj — Uj-1 )| =  3 pour chaque i,j G Z3 , et donc par la définition du courant,

(12.16) <  f#Sij,{vi -  « i .0  > <  ZH2{f{Si:i)), 

et donc

(12.17) H2(f(Sij)) >  9 =  H2(E l~l D(0,1)).

Mais l’injectivité de /  donne

(12.18) ¿2 t f 2 ( / ( 5 ü)) =  H2U(E n  D(°> !)))>
¿€Z3

on a donc

(1 2 .1 9 ) i i 2(/(-^ n D(o, i))) > h2(e n D(o, 1 )),

ce qui donne (12.2). □

L’injectivité de /  est juste pour montrer (12.18). Il est encore très possible que Y x Y soit minimal 

parmi toutes les déformations. Mais on n’a pas encore trouvé de bon moyen pour le montrer.

Plus généralement, on voudrait savoir si le produit de deux ensembles minimaux E =  E\ x E2  

reste minimal. Mais puisque déjà dans le cas plus simple de F  x y  on ne sait pas comment faire, le 

problème parait plus compliqué. Un résultat partiel (et simple) est que si E est le support d ’un courant 

qui minimise la taille (au sens des courents, ce qui implique la minimalité Al), alors ExRd est minimal. 

On peut l’obtenir par slicing.

Par contre, on peut donner un résultat dans la direction réciproque, qui dit que la minimalité du 

produit de deux ensembles donne la minimalité des deux.

P ro p o s itio n  12.20. Soit Ei,i =  1,2 deux ensembles rectifiables réduits fermés de dimension di dans 

RUi respectivement Notons n = ni +  ^ 2 , d = d\ -h (¿2 - Alors si E = Ei x E2 C Rn est un ensemble 

minimal de dimension d dans Rn; alors Ei est minimal, i = 1,2.

Démonstration. On va suivre l’argument dans [9] proposition 8.3, en faisant quelques modifications.

¿€Z3 ,jÇ;Zs
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Donc supposons par exemple que /  est une déformation de E\ dans une boule B C Rni (c’est à 

dire que f et B vérifient (1.12)(avec U =  Rni) et (1.13). Notons

(12.21) Hdl (Ex n B ) -  Hdl (F n B) = c.

On veut construire une application Lipschitzienne ip : Rn —■► Rn et utiliser le fait que E est minimal. 

Soit R > 0  grand, à choisir plus tard, et on prend une application lisse ^  sur Rn2, avec

ÿ(y) = 1 pour \y\ < R,

(12.22) 0 < i)(y) < 1 pour R < \y\ < R +  1;

(̂y) = 0  pour | j / | > i 2 + l ,

et ^ ^ (y ) !  < 2  partout. Puis on définit g : Rn —► Rni par

(12.23) g(x,y) =  ÿ(y)f(x) +  (1 -  ÿ(y))(f(x) - x) P°ur x G Rni et y G Rn2,

et pose ip(x, y) = ((g(x, y), y). Notons que g(x, y) =  x +  ÿ(y)(f(x) — x), et que f(x) — x est borné,

(12.24)

g et (p sont Lipschitzienne, avec une borne sur les normes Lipschitziennes L qui ne dépend pas de R.

Posons W  =  {(x,y) G Rni x Rn2\f{x,y) ^  (x,y)y alors si (x,y) G W, ip(y) ^  0 et f(x) ^  x. Par 

conséquent

(12.25) W c £ x £ ( 0 , E + l ) .

Notons aussi que par définition de (p, pour chaque (x, y) G E , 7np(x, y) — y, où 7r désigne le projecteur 

sur Rn2. C’est-à-dire, la deuxième coordonnée ne change pas. Donc ir[<p(E) fl B x B(0, R + 1)] C E2. 

Par conséquent on peut appliquer la formule de la coaire (c.f [14] Cor 3.3.22) à l’ensemble E, qui est 

rectifiable en tant qu’ensemble minimal.

[ \\Ad2 ir(x)\\dHd(x)
(12 2 g )  Jip(E)r\(BxB(0,R+l))

= [ dHd̂ (z)Hdl[7r-1{z}n<fi(E)n(BxB(0 ,R))}. 
J E2' E 2

Pour le côté gauche, notons que || Ad2 7r(a?)| | =  1, donc

(12.27) /  || A* 'ïï(x)\\dHd(x) = H d{ip(E) n  (B x B(0, R)).
Jtp(E)n(BxB(OiR))

Pour le côté droit, notons que pour z G B(0,R) 7r_1{^} H (p(E) C\(B x J9(0, R+  1)) =  f(E) fl B, 

et donc

(12.28) Hdi { k ~ 1{ z }  H <p(E) n {B x B(0 , R +  1 ))] =  H 2(E1 f)B)-c.
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Par conséquent

[ dHd2 (z)Hdl [tr-̂ z} n  ifi(E) n  (B x B( 0, R))] 
J E2

=  /  dff*(z)fr*>[1r - 1{ z } n ip ( E ) n ( S x JB (0 ,iî+ l)) ]
(1 ^ 9 )  JE2r\B(0,R) 

=Hd* (E2 n  £(0, R)) x [Hdl (Si n  B) - c] 

=Hd(E n  ( S x  B{ 0, il)) -  cHd*{E2 n  B{ 0, E)).

D’un autre côté, pour z € B(0,R+ 1)\B(0, R), notons que par définition de <fi, <p(E) fl [B x (i?(0, R +  

l)\B (0 ,iî))] =  ip(E D [B x (B(0,R+l)\B(0,R))}), donc par (12.24)

Hd(p(E) n  [B x (.8(0, R + 1)\B(0, R))}) 

(12.30) <CHd(E n  [B x (B{0, R + 1)\£(0 , R))}) 

= C H dl(Ei DB)Hd2{E2 nB{0,R+ 1)\B{0,R)),

où C = Ld ne dépend pas de R.

En combinant (12.27), (12.29) et (12.30) on trouve que

H ' W E m B  * B(0,R + m  <  Hd(E n  (B x B(0, R)) - cHd2 (£? n  B(0, R))

+CHdi (Ex n  B)Hd2 (E2 nB{0,R+ 1)\£(0 , R)).

Notons CH1di(Ei 0  B) =  C', alors

Hd(E n  ( S x  5(0, R)) - Hd{<p(E) n (B x B(0, R +  1)))
(12.32)

> cHd2 (E2 n  B(0, R)) - C'Hd2 (E2 n  B{0, R +  1)\£(0 , R))

où c, C' ne dépendent pas de R. Alor par la minimalité de E on obtient

(12.33) cHd2 (E2 n B(0, R)) - C'Hd2 (E2 n  B(0, R + 1)\B(Q, R)) < 0 pour tout R > 0.

Alors si on a

(12.34) +
R-̂oo H d2 (E>2 n  B(0, R))

on peut obtenir que c < 0 pour tout /  (rappelons la définition de c dans (12.21)), et donc E± est 

minimal. Un argument semblable donne aussi que si

v ' fi-00 iidi(£in£(0,Æ))

alors E2 est minimal.

On affirme qu’au moins une des deux relations (12.34) et (12.35) est vraie. En effet, notons £¿(0, r) =  

5(0, r) fl Rdi, alors pour chaque R > 0,

(E2 H £ 2(0,Æ +  1)\J32(0, B)) X (E1 H ^ ( 0 ,  E  +  l)\B i(0 , R))

C £7 fl [£ 1 (0 , ü  +  1) x B2(0, B +  l)]\[Bi(0, R) x J32(0, R)].
(12.36)

.31)(12.

) \ B (  0,. H' '(e2 : + i)B( o,

„ i í*  i R))f l  )\JKO,REi n  J
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Mais E  est minimal, donc par la régularité d’Ahlfors on a

Hd(E n [Bi(0, R + 1) x B2(0 , R+  1)]\[B!(0, R) x B2(0, R))
(12.37)

=  o(Rd) =  o(Hd(EnBi(0,R) x B2(0,R))),

ce qui implique que

Hd[(E2  n B2(0 , R  + 1) \B 2(0 , R)) x (Ex n B i(0 , R + 1 ) ^ ( 0 ,  B))]
(12.38)

=  o (iid( £ n B 1 (0,.R) x J5a(0,ü))),

ou également

H dl{Ex n Bx(0 ,i î  +  1)\B!(0, R))  x H d2( ( £ 2 n B2 (0, Jî +  1)\B 2 (0, fl))]
(12.39)

=  o(Hdl (E n Bi (0, R)) x Hd> (B2(0, R))),

et donc

Hd>(E2 nB(0,R+l)\B(0,R)) Hd'{Ex n B(0,Æ +  1)\B(0,R))
1 ' R™o i f d3(£ 2 nB(o,.R)) i i di(E in B (o ,f i) )

ce qui implique que (12.34) ou (12.35) est vrai.

Supposons par exemple que (12.34) est vrai, alors E \  est minimal. Mais dans ce cas là on peut 

utiliser la régularité d ’Ahlfors de E \ ,  qui donne (12.35), et par conséquent E 2 est aussi minimal. On 

obtient donc la conclusion. □
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13 Introduction de la deuxième partie

Dans cette partie, on va introduire une définition de minimiseurs topologiques, qui généralise celle 

des MS-minimiseurs (voir la définition plus bas). On montrera des propriétés des minimiseurs topolo­

giques, qui sont vérifiées déjà par les MS-minimiseurs. Par exemple, tout minimiseur topologique est un 

minimiseur d’Almgren. On fera ensuite un premier pas dans la direction d’une caractérisation des mini­

miseurs topologiques dans Rn, qui est motivé par le théorème 13.9, qui dit que tout MS-minimiseur de 

dimension 2  dans R 3 est un cône. Ensuite, on reviendra au problème de caractérisation des minimiseurs 

d’Almgren de dimension 2  dans R3, et on restreindra la classe potentielle des Almgren-minimiseurs qui 

ne seraient pas des cônes.

On rappelle la définition générale des ensembles minimaux. On se donne au préalable définition 

de la classe des compétiteurs d ’un ensemble E. Par exemple, la classe des compétiteurs d ’Almgren 

utilisée dans la partie I, mais deux autres classes seront utilisés ci-dessous. Et l’on définit les ensembles 

minimaux comme suit.

D éfin ition  13.1 (ensembles minimaux associés à une classe de compétiteurs donnée). Soient 0 < d < n 

des entiers, U un ouvert de Rn . L’ensemble E fermé dans U est dit minimal de dimension d dans U si

(13.2) Hd(E H B) < oo pour toute boule compacte B C U 

et

(13.3) Hd(E\F) < Hd(F\E) 

pour tout compétiteur F de E dans U.

Cette définition deviendra complète dès que nous aurons défini les classes de compétiteurs.

Dans cette partie, on va juste considérer des ensembles minimaux dans Rn . C’est à dire, on prend 

U — Rn dans la définition. Alors par la remarque 1.17, un compétiteur d’Almgren est définit comme 

suit.

D éfin ition  13.4 (compétiteur d’Almgren). Un compétiteur d’Almgren de E dans Rn est un ensemble 

F =  f(E), où :

(13.5) f — id hors d’une boule B ,

et où on demande aussi que f soit Lipschitzienne.

R em arq u e  13.6. Comparé avec la définition 1.1 1, en prenant U = Rn, ici on ne demande que (13.5),

i.e. (1.12) dans (1-11)- Mais par la continuité de f, il existe une boule plus grand Bf D B, telle que 

f(B) C B'. Alors par (13.5), la boule Bf vérifie (13.5) et (13.6). Donc en effet, cette définition coïncide 

avec la définition 1.1 1, avec U = Rn .
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Maintenant on va donner une classe plus grande de compétiteurs de codimension 1.

D éfin ition  13.7 (compétiteur de Mumford-Shah (MS)). Soit E C Rn un fermé de dimension n — 1 

dans Rn . On dit qu’un fermé F C Rn est un MS-compétiteur de E s’il existe une boule B telle que

1) F\B =  E\B ;

2) Pour tous y,z € Rn\(B U E) qui sont séparés par E, y, z sont aussi séparés par F.

Ici ”y, z sont séparés par E" veut dire que y et z appartiennent à 2  composantes connexes différentes 

de Rn\E.

On appelle E un ensemble minimal au sens d’Almgren (resp. MS) si E est comme dans la définition 

13.1, en prenant la classe de compétiteurs d ’Almgren (resp. MS).

R em arq u e  13.8. La notion d’ensemble minimal de Mumford-Shah vient de la théorie de la fonction­

nelle de Mumford-Shah, et en particulier des "minimas globaux" introduits par A.Bonnet. Dans ce cadre 

les ensembles MS-minimaux sont juste les minimas globaux pour lesquels la fonction supplémentaire u 

est constante. Voir [8j pour plus de détails.

En codimension 1 (où l’on peut définir des compétiteurs MS), un compétiteur d’Almgren est auto­

matiquement un compétiteur MS (voir [13] Chap XVII 4.3 pour la démonstration). E t par conséquent 

un ensemble minimal MS est automatiquement un ensemble minimal au sens d ’Almgren. On ne sait 

pas si la classe des MS-minimiseurs est strictement plus petite que la classe de minimiseurs au sens 

d ’Almgren, bien que la classe de compétiteurs Al est strictement plus petite que la classe de compéti­

teurs MS. Mais de toute façon, la régularité des ensembles minimaux de dimension 2  dans R 3 plus la 

condition topologique qu’on pose sur les compétiteurs MS donne déjà de bons résultats.

T h éo rèm e 13.9 ([9], Thm 1.9). Soit E un ensemble minimal au sens MS dans R3, alors il existe un 

ensemble E* C E, H 2(E\E*) =  0, tel que E* est soit l’ensemble vide, soit un plan, soit un cône de 

type Y ou T.

En bref, le théorème dit qu’un MS-minimiseur dans R 3 est un cône minimal. Rappelons que dans 

le cas des minimiseurs d ’Almgren, on sait qu’un minimiseur d ’Almgren de dimension 2  dans R 3 est 

localement C 1-équivalent à un cône minimal. Mais l’analogue du théorème 13.9 pour les minimiseurs 

d ’Almgren n ’est pas encore connu.

Donc dans le paragraphe 14, on veut aussi savoir si le théorème 13.9 est vrai pour des ensembles 

minimaux Al. Il existe un contre exemple potentiel connu (c.f. [9], paragraphe 19). Mais on va montrer 

qu’il n ’est pas un vrai contre exemple, puisqu’il n ’est pas minimal (voir le corollaire 14.21). Par contre, 

on donnera un autre contre-exemple potentiel d’une structure plus compliquée.

Tous ces contre-exemples sont des exemples topologiques, parce qu’on utilise toujours des arguments 

topologiques pour montrer qu’un ensemble n ’est pas minimal, c’est à dire, on utilise la topologie pour
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contrôler la mesure. Mais au paragraphe 15 on donne une méthode pour contrôler la topologie par la 

mesure.

Ensuite, aux paragraphes 16-18, on essaye d ’abord de généraliser la définition de MS-minimiseur en 

codimension plus haute, et de donner des propriétés fondamentales. L’idée est de remplacer la condition

2) de la définition 13.7 par une condition sur Phomologie de sphères contenues dans Rn\(BuE) ; voir la 

définition 18.1 pour la définition précise. On montre au corollaire 18.17 que tout minimiseur topologique 

est un minimiseur d ’Almgren, ce qui permet d’utiliser la théorie de régularité qui est disponible dans 

ce cadre.

Dans le paragraphe 19, on essaye de regarder s’il y a de bons résultats semblables au théorème 13.9, 

et on donne un contre-exemple potentiel.

14 Minimiseur s Al dans R3

Dans ce paragraphe on se place à nouveau dans R3, et on va discuter du théorème 13.9 en remplaçant 

les ensembles minimaux MS par des ensembles minimaux Al.

Le théorème dit qu’un ensemble minimal MS de dimension 2  dans R3 est forcément un cône. L’idée 

de la démonstration est la suivante.

Etant donné un ensemble minimal Al, on regarde les limites par implosion de cet ensemble. C’est 

à dire, on prend n ’importe quel point x G E et on regarde les ensembles

(14.1) E{r,x) = -(E-x)
r

en faisant tendre r vers l’infini.

Pour toute suite rk qui tend vers l’infini telle que les E(rk̂ x) convergent (sur tout compact pour 

la distance de Hausdorff), la limite, qui ne dépend pas de x, est un ensemble minimal avec densité 

constante, et est donc un cône minimal. De plus, toutes les limites par implosion de E ont la même 

densité. Or on a trois types d’ensembles minimaux, ceux qui resemblent à un plan, un Y , et un T.

1 ° Si E ressemble à un plan à l’infini, on fixe n’importe quel point x G E, alors la densité de E en 

x est au moins 1. Mais la densité à l’infini est 1. Par la monotonie par rapport à r de la fonction de 

densité d(r, x) =  H — en x (c.f.[9], proposition 5.16), on sait que d(r,x) est constante, de sorte 

que E est un cône centré en x (c.f.[9] Théorème 6.2), et est donc un plan passant par x.

2° Si E ressemble à un F  a l’infini, alors l’enjeu est de trouver un point de type Y dans E. Une 

fois qu’on a un tel point, on obtiendra que la densité en ce point est constante, et donc que E est un Y 

centré en ce point. Pour trouver un point de type Y, notons d ’abord qu’il n’existe pas de point de type 

T, à cause de la monotonie de la densité. Alors s’il n’y a pas de point de type Y, tout point dans E est 

un point de type P, et donc E est une variété de classe C 1, par la C1 régularité d ’un ensemble minimal.
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Alors par un argument de degré, on obtient une contradiction. (c.f.[9] proposition 16.24 et paragraphe 

17).

3° Si E  ressemble à un T a l’infini, on n’arrive pas à montrer l’existence d’un point de type T  dans 

E  par un argument topologique simple. En fait, il y a un contre exemple Eq qui coïncide avec un T  

hors d’une boule B , et est localement C1 équivalent à un plan ou un Y  près de chaque point, (c.f. [9], 
paragraphe 19). Et donc pour garantir l’existence d’un point de type T, on ajoute une condition de 

séparation supplémentaire (voir [9]proposition 18.29), qui est vérifiée par tous les minimiseurs MS.

On peut donc observer que dans les cas 1° et 2°, la minimalité au sens Al garantit déjà que 

l’ensemble est un cône. Seulement pour 3° on a besoin d’un propriété supplémentaire. Mais en fait 

l’exemple Eq n’est qu'un exemple topologique. On va montrer tout de suite qu’il n’est pas un ensemble 

minimal Al. Donc il est encore possible qu’en fait tous les ensembles minimaux Al de dimension 2 dans 
R3 soient des cônes, ce qu’on va discuter aussi.

Soit E  un ensemble minimal Al dont la limite d’implosion est un T. Le but est de trouver un point 

de type T (dans R3, cela veut dire un point près duquel E  est équivalent à T) dans E , parce que l’on 

en déduirait comme ci-dessus que la densité de E  en ce point est constante, puis que E  est un T.

Donc supposons que T  est un cône minimal de type T centré à l’origine, et qu’il existe une suite 
{t/e} tel que

(14.2) lim tk = +oo et lim doitk(E,T) = 0.
k —>oo k —> oo

Alors d’abord, par la monotonie de la densité à l’origine, on sait que pour chaque k , H 2(E fi
t k

B(0,tk)) < d r , et donc

(14.3) H 2(E H B(0, tk)) < H 2{T D B(0, tk)).

Notons B = jB(0, 1). Notons y*, 1 < i < 4 les quatre points de type Y de TflB. Notons C l’enveloppe 
convexe de {ŷ , 1 < i < 4}, qui est un tétraèdre régulier inscrit à B. Notons Te = T  D C.

On a alors

(14.4) \ n 2 { d C ) =  < 2V 2 =  H 2 ( T c ) .

En effet, notons o l’origine, alors l’angle ZVi0yj = arccos(— |), de sorte que

(14.5) lyiDjl =  (\oyi \2 +  \ o y j \ 2 -  2 \ o y i \ \ o y j \cos¿ Vi0yj)% =  2v/2/\/3.

Par conséquent

(14.6) S&yiy2y3 ~  ̂IViVjŸ — /3,2r

4

3 V
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si bien que

(14.7) \H2(dC) =  2  SAyiy2Vi =  |V 5 .

D’autre part,

1 v^2
(14.8) SAmoVj =  2  sinZ^o^loj/jHoî/jl =  — ,

de sorte que

(14.9) H 2 (Tc) =  6  SAyt0yj = 2 V2 .

Notons ô = \ ( H 2(Tc ) — H 2(dC)). Alors la même démonstration du lemme 16.43 de [9] donne

Lem m e 14.10. Il existe > 0 tel que si cfo,2 (i£,T) < e\, alors

(14.11) H2{E DC)> H 2(Tc) - S.

D’un autre côté, il existe e2 > 0 tel que si dô (E,T) < e2, alors dans B(0, |)\J3(0, | ) ,  E est une 

version C1 de T.

Alors par (14.2), et quitte à faire une dilatation, on peut supposer que pour tk =  2 ,

(14.12) d0 (̂E,T) < min{e!,e2},

ce qui donne (14.11), et que dans 5(0, §)\B(0y | )  E est une version C1 de T.

En particulier sur le bord de C, E D dC est de la même topologie que T fl dC, c’est à dire, E D dC 

est composé de six courbes C1 par morceaux, qui se rencontrent en 4 extrémités 1 < i < 4, chaque 

bi est très proche de chaque yi, 1 < i < 4, où les xji, 1 < i < 4, sont les quatre points de type Y dans 

T n dC. Notons Wij la courbe dans E fl dC dont les extrémités sont bi et alors Wij est très proche 

de en particulier, si on note i^ , 1 < i < 4, la composante connexe de dO\E qui est en face de

bi (bi Qi), bordée par Wki,k,l ^  i, alors on peut demande que e soit suffisamment petit pour que

(14.13) pour chaque 1 < i < 4,H2(Qi) > ^H 2(dC) - ô, 

où \H2(dC) est la mesure d’une face de dC. (voir le dessin 14-1)



1 4 6 M i n i m i s e u r s  A l d a n s  M3

14-1

Maintenant, supposons qu’il n’y a pas de point de type T dans E  H C. Notons E y  l’ensemble de 

points de type Y dans E. Par la C1 régularité autour des points de type Y (c.f. [10] théorème 1.15 et 

lemme 14.6), E y  D C est composé de courbes C 1, dont les bouts sont des 6*, 1 < i < 4. Alors il existe 

deux de ces courbes 7 1 , 7 2  dont les bouts sont des 6 *. Supposons par exemple que 7 1  Pi dC = {6 1 , 6 2 } et 

7 2  n dC =  {6 3 ,6 4 }.

Pour chaque point x G 7 1 , il existe un voisinage B(xy r) tel que dans B(x, r), E est une version C1 

d’un Y +  x, qui coupe B(x,r) en 3 composantes connexes. C’est aussi vrai pour les deux points 61 et 

6 2 : parce que 6 1 , 6 2  sont des points de type Y dans E. Alors par la compacité de 7 1  U {6 1 , 6 2 }, il existe 

r > 0 tel que dans le voisinagle tubulaire £ ( 7 1 , r) de 7 , E est un Y tordu, dont l’épine est 7 1 , et qui 

découpe # ( 7 1 , r) en trois composantes connexes, chacun étant un tube long qui joint l’un des trois fi i 

proches de b\ à l’un des trois fi* qui sont proches de 6 2 . Notons que si fi* et Qj sont liés par l’un de ces 

longs tubes, alors ils appartiennent à la même composante connexe de B\E. Par conséquent, il existe 

1 < hj < 4, i ^  j tel que fi* et iïj sont dans les même composante connexe de B\E, et il existe un 

tube T le long de 7 1  qui les connecte.

Supposons qu’il existe une déformation f de E dans C (voir la définition 1.11), 1 < i ̂  j < 4, deux 

points x G fii,y G fij tels que

(14.14) f (E)cC\ [x, y} .

y i

r

-  b2

W l4U | 2

b3 j
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Puisque f (E )  est fermé, il existe r > 0 tel que

(14.15) f (E )c C \B ( [ x ,y ] , r ) .

Pour chaque t > 0, posons

(14.16) gt : C\B([x,y],r) -> (R3\B([x, y],r + t)) U (dC\B([x,y],r))

l’application définie comme suit : gt — Id  sur C\B([x, y], r +  t) ; pour chaque z G C H B([x,y\ ,r + 

t)\J5([o:,y],r), soit zq le point de [x,y] tel que [z , zq] -L [#>2/]» alors gt(z) est l’intersection de la demi- 

droite [zq, z) avec d(C fl B([x,y],r + t)). Voir le dessin 14-2.

14-2

Par la définition on sait que gt est une déformation Lipschitzienne. De plus, quand t est suffi- 

sament grand (par exemple t > 2), on a que (R3\B([x, y], r +  t)) U (dC\B([x, y], r)), donc gt(E) C 

dC\B{[x,y],r).

Maintenant notons hx : Cti\B(x,r) —> dCli et hy : Qj\B(y,r)  —> dQj les déformations radiales 

centrées en x et y. C’est à dire, pour z G Q,i\B(x,r)y hx(z) est l’intersection de la demi-droite [x,z) 

avec <9i7j, et pour z G Q.j\B(y,r), hy(z) est l’intersection de la demi-droite [y, z) avec dflj. Comme les 

Üj sont localement des version C 1 de triangles, il y a en effet une unique intersection, et que hx et hy 

sont Lipschitzienne. Notons ht =  hx o hy o gt o /  la déformation de C\B([x,y],r) —> C\B([xyy], r), qui 

envoie dans G =  <9C\(f^ UÎ2j) pour t grand, et de plus, les ht ne bougent pas E n C  =  u |=1<9i\.

Ceci implique qu’on peut déformer E  dans C vers un sous ensemble de G .

c

yX

t

2r;

î
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Par (18.13) et (18.11),

H 2(G) =  H 2{dC) - H 2(üi) - H 2(Îlj) < \h2{8 C) +  25
(14.17) 2

= H 2(Tc) - 2Ô< H2(E n C),

ce qui contredit le fait que E est minimal. Par conséquent, si E ne contient pas de point de type T, 

alors il n’existe pas de déformation f de E dans C telle que C\f(E) contient un segment qui connecte 

deux différents. Mais d’un autre côté, si E contient un point de type T, par l’argument au début 

de ce paragraphe, E est un T centré en ce point, de sorte qu’il n ’existe pas de telle déformation /  non 

plus. On a donc

P roposition  14.18. Soit E un minimiseur Al dans E 3 tel que

1) d0,2{E,T) < min{ci,c2};

2) E ne contient pas de point de type T.

Soit C, sont comme ci-dessus, alors il n’existe pas de déformation f de E dans C telle que 

C\f(E) contient un segment qui connecte deux différents.

Un corollaire immédiat est que les 7i font des noeud. En effet, par le lemme ci-dessus, le tube T  le 

long de 7 1  ne peut pas être trop simple, parce que, par exemple, si 7 1  ne fait pas de noeud, il existe un 

homéomorphisme Lipschitzien /  qui est une déformation dans C telle que

(14.19) / ( 7 1 ) =  [h,b2] 

alors

(14.20) C\f(E) = f(C\E) D / ( 7 l) =  [bub2], 

ce qui contredit la proposition 14.18.

Par conséquent, le comtre exemple potential proposé par Guy David dans son article [9] n’est pas 

un vrai contre exemple, puisque les deux 7 i dans cet exemple ne font pas de noeud tous les deux. On 

a donc

C orollaire 14.21. L’ensemble Eq donné dans le paragraphe 19 de [9] n’est pas minimal.

Par l’argument ci-dessus, quand on regarde à une grand échelle où E est très proche de T, 7 1  et 7 2  

font des noeux tous les deux.

Topologiquement on ne peut pas éviter ce cas. Les discussions suivantes sont donc déstinées à 

donner un tel exemple topologique. On va maintenant chercher des propriétés nécéssaires de E si 7 1  

fait un noeud. Et ensuite on essayera de construire un exemple où 7 1  fait un noeud, en profitant des 

proprétés obtenues.
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On va done construire notre exemple k partir d’une surface fermee orientable non siniplement 
connexe.

Mais regardons d’abord le contre exemple E q donne dans le paragraphe 19 de [10]. Bien que dans 
cet exemple les 71 et 72 ne font pas des noeud, il est aussi un exemple qui contient une surface non 
siniplement connexe. Regardons-le done pour avoir une idee.

En effet, prenons un tore To, (voir le dessin 14-3), prenons le plus grand cercle horizontal (Pequateur) 
Co (ligne verte), et prenons n’importe quel cercle vertical Lo (ligne rouge). Notons xq leur intersection. 
Alors on prend ro > 0 tel que B q =  5(a:0 ,ro)nTo est un disque topologique. Notons α ι , α 2 l’intersection 
8B0 Π Co, et 61,62  l’intersection dBQ Π L q.

Cq

,, Lo 

—  Xo

x  bi

14-3

Notons ά ι θ 2 =  Co\Bq le grand arc entre cii et a2) et bib2 =  Lq\Bq le grand arc entre 61 et b2. Puis 
notons Si la partie verticale plane dont le bord est [61 , 62] Ubib2. D ’un autre cote, notons P  le plan 
contenant Eq, et prenons un disque ferme B 1 c  P  qui contient nia2 et dont le bord contient a i,a 2. 

Alors notons d ia2 =  0 B i\B q  le grand arc du OBi entre αχ et a2, et notons S2 C P  la partie entre dia2 

et &i a2.

Alors l’ensemble (To\Bo) \J Si U S2 est topologiquement l’exemple donne dans le paragraphe 19 
de [10]. Ici <11, 0 2 , 61,62 sont les 4 points de type Y qui correspondent aux 4 points de type Y dans 
E  Π d B (0 ,1), d ia2 et bib2 correspondent & 71 et 72 respectivement; et 0102 et [6162] et les 4 arcs sur 
dBo entre a* et bj pour i , j  =  1,2 correspondent aux 6 courbes de E  Π  d B (0 ,1 ).

Apres la discussion ci-dessus, on est pret a construire de la meme maniere, un exemple E  oil 71 

est la partie non-triviale d’un noeud de trefle. Autrement dit, l’union de 71 et du segment [61 , 62] fait 
un noeud de trefle (voir le dessin 14-4). Mais c ’est juste un exemple topologique, et il est peu probable 

que l’ensemble E  decrit ci-dessous puisse en fait etre minimal. Notons que toutes les constructions sont 

dans R3 bien sur.

s ,
:: M; .v'

^ a i

ba
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14-4

Donc prenons un tube fin droit T  = 7  x [0,1], où 7  est un cercle. Fixons un point xo G 7 . Notons 

les deux cercles 71 =  7  x {0} et 72 =  7  x 1 , notons xi =  (xo, 0) et x2 =  (xo, 1). Notons 77 =  {xo} x [0,1] 

le segment horizontal, (voir le dessin 14-5)

14-5

Prenons un grand disque D horizontal centré à l’origine de rayon R , fixons un de ces diamètres Li, 

et notons L2 le diamètre orthogonal à Li, ses extrémités yi, y2. Alors L\ sépare D en deux composantes 

connexes. On enlève deux petits disques E i , £ 2 C D symétriques par rapport à L\  dont les centres 0 1 , o2 

appartiennent à L2 avec d(oi,yi) < ^ # X(L2), et dont les bords sont de même taille que 7 .

Notons Q le plan orthogonal à D et passant par Lx. Notons D\ C Q un demi disque dont le 

diamètre est L\. Notons aussi Q' le plan orthogonal à D et passant par L2, et jD2 C Qf le demi disque 

dont le diamètre est L2, et choisissons D2 de l’autre côté de D par rapport à D\. (dessin 14-6)

Vo

o

TI

1

X i

Kl

r

JCi
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la

d2

\ y*

D

Di

Y1

14-6

On tord mairitenant le tube T  par un diffeomorphisme /  vers une partie d’un noeud de trefle 
contenu dans J3(0, R) (voir le dessin 14-7 a gauche), et on demande que /(7*) =  dT>i et que f ( x i )  

soit le point le plus proche de sur 9Σ*, i  — 1,2. Done f ( x i )  E L 2. Par consequent la courbe fermee 
η ι  := f { r i ) U [ f ( x i ) i y i ]U [ f ( x2) i y2]^[0D2\Lo\  est un noeud de trefle. On peut done appuyer une surface 
Si  C B(0,R)  de classe C 1 sur r/χ. Voir le dessin 14-7 a droite qui decrit une surface s’appuyant sur un 
noeud de trefle.

14-7

Maintenant notons E  =  [D\Ei U Σ 2] U f ( T )  U Di  U Si- Alors l’ensemble E  et topologiquement 
l’exemple qu’on voulait decrire. Ici y i , y 2 et les deux extremites de L i  Zi,Z2 sont les quatre points de 

type Y dans E Π  95(0, R), /(τ;) U [ f (xi ) , y i ]  U [f{x2),y2\  est 71 qui fait un noeud, et L i  est 7 2 . Les 4
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arcs courts yizj, 1 < i,j <2 sur dD, et dD\\Li, dÜ2\L2 sont des six courbes de E n  dB(0,R).

On est donc arrivé à fabriquer un exemple pour lequel une courbe de Ey fait un noeud. Vraisem­

blablement cet ensemble n’est pas minimal. Mais topologiquement on ne peut pas l’éviter.

Par contre quand on regarde un ensemble E dont l’intersection avec dB est vraiment TndB, alors 

on sait montrer que E n’est pas minimal. On le fera dans le paragraphe suivant.

15 Contrôler la topologie par mesure

Rappelons que T est le cône sur le trétraèdre régulier centré à l’origine.

Notons B =  £(0,1) CM3 la boule unité ouverte et B son adhérence. Alors T coupe la sphère dB 

en quatre régions triangulaires égales On a alors

(15.1) Uj=i Si = ÔB 

et

(15.2) l4=iSi =  dB\T.

Notons dj,l < j < 4, les quatre sommets de TndB, où a,j =  n^jSjndB est le point qui se trouve 

en face de Sj.

P roposition  15.3. 1) Soit E C  BnR3 un ensemble fermé, 2-rectifiable, Ahlfors régulier de dimension

2, avec

(15.4) EndB = TndB.

Alors si H2(E) < H2{T fl B),

il existe 1 < i < j < 4, et quatre points a,b,c,d appartenant à un plan,
7r 7r

(15.5) tels que a G Si,d G Sj,b,c G B\E, Za6c > —,/.bcd > — 

et [a, b] U [6, c] U [c, d] C B\E.

où [x,y] désigne le segment d’extrémités x et y et Zabc < 7r Vangle du plus petit secteur délimité par ba 

et bc.

2) Si de plus E est minimal dans B et vérifie (15.4), alors

(15.6) soit E =  T fl B, soit (15.5) est vrai.

Voici u n  corollaire d irec t de la p roposition  15.3.

[Sih < i <  4
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Corollaire 15.7.

(15.8) H 2 (E) < H 2((T  n B \ C )  U G) = H 2 {T) -  (2^2  -  ^ \/3).

Démonstration. Si E  C B  est un ensemble minimal réduit qui vérifie (15.4), et qui n ’est pas T  fl B, 

alors par (15.6), (15.5) est vrai. Mais (15.5) donne l’existence d’une déformation /  dans jB(0, 1) telle 

que f ( E ) C P \ [ a ,  à], on peut donc déformer E  sur un sous ensemble de ( T  fi B \ C ) U G , où C, G  sont 

comme dans le paragraphe précédent. On a donc par (14.4), □

(15.9) H 2 (E) < H 2((T  n B \ C )  U G) =  H 2 {T) -  (2\/2 -  ^ \/3).
o

Démonstration de la proposition 15.3.

Pour 1), on va démontrer la contraposée. Supposons donc que (15.5) n’est pas vrai.

Notons Pj le plan orthogonal à oaj et tangent à la sphère unité, pj son projecteur. Notons Rj =  

Pj(Sj) C Pj(Ui^jSi) C Pj. Alors pour chaque 1 < j  < 4 et chaque x G Rj,

(15.10) p~1(x )nE = ¿0 .

En fait sinon, on a Rj\p j(E ) •=£ 0, où Pj{E) est compact, en tant que projection d’un compact. Donc 

R j\p j(E ) ■=£ 0 est ouvert. Notons que puisque Rj\(Ui^jPj(Si))  est de mesure nulle, on a

(15.11) (R j \p j (E )) Pi (UijÇjPj(Si)) 0.

Prenons x  G (R j \ p j ( E )) fl (Ui^jPj(Si)). Alors x ÇÉ d R j , parce que dSj C E  et donc dRj  =  dpj(Sj)  = 

Pj(dSj)  C Pj(E).  Par conséquent, p j x(x) fl B  est un segment [a, d] perpendiculaire à Pj  avec a ^  d, 

a G Sj  et d G Ui^jS^. Prenons b, c G [a,d] tels que a,b,c,d  sont différents, et alors (15.5) est vérifié. 

Une contradiction avec notre hypothèse.

Maintenant pour chaque x e  Rj,  notons f j(x)  le point dans p j 1^ )  fl E  qui est le plus proche de 

Rj.  Autrement dit, f j(x)  est le premier point dans E  dont la projection est x. Ce point existe et est 

unique, puisque E  est compact et que p~l {x) est une droite orthogonale à Rj.

Notons Aj =  f j (R j) .  Alors Aj  est mesurable. En effet,

Aj — {x  G E  : \fy G E  tel que d(y, Pj) < d(x, Pj), \pj(y) -  Pj(x)\ > 0}

(15.12) _  £ E : V y  € E  tel que d(y, Pj) < d(x, P j)  -  2~p, \pj(y) -  Pj(x)\ > 2-9 }.

p,q

Maintenant puisque E  est rectifiable, Aj C E  l’est aussi. Donc pour presque tout x E Aj,  le plan 

tangent approximatif TxAj  de Aj  en x  existe. Notons Vj le vecteur normal extérieur unitaire de Pj, et 

notons u ) j ( x )  le vecteur unitaire normal de TxAj tel que < V j , W j ( x )  > > 0 .  Alors W j ( x )  est bien défini 

pour x  tel que TxAj /  Pj.
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Posons

(15.13) Ej = { x e  Aj  : TxAj JL Pj}.

Alors Wj est un champs de vecteurs mesurable sur Ej. Par le théorème de Sard, on a

(15.14) rfipMAEj)) =  0.

Mais pj  est injective sur A j , donc pj (A j \E j )  = pj (Aj) \pj (Ej)  = R j \p j {E j ), et donc Rj \p j (E j )  est de 

mesure nulle. De plus, pour presque tout x  G E j ,T xAj  =  TxEj.

On veut montrer que

(15.15) I < V j , W j { x )  > dx — H 2(Rj).
J E j

Donc appliquons la formule de l’aire (c.f.[14] 3.2.20), avec m  =  v =  2, W  = Ej, f = Pj, g — 1 ; 

on obtient

(15.16) f || A2 apDpj(x)\\dH2x =  f N (p j , z )d H 2z.
J E j  J R j

De plus par (15.10), N{pj ,z)  > 1 pour tout z G Rj.  Par contre N(pj , z) < 1 puisque Ej  C Aj  sur lequel 

Pj est injective. Donc N(j)j , z) = 1 pour tout z G Rj.  Par conséquent

(15.17) [  N{p j ,z )dH2z =  H 2(R3
j R i

)•

Pour le membre de gauche de (15.16), prenons Wj(x) un vecteur unitaire dans TxEj  tel que Wj(x)\\Rj, 

et w2(x) le vecteur unitaire dans TxEj  orthogonal à Wj(x). Alors pj(Wj(x)) JL pj(w2(x)), par géométrie 

élémentaire dans M3. On a alors

Il A2 apDpj(x)\\ =  Wpjiŵ ix)) Ap3j(w2(x))\\ =  |pj(u>)(x))|M«;?(a:))|
(15.18)

=  to  («$(*)) |.

La première égalité est vraie parce que pj est une application linéaire de R2 dans R2, la deuxième 

égalité parce que pj(Wj(x)) ± pj(w2(x)), et la dernière parce que Wj(x)\\Sj.

Maintenant notons v2{x) =  ^ Pj- Il est bien défini parce que TxEj JL Pj et donc

|^(?i;2(a;))| > 0. Alors wj(x),w2(x),vj,v2(x) sont tous orthogonaux à wj(x), et donc appartiennent à 

un même plan, avec Wj(x) _L w2(x),Vj ±  v2{x). Donc

(15.19) | <  Wj(x),Vj > | =  | <  w](x),v?(x) > | =  |pj(u)*(x))|.

Mais par définition on a < Wj ( x ) , V j  > > 0 ,  donc

(15.20) <  Wj{x), Vj > =  \pj(vfj(x))\ = H f\2 apDpj(x)||

par (19.18). En combinant avec (15.16) et (15.17) on obtient (15.15). Notons qu’ici Vj ne dépend pas 

de E.

P j ( u

\ P j V « ? (* ) )  I
O /  >
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Maintenant pour x  G A j \ E j , on définit un champs de vecteur mesurable Wj(x) tel que Wj(x) _L 

TxAj .  Alors < Wj(x),Vj  > = 0  pour presque tout x  G A j \ E j .  Et donc

(15.21) i  <  Vj ,Wj(x) >  dx — H 2(Rj).
J A j

En sommant sur j, on a

4

(15.22) ^  /  < Vj,Wj(x) >  dx  =  /  < Vj,Wj(x) >  dx =  H 2(Rj).  
j=  1 JAJ j  = l JE3 i= i

Ensuite, notons E® =  E j \  U Ei, Eij  =  (Ei H E j ) \  Uk^i j  E k pour i ^  j .  On affirme que

(15.23) E j \ ( E j  U Ui^jEi j )  est de mesure nulle pour tout j .

Supposons que non. Alors il existe 2, j, k différents tel que Ei  Pi Ej  fl E k est de mesure non nulle. 

Supposons par exemple que i =  1 , j  =  2, k = 3, et notons £'123 =  E\  fl E 2 H £ 3 . Maintenant puisque 

£ 1 2 3  est un ensemble rectifiable mesurable de mesure positive, et que £ 1 2 3  C E,  donc pour presque 

tout x  G £ 123 , le plan tangent approximatif TxE \ 2z de E \ 2z en x  existe et est égal à TXE.  Et de plus 

puisque E  est Ahlfors régulier, TXE  est un vrai plan tangent (voir, par exemple, [8 ], Exercice 41.21, 

page 277). Choisissons donc un tel x  G £ 123-

Alors par définition de A j , on a que pour j  =  1 , 2,3, le segment [x, pj{x)]C\E =  {x}. Et par définition 

de E j , on a que TXE  /  Pj et donc [xypj(x)}  fl (TXE  -f x) =  {x}, puisque [x,pj(x)\  _L Pj.  Maintenant le 

sous espace affine TxE + x  sépare R3 en 2  demi espaces, et puisque pour j  =  l 12i 31]x,pj(x)]D(TxE + x )  =  

0, il existe 1 < i <  j  < 3 tel que ]x,pi(x)\  et ]x,pj (x) \  se situent du même côté de TXE  +  x. Supposons 

par exemple que i =  1 , j  =  2 .

Notons, pour i =  1,2, l’angle entre [xypi(x)] et TxE  +  x. Posons a  =  m in{ai,a 2 }. Alors puisque 

TXE  est un vrai plan tangent, il existe r >  0 tel que pour tout y  G E  C\ B ( x , r ) ,

(15.24) d(y , TXE  +  x) <   ̂sin a.

Posons b =  [x,pi(x)]  fl d B ( x , r), c =  [x,p2 (x)\ fl dB(x> r), alors par définition de a, d(b, TXE  +  x) >  

r sin a, etd(c, TXE  +  x) > rsina. Mais 6 , c sont du même côté de TXE  +  x , donc pour tout y  G [6 , c], 

d (y ,T xE  -h x)  > rsina, et donc [bt c] fl E  =  0, à cause de (15.24).

Maintenant on pose a =  p i ( x ) , d  =  P2 (x). Notons que dans le triangle A xbcy \xb\ =  \xc\, de sorte 

que Axbc =  Zxcb.  Mais Zxbc -h Zxcb +  Zbxc =  7r, Zbxc  > 0, donc ¿.xbc =  Zxcb <  Par conséquent, 

¿.abc — 7T =  ¿.xbc >  ¿bcd  =  7r — ¿xcb >  Ainsi on a trouvé quatre points a, fr, c, d tel que (19.5) 

est vrai. Une contradiction.

On obtient donc (15.23). Et par conséquent, on a

(15.25) H 2(U4j=1Ej ) =  Y / H 2( E ° ) +  £  H 2(£ ¿i).
j= l  l<i<j<4

I3  b .j.h . g]
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Pour estimer les mesures, on va appliquer la méthode de calibration. Rappelons que Vj est le vecteur 

normal extérieur unitaire de Pj. Alors on a par (15.22),

4 4 fE  H2{Rj) =  E  / < v^w^x) > dx

(15.26) Î=1

=  /  < vj,Wj(x) > dx+ 2 Z /  < wi(x) >  +  < Vj, Wj(x) > dx
j = l  J E j  l < i < j < 4

Pour le premier terme

| /  < V j , w j ( x )  > dx| < /  | < V j , W j ( x )  > |dx 
Je9  Je9

(15.27)

< /  \vj\\wj(x)\dx =
J e °

et donc
4 4 4

(15.28) | f < Vj,Wj(x) > dx| < | f < Vj,Wj(x) > dx| <
j  =  l  J E 3 j  = 1 JjSj j=l

Pour le deuxième terme, observons que Wi(x)  =  dna^x) pour x G Eij, et notons eæ =  Alors

| <  ^ .^ ¿ (x )  >  4- <  Vj, Wj ( x)  >  | =  | <  Vi -f e(x) v j , Wi ( x)  >  |
(15.29)

< |Vi 4- e ( x ) v j \ \ w i ( x ) \  =  |Vi -f e(x)vj| < m ax{|^ 4- Vj|, - Vj \ } .

Par définition de Vj, l’angle entre Vi et Vj est l’angle supplémentaire de l’angle $ij entre Pi et Pj. 

Alors un calcul simple donne

(15.30) |Vi +  Vj\ =  <  1, |uî - V j \  =  ^ 2  >  1.

Donc m ax{|^ 4- Vj|, \vi — Vj\} =  \vi — Vj\ > 1. Notons D cette valeur. Par (15.29),

| / < Vi,Wi(x) > 4- < Vj,Wj(x) > dx|

(15.31)
< / | < Vi,Wi(x) > +  < Vj,Wj(x) > |c2x < DH2(Eij)
J En

et donc

Y ]  /  <  ̂ ¿,t̂ i(x) > H- < V j , W j ( x )  > dx| 
JEnl<i<j<AJ Eiô

(15.32) ^

< ^  | /  < Vi, Wi(x) > 4- < Vj, Wj(x) > dx| =  D ^2 H2(Eij).
l<»<i<4 l<i<j<4

En combinant (15.26), (15.28) et (15.32) on obtient

£tf2(^)<Eff2(j?°)+£ e
i=l j=l

1̂533̂ - ^E + E  (Puisque -D > 1)
j=l l<t<j<4

=  DH2(Û =1Ej) < DH2(E).

e°).H *

Wj ( a
Wj(x)'

_2_

( E ° )> 2

Eij)H 2
i<t<j <4
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D’un autre côté, on peut faire la même chose pour T, le cône sur l’union des arêtes de C, puisque 

T sépare les quatre faces de C et donc (15.5) est automatiquement faux. Alors par les définitions, on 

peut bien voir que Tf =  0 pour tout i, =  —1 pour tout i ■=/ j, et ( i — V j )  _L TXT pour presque tout 

x ce qui implique que

(15.34) <  V i , W i ( x )  >  - f  <  V j yW j ( x )  > =  D

pour tout x G Tij. En bref, toutes les inégalités sont des égalités pour T, par conséquent

4

(15.35) DH2(E) > Y, H2{Rj) =  DH2(T),
» =  1

et donc

(15.36) H 2(E) > H2(T) 

pour tout E qui ne vérifie pas (15.5).

Démontrons 2). Soit E un ensemble minimal réduit, alors il est automatiquement rectifiable et 

Ahlfors régulier (c.f.[ll]).

Notons d’abord que H2(E) < H2(T). En effet, pour chaque x G B\Ti il existe 1 < i < 4, tel que x et 

Si appartiennent à la même composante connexe de B\T. Alors posons f{x) l’intersection de x+ [0, a*) 

avec T. Alors /  : B —>• T est une rétraction Lipschtzienne (voir le dessin ci-dessous). Maintenant si E 

est un ensemble minimal qui vérifie (15.4), alors posons g : dBUE —► TüdB, g(x) =  f(x) pour x E E, 

g{x) =  x pour x G dT. Ensuite on étend g en une fonction qui envoie B dans B. (dessin 15-1). Donc g 

déforme E en un sous-ensemble de T fl B.

15-1

Mais E est minimal, donc

(15.37) H2(E) < H2(g(E)) < H2(TnB).

Ta
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Donc pour montrer 2 ), il faut montrer que si (15.5) n ’est pas vrai, et H 2{E) = H 2(T fl B ), alors 

E  =  T  fl B. Et en particulier E  contient un point de type T.

Par les arguments dans 1), si (15.5) n’est pas vrai, et H 2(E) =  i î 2 (T), alors les inégalités (15.27)-

(15.29) et (15.31)-(15.33) sont tous des égalités.

On a donc

1) pour presque tout x G Eij, TxEij _L Vi — Vj. Notons Pij le plan perpendiculaire à ^ -  Vj, alors 

pour presque tout x G Eij, TxEij =  Pij-

2) H 2(Ej) =  0 pour tout j ,  puisque D > 1.

3) H 2(Aj\Ej) = 0 .

4) Vj (E) — Pj {Ej ) =  Rj.

Alors pour presque tout x G E, TXE est l’un des P̂ . Si x est un point tel que TXE existe, par la C1 

régularité (c.f.[10], Thm 1.15 et Lem 14.4), il existe r  =  r(x) > 0 tel que dans B(x, r), E est le graphe 

d’une fonction C1 sur TXE , ce qui implique que dans B(x,r), la fonction /  : E n 5 ( x , r )  —► G (3,2), 

f(y) = TyE est continue. Mais pour TyE on n’a que six choix < i < j < 4 ,  qui sont des points 

isolés dans (7(3,2), et donc TyE =  TXE pour tout y G B(x,r) fl E. Par conséquent E fl B{x,r) =  

(TXE + x) fl B(x, r), un disque parallèle à P.\j.

Encore à cause de la régularité C 1, on a que Ep = {x G E  fl B : TXE  existe} est un variété de 

classe C 1, qui est ouverte dans E. Et donc

 ̂ ^ ^  chaque composante connexe de Ep est une partie

d’un plan qui est parallèle à l’un des Pu

Notons Ey = {x G E : x est de type Y}. Alors si x G Ey, par la C1 régularité (c.f.[10], Thm 1.15 

et Lem 14.6), il existe r =  r(x) > 0 tel que dans B(x, r) E est C1 équivalent à un Y. Notons Ly l’épine 

de ce y ,  et Si, ¿>2 , S3 les trois demi plans ouverts de ce Y , alors si on note <p l’homéomorphisme C1 qui 

envoie y  sur E dans B(x, r), les (Si) n i? (2;, r) sont des variétés C1 connexes, et donc chaqune est une 

partie d ’un P\j. Par conséquent, <p(Ly) fl J5(x, r) est un segment ouvert passant par x et est parallèle à 

un Dj, où Dj — P̂  fl Pjk •

Donc Ey fl B est l’union de segments ouverts / 1 , / 2 • • •, chaque segment est parallèle à l’un des Dj, 

et son extrémité est soit un point dans la sphère dB, soit un point de type T. De plus

pour chaque x G Ey  tel que TxEy  =  Dj, il existe r  > 0
(15.39)

tel que dans B{x, r), E  est un y  dont l’épine est a: +  Dj.

Maintenant si x e E  est un point de type T, alors par les arguments ci-dessus, la limite d ’exposion 

CXE  de E  en x est T. Par conséquent, pour chaque segment /i, au moins une de ses extrémité est dans

.Pi: ,1
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la sphère unité. En effet, si Ii est limité par deux points x, y de type T, alors au moins l’un de CXE  et 

CyE  n’est pas T  (deux T  parallèles ne peuvent pas être connectés par une épine commune).

Donc les segments J* vont jusqu’au bord.

Lemme 15.40. Si x est de type T, alors (T 4- x) fl B  C E.

Démonstration. Par la régularité C 1 autour des point de type T, il existe r >  0 tel que dans B (x ,r )  E  

est un exemple C 1 de T +  x. Mais par (15.38) et (15.39) on a que en fait E C \B (x ,r )  =  (T4-x)n J3(x,r). 

Notons Li, 1 < i < 4 les 4 épines de T  4- x, alors L* H B  C  E y , parce que L* fl B ( x , r) est une partie 

d’un segment Ij C E y , qui a déjà une extrémité x  de type T, donc l’autre extrémité est dans la sphère, 

ce qui veut dire I j  =  Li fl jB(0, 1).

Maintenant on prend une famille à un paramètre de boules ouvertes B s de rayon r  <  s < 1 qui 

vérifie

1) B ( x , r) C B s C B  pour tout s > r ;

2) B s C B Sf pour tout s <  s' ;

3) ni>t>sJ5i =  B s et Ut<sB t =  B s pour tout r <  s <  1.

Notons R  =  inf{s > r, (T +  x) D B s <£ E }. On affirme que R  =  1.

Supposons que non.

Alors par définition de B s, les quatre épines et les six faces de T  4- x ne sont jamais tangentes à 

d B s, r < s < 1, puisque B ( x , r )  C B s .

Pour chaque y  G ô B r  fl (T 4- x), y  n’est pas un point de type T. En effet, si y  appartient à l’un des 

L i , alors y  est automatiquement un point de type Y, puisque I^\{x} C E y  ; Si y n’est pas de type Y, 

il existe alors i , j  tels que y  G x  4- Pij- Donc il existe ry >  0 tel que B ( y , r y) fl (x 4- T) est un disque D y 

centré en y. Maintenant par la définition de R , pour tout s  <  R ,  B s D  (T  +  x) C  E, et par conséquent 

B r  fl (T 4- x) C  E. Et donc D  Pi B r  fl B (y , r y ) C E , ce qui implique que y  ne peut pas être un point 

de type T.

Alors si y  est un point de type F, supposons que y  G Pij 4- x, alors TyE  =  Pij. Par (15.38), et 

puisque R  <  1, il existe un ry > 0 tel que E  fl B (y , ry) — (P\j 4- y) C\ B ( y , r y). Cela signifie que

(15.41) il existe r y >  0 tel que E  coïncide avec T  4- x  dans B r  fl B ( y , ry).

Si y est un point de type Y, alors il est forcément dans l’un des Li. Par le même argument que 

ci-dessus en utilisant (15.39), on obtient aussi (15.41).

Donc (15.39) est vrai pour tout y G B B r  fl (T 4- x). Mais 8B r  fl (T 4- x) est compact, on peut donc 

obtenir un r > 0 uniforme tel que pour chaque y  (15.39) est vrai en posant r y =  r. Cela contredit la 

définition de R.
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Donc R  =  1. Mais B i  C B  est de rayon 1, de sorte que B i  =  B .  Par définition de R  on obtient la 

conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

Par le lemme, on sait que si x est un point de type T, alors x  est forcément l’origine, à cause de

(15.4). Donc T fi B  C E. Mais dans ce cas la, on a E  =  T  D B, parce que H 2 (E) =  H 2(T  D B).

Il reste donc le cas où il n’y a pas de point de type T. Mais dans ce cas, le même sorte d’argument 

que le lemme 15.40 donne ce qui suit.

Lemme 15.42. Soit x  un point de type Y dans E , et TxE y  =  Dj.  Notons Yj le Y  dont l ’épine est Dj.  

Alors

(15.43) (Yj +  x) H B  C E.

Mais c’est impossible, parce que E  fi d B  =  TfI d B  ne contient pas à la fois les deux bouts d’un 

( Y j + x ) n d B (  0,1).

On obtient donc E  =  T  fi B. Et donc (15.6). □

16 Préliminaires sur la topologie

A partir de ce paragraphe, on commence à essayer de généraliser le concept de minimiseur de 

Mumford Shah aux codimensions plus grandes.

Dans ce paragraphe, on donne d’abord quelques rappels sur des définitions et théorèmes (sans 

démonstration) de topologie algébrique et de transversalité. Les lecteurs qui connaissent bien ce sujet 

peuvent bien sûr sauter ce paragraphe.

16.1 Topologie algébrique

Dans cette section on va discuter de deux sortes de groupes d’homologie. Un groupe d’homologie 

associé à un espace topologique est un invariant topologique, c’est à dire, à deux espaces homéomorphes 

sont associées deux groupes d’homologie isomorphes. Donc les groupes d’homologie sont utiles pour 

distinguer des espaces topologiques.

On donne d’abord les définitions de deux groupes d’homologies. Ensuite on donne des liens néces­

saires entre les deux, pour continuer à discuter de la généralisation des minimiseurs MS.
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16.1.1 Homologie simpliciale (à coefficient dans Z)

Définition 16.1 (simplexe). Un n —simplexe s est l ’enveloppe convexe des n +  1 points utilisés pour  

form er un repère affine dans un espace euclidien de dimension n. L ’enveloppe convexe de tout sous- 

ensemble de ce n  +  1 points est appelé une face du simplexe. Les faces sont des simplexes elles-mêmes. 

En particulier, l ’enveloppe convexe d ’un sous-ensemble de taille m + 1  (de ce n -h 1 points) est un 

m — simplexe, appelé une m —face du simplexe initial. En particulier, pour m  =  n, une n —face d ’un 

n —simplexe est lui-même.

Par exemple, un 1-simplexe est un segment, un 2-simplexe est un triangle, un 3-simplexe est un 

tétraèdre, etc.

Remarque 16.2. Un simplexe est une généralisation du triangle à une dimension quelconque. C ’est 

la raison pour laquelle on parle de "triangulation " dans les définitions suivantes.

Définition 16.3 (complexe simplicial). Un complexe simplicial JC est un ensemble de simplexes tel que 

1° Toutes les faces de chaque simplexe de JC appartiennent aussi à JC ;

2° L ’intersection de n’importe quels deux simplexes non disjoints cri,cr2 £ JC est une face des deux 

<j\ et <7 2 .

Un k —complexe simplicial JC est un complexe simplical où la plus grande dimension de n ’importe  

quel simplexe de JC est k. On dit qu’un complexe JC est fini si JC est un ensemble fini.

Définition 16.4 (Polyèdre et triangulation). Le polyèdre associé à un complexe simplicial JC est sim­

plement la réunion de tous les simplexes qu’il contient. Il est noté \ JC\. La donnée (/C,7r) d ’un complexe 

simplicial et d ’un homéomorphisme entre son polyèdre \JC\ et un expace topologique X  est appelée une 

triangulation de X .  La triangulation est dite finie si JC est un complexe simplicial fini.

Ainsi un cube ne se présente pas naturellement comme un complexe simplicial, notamment parce 

que ses faces ne sont pas triangulaires, mais il admet plusieurs triangulations possibles.

Définition 16.5 (chaîne simpliciale). Soit JC un complexe simplicial. Une k —chaîne simpliciale (à 

coefficient dans Z ) est une somme formelle de k —simplexes

N

(16.6) J 2  c ia1, où Ci G Z, <jl G JC est le i-ème k-simplexe.
i - 1

Le groupe des k —chaînes sur JC est le groupe abélien libre engendré par l ’ensemble des k —simplexes 

dans JC, et est noté C£(JC).

Définition 16.7 (l’application bord). L ’application bord

(16.8) dk : C £ ( J C ) - > C t 1 ()C)
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est l ’homomorphisme défini par
k

(16.9) dk(a) =  ^ 2 ( - i y  < V 0, - - -  , v k >,
i=0

où le simplexe < v°, • • • , v%, • • • , vk > est la ième face de a obtenue en supprimant son i-ème sommet 

Notons que

(16.10) dk o dk+i =  0 pour tout k.

Définition 16.11 (cycles et bords, groupes d ’homologies). Puisque dk o dk+i =  0, on a Im(dk+1 ) C 

Ker(dk)- Les éléments de Im(dk+1 ) sont appelés bords ; ce sont les chaînes qui sont images d’une autre 

chaîne par Vapplication bord. Les éléments de Ker(dk) sont appelés cycles ; ce sont les chaînes dont le 

bord est nul. Tout bord est un cycle.

Le k-ème groupe Jï^(/C, Z) d’homologie simpliciale (à coefficient dans Z) du complexe simplicial K 

est le quotient

(16.12) Z) =  K e r ( d k) / I m ( d k+1).

La définition du groupe d’homologie simpliciale demande une bonne régularité de l’espace, c’est 

à dire, on peut la définir sur un espace qui admet une triangulation. On ne peut pas le définir sur 

n ’import quel espace topologique. Par contre il est relativement facile à comprendre et à calculer, par 

rapport au groupe d ’homologie singulière, dont on va donner la définition tout de suite.

16.1.2 Homologie singulière (à coefficient dans Z)

Définition 16.13 (simplexe standard). On appelle simplexe standard An de dimension n l’enveloppe 

convexe dans Mn des points eo, ei, • • • , en où eo =  (0, • • • , 0) et où =  (0, • • • , 0,1,0, • • • , 0), le 1 étant 

placé à la i-ème position.

Définition 16.14 (simplexe singulier). Un n—simplexe singulier d’un espace topologique X est une 

application continue de An dans X. Notons Sn(x) l’ensemble des n—simplexes singuliers de X.

Ainsi, un 0—simplexe s’identifie à un point de X. Un 1-simplexe est un chemin reliant deux points, 

paramétré par [0,1].

Définition 16.15 (chaîne singulière). Soit X un espace topologique. Une k—chaîne singulière (à coef­

ficient dans Z) sur X est une somme formelle de k—simplexes 

N

(16.16) ^LCiCJ%' 0^ Ci ^ £ $k{X) est le i-ème k-simplexe singulier,
i—1

Le groupe de k—chaînes singulières sur X  est le groupe abélien libre engendré par Sk (X ) ,  et est 

noté Ck{X, Z).

,ûV

Ht

: Z ,
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Définition 16.17 (l’application bord). Soit a un n—simplexe de X (n > 0), la i-ème face 

ai de a est la restriction de Vapplication au n-simplexe standard, enveloppe convexe des points 

eo, * > &i— 1> 5

Le bord dcr de o est par définition égal à On convient que le bord d’un point (un

O-simplexe) est 0. L’application bord est étendue par linérité aux chaînes. Donc l’application bord dn 

va de Cn(X, Z) dans Cn_i(X , Z) (si n =  0, C_i(X , Z) =  0).

Notons que

(16.18) dn o <9n+i =  0 pour tout k.

Définition 16.19 (cycles et bords, groupes d ’homologies). Puisque dn o <9n+i = 0 ,  on a Im(dn+1 ) C 

Ker(dn). Les éléments de Im(<9n+1 ) sont appelés bords ; ce sont les chaînes qui sont images d’une autre 

chaîne par l’application bord. Les éléments de Ker{dn) sont appelés cycles ; ce sont les chaînes dont le 

bord est nul. Tout bord est un cycle.

Le groupe quotient Ker(dn)/Im(dn+1 ) est le n—ème groupe Ĥ X,!*) d’homologie singulière de 

l’espace topologique X.

On associe ainsi à tout espace topologique une suite de groupes abéliens.

16.1.3 Les relations entre les deux groupes d’homologies

L’homologie singulière est définie sur tout espace topologique. Mais elle est, en général, difficile à 

calculer directement à partir de la définition. On veut donc décider, sur quel espace les deux homo- 

logies sont bien définies et coïncident, de sorte qu’on peut décider l’homologie singulière en calculant 

l’homologie simpliciale, qui est plus facile.

Notons d’abord que, si /C est un complexe simplicial, il existe un homomorphisme canonique 

Z) —> Hn(|/C|,Z), induit par l’application des chaînes C£(/C,Z) —*• Cn(|/C|,Z), en envoyant 

chaque n —simplexe de K dans son application caractéristique o : An —» |/C|.

Théorème 16.20 (c.f.[18], Thm 2.27). Les homomorphismes Z) —► i ï n(|/C|,Z) sont isomor-

phismes pour tout n.

Remarque 16.21. Soit X un espace topologique qui admet une triangulation \JC\ =  X, alors pour 

toute triangulation |/C;| =  on a

(16.22) H£(1C,Z) s  Hn(\K.\,Z) s  Hn(X,Z) Si Hn(\lC'\,Z) -  Z), 

ce qui implique qu’on peut définir l’homologie simpliciale sur X

(16.23) H*(X,Z) = H£{1C,Z).

v ¿ .- 1):
—\n
^ i= 0

(1C

ik!.

(ic,

■x  (
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Par le théorème, pour tout espace qui admet une triangulation, on peut calculer l’homologie singu­

lière par l’homologie simpliciale de la triangulation. Ensuite on va décider quels espaces admettent des 

triangulation.

Définition 16.24 (triangulation fi—lisse). Soit ¡ jl > 1 un entier, ou ¡ jl =  oo. Soit M  une variété de 

classe C M de dimension n. Une triangulation (/C,7r) (voir la définition 16.4) de M  est dite (i— lisse si 

pour chaque n —simplexe a  de /C, il existe une carte (U, £) de M  (£ : U =  V  C M71)  telle que nr(cr) C U, 

et £o7t est affine sur a .  Si de plus K  est un n —complexe simplicial, la triangulation est dite une ¡i—lisse 

n — triangulation.

Théorèm e 16.25 (c.f.[33],Chap. IV,§ 14B, Thm 12). Toute variété M  de classe admet une trian­

gulation fi—lisse.

L’idée (qui vient de S.S.Cairns, [5]) pour démontrer ce théorème n’est pas compliquée. On plonge 

d’abord M  dans un espace euclidien R N . On donne d’abord une triangulation lisse à M.N (par des cubes 

dyadiques) très fine, et on bouge un peu cette triangulation de sorte qu’elle soit transverse à M .  Alors 

l’intersection de M  avec la triangulation induit une triangulation sur M .

Une autre démonstration intéressante est donnée par le même mathématicien, voir [6].

Rem arque 16.26 (c.f.[33],Chap.IV,§ 14B, Thm 12). a) Pour une sous-variété M  C Rn, il existe une 

triangulation lisse de Mn dont M  est un sous-complexe ;

b) On peut aussi trianguler une "variété à bord ", par la même méthode.

Rem arque 16.27. Notons que toute triangulation (/C,7r) d ’une variété de dimension n  est forcément 

une n —triangulation.

Définition 16.28 (k-chaîne simpliciale lisse). Soit k < n  deux entiers, M  une variété lisse de dimension  

n. Une som m e formelle F est dite une k —chaîne simpliciale lisse sur M  (par rapport à la triangulation 

(/C,n)) , s ’il existe une triangulation (/C, 7r) oo-lisse de M ,  et une k —chaîne simpliciale S  =  Y liL i ciu% 

sur K  (avec les cr% G K, des k —simplexes, ĉ  G Z), tel que T =  ]C£Li Ci7r(al ). Les images 7r(<r) des 

d —faces a  de K,, d <  k, sont appelées les d —faces de T. Le bord dT de T est défini par

N

( 1 6 . 2 9 )  <9r  =  Ci-Kida1) = :  t t (dS).
1=1

C ’est une k — 1-chaîne lisse.

16.2 Transversalité

La propriété de transversalité décrit, en bref, une position générale de l’intersection de sous-espaces 

ou de sous-variétés. Elle est en quelque sorte l’opposé de la notion de tangence.
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Définition 16.30. Soit M , N  deux variétés lisses de dimensions m  et n, f  : M  —► N  une application 

lisse. Soit Y C N  une sous-variété lisse de N .  On dit que f  est transverse à Y, noté f  rh T, si pour tout 

x  G M  tel que y =  f ( x )  G Y, le plan tangent TyY et l ’image f*(TxM ) engendrent TyN .

La propriété utilisée le plus souvent est la suivante.

Proposition 16.31 (c.f.[4] , Chapt II, Thml5.2). Soit M, N , / ,  F comme dans la définition. Si f  fh Y 

alors / _1(F) est une sous-variété régulière (ou sous-variété plongée). De plus la codimension de / _1(F) 

dans M  est la même que celle de F dans N .

Corollaire 16.32. Soit M, TV, / ,  F, m, n comme dans la proposition précédente. Si de plus, M, iV, F sont 

orientables, alors f ~ 1 (r) est aussi orientable.

Démonstration. Notons T' =  / -1 (r). Notons d la codimension de T dans N , et  donc aussi celle de T' 

dans M, par la proposition.

T est orientable, ce qui implique qu’il existe sur T un champs de d—vecteurs normal lisse ne s’anulant 

pas v : T —► A¿(TiV), avec v(x)  G A^TiF-1).

Maintenant pour chaque y  G T', x =  f ( y )  G T, puisque /  est transverse, f*(TyM )  © TXT engendre 

TXN .  Notons N yT' l’espace orthogonal de TyT' dans TyM , et N XT l’espace orthogonal de TXT dans 

TXN .  On sait que f*(TyT') C Txr, donc f* (N yT') 0  TXT engendre N XT © TXT. Notons 7rx la projection 

orthogonale de TXN  sur N XT, alors ttx o f* (N yT') est surjective linéaire sur N XT. Notons que par la 

proposition, N yT' et N XT sont tous les deux de dimension d , donc ttx o f * est bijective linéaire. Donc 

pour chaque y  G T', définissons v f(y) G N yF' l’image réciproque de v(x) par ttx o alors v' est un 

champ de d —vecteurs normal lisse, partout non nul sur ce qui implique que T' est orientable. □

Remarque 16.33. P ar la démonstration du corollaire, l ’orientation v f de / _ 1 ( r )  est dite l ’orientation 

induite par f  de l ’orientation v de T , noté f* (v ) .  Il est facile à voir que si T est une variété lisse à bord 

orientable, f  transverse à Y et dY, alors d f ~ 1 (Y) =  f ~ 1 (dY), et de plus si on note dv  l ’orientation de 

dY induite p a r v ,  d f* (v )  l ’orientation de d f ~ 1 (Y) induite par f ~ 1 (Y), on a alors

(16.34) d f* (v )  =  f* (dv ) .

Le théorème suivant dit que les fonctions transverses à une certaine variété forment un grand 

ensemble dans l’ensemble des fonctions de classe C°°.

Théorèm e 16.35 (Théorème de transversalité, c.f.[20], Chapt 3, Thm 2.1). Soit M  e t W  deux variétés 

lisses. Soit F  un ferm é de M . Soit Z  une sous-variété lisse de W . Soit f  une application de classe C°° 

de M  dans W  qui est transverse à Z  en tout point de F . Soit X  l ’ensemble des applications C°° de M  

dans W  qui coïncident avec f  sur F. Alors l ’ensemble des fonctions C°° de M  dans W  qui coïncident 

avec f  sur F  et sont transverses à Z  est une intersection dénombrable d ’ouverts dense de X  par rapport 

à la topologie de Whitney.
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Remarque 16.36. Ici on n ’explique pas ce que signifie la topologie de Whitney. Tout ce qu’on a besoin 

de savoir ici est que la topologie de Whitney est une topologie sur l ’espace de fonctions C°°, et que pour 

tout compact K  C M , pour tout e > 0, pour tout f  : M  —+ W  de classe C °° , l ’ensemble des fonctions  

g : M  —+ W  de classe C°° telles que \g — f \  <  e sur K  est un ouvert pour la topologie de Whitney.

Remarque 16.37. Notons que si A i , i  G N, est une suite d ’ensembles, chacun est une intersection  

dénombrable d ’ouverts denses, alors leur intersection est aussi une intersection dénombrable

d ’ouverts dense. P a r  conséquent, si Z i , i  G N, est une suite de sous-variétés lisses dans W ,  alors l ’en­

semble des fonctions lisses qui sont transverses à tous les Zi est toujours une intersection dénombrable 

d ’ouverts denses.

17 L’image réciproque d’une chaîne lisse par une ap­

plication transverse

On va maintenant généraliser le théorème au cas où T est une k —chaîne simpliciale lisse. Notons 

que pour toute d —face a  de T, l’intérieur cr° de cr est une gê—sous-variété régulière lisse.

Définition 17.1. Soit m , n  deux entiers, k < min{ra,n },  M , N  deux variétés lisses de dimensions m  

et n. Soit T C N  une k-chaîne lisse, on dit qu’une application lisse f  : M  —► N  est transverse à si 

pour tout d < k, pour toute d —face a  de T, f  est transverse à la sous-variété a 0.

Maintenant on va regarder l’image réciproque d’une chaîne simpliciale lisse par une application 

transverse à elle, et on veut obenir un résultat semblable à (16.34). Pour avoir une idée, on énonce 

d’abord la proposition suivante, sans préciser certaines notations.

Proposition 17.2. Soit M , N  deux variétés lisses orientées de dimensions m  et n, f  : M  —► N  

lisse et propre, k < min{m,n }.  Soit F une n — k —chaîne simpliciale lisse dans N ,  et supposons que 

f  est transverse à T. Alors f ~ 1 (F) est aussi une m  — k —chaîne simpliciale lisse (sous une certaine 

triangulation) dans M  ; de plus,

( 1 7 . 3 )  a / - 1 ( r )  =  / - 1 ( a r ) .

Dans les discussion suivante on va expliquer les notations inconnues, et donner aussi une démons­

tration de la proposition.

Soit M, N  deux variétés lisses orientées de dimensions m  et n, notons leur orientations vpj. Soit 

f  : M  N  une application lisse et propre (c’est à dire, l’image réciproque d’un compact est compact).

Etape 1 : structure autour d’un simplexe lisse.
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Soit E C N  un n—simplexe lisse. Soit /  transverse à E.

Par définition, il existe une triangulation lisse (K , n) de N ,  un n—simplexe cr G K ,  telle que 

7r(cr) =  S. Par la définition de triangulation lisse, il existe une carte ([/, £) de N  (£ : U =  V  C Rn) telle 

que E =  7r(cr) C U, et £ o 7r est affine sur <j.

Mais cr est un sous ensemble d’intérieur non-vide de Rn, et £ o tt est affine sur cr, donc en fait Ç ott 

est affine dans un voisinage w  de cr. Notons G =  £ on (w ) (~)V C Rn, il est alors une sous-variété ouverte 

de dimension n, qui contient £(E) =  £ o 7r(cr). Notons que £ o 7r est affine, et est un homéomorphisme, 

donc E' := £ o 7r(<r) est un n—simplexe dans G  C Rn. D’un autre côté, notons que £ o /  est transverse 

à S' par définition.

Notons que £ est un difïéomorphisme, donc sans perdre de généralité, en remplaçant /  par £ o /  , iV 

par G, E par £', on peut juste discuter le cas où N  est un ouvert dans Rn, et E C N  est un n—simplexe.

Pour chaque k <  n, a  une A:—face de E, notons V a l’intersection de N  avec le k —espace affine 

contenant cr.

On sait que /  est transverse à cr. Alors pour chaque point a: € cr, il existe d <  k tel que x  appartient 

à l’interieur d’une d —face 7  de cr (pour d — 0, l’intérieur d’un point est défini comme ce point là) . Par 

définition, pour chaque y G f ~ l (x), f*(TyM )  D N XV1  (l’espace normal de Vy). Mais V1  C Va , donc 

N xVy D N xVa . Par conséquent, f*(TyM ) D N xVa pour tout x G cr et y G f ~ 1 (x). Donc /  est transverse 

à Va en tout point de cr.

Notons E  l’ensemble des points dans N  où f  est transverse à Va . Il contient alors un voisinage 

ouvert O a de cr. En effet, prenons un compact A  C N  tel que o C A ° . Alors si { y i } ie N C A  est 

une suite de points où /  n’est pas transverse à Va , et 2/cx> G A  est sa limite, alors par définition il 

existe { z i } i ew C / -1 (^) tel que f (z i )  =  yi e t que D f( z i ) ( T ZlM )  © TyiVa ^  TyiN .  Notons que les 

espaces normaux N yiVa et N Zlf ~ 1 (Va) sont de même dimension, et D f( z i ) ( T Zlf ~ 1 (Va) C TyiVa , donc 

Detjsjzi f - i ( v a)-+NVlvaPyi 0 D f ( z i )  =  0, où p yi désigne la projection orthogonale de TyiN  sur N yiVa .

On sait que /  est propre, A  est compact, donc / " 1(A) est compact. La suite { z i }  admet donc 

un point d’adhérence Zqo- Alors /(¿oo) =  y00 C A, et par la continuité de /  et sa dérivée, on a aussi 

D etNXoof - 1(v<r)-+NVoova \Pyoo 0 D f ( z 0 0)] — ce Qui implique que /  n’est pas transverse à Va en y ^ .

On a donc que l’ensemble E c  des points où /  n’est pas transverse à V a  est fermé dans A. Donc 

E  est ouvert dans A. Notons que cr C A°, il existe alors un voisinage ouvert O a C E  tel que cr C Oa . 

On peut demander aussi que O a D E. En effet, E D N \ V a , et on peut donc remplacer O a par 

( O r D V ^ U N X V ^ E M V ^ O r ) .

Notons que la nombre de faces dans E est fini, donc C\k<n ^Ve-O-face de E} ^ a es  ̂un ouver -̂ H es  ̂

non vide, parce qu’il contient E. Prenons un ouvert O C Hfc<n C\ae { k - faces }  0<j Qui es  ̂difféomorphe à 

une boule. Remplaçons V a  par Va  fl O.
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Jusqu’à maintenant, pour chaque k—face a de E, on a trouvé une k—variété affine Va dans O qui 

contient a telle que /  est transverse à Va.

Notons que pour chaque Va et Var de dimension k et k — 1, soit ils sont disjoints, soit Var C Va et 

Vaf coupe Va en deux parties ouvertes.

Etape 2 : la structure de / -1 (E).

Maintenant notons cr1, • • • , <Tn+1 les n +  1 n — 1-faces de E. Notons Gi la composante connexe de 

0\<j1 qui contient E°. Alors / -1 (E°) =  / “ 1(n 1<i<n+iGi) =  ni< i<n+i / -1 (Gi), c’est une région dans 

M, bordée par des variétés orientées / _1( ^ rt), 1 < i < n +  1. (On donne l’orientation induite par /  de 

vn à / _1(E°), et l’orientation induite par dvjsr à / -1 (crt0), et donc aussi aux / “ 1(Vrcr»), 1 < i < n -f  1. )

Par conséquent, le bord topologique de / _1(E°) est contenu dans l’union des n ^ / -1 ^ * )  D

D’un autre côté, chaque / ~ 1(crl) est contenu dans le bord de / _1(E°). En effet, pour un point 

x qui appartient à l’intérieur cr1, il existe une boule ouverte B C O contenant x, tel que dans B , a1 

sépare B en deux parties E° fl B et B\E. Par conséquent dans / -1 (I?), sépare ausse / -1 (E°)

et f~1(0\E). Mais / “ 1( < j ° _ e s t  une sous-variété lisse, donc / -1 (£ H B) est une variété lisse à bord 

orienté, dont le bord est / -1 (crn_i) fl / ~ 1(B).

Donc le bord de / _1(E°) est l’union des / _1(crl), 1 < i < n +  1. Et de plus, près de chaque point 

intérieur de / ~ 1(crî), le bord est aussi le bord au sens "variété à bord". Et en des point où deux / _1(crl) 

se rencontrent, ils se rencontrent en une variété lisse.

On obtient aussi, par l’argument ci-dessus, que comme le bord, la multiplicité de chaque / _1(crz) 

est 1, c’est à dire, c’est impossible que f~1(a'1) touche / ~ 1(E°) de ses deux côtés.

On donne alors l’orientation induite par /  de E, a1 à / -1 (E) et des f~1(crl), 1 < i < n +  1.

On peut faire la même chose que E pour chaque cr1, en remplaçant M  par / ~ 1(1Kri), N  par Vai. On 

obtient donc que formellement le bord de est l’union des images réciproques de ses m — 2-faces.

On peut continuer jusqu’à la dimension 0.

Etape 3 : triangulation.

On fait maintenant une triangulation lisse sur / _1(0), en demandant que pour chaque k < 

min {n, m}, pour chaque n — &-face <j, f~1(V(T) est l’union dénombrable de m  — /c-simplexes lisses. 

Ce n’est pas très compliqué.

En effet, prenons une triangulation lisse (K, tt) de / _1(0). Pour des m — 1-faces a 1,-- - ,crn+1, 

on bouge un peu 7r de façon que / -1 (V^) soit transverse à cette triangulation. Alors coupe

chaque m—simplexe de cette triangulation en polyèdres lisses. On fait alors une subdivision pour chaque 

polyèdre lisse, et on obtient une nouvelle triangulation ni). (Voir [33] pour plus de détails). Ensuite

r1K r « ) [a*r 1

r1

V)
JUi V 

/-1

( K i

r1
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on le fait pour / “ 1(Kr2 ), et obtient (-#2 ,^ 2 ). Une remarque à faire est que quand on faire bouger ni 

pour obtenir la transversalité, on ne bouge pas les simplexes lisse contenus dans / -1 (Vr£ri). On peut le 

faire parce que sur / -1 (K-1 ) on est déjà transverse à / _1(Vr£r2 ), et on applique le théorème 16.35.

On fait ce processus jusquà crn+1 , et on obtient (Kn+i,7rn+i). C’est la triangulation dont on a 

besoin. Notons-la (L, x)- Supposons aussi que x préserve l’orientation.

On sait aussi que / ~ 1(E) est compact. Alors pour chaque n — k—face a de E, il est l’union finie de 

m — k—simplexes lisse de (L, x). Notons aussi la k—chaîne de (L, x), qui est la somme de tous les 

m  — A:—simplexes lisses de (L, x) contenu dans a dont l’orientaion est induite par /  de a.

On a alors, par l’étape 2,

n + 1

(17.4) df~H E ) ^ / - 1^ ) .
i =  1

Etape 4 : Passer aux chaînes.

Maintenant soit V = 1 cî  une chaîne lisse. On va définir la triangulation par récurrence 

sur j sur Û =1/ _1(El), 1 <j<l.

Pour i = 1, on fait d ’abord la triangulation (Li, Xi) décrite dans l’étape 3 pour / ~ 1(E1), qui est un 

n —simplexe lisse. On garde la triangulation dans / _1(E1), et laisse libre son complémentaire. Notons 

que la triangulation restreinte à / ~ 1(E1) est finie, puisque / _1(E1) est compact.

Maintenant supposons qu’il existe une triangulation lisse (Lj-i,Xj-i) pour U]=1/ _1(E2), telle que 

pour chaque k < min {m, n}, chaque n — k—simplexe de chaque / _1(EÎ) est une m — k—chaîne dans 

cette triangulation. On fait comme dans l’étape 3 une triangulation (L̂ Xj) sur ma ŝ en

demandant aussi que cette triangulation soit transverse à la restriction de ( I / j - i ,Xj-i) sur ses n — 1 

faces qui touchent les / _1(Et), 1 < i < j — 1.

On fait une subdivision sur (I /j- i, Xj-i) Par rapport à la restriction de (Lj,Xj) sur ês m ~ 1-faces 

de / ~ 1(E:;) qui touchent les / -1 (E2), 1 < i < j — 1, et on fait la même chose sur (L'-, Xj) par rapport à 

(I /j-i, Xj-i)- On peut le faire parce que la triangulation (I/'-,Xj) restreinte à l’union des faces est finie, 

parce que l’union est compacte. L’ensemble de ces triangulation, notée (Lj,Xj)> est la triangulation 

dont on a envie pour U^_1/ “ 1(EÎ).

On arrive donc à définir une triangulation (L̂ xi) sur u L = i Q ue Pour chaque k < 

min{m, n}, pour chaque n —k—face de F, son image réciproque par /  est une m —k—chaîne de (Lm, Xm)* 

On continue à trianguler la reste de M. En effet, M \(uJ=1/ -1 (El))° est aussi une variété à bord 

topologique, dont le bord est l’union des m  -  1-faces des / -1 (E*) qui touchent M\ U-=1 / ^ ( E 1). On 

peut donc trianguler M \(U-=1/ “ 1(El))°, en demandant que cette triangulation soit transverse à tous 

les sous-simplexes de son bord. Notons (Lo, Xo) cette triangulation. Ensuite on fait comme avant, on fait 

des subdivisions pour que (L/,xz) et (Lq,Xo) soient cohérentes. Alors leur union est une triangulation

/ " -V

\ l

ñ — l

fv —  UJ

l (EJ

V i

f - ]
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lisse sur M, telle que pour chaque k < min{ra, n}, l’image réciproque de chaque n — k —simplexe de T 

est une m  — k —chaîne.

De plus, on a

i

(1 7 .5 )  a / - 1( r )  =  ^ c i a r 1( E i ) ,
1=1

où <9/-1 (£ l) est défini dans (17.4).

On peut vérifier la cohérence avec les dimensions plus petites. C’est à dire, soit cr un A;—simplexe 

lisse, il est contenu alors dans une sous-variété régulière lisse N k de N .  On travaille alors sur N k et 

f ~ x( N k) C M, la dernière est une sous-variété régulière de codimension n — k de M, par la transver- 

salité de / .  On continue comme précédemment. On arrive à la même conclusion. On obtient donc la 

proposition 17.2.

18 Minimiseur topologique

On va généraliser le concept MS-minimiseur à des codimensions plus hautes.

Dans ce paragraphe, soit U  C Rn un ouvert, alors pour toute fc—variété lisse à bord orientée 

compacte T C (7, T représente aussi la chaîne Y2iLi ^  °ù { £ l , 1 < i < N }  est l’ensemble de tous les 

k —simplexes simpliciaux lisses de n’importe quelle triangulation sur la variété à bord T qui préserve 

l’orientation. Notons que par le théorème 16.20, l’élément representé par une variété sans bord T (noté 

encore T) dans le groupe d’homologie singulière H k{U ,Z)  ne dépend pas de la triangulation.

D éfinition 18.1 (compétiteur topologique). Soit E  un ferm é dans Rn. On dit qu’un ferm é F  est un 

compétiteur topologique de dimension d (d <  n) de E , s ’il existe une boule B  telle que

1) F \ B  =  E \ B  ;

2) Pour tout n  — d — 1 -sphère euclidienne S  C Rn\(J5D E ) ,  si S  représente un élément non nul du 

groupe d ’homologie singulière üTn_d_i(Rn\£ ;  Z), alors il est aussi non nul dans iJn_d_i(Rn\F ; Z).

Rem arque 18.2. Notons que si d =  n — 1 , une sphère de dimension 1 est composée de deux points. 

Donc la sphère est nulle en homologie si et seulement si les deux points sont dans la même composante 

connexe. Donc dans le cas de la codimension 1 , la définition de compétiteur topologique coïncide avec 

la définition de MS-compétiteur.

Rem arque 18.3. Dans la définition, si F  est un compétiteur topologique de E , et B  est une boule qui 

vérifie 1) et 2), alors pour toute boule B ' tel que B  C B f, elle vérifie aussi 1) et 2) ; par contre pour  

une boule B ' plus petite que B  qui vérifie 1), 2) n ’est pas forcément vrai pour B ' . Voir le dessin 18-1 

pour un contre exemple, où l ’ensemble F  est un compétiteur de E  par rapport à la grande boule B , mais
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pas pour la petite boule B'. En effet, E sépare les deux points (marqués par deux petites croix sur les 

dessins), mais F non.

18-1

On a donné d’abord la définition 18.1 en utilisant le groupe d ’homologie singulière, pour éviter des 

ambiguïtés, parce que le groupe d’homologie est définie sur tout espace topologique, et ne dépend pas 

de triangulations, etc. Mais comme on a dit avant, Phomologie singulière n’est pas facile à calculer. 

Pour cette raison on donne aussi la définition suivante. Notons que E et F sont des fermés, et donc 

Rn\E et Rn\F sont des n —variétés lisse, donc par le théorème 16.25 et le théorème 16.20 on peut 

donner la définition équivalente suivante. Notons que par la remarque 16.21, la définition ne dépend 

pas de triangulations.

D éfin ition  18.4 (compétiteur topologique). Soit E un fermé dans Rn . On dit qu’un fermé F est un 

compétiteur topologique de dimension d (d < n) de E, s’il existe une boule B telle que

1) F\B =  E\B ;

2) Pour tout n — d — 1 -sphère euclidienne S C Rn\(B U E), si S est le bord d’une n — d-chaîne 

simpliciale lisse dans Rn\F, alors elle est aussi le bord d’une n — d-chaîne simpliciale lisse dans Rn\E.

P ro p o sitio n  18.5. Les définitions 18.1 et 18.4 sont équivalentes.

Démonstration. Il faut juste montrer que pour tout fermé E C Rn, pour toute n — d — 1-sphère S C Rn, 

elle est un élément nul dans i2n_d-i(R n\i£; Z) si et seulement si elle est le bord d’une n — d chaîne 

simpliciale lisse.

La partie "si" est triviale, à cause de l’homomorphisme canonique Z) —► Hd(\JC\,X) ;

Pour la partie "seulement si”, on donne d ’abord une triangulation de la n —variété lisse

Rn\E C Rn, telle que S est une n — d — 1—chaîne lisse. Alors par le théorème 16.20, S est nul dans 

le groupe d ’homologie singulière si et seulement s’elle est nulle dans le groupe d’homologie simpliciale 

par rapport à la triangulation (K , 7r), ce qui implique qu’elle est le bord d’une n — d chaîne simpliciale 

lisse de cette triangulation. □

E

/ B
B{

F

r b B'
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D éfin ition  18.6 (minimiseur topologique). Un ensemble minimal topologique est un minimiseur défini 

dans 13.1 en prenant les compétiteurs topologiques comme la classe de compétiteurs.

Par la remarque 18.2, en codimension 1, la définition des minimiseurs topologiques coïncident avec 

celle des minimiseurs MS.

R em arq u e  18.7. Il serait encore possible de définir des compétiteurs topologiques par le groupe d’ho- 

motopie 7rn-d-i} où no coïncide aussi avec la séparation quand d = n — 1. Mais on connaît un exemple 

simple dans R3, un arc de Fox-Artin, dont une déformation ne préserve pas le groupe n\ de son com­

plément. Voir [16] pour plus de détails. Mais on a de la chance avec notre définition.

P ro p o sitio n  18.8. Tout compétiteur d’Almgren est un compétiteur topologique.

Démonstration.

Soit E un ensemble fermé de dimension d dans Rn, et F un compétiteur Al de E, c’est à dire, il 

existe B = B(x, R) C Rn une boule, /  une application de Rn vers Rn telles que

(18.9) f(B) C B , / | r u \ B  =  id et f(E) =  F.

On note, pour chaque r > 0, rB = B(x, rR). On va montrer que F est un compétiteur topologique 

par rapport à 2B.

Soit S C Rn\(2i? U E) une sphère de dimension n - d — 1, alors S C Rn\F . Supposons qu’il existe 

une n — d-chaîne lisse T C Rn\ F  dont le bord est S, on va montrer qu’il existe aussi une n — d-chaîne 

lisse T' C Rn\E dont le bord est S.

Notons ô — dist(F, F). Alors on peut trouver une application g de Rn dans Rn de classe C°°, avec

(18.10) 0lRn\§B = f = id 

et

(18.11) Ils -  / I loo =  sup{||/(a;) - ÿ ( x ) | | , s  € ^B} <

Par (16.10), g est transverse à T sur Rn\ | i ? ,  puisque’elle est l’identité.

Alors par le théorème 16.35 et la remarque 16.37, l’ensemble des fonctions lisses de Rn dans Rn 

transverses à T et coïncidant avec g sur Rn\ | l ?  est un ensemble G s dense dans l’ensemble des fonctions 

lisses de Rn dans Rn qui coïncide avec g sur Rn\|jB , pour la topologie de Whitney (voir la remarque 

16.36). En particulier, il existe une application lisse h de Rn —» Rn telle que

(18.12) ^ Ir» \|b  =  9 =  id,

(18.13)
3 ô

Ils -  /i||oo =  sup{||/i(a;) -  iK x)||,z € -B} < - ,

. <5 
" 4'
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et

(18.14) h est tr  ans verse à F.

Notons que (18.12) implique que h est surjective et propre. Par la proposition 17.2, (18.14) donne 

que T' =  h-'T est une A:—chaîne simpliciale lisse dans Rn, et de plus

(18.15) dTf = /̂ (dT) = S.

Mais T' fl E = 0. En effet, si x G V' D ü?, alors |h(x) — f(x)\ < ||g — /i||oo +  \ \g — /||oo < f  • Mais 

x G E implique que f(x) G F , et h(x) G T, donc
c

(18.16) d(F, T) < - < 5 = d ist(r, F), 

une contradiction.

On obtient donc que F7 est une chaîne simpliciale lisse dans Rn\E, dont le bord est S. Donc F est 

un compétiteur topologique de E par rapport à 2B. □

C oro llaire 18.17. Tout ensemble minimal topologique est un ensemble minimal AL

P ro p o sitio n  18.18. Soit E un ensemble de dimension d. Alors s’il existe m> d tel que E est minimal 

topologique dans Rm, il est minimal topologique dans Rn pour tout n> d tel que E C Rn .

Démonstration. Soit E C Rn. On va juste le montrer pour deux cas : 1) E est minimal topologique 

dans Rn => E est minimal topologique dans Rn+1 ; 2)E est minimal topologique dans Rn+1 =ï E est 

minimal topologique dans Rn. La proposition suivra par récurrence.

1) Soit E C Rn un minimiseur topologique de dimension d. Soit F un compétiteur topologique de 

E dans Rn+1 =  Rn x R. C’est à dire, il existe une boule B C Rn+1, telle que F\B = E\B, et pour 

chaque n — d-sphère S C Rn+1\ ( 5  U E), si S est non nulle dans iJn_rf(Rn+1\ £ ,  Z), alors elle est aussi 

non nulle dans i ï n_d(Rn+1\F , Z).

Par la remarque 18.3, on peut supposer que le centre de B appartient à Rn. Notons que E C Rn, 

donc F\B =  E\B C Rn. Notons 7r le projecteur sur Rn, alors par la proposition 18.8, 7r(F) C Rn est 

un compétiteur topologique de E dans Rn+1, par rapport à la boule 2B. Puisque tt est 1-Lipschitzienne, 

7t(F) est un meilleur compétiteur topologique que F de E, c’est à dire,

(18.19) H d ( 7 r ( F ) \ F )  < Hd(F\Tr(F)).

Notons B' =  7r(2B) =  2B HRn (puisque le centre de 2B appartient à Rn). On va montrer que rr(F) 

est un compétiteur topologique de E dans Rn par rapport à B'.

Soit S C Rn\(jB' U E) une n-d — 1-sphère. Si S est nulle dans Rn\7r(F), il existe une n -  d-chaine 

singulière T C Rn\7r(F), telle que 9F =  S.

.) Soit



1 7 4 M i n i m i s e u r  t o p o l o g i q u e

Prenons U C Rn\B' la n — ¿-boule dans Rn telle que dU — S.

On sait que iJn_c[(Rn , Z) =  0 pour d > 1, et que U - T est une n — d chaine singulière sans bord, 

il existe donc une n — d+ 1-chaine R C Rn telle que dR = U — T.

Posons T = R x {1} — R x {—1} +  T x  [-1,1], alors T est une n — d +  1-chaine singulière, avec 

dT = S x [—1,1] +  C7 x {1} — U x {—1}. Alors dT est une variété topologique compacte sans bord, et 

est lisse sauf autour de 5  x {-1 ,1}. Donc on bouge un peu dT dans un petit voisinage de 5  x {-1 ,1} , 

et obtient que dans Rn+1\(2B U7t(F)), elle est homotope à la n — (¿-sphère S' dont le centre appartient 

à Rn et telle que Sf fi Rn =  S.

Or dT est nulle dans i f n_d(Rn+1\7r(F), Z), donc Sf C Rn+1\2  B est nulle dans 

i / n_d(Rn+1\7r(F),Z). Mais ir(F) est un compétiteur de E dans Rn+1 par rapport à 2jB, donc S' est 

nulle dans i î n_d(Rn+1\i£, Z). Par la proposition 18.5, il existe alors une n — d +  1—chaîne simpliciale 

lisse R' C Rn+1\E ' dont le bord est S'. Prenons B± une boule telle que R' C B\.

Notons i le plongement de Rn —► Rn+1. Alors i est transverse à Rr sur S'l)Bp. Donc par le théorème 

16.35, l’ensemble des fonctions de classe C°° qui coïncident avec i sur Sf U B± et sont transverses à R7 

est un G^-dense dans l’ensembles des fonctions dans C°°(Rn,R n+1) qui coïncident avec i sur S' U Bp. 

En particulier, il existe un plongement g G C°°(Rn ,R n+1), transverse à Rf, et tel que \\g — z||oo est 

aussi petit qu’on veut, tel que g~1(R') D i? =  0, puisque l’ensemble des plongements est ouvert. Par 

conséquent, la proposition 17.2 donne que Tr =  g~l(R') est une n — (¿-chaîne simpliciale lisse dans Rn 

avec dT' =  g~1(S/) = 5, ce qui implique que S est nulle dans Hn-d-i(R n\i£, Z).

Donc 7r(F) est un compétiteur topologique de E dans Rn . Par la minimalité de E , on a que

(18.20) Hd(E\ïï(F)) < Hd(ir(F)\E).

En combinant avec (18.19) on obtient

(18.21) Hd(E\F) < Hd{F\E), 

et donc E est minimal topologique dans Rn+1.

2) Soit E C Rn un minimiseur topologique de dimension d dans Rn+1 =  Rn x R. Soit F c R n un 

compétiteur de E dans Rn . Donc il existe une boule B C Rn telle que F\B = E\B, et pour chaque 

n — d — 1-sphère S C Rn\{B U E)y si S est le bord d ’une n — (¿—chaîne simpliciale lisse dans Rn\J5, 

alors elle est aussi le bord d’une n — (¿—chaîne simpliciale lisse dans Rn\F .

Notons B' la boule dans Rn+1 avec le même centre et le même rayon que B. Alors F\B' = E\Bf. 

On veut montrer que F est un compétiteur topologique de E dans Rn+1 aussi.

Soit S' C Rn+1\( F  U Bf) une sphère de dimension n — d, qui est nulle dans i f n_d(Rn+1\F , Z), on 

veut montrer que S' est nulle dans i / n_d(Rn+1\i? ,Z ).

Si Sf H Rn =  0, alors puisque S' est connexe, et Rn sépare Rn+1 en 2 composantes, on voit que S'

Soit -
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appartient à l’une des deux composantes, qui est homéomorphe à Rn+1, dont le groupe Hn-d est nul. 

Par conséquent, S' est nul dans iJn_d(Rn+1\£ ', Z) ;

Si S' f)Rn ^  0, mais l’intersection est justement un point, c’est le cas où Rn est tangent à S'. Alors 

S" appartient aussi à un des demi espaces fermés V de Rn+1 bordé par Rn. Notons D le n — d + 1 disque 

dans V dont le bord est 6", alors Rn est tangent à D aussi, et D D Rn =  S* Pi Rn , qui n ’intersecte pas 

F et E. Donc S' est nul dans iJn_d(Rn+1\£ ', Z) ;

Si S"nRn est d ’interieur non vide dans Rn, alors par la proposition 18.5, il existe une n-d-h 1—chaîne 

simpliciale lisse T; C Rn+1\ F  dont le bord est S'. Notons S =  iS"nRn, Alors par un argument semblable 

à celui qui montre le S dans 1) est unélément nul, il existe une n — d— 1—chaîne simpliciale lisse V dans 

Rn\F dont le bord est S. Mais F est un compétiteur topologique de E dans Rn, il existe donc une 

n — d— 1—chaîne simpliciale lisse R dans Rn\E dont le bord est S. Prenons D  C Rn\Bf une -variété 

lisse compacte à bord de dimension n — d telle que dD = —S. Alors D -h -R est une n — d-chaine sans 

bord dans Rn, il existe alors une n — d +  1-chaine U C Rn telle que dU — D  +  R, puisque Hn-d(Rn, Z) 

est nul.

Notons R f = R x  [—1,1] -f U x {1} — U x  {—1}, alors R'  PI E = 0 et dR'  — S x  [—1,1] +  D x {1} — 

D x {—1}, qui est homotope à S'. Donc S f est nulle dans üTn_d(Rn\.E, Z).

Par conséquent, F est un compétiteur topologique de E dans Rn+1 par rapport à B\ de sorte que

(18.22) Hd(E\F) < Hd(F\E).

Donc E est minimal topologique dans Rn. □

On considère aussi le produit de deux ensembles. C’est à dire, si E =  Ei x E2, avec Ei C Rni, 

E C Rni+n2, quelles sont les relations entre les minimalités des trois ensembles?

Nous avons vu dans paragraphe 12 que si E est minimal Al dans Rni+n2, les Ei sont forcément des 

minimiseurs Al dans Rni, i = 1 , 2 .

Pour l’autre direction, si les Ei sont minimaux au sens Al dans Rn\i =  1, 2, on ne sait pas encore 

montrer la minimalité Al de leur produit E. En fait on ne sait même pas le montrer si l’un des deux 

Ei est R. En effet, on aimerait procéder par “slicing”. Pour E\ x R par exemple, on voudrait se servir 

de la minimalité de donc naturellement on regarde la tranche 7r-1 (:r) pour chaque x G R, où tt 

est le projecteur sur R. Mais malheureusement on ne peut pas garantir que la tranche ir~1(x) est une 

déformation de Ei, donc on ne peut pas utiliser la minimalité de E\ directement.

Alors pour le cas général E = E\ x E2> la situation est encore plus compliquée. Les tranches 

7r-1 (x),x G E2 ne sont pas de la même dimension que parce que E2 n’est pas de dimension pleine. 

Il faut sans doute trouver une moyen de faire le slicing plus intelligent.

R em arq u e  18.23. Un moyen de slicing généralisé est de le faire par rapport à un groupe. C’est à dire, 

soit G un groupe opérant sur Rn . Notons Ox Vorbite de x e R4, et Gx le sous groupe stable de x. Alors

Ei,

Ei,
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a priori si G  est suffisamment bon, G x =  G y pour tout x, y et G x _L O y pour tout x, y. Donc on a une 

décomposition de R4 en Uyz o xG x (y)- E t on peut regarder les tranches G x (y) fl E  si E  est invariant par  

rapport à G. Mais on ne sait pas mieux faire comme ceci.

Par contre pour les minimiseurs topologique, on peut au moins montrer la minimalité topologique 

pour le produit d’un minimiseur topologique avec Rn.

Proposition 18.24. Soit E  C Rn un minimiseur topologique de dimension d dans Rn, alors pour tout 

m  >  0, E  x Rm est minimal topologique de dimension d +  m  dans Rn+m.

Démonstration. On va juste le montrer pour m =  1. Le cas où m  >  1 s’en déduit aussitôt par récurrence.

On restreint d’abord la classe des compétiteur topologiques de E  x R à l’ensemble de compétiteurs 

topologiques rectifiables. En effet, si un ensemble F  non rectifiable est un compétiteur topologique de 

E x  R, par rapport à une boule B  par exemple, alors forcément il n’est pas rectifiable dans B , parce que 

E  est minimal topologique implique qu’il est Al minimal (par le corollaire 18.17), donc E  est rectifiable, 

de sorte que F \ B  =  E \ B  est rectifiable.

Mais F  n’est pas rectifiable dans B  implique que F  n’est pas Al minimal dans B  (c.f. [11] Théorème 

2.11). Alors par le théorème 4.1, il existe un ensemble F', obtenu par déformation de F  dans B , qui 

est quasi-minimal (donc est rectifiable, c.f. [11], Thm 2.11), et dont la mesure dans B  est strictement 

plus petite que celle de F  dans B. Par la proposition 18.8, F ' est aussi un compétiteur topologique de 

E x  R. Et comme F' est rectifiable, cela implique que

inf{i]rd(F); F  est un compétiteur topologique de E }
(18.25)

=  inf{ H  (F); F  est rectifiable et est un compétiteur topologique de E } .

Donc soit F  un compétiteur topologique de E  x R, qui est aussi rectifiable. Par définition, on peut 

trouver R  > 0 tel que

(18.26) F \ B { 0, R) =  ( E x  R)\B(0, R),

d -  1-sphère S  G Rn+1\ ( £  x R U J5(0, R)),

S  est non nul dans H n-d-i(M .n+1\ E  x R,Z)

il est non nul dans ü/n_d_i(Rn+1\ JF, Z).

On remplace B(Q ,R )  par C (R )  := B n (0 ,R ) x  [-Æ,Æ], où B n (0 ,R )  =  B (0 ,R )  flR n, alors (18.26) 

et (18.27) sont encore vrais.

Notons 7r le projecteur sur R, et pour tout t  G [—R, Æ], notons Ft =  7r-1 (£) C\F. Alors Ft — t  est un 

compétiteur topologique de E  dans Rn. En effet, soit S  C Rn\[(Ft -  t) U J5n(0, R)] est une n -  d -  1- 

sphère, qui s’annule dans i i n_d_i(Rn\(F i — i), Z). Ceci implique qu’il existe une n — d chaine singulière

et pour toute n — 

(18.27)
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T C Rn\ ( i ?t — t) telle que <9r =  S. Alors Pt := F x {t} C Rn+1\.F est une n — d-chaîne et dTt =  5  x {i}. 

Notons que S x  {t} C (Rn\[(F t - 1) U J3n(0, Æ)]) x {t} =  [Rn\ £ n (0, fl)] x {t}\Ft c  Rn+1\(F U  B(0, B)), 

et que Tt C Rn+1\ i r est tel que dTt =  S x {t}, donc [*9 x {t}] s’annule dans i / n_d_i(Rn+1\F ,Z ). Par 

conséquent [5 x {t}] s’annule dans i î n_d-i(R n+1\(E x R ), Z), puisque F est un compétiteur topologique 

de E x R par rapport à B(0, # ). Il existe alors une n — d-chaîne singulière P' C Rn+1\(E x R) telle que 

dV = S x {t}. Notons T" =  p(r ') ,  où p désigne le projecteur de Rn . Alors T" C Rn\E et <9r" =  s. 

Donc S s’annulle dans Hn-d-iÇR̂ E). Donc Ft — t est un compétiteur topologique de E.

Par la minimalité topologique de E,

Hd(TT-^i) n Fn C(R)) =  Hd([(Ft -t)n Bn(0, R)} x {t})
(18.28)

=  Hd((Ft -t) n Bn(0,iî)) > iTd(EnB„(0, Jî)).

Or par la formule de coaire (c.f.[14] Thm 3.2.22)

(18.29) [ \\apDir(x)\\dHd+1{x) = [ n F n 5 n(0,iî) x {t̂ dĤ t).
J F n C ( R )  J - R

Mais 7r est 1-Lipschitzienne, donc ||apD7r(a:)|| < 1, et

(18.30) [ \\apDTr(x)\\dHd+\x)<Hd+1(FnC(R)).
J F n C ( R )Jf h C ( R )  

D’un autre côté par (18.28) 

rR
(18.31) [ Hd(ir-'it) fi F H Bn(0, R^dH^t) > 2RHd(E n Bn(0, R)).

J - R- R

On obtient donc

(18.32) Hd+1(F D C(R)) > 2RHd(E n Bn(0, R)) = Hd+1(E D C(R)),

ce qui donne la minimalité topologique de E x R.

19 Une discussion sur T

Maintenant on veut démontrer, pour des ensembles minimaux de dimension 2 dans R4, un théorème 

semblable au théorème 13.9. Dans [9], on l’a démontré pour chaque type de limite d ’implosion, qui est 

un cône minimal, et on a traité les cas un par un. Si on veut faire la même chose dans notre cas, cela 

demande encore une liste complète des cônes minimaux, qui est sans doute encore loin d’être connue.

Mais commençons par les types de singularité qu’on connaît bien.

On sait déjà que pour un cône minimal (au sens d ’Almgren) de type T, sa densité à l’origine est 

toujours plus grand qu’un certain nombre dx> qui est strictement supérieure à | .  Ici un cône minimal 

de type T veut dire seulement un cône minimal qui n’est pas un plan, ni un Y. (c.f. [9], lemme 14.12).

H d(7r (i)
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Dans R3, il n’y a qu’un cône minimal (au sens MS ou Al) de type T, qui est le cône sur le tétraèdre, 

et qu’on note T. Et donc sa densité à l’origine est juste dx, qui vaut environ 1.8. Notons que dans R3, 

tous les cônes minimaux au sens Al de dimension 2 sont aussi minimaux au sens MS.

Pour notre cas R4, on connait déjà 2 cônes minimaux de type T : le cône sur le tétraèdre T, de 

densité environ 1.8, et l’union de deux plans presque orthogonaux, de densité 2. Un autre cône potentiel 

est le produit de 2 ensembles Y de dimension 1, dont on ne sait pas encore montrer la minimalité (mais 

on va en discuter un peu plus tard), et qui serait de densité | .

On ne sait pas non plus si dans R4 il existe un cône de type T avec une densité inféreure à celle 

d ’un T. Mais apparement T est le cône qui admet la structure topologique la plus simple parmi tous les 

cônes de type T. Donc supposons que la densité de T vaut dx dans R4 aussi. Alors on voudrait montrer 

un théorème semblable au théorème 13.9.

R em arq u e  19.1. Rappelons que le stratégie pour montrer le théoréme 13.9 est que, pour chaque en­

semble minimal E , on regarde la densité d# d’une de ses limites d’implosion, et on essaye de trouver 

un point p dans E de densité ds• Alors par la monotonie de la fonction f(t) =  } on obtient

que f est constante, c ’est à dire que la densité de E en p est constante. Cela montre que E est un cône 

centré en p.

L ’enjeu est donc de trouver un point de la densité caractéristique pour chaque type de cône minimal, 

et ça entraîne souvent un argument topologique correspondant à chaque type de cône minimal. Donc 

jusqu’à maintenant, on ne sait que de traiter les cônes un par un, et à condition qu’on sache déjà leur 

structure topologique.

Maintenant on va regarder un minimiseur topologique E qui ressemble à un T à l’infini, c’est à 

dire, on suppose qu’il existe un T centré à l’origine, et une suite {rk}keN telle que

(19.2) lim rfc —> oo et lim dojrk(E,T) =  0.
fc—► oo h —* 0 0  ’

On suppose aussi, dans tout ce qui suit, que la densité de T est dx (ce qui n ’est pas démontré à ce 

jour).

Notre ensemble E est maintenant de codimension 2, et donc la condition topologique est définie 

par le groupe # i(R 4\E , Z).

Notons {î/z}i<i< 4  les quatre points de type Y dans T fl dB{0,1). Notons kj C T f] <9J3(0,1) l’arc 

de grand cercle connectant yi et yj. Le cône T est composé de 6 secteurs fermés où

est le cône sur lij. Notons Xij, 1 < i ^  j < 4, le milieu de 1̂. Notons Pij le 2-plan orthogonal à et 

passant par (et donc passant par l’origine aussi). Posons Bij =  B(xij, ~ )  fl P\j et Sij le bord de 

Bij. Alors les Sij sont des cercles, qui ne touchent pas T, et B  ̂ fl T =  B  ̂Pi Tij = x̂ .

Fixons une base orthonormée {ei}i<i< 4  de R4. Nous allons définir des cercles orientés Sij, c’est 

à dire, donner une orientation aux ŝ . Il y a deux orientations cri =  x A y,a2 = —x A y pour By,

Eni
—p 'ÍES

T-j-ij[Tij} j< 4,

Tij

x i j
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où i , | /  sont deux vecteurs unitaires orthogonaux appartenant au plan qui contient B̂ . Choisissons 

le k G {1,2} tel que det̂e.y1<i<4óx¡j A ÿïÿj A > 0, et notons B^ le disque orienté B  ̂ avec cette 

orientation. Notons Sij = dBij le cercle orienté. Et [sij] l’élément representé par ŝ  dans Üi(R 4 \T; Z). 

Les [sij]y 1 < i < j < 4 sont deux à deux différents, par contre ils sont algébriquement dépendants.

Le dessin 19-1 ci-dessous donne un schéma (mais dans R3). Comme T est contenu dans un R3, 

alors si on fixe l’orientation de la dimension restante de R4, l’orientation de Bij s’obtient en prenant 

l’orientaiton du vecteur normal à Tij dans R3. Cette orientation correspond à l’orientation de lij par la 

règle de la main droite. Donc dans le dessin on marque l’orientation de par des flèches, pour désigner 

l’orientation de Dans le dessin, l’orientation désigne [s^-].

yi

19-1

Nous avons alors que

(19.3) Sij — Sji,

Notons que {[sij],l < i,j < 4} est un ensemble des générateurs du groupe d’homologie 

üTi(R4 \T ;Z). Pour montrer ceci, notons Ci, 1 < i < 4 le cône fermé sur le triangle dont les som­

mets sont les yj,j ̂  i. Notons Vij = R4\(Ci U Cj), et Uij =  Vij\Tij C R4 \T . Notons que CiUCj est 

un cône de dimension 3  et homéomorphe à un cône sur un disque fermé de dimension 2 , donc Vij est 

homémorphe à R4, et Uij est homémorphe à R4 \R 2. Pour chaque Uij, le groupe d’homologie singulière 

Hi(Uij,Z) est donc le groupe libre engendré par l’élément enlaçant T\j, qui est [s^]. D’un autre côté, 

chaque Uij est connexe, de sorte que Ho(Uij, Z) — Z.

Maintenant pour les deux ouverts U\ 2  et C/1 3 5 on a la suite exacte de Mayer-Vietoris (c.f. [18] Chap

O,

' h j  }

[5i?] S#C

¿u

y<*

Ù4
S  4 2

y*

¿ 1 3  i

Sl3

y3

S23

fea

•64 -

Sji]  ’
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2.2, Mayer-Vietoris Sequences)

HxiUu n  t / i 3 )  - »  J W 12)  ©  ^ 1 ( ^ 13)  -  Hx(U12 U  t / 1 3 )  
(19.4) 

- >  H0(U12 n  c / 1 3 )  -  H0{U12) ©  H 0 ( t / 1 3 )  -  f l b ( ü - 1 2  u  u X3) -  0 .

Notons que C/12 H C/13 — R4\R3 U CJ =  M4, il est donc connexe et simplement connexe, de sorte que 

H i{U12nU13) —  0,H o(U12nU13) = Z; C/12UC/13 =  M 4\(TUC,i) est connexe, on a donc # 0(^12̂ 13) =  Z. 

Par conséquent, (19.4) devient

(19.5) 0 —>< [512] > 0  < [513] > —> H i(U i2 U C/13) —► Z —>• Z2 —> Z —► 0.

On a donc

(19.6) 0 —>< [5*12] > ® < [5*13] > —► H i(U i2 U C/13) “■* 0) 

ce qui donne

(19.7) Hi{U \2 U C/13) =<  [512] > 0  < [513] > .

Ensuite regardons les deux ensembles C/12 U C/13 et C/34. On a la suite exacte de Mayer-Vietoris

, . t f i ( [ t f i 2  U  C/13] n  C/34) -  # i ( C / i 2  u  C/i3 ) ©  H \ (C/34) -  H i ( C / i 2  u  C/13 U  C/34) -
(19.8)

tfo([C/i2 u C/13] n C/34) -> H0(Un U C/13) e  H0(Um) -  fT0(tfi2 U C/13 u C/34) 0.

L’union des deux ouverts est M4\T, qui est connexe, de sorte que Ho(M*\T) = Z. L’intersection 

des deux ouverts est R4\R3 U C2 — M4\M3 U C4 =  C/12 n C/13, dont les groupes d’homologies sont les 

mêmes que ceux de C/12 H C/13. Par conséquent, (19.8) devient

(19.9) 0 — [̂ 12] > 0  ^ [̂ 13] ^ 0  ^ [̂ 34] -'>—y —y Z —>• Z2 —> Z —» 0,

On a donc

(19.10) iïi(K 4\r )  = <  [Sia] > ® < [-s*13] > © < [534] > •

Remarque 19.11. Notons que si on remplace S34 par ¿23 ou S24, on a toujours le même résultat que

(19.10). Par contre ¿14 ne marche pas. En effet, si trois Tij ne partargent pas un sommet yi, alors 

//i(M4\T) est le groupe libre engendré par les trois Sij correspondants.

On dit que [s^] et [ski] (sans flèche de vecteur) sont différents (dans un groupe d ’homologie) si 

(19-12) [sij] ^  ±[s/ci],

et on note ~  Ski si [ŝ -] =  ±[ski].

T ) -l(R4'
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Revenons à notre ensemble E . Sans perdre de généralité, on peut supposer (quitte à remplacer E 

par un E/r̂  k grand) que do$(E,T) est aussi petit qu’on veut (inférieur à eo par exemple). Vérifions 

qu’alors, dans B(0, §)\B(0, E est une version C1 de T. En effet, l’ensemble Ey des points de type 

Y dans ECiB(0, |)\J3(0, ^) est l’union de 4 courbes de classe C1 7 *, 1 < i < 4, chaque 7 * est très proche 

de la demi droite [oyi), et autour de chaque 7 il existe un voisinage tubulaire % de 7 * qui contient 

B{[oyi),r) pour un r > 0, tel que E est une version C1 de Y (voir [9] paragraphe 18 pour plus de 

détails). Pour des points dans E qui sont dans B(Tij\B([oyi),r)), on peut montrer, par un argument 

semblable à celui de paragraphe 6 , que E est le graphe d’une fonction C1 de Donc au total, dans 

Ü?(0, §)\I?(0, | ) ,  E est l’image de T par un homéomorphisme (/?, dont la dérivé est très proche de 

l’identité. Notons E{j =  y>(Tÿ), 1 < i ^  j < 4. De plus, comme E est très proche de T, D E = 0, 

Bij n  E = Bij n Eij est aussi un ensemble qui ne contient qu’un point, si bien que localement chaque 

Sij enlace Ê , et est donc un élément dans Hi(R4\E,Z) aussi.

Lemme 19.13. Soit E un ensemble minimal au sens Al et vérifiant (19.2). On continue à supposer 

que dt vaut la densité de T. Prenons toutes les conventions ci-dessus. Alors si

(19.14) pour tout 1 < i < j < 4, 7  ̂ 0 dans Hi(R4\E1Z), 

et

(19.15) au moins 5 des [s^] sont deux à deux différents dans Hi(M?\Ey Z), 

alors E contient au moins un point de type T.

Démonstation du lemme : On raisonne par l’absurde. Supposons qu’il n’existe pas de point de type T. 

Pour tout point x G E, la densité ds(x) = limr_>o H de E en x est strictement inférieure à

dr, qui vaut aussi la densité de T à l’origine. Alors dsix) est soit soit 1 . Autrement dit, tous les 

points singuliers de E sont de type Y.

Notons Ey l’ensemble des points de type Y de E. Alors Ey Pi B(0,2) est composé de courbes 

localement bi-Hôlder équivalentes à une droite, dont des bouts sont situés dans la sphère dB(0,2).(c.f.[9], 

lemme 18.11).

L’argument ci-dessous est le même que celui après le lemme 18.11 dans [9] paragraphe 18, que l’on 

pourra donc consulter pour plus de détails. Ici on ne donne pas trop de détail.

Puisque E ressemble assez à un T dans J5(0, |)\I2(0, | ) ,  on a donc Ey n  dB(0,2) = 

{a i,a 2 ,a 3 ,a4},üV D dB(0,1) =  {6 1 , 6 2 , 6 3 , 6 4 }, où bi est le point le plus proche de ai parmi les 

6j , l  < j < 4 . Alors par chaque ai passe une courbe de Ey, et donc localement ai est situé dans 

l’intersection de 3 demi surfaces E{j,j ̂  2 ,1 < j < 4.

Maintenant puisqu’on a 4 bouts, sans perdre de généralité, on peut supposer que la courbe 7 1  de 

Ey entre dans la boule B(0,2) par ai et sort par a2) l’autre courbe 7 2  part par <23 et sort par a± (voir

sons
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le dess in  19-2 ci-dessous, où  les tra its  verts représentent les 7 e t on  ne conna it pas trop  la  structure  

de E  dans B 1 / 2 =  B( 0, ^ )).

19-2

A u tou r  de chaque p o in t x de 7 1 , il ex iste  une bou le  bi-holderienne B (x , rx) de x. Par co m p a cité  de  

la  courbe  7 1 , il ex is te  donc un voisinage tubulaire ï \  de 7 1 , te l  que E  fl I\  e st com p osé  ex a ctem en t de  

tro is surfaces qui se  rencontrent le long de 7 1 .

M ais 7 1  co n n ecte  a\ e t  donc il passe par b\ e t 6 2 . M ais autou r  de y* E  e st  com p osé  de tro is surfaces  

E i j J  ^  i. A lors pu isqu e E  e st  com posé  de trois surfaces to u t  le long de 7 1 , ces tro is surface se  co n n ecten t  

E u ,  Eis, E 1 4  à  Z?2 i ,  E 2 3 , E 2 4 . O n sa it donc que 5 1 2 , 5 1 3 , 5 1 4  son t h o m o to p es  à 5 2 1 , 5 2 3 , 5 2 4  (san s connaître  

l ’a ttr ib u tio n ) , e t un argum ent sem blable  donne que «3 1 , 5 3 2 , 5 3 4  son t h o m o to p es  à  5 4 1 , 5 4 2 , 5 4 3 . P our la  

partie  7 1  on  a don c 6  cas.

(19 .16)

5i2 ~  521, 513 ~  523, 514 ~  5 2 4 ;

-512 521, 513 ~  524, 514 ~  5235

512 ~ 5 2 3, 513 ~  521, 514 ~  5245

512 ~  523, 513 ~ 5 2 4, 514 ~  521 ;

512 ~  524, 513 ^  521, 514 ~  5 2 3 ;

512 ~  524, 513 ~  523, 514 ~  521-

N o to n s  que natu re llem en t 5 1 2  ~  5 2 1 , on  a  donc 4 cas (m odu lo  la  sym étrie  des ind ices 3 e t 4)

(19.17)

513 ~  523:,514 ~ 5245

513 ~  524:,514 ~ 5235

512 ~  523 ~  5i3, 514 ~ 524

512 ~  523 ~  514, 513 ~ 524

Ä13

%

I ri'

Bl/2

E li

§14

b4

Î2

E 42

Ï2

§34- ,Es4

§42

b 2

..rr

S l3
E 12

Si

ba

M S23 è il
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Semblablement on a, pour la partie 72

531 ~  541.»532 ~ 542;

531 ~  542 .̂ 532 ~ 5 4 1 ‘,

534 ~  541 ~  531, 532 ~ 542

534 ~  541 ~  532, 531 ~ 542

(19.18)

En combinant (19.17) et (19.18) on a 8  cas

1° 513 ~  523 ~  542 ~  5i4;

2° 5i3 rsj 523 ~  542 ^  s14 ^  ^43;

3° 513 ^ 524, 514 ~  523*,

^  4° 534 ~  541 ~  5 3 2 ,5 1 3  ~  5 24 ;

5° 5i3 ~  523 ~  542 ~  5i4 ~  5i2Î

6° 5i3 ~  524, 5i2 ~  523 ~  Si4;

7° S12 ~  5i3 ~  523 ~  542 ~  5i4 ~  5 4 3;

8 ° 5i3 ~  524, 512 ~  5i4 ~  523 ~  5 3 4.

Par conséquent, au plus 4 des [s^], 1 < i <  j < 4, sont différents, d’où se produit la contradiction 

avec notre hypothèse, qui dit qu’au moins 5 des {[s -̂], 1 < i < j < 4} sont des éléments différents de 

t f^V E îZ ) .

Fin de la démonstration du lemme.

Corollaire 19.20. Soit E un ensemble minimal au sens Al de dimension 2 dans R4 tel que

(19.2), (19.14) et (19.15) sont vrais. Alors E est un T.

Démonstration. Par le lemme 19.13, E contient un point x de type T, donc la densité d^(x) de E 

en x est supérieure ou égale à d?- Posons ô(t) = t~2H2(E D B(x,t)) la fonction de densité de E en 

x, elle est monotone, par la proposition 5.16 de [9] . Alors (19.2) et le lemme 16.43 de [9] donnent 

limf_*oo 0t = dx- Notons que ^ (r r )  = 0(0) > d7-, donc la monotonie de 9 dit que 0(t) — dx pour tout 

t >  0. Par conséquent, le théorème 6.2 de [9] donne que E est un cône minimal centré en x, de densité 

d r • Donc par (19.2) E et un T centré en x. □

D’après le corollaire 19.20, il ne nous reste (pour démontrer un théorème semblable au théorème 

13.9) qu’à discuter les cas où E est minimal topologique, et au plus 4 des [5^] sont différents.

On va d’abord établir quelques propriétés des Sij.

Lemme 19.21. 1)

(19.22) ^ Pour ^ou*  ̂ ^[Sij
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2) Pour chaque i  φ  j  φ  k,

(19.23) [s7j] φ  0, 

et

(19.24) [$ij] Φ [5j'fc]·

Demonstration. 1) Fixons un 1 < i  <  4.

On decompose Μ4 =  Μ3 x M, ou T CM3.

Rappelons que les y*, 1 < i  < 4 sont les 4 points de type Y de T  Π d B (0,1), Tij  est le secteur de T  

passant par l’origine et yl , y j , Xij est le milieu du grand cercle passant par y i , y j , Pij est le plan passant 
par et orthogonal a et Sij =  dB ij  ou B i j  =  B (x i j ,  -^) Π P^.

Notons Υ χ  le c6ne sur Zi := Uj f rV iX i j ,  ou y ix lj designe Tare de cercle entre yi et x ^  (voir le dessin 
19-3 de Yi C R3 ci-dessous), Ct  l’enveloppe convexe de YJ. Posons C =  Ct  x R. Notons que C est un 
cone, et done C \T  l ’est aussi. Noter que Z i C S3 Π C est comme un Y  de dimension 1. On va montrer 

que T , j& [s i j ]  =  0 dans H i{C \T ,Z ) .

Yi
yi

x

ψ

Γ Χ 1 4
\

19-3

Observons d’abord que Sij est homotope dans C \T  a sa projection radiale sj ■ sur 5 3 (dont l’orien- 
tation est induite par Sij sur la sphere S3). En effet, notons tvs le projecteur radial de M4\{0} sur 
S3, alors pour chaque x  £ s ·̂, le segment [χ,π5 (χ)] appartient a une droite radiale, qui ne rencontre 
aucune autre droite radiale, en particulier, puisque x £ K4\T, ou T est decompose de droites radiales, 
[ χ , π χ { χ ) \  Π T =  0. Alors si on pose f t {x) =  (1 — t)x  +  ίπ5(χ),0 < t < 1, alors f t  est un homotopie 

entre ŝ · et =  ns(sij).

Alors sur la sphere, dans C n S '3, topologiquement les s ·̂, j  Φ  i sont trois cercles enlagant les trois 

branches de Z{ (rappelons que le couple d’espaces topologiques (C fl5 3, Zi) est homeomorphe a (R3, Y) 

avec Y  un ensemble de type Y de dimension 1. Alors dans (R3,y ) ,  Turnon des trois cercles orientes
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enlaçant les trois branches de Y  est le bord d ’une variété orientée à bord contenue dans R 3 \Y , ce qui 

donne qu’il existe une variété orientée à bord E C C il  S 3\Zi  de dimension 2 telle que <9E =  Uj&Sij 

(voir le dessin 19-4 ci-dessous, où Sij désigne le cercle orienté sij, et l’orientation de E est marquée par 

un vecteur normal extérieur n), de sorte que, après une triangulation lisse dont T et les sont des 

chaîne lisses, on a <9[E] =  • Mais ^  C  C fl S3\Zi C R4 \T , par conséquent 2̂ĵ i[s,ij) = 0 dans

2Ji(R4 \T , Z). Alors puisque est homotope à on obtient

(19.25) £ [ %  ] =  0  dans Hi(R4\T,Z).

Puisque E est très proche de T, on peut supposer que E et les ft(sij) ne touchent pas E. On obtient 

donc la conclusion.

19-4

2 )Supposons par exemple que i = 1 , j = 2 , k =  3. Si [¿12] =  [ 2̂ 3], alors par (19.22)

(19.26) [524] =  0,

Donc il faut juste montrer (19.23). Supposons par exemple i =  2, j = 4. Alors (19.26) veut dire 

qu’il existe une 2-chaîne simpliciale lisse F dans R4\E telle que dT =  5 2 4 - Mais E est fermé, il existe 

donc un voisinage U de T tel que U f l  E = 0. En particulier, s24 C  U.

Posons D = E fl B(x2 4 , 3^). Alors par la régularité de E qui est très proche de T, E est dans 

B(x2 4 , | )  égale à un morceau de surface qui est presque un disque. Par conséquent D est une surface 

de mesure non nulle.

On note F =  E\D> alors F\B(0,2) = E\B(0 , 2 ). On va montrer que F est un compétiteur topo­

logique de E par rapport à la boule B(0,2). Supposons donc que 7  C R4 \(5 (0 ,2 ) U E) est un cercle 

orienté. On veut montrer que si [7 ] est nul dans iJ i(R 4 \F , Z), alors il est nul dans i J 1 (R4 \E l, Z).

Puisque [7 ] est nul dans iii(R 4 \F , Z), il existe un 2 -  chaîne simpliciale lisse E C R4\ F  tel que 

<9E =  7 . Par le théorème 16.35 et la remarque 16.37, et un argument semblable à celui de la proposition 

18.8, on peut demander que E soit transverse à 8B(x2 4 , ^ ) .
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Si E fi B (x 24, =  0, alors E C R4\ E  aussi, d ’où [7] =  0 G H i(R 4\E ,  Z). Si E H B ( x 24 , ^  0, 

alors par la transversalité de E et d B (x24 , ¿ ) ,  par la proposition 17.2, leur intersection est une 1-chaîne 

simpliciale lisse s C d B (x 24 , sans bord.

Maintenant on se place dans la boule # 1  := B ( x 24 , ¿ ) .  Puisque D est topologiquement un disque, 

on a

(19.27) H 1(B 1\ D ) =  Z,

d o n c  l ’é lé m e n t g én éra teu r  e s t  [¿2 4 ] • P a r  co n séq u en t, il e x is te  n  G Z te l  q u e [5 ] =  72(5 2 4 ] . Il e x is te  d o n c  

u n e  1 -ch a în e  sim p lic ia le  lisse  R C B i \ D  te l  q u e OR =  5  — t i s 2 4 -

Rappelons que T cRA\E est tel que dT — 5*24. Par conéquent, E' =  E\jE?i 4- nT + R est un 2-chaine 

tel que <9[£'] =  [7 ]. De plus E' C R4\E. Donc [7 ] est aussi nul dans i î 1 (R4 \E , Z). Ainsi F est un 

compétiteur topologique de E.

Mais puisque D  est de mesure non nulle,

(19.28) H2(F) < H 2(E ), 

ce qui contredit le fait que E  est MS minimal.

Fin de la démonstration du lemme 19.21.

On va maintenant reprendre la discussion des cas où E  est très proche d ’un T  à l’échelle 1, et ne 

contient pas de point de type T. On va donc discuter les 8 cas qui apparaissent dans (19.19). Notons 

que parmi les 8 cas, le troisième cas contient déjà tous les autres 7. Mais on va comme même discuter 

tous les 8 , pour en éliminer certains.

1° S13 ~  523 ~  542 ~  5i4.

Par (19.24), [513] ^  [532], donc [513] =  [523] ; en fait

(19.29) [5*13] =  [S23] =  [524] =  [sia] := a, 

ensuite par (19.22)

(1^*30) [543] =  [524] 4- [514] =  [5*13] 4- [5*23] =  [¿34],

donc

(19.31) [543] =  [534] =  2a et 4a = 0.

On a semblablement

(19.32) [si2] =  [s2i] =  2a.

Dans ce cas, on a au plus 2  éléments différents parmis les 5^ , 1 < i , j  < 4.

10 >

è)

à
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2° 5i3 ~  S23 ~  542 ~  «14 ~  543.

On a s is  ~  «S43 ~  1̂ 4 , (19.24) donne 

(19-33) [513] = [S43], [s13] =  [514], [Si4] = [534],

donc

(19.34) [5 1 3] =  [543] =  [̂ 14] := a  avec 2a  =  0.

Mais dans ce cas, par (19.22),

(19.35) [5*12] =  [5*41] +  [531] =  2a — 0, 

ce qui contredit (19.23). Donc ce cas n’existe pas.

3° 5i3 ~  524,^14 ~  -S2 3 .

Ici on a 4 cas

l)[Si3] = [¿24] := ûj, [ s u ]  =  [533] := /?;
l̂g 3g  ̂ 2 )[Si3] =  [«24] := a, [«u] =  - [ ¿ 23] := P;

3 )[si3] =  -[S 24] := a, [S14] =  [S23] := P',

4) [s'13] =  -[« 24] := a, [«14] =  -[« 23] := P-

Pour 1), on a [S34] =  -[§ 24] ~  [«14] -  - a  -  P, aussi [s34] =  [si3] +  [s23] =  a  + p. D’autre part, 

[«12] =  - [« 13] -  [S14] = - a - P - a  + P -  [s23] +  [5*24]- On a donc

(19.37) 2a +  2P =  0 et [5*34] =  [si2],

et dans ce cas on a au plus 3 éléments différents parmis les Sy, 1 < i , j  < 4 ;

Pour 2), on a a - P =  [si 3] +  [s23] =  [¿34] =  -[« 2 4 ] -  [*14] = - a - P ,  a - P  -  [s23] +  [s24] =  [Si2] =

— [»13] -  [«14] = - a -  p. Donc

(19.38) 2a =  0 et [s34] =  [si2],

et dans ce cas on a au plus 3 éléments différents parmis les stj , 1 < i , j  < 4 ;

Pour 3), on a a + P =  [s'13] +  [s23] =  [s34] =  -[« 24] -  [«14] = a -  P, P -  a  = [s23] +  [s24] =  [Si2] =

— [¿13] -  [S14] = - a  -  P, donc

(19.39) 2/3 =  0 et [Ss4] =  -[S i2],

et dans ce cas on a au plus 3 éléments différents parmis les Sy, 1 < i , j  < 4 ;

Pour 4), on a a  -  P =  [s'13] +  [S23] =  [¿34] =  — [«24] -  [¿14] =  a  -  P, ~ P ~ a  = [s23] +  [s24] =  [s i2] =

— [s'13] -  [«14] = - a - P ,  donc

(19.40) [¿34] =  <*-/?, [S12] = - a - P ,
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et dans ce cas on a au plus 4 éléments différents parmis les 5 -̂, 1 < z, j  < 4.

4° 534 ~  541 ~  532, «13 ~  524- 

Par (19.24) on a

(19.41) [534] =  [514] =  [532] := a, 

alors

(19.42) [524] =  [514] -  [534] =  -2 a ,  [521] =  -[5 24] +  [532] =  3a, [si3] = [s32] +  [534] =  2a.

C’est un cas particulier de 3°4), et dans ce cas on a au plus 3 éléments différents parmis les 

&ij •> 1 j  < 4.

5° 513 ~  s 23 ~  s 42 ~  514 ~  543 .

Cas semblable que 2°, impossible.

6 ° 513 ~  524, 512 ~  523 ~  5i4-

Par (19.24) on a

(19.43) [5i2] =  [532] =  [514] := a , 

et donc

(19.44) [542] =  - [ 512] -  [532] =  -2 a ,  [543] =  - [ 542] +  [514] =  3a, [5*13] =  [532] +  [534] =  -2 a .

C’est un cas particulier de 3°4), et dans ce cas on a au plus 3 éléments différents parmis les 

Sijy 1 < i , j  < 4.

7° 5i2 ~  5i3 ~  52,3 ~  542 ~  5i4 ~  5 43 .

C’est un cas contenu dans 2° ou 5°, donc impossible.

8 ° 513 ~  524, 512 ~  5i4 ~  523 ~  534 .

C’est un sous cas de 6°, et donc par la conclusion de 6°, 534 ~  514 donne 3a =  [543] =  [S41] =  —a, 

de sorte que 2a =  0, ce qui impique que [¿13] =  0, impossible.

En gros, topologiquement tous les cas sont contenus dans le cas 3° 4) ( notons que les cas 1°, 3°, 4°, 6° 

sont tous des cas parcituliers de 3° 4)). Alors dans le cas 3° 4), il y a au plus 2 éléments indépendants 

parmis les 5^ , 1 < i < 4. Modulo changement de noms, on a

(19.45) [s13] =  ~[s24] =  a, [a14] =  - [ s 23] =  /?, [s34] = a - ¡3, [si2] — - a - p .

O n  o b tie n t d o n c  la  p ro p o s itio n  su iv an te .
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P roposition  19.46. Soit E un minimiseur topologique réduit de dimension 2 dans M4, qui vérifie

(19.2). Prenons toutes les conventions énoncé au debut du paragraphe, et suppsons aussi que 7 1  connecte 

ûi, cl2, 7 2  connecte Alors s’il existe r > 0  tel que dô r(E,T) < eo (où 60 est celui juste après

(19.12)), mais les Sij ne vérifie pas (19.45) par rapport à ̂ E, alors E est un T.

La proposition ci-dessus n’est pas encore aussi forte que le théorème 13.9. On n’arrive pas à exclure 

le cas 3° 4). Mais cela vient d’une discussion plutôt algébrique. On regarde ci-dessous que signifie-t-il 

topologiquement.

Supposons que (19.45) est vrai.

Notons Wij = Eij HdB(0 ,1 ), (voir le dessin 19-5 ci-dessous, où w{j désigne Wij), alors les Wij sont 

des courbe C1. Notons aussi Wij la courbe orientée de bi vers bj.

19-5

Maintenant supposons que Ey = 7 i U 7 2 . C’est à dire, tout point est de type P, sauf les deux 

courbes. (Pour le cas où Ey ^  7 1  U 7 2 , on sait que Ey\(7 1  U 7 2 ) est une union de courbes fermées, 

parce que les seuls bouts des courbes dans Ey sont les {ü)i}i<i<4 . C’est donc un cas plus compliqué.)

Lem m e 19.47. 7 1  U 7 2  U W12 U ^ 3 4  est le bord d’une surface So C E de classe C1, et Sq ne contient 

que des points de type P.

Démonstration. Par la C1 régularité des ensembles minimaux, la partie de E qui est dans £(0,1) est 

composé de variétés S\ , S2, • • • de classe C1 dont les bords sont composés des éléments dans l’ensemble 

Bd =  {ŵ y7 1 , 7 2 }- Alors W12 fait partie du bord d’une variété Sk- Mais dSk doit être une union de 

plusieurs courbes fermées. Il existe donc un courbe 7  dans Bd qui touche W12 et telle que 7  fait partie de
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dSk aussi. Si l’un des wu (resp. l’un des w2j) est contenu dans dSk à la suite de wi2, on a [512] =  [s* 1] 

(avec orientation) (resp. [¿12] =  [$2*]), ce qui contredit (19.24).

Par conséquent la seule possibilité est 7 1 . C’est à dire, w\2 et 71 font partie du bord d’une même 

variété et sauf ^ 34, le bord de Sk ne contient pas les autre Wij. Un argument semblable donne que 

W\2 et 71 font partie d’une même variété Si, dont le bord ne contient pas les autre , sauf wi2.

Alors soit l’union des quatre est le bord d’une surface, soit l’union de 1^34 et 72 est le bord d’une 

surface et l’union des deux autres est le bord d’une autre surface. En tout cas, l’union des quatre est le 

bord d’une surface (pas forcément connexe).

Fin de la démonstration du lemme.

D’après ce lemme, si on enlève la surface So de E , alors E \ S  est composé de surfaces de classe C 1 

dont les bords sont composés d’éléments de l’ensemble Bd' =  {^ 13, ^ 14, ^ 23, ^ 24, 7 1 , 7 2 }- Alors par le 

même argument, il y a 2 surfaces S i ,S 2, avec dSi =  w i^U ^U w ^U ji ,  et l’autre dS2 =  W23U7 2 U‘u;i4 U7 i. 

De plus Si U S2 est aussi une variété topologique connexe, dont on peut définir l’orientation locale, y 

compris près de dS\  et dS2.

b i b3 b i  b4

19-6

Donc topologiqiiement, les bords des deux surfaces Si, S2 sont comme les bords de deux carrés, l’un 
avec les quatre sommets (écrit dans l’ordre voisin) 6 1 , 6 3 , 6 4 , 6 2 , l’autre avec les somments 6 1 , 6 4 , 6 3 , 6 2 . 

De plus, on doit coller bib2 ensemble, et 6364 ensemble. Notons que (voir le dessin 19-6 par exemple) 
ces deux collages sont de directions contraires.

Alors si l’un des S i,S 2 est non orientable, 5 iU52 est automatiquement non-orientable. Si Si, S2 sont 
orientables, alors par la collage, Si U S2 est aussi non-orientable. En tout cas Si U S2 est non-orientable.

Remarque 19.48. Puisque S iU S2 n’est pas orientable, [513], [5*14], [¿24], [¿23] sont tous d’ordre 2 dans 

H i (R4\E ,Z).

En effet pour une surface connexe S, la non-orientabilité veut dire que pour chaque point x G S on 

peut trouver un chemin 7  : [0,1] —> S tel que 7 (0 ) = 7 (1 ) = x, et si on note n(t) = x(t)Ay(t) G A2Ny^ S
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un champ de 2-vecteurs normal unitaire sur 7 , où x(t),y(t) G des champs de vecteurs unitaires,

n,x,y continus par rapport à t, alors n(0) =  — n(l). Notons que n(t) désigne aussi le plan orienté 

dans M4. Notons, pour chaque r > 0 sr(t) : T =  E /Z  —+ Pt = P(x{t) A y(t)),Q »-» r[cos(27r0)x(t) + 

sin(27T0)y(t)]. Alors l’image de sr (0) et sr( 1 ) sont le même cercle, mais ils sont d’orientation contraire : 

sr(0)(t) = sr(l)(-t).

Notons Qt = /y(t) + P(t). Fixons r  > 0 suffisamment petit, tel que pour chaque t G [0,1], £ ( 7 ^), r)fl

Qt ns = {7 (t)}.

Notons G : T x [0,1] —> M4 ,G(0,£) =  sr{t)(6) + 7 (t). C’est une application continue, telle que 

G(T x {0}) =  sr(0) et G(T x {1 }) =  sr (l) =  — sr (0). Par conséquent, le cercle orienté sr(0) est 

homotope à —sr(0), il est donc d’ordre 2.

Maintenant pour chaque s G {[¿13], [ 1̂4], [¿24], [5 2 3]}, on peut trouver d’abord trouver un sf homotope 

à s, tel qu’il existe a: , 7  comme avant, et qu’il existe R > 0  tel que 5 j^(0 ) =  s'. On peut trouver r > 0 

comme ci-dessus, alors sr (0) est homotope à s*, et donc s. Par conséquent [ 5 ]  = [sr (0)J d’ordre 2.

On va construire un ensemble E C M4, avec les propriétés ci-dessus, c’est à dire, dans jB(0, 1), 

l’ensemble E est composé de So et ¿>1 U S2 comme ci-dessus, Si U S2 est une variété topologique non- 

orientable ; So a deux composante connexe, qui rencontre Si U S2 en 7 1  et 7 2  respectivement. Hors de 

la boule B(0,1), E est une versions C1 de T, et il resemble à T à l’infini. De plus, Hi(M.4\E) est juste 

comme le cas 3°4) ci-dessus.

Prenons deux exemplaires de carrés (voir le dessin 19-6), l’un avec des sommets (écrit dans les sens 

des aiguilles d’une montre) 6 1 , 6 3 , 6 4 , 6 2 , l’autre avec les somments 6 1 , 6 4 , 6 3 , 6 2 . On colle les deux côtés 

6 3 6 4  et 6 i 6 2. On obtient alors une bande de Môbius dans R3.

19-7
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En suite, prenons un grand tétraèdre (dont les sommets yi, 1 < i < 4) régulier qui contient la bande 

de Môbius. Prenons, pour chaque i, une courbe lisse L* emis de bi et allant à l’infini, telle que L* tends 

vers la demi droite émise du centre de T  et passant par yi. (voir le dessin 19-7).

Prenons, pour chaque 1 < i /  j  < 4, une surface Eij de classe C 1, homéomorphe à R2, dont le 

bord est Li U Lj  U [Mj]- Notons que tous les vont à l’infini, de sorte que dans R3, E 23 et £ 14 , ou 

Eis  et E 24 se croisent forcément. Donc on déménage dans R4 pour l’éviter.

On obtient comme ça un ensemble qui ressemble à un T à l’infini, et du premier coup, on ne peut 

pas dire facilement qu’il existe pas un ensemble minimal topologique qui admet une telle topologie.
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