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INTRODUCTION

Sous sa forme Ta plus générale, un probléme de décision se
définit par la recherche d'une suite d'actions appliquées de
maniére séquentielle a un systéme,qui soit optimale pour un
critére donné. Dans un modéle probabiliste de décision, 1'infor-
mation que posséde le décideur joue un rdéle fondamental. Tout
d'abord elle résume a un instant donné tout ce que le décideur
connait du systéme. Mais 1'information a aussi une caractéristique
dynamique : en effet, au fur et a mesure que le temps s'écoule,
1"information du décideur s'améliore - au moins s'il a une mémoire -
ses prévisions sur 1'avenir se précisent, ou se modifent. C'est donc
dans 1'articulation dans le temps du couple information-action que
réside l1a difficulté du probléme ainsi poseé.

Ce travail ne traite que certains aspects de ce probléme, dans
le formalisme de la théorie du contrdle. Avant de préciser les
méthodes mathématiques utilisées, j'exposerai briévement les objectifs
que j'ai poursuivis dans cette recherche.
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J'ai dit précédemment que Te probléme de décision résidait dans
1'articulation dans le temps du couple information-action. On peut
alors se demander s'il y a effectivement interaction des dynamiques
de 1'information et de 1'action ; plus précisément, dans un tel
modéle, doit-on admettre que 1'action du décideur peut modifier
1'information que celui-ci posséde sur 1'environnement du systéme
qu'il contréle, environnement qui échappe Tui-méme a cette action ?
Encore qu'il soit facile de donner des exemples simples de modéles
ol une telle condition est réalisée, la résolution du probléme
devient elle-méme extrémement complexe, car le décideur doit évaluer
les conséquences d'un acte pris a un instant donné non seulement sur
Ta situation du systéme qu'il contrdle, mais aussi sur la qualité de
1"'information dont i1 disposera ultérieurement sur 1'environnement du
systéme. Par contre, si 1'on admet que la génération de 1'information
est en un sens "indépendante" de 1'action du décideur, on est ramené
a un probléme complexe certes, mais plus aisément formalisable,
puisque mathématiquement, il s'exprime par une optimisation pour un
certain critére sur 1'ensemble des suites d'actions qui sont "fonction"
de 1'information dont dispose le décideur. Aprés que j'ai exhibé un
exemple trés simple de probléme sans solution, lorsque 1'information
dépend du contrdle (%), Jje devais montrer qu'une théorie supposant une
génération fixe d'information pouvait étre développée, et qu'elle
englobait toutes les théories existantes, qui avaient donné des
résultats satisfaisants.

Une seconde difficulté est 1iée a 1'information que posséde Tle
décideur sur 1'état du systéme qu'il contrdle. On peut admettre en
effet qu'il connait parfaitement cet é&tat, ou qu'il ne le connait
qu'imparfaitement. Pour des raisons méthodologiques, nous avons admis
que 1'observation sur 1'état du systéme était parfaite. Mais il fallait
1a encore montrer que tous les problémes qui avaient eu une solution

(x) cet exemple fera 1'objet d'une publication.
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Torsque 1'observation sur 1'état est incompléte peuvent se ramener
a des problémes ol 1'observation sur 1'état est compléte.

Une fois ces difficultés résolues, il devenait alors possible
de poser le probléme de contrdle sous forme de programme, et en
particulier de rechercher comment s'effectue le Tien entre prévision
et programmation, c'est-a-dire entre les anticipations effectuées
a chaque instant par le décideur et ses actions : autrement dit, il
faut pouvoir estimer 1'impact d'une action prise a un instant donné
sur tout 1'avenir du systéme. En particulier, le choix d'une action
pouvant moduler les risques que court le décideur dans 1'avenir, il
faut pouvoir réaliser une allocation intertemporelle optimale des
risques. C'est dire que les méthodes de dualité se prétent particu-
liérement bien a une telle approche. I1 était donc logique d'appliquer
les méthodes de programmation convexe a un tel probléme, de définir
la mnotion de programme dual d'un probléme de contrdle stochastique,
et d'en déduire les régles de décentralisation des décisions dans le
temps. Ces régles devaient en particulier permettre de définir 1'in-
formation minimale nécessaire pour la recherche de 1a chaine optimale
d'actions.

De méme, i1 était important de savoir comment certaines actions
passées pouvaient déterminer de maniére irréversible la suite des
actions ultérieures ; il est en effet facile d'exhiber un modéle
possédant de telles caractéristiques : il suffit d'imaginer
que 1'on ne dispose que d'une "quantité" limitée de moyens d'action,
et que 1'on ne peut en aucun cas dépasser cette quantité. Dans ce
dernier exemple, on congoit que deux tendances contraires apparaissent.
La premiére pousse le décideur a utiliser le plus rapidement possible
les ressources existantes, pour profiter au maximum des "gains"
présents ; la seconde au contraire tend a différer 1'utilisation,
des moyens d'action dans 1'attente de gains ultérieurs plus élevés,
en particulier grace a une information meilleure.

Enfin, i1 convenait aussi de considérer des systémes sans passé,
c'est-d-dire des systémes ol 1'état présent résume toute 1information
qui expliquera 1'évolution ultérieure de 1'environnement du systéme. Ce
sont évidemment les systémes markoviens. La distinction entre les
systémes sans passé et les systémes ayant un passé est d'ailleurs
formellement peu rigoureuse car il suffirait de considérer 1'information
sur le systéme comme une "composante" de 1'état pour transformer un
systéme quelconque en systéme sans passé. La distinction a une valeur
essentiellement méthodologique, et le traitement mathématique clarifie
cette question.

o0o

Pour résoudre ces différents problémes, des méthodes de 1'analyse
convexe sont utilisées dans un cadre probabiliste.

Les différentes difficultés Tiées a 1'information du décideur sont
traitées dans A, J et E. A donne une méthode qui raméne un probléme
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élémentaire d'optimisation avec information incompléte a un
probléme avec information compléte. Aprés le traitement de
certaines difficultés techniques dans J , ces résultats sont
appliquées dans E , ol on raméne certains problémes de contrdle
a information incompléte a un probléme avec information compléte
générée d'une maniére ne dépendant pas du contrdle choisi.

Les méthodes de 1a programmation convexe sont utilisées dans
B,C, D, F, et K. DansB, nous définissens un probléme de contrdle
stochastique et son probléme dual, en suivant les travaux effectués
par R.T.ROCKAFELLAR dans un contexte déterministe. Les conditions
permettant d'effectuer la décentralisation des décisions dans le
temps y sont exprimées. On trouve alors que 1'état dual est, dans les
cas classiques, solution d'une équation différentielle stochastique
avec une condition terminale. Pour prouver des résultats d'existence
et d'unicité des solutions de ces équations, nous sommes amenés a
démontrer certaines propriétés fonctionnelles des équations diffe-
rentielles stochastiques Tinéaires dans I, et a les appliquer dans C
pour obtenir les résultats d'existence et d'unicité des équations
a condition terminale. Les résultats de I et C sont appliqués dans D
pour obtenir des résultats d'existence dans le formalisme de B .
IT apparait d'ailleurs que les conditions d'existence de contréles
optimaux données dans D exigent des hypothéses de linéarité trés fortes.
Ces conditions sont vérifiées dans le cas linéaire -quadratique, qui
est développé indépendemment également dans C : les méthodes utilisées
par J.L.LIONS pour le contrdle des équations aux dérivées partielles y
sont utilisées pour la démonstration de 1'existence et de 1'unicité
des solutions de certaines équations. de RICCATI stochastiques, qui
sont d'ailleurs déterministes quand les coefficients du probléme sont
déterministes. Bien qu'il soit probable que des méthodes de démonstra-
tion plus directes existent pour ce dernier cas, il y a 1a un exemple
intéressant d'utilisation de méthodes probabilistes pour la démonstra-
tion de résultats strictement déterministes.

Pour comprendre 1'influence qu'exercent des actions passées
Torsque la "quantité" de moyens d'actions est Timitée, un probléme
de formulation trés simple est traité dans F . Une application d'une
forme élémentaire du théoréme de HAHN-BANACH permet de définir une
multiplicateur de Lagrange qui est une martingale locale et qui
posséde des propriétés bien précises 1iées a une décomposition de
certains processus. Les résultats sont immédiatement généralisés
dans Ka des problémes plus généraux.

Cependant, ces méthodes sont peu adaptées a des problémes trop
fortement non linéaires - encore que cette inadaptation soit compensée
mais en partie seulement dans N - et de plus, elles ne permettent en
aucun cas de démontrer des résultats d'existence de contrdles optimaux
"markoviens", c'est-a-dire qui ne dépendent que de 1'état présent,
pour les systémes markoviens. IT fallait donc employer des méthodes
différentes qui utilisent de maniére plus fine les propriétés proba-
bilistes des processus considérés. C'est 1'objet de Get H. Le plan
de la démonstration de G est simplifié en H. J'ai d'ailleurs donné
dans un troisiéme article des résultats plus généraux, ol la démons-
tration d'existence évite certains problémes de théorie du potentiel
évoqués dansG et H, en utilisant la topologie fine. Cependant
1'interprétation des résultats par la théorie du potentiel est
singuliérement éclairante.



L. etM sont de simples annexes techniques de G etH. I1 faut
remarquer que les hypothéses de convexité jouent aussi un rdle

important dans G et H, bien qua priori, le probléme posé ne soit pas un
probléme de programmation convexe. Un Tien partiel est cependant

établi dans N entre les méthodes de 1a programmation convexe et

Tes méthodes de G et H.
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Examinons enfin l1a forme méme du travail. Pour des raisons muitiples
lesquelles i1 serait vain d'épiloguer, j'ai été amené a passer d'une
rédaction unifiée a une rédaction par articles; celle-ci a 1'avantage
de faciliter la lecture des différents chapitres, puisque les
résultats d'un chapitre sont presque toujours rappelés dans un autre

chapitre qui fait appel a eux. Chaque article a de plus sa propre
bibliographie. (1)

En plus des répétitions internes au travail Tui-méme, j'ai été
conduit a redémontrer certains résultats dont les démonstrations que
je pouvais connaitre me paraissaient insuffisantes ou mal adaptées a
T'utilisation qui devait en étre faite : c'est par exemple le cas de
J Proposition 1.De méme M étend de maniére élémentaire le résultat
cité en référence sous une hypothése l1égérement plus restrictive. Un
autre exemple est le chapitre I : il ne s'agit pas d'y prouver de
résultats d'existence d'équations linéaires, mais d'établir a Teur sujet
des résultats simples d'analyse fonctionnelle. En régle générale, nous
avons mis les parties qui rne sont pas centrales en Annexes.

Sans doute, une telle étude est-elle incompléte. Elle est d'abord
partielle dans la mesure ot elle aborde les problémes évoqués par des
méthodes essentiellement probabilistes, en évitant d'autres approches
possibles : c'est ainsi que Tes méthodes d'équations aux dérivées
partielles ne sont jamais utilisms pour la résolution des problémes
de contrdle de diffusions. Indépendemment du fait que ces derniéres
méthodes avaient déja été utilisées avec succés, il semble que
1'outil probabiliste permette d'obtenir des résultats plus forts et plus
généraux. De plus, cette étude ne traite que certaines classes de
problémes de contrdle. I1 apparait cependant que 1'extension des
résultats a des problémes plus généraux, ou a des problémes dérivés, tels
les problémes de jeux ne présente guére de difficultés.

Enfin, je n'ai indiqué aucune méthode dedéterminationpratique des
solutions optimales, faute de temps, et sans doute de compétence. Il ne
faut toutefois pas se dissimuler que certains des problémes posés re-
quiérent, pour leur solution pratique, une masse vertigineuse de
calculs.

IT reste que, bien que les objectifs initiaux fussent assez prégis,
un tel travail représente une marche au hasard difficilement contrdlée.
Sans analyse convexe ni probabilités.

Les articles présentés ici sont des versions préliminaires

dont les versions définitives doivent &tre publiés dans différentes
revues.
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INTRODUCTION

L'objet de ce travail est 1l'étude d'un certain nombre de propriétés

des intégrales convexes d'un point de vue probabiliste.

L'approche qui en avait été faite par R0CKAFELLAR dans [13] [14]
[15] [1 6:[ avait essentiellement pour objectif des applications & des problé-
mes déterministes ol "l'observation" n'intervient pas de fagon essentielle.
-Pour les utilisations que nous vons en vue- contréle stochastique, problémes
de décision- il est nécessaire de s'intéresser a 1'observation et en conséquence
de pouvoir définir l'espérance conditionnelle d'une intégrale convexe, et par
dualité son inf. convoluée par rapport & une o~ algébre

Nous avons largement utilisé E1_] et E'?] pour les résultats
généraux d'analyse convexe et les travaux de

CASTAING (2] .[3 .[4 .[9]
ROCKAFELLAR  [13] ,[14] ,[15] , [i6]
VALADIER [18] ,[19] , [20]

VAN CUTSEM [22] ,[23]

Il en sera d'ailleurs constamment fait mention dans la suite.
Nous avons adopté une approche plus fonctionnelle que géométrique.

Il va de soi que ces deux approches se recoupent parfaitement.




Principales notations utilisées :

TV I
x€k
©(.|x) : fonction d'appui de k . .
\Yk(x) =0 si x€k
(Pk ¢ indicatrice de k
Yk(x) = t+o0 gi xe{k
R :  enveloppe convexe fermée de k
int k H ensembre des points internes de k .
ri k ¢ intérieur relatif de k .
o'k : cbne de récession de k .
J* : dugle de j .
jO+ ¢ récession de J .
3j ¢ sous différentiel de j .
Ply) 2 =S Geeny)
d)‘A= 0
dom j : {x 3 J(x)<+oe},
Jgvi' ¢ inf convoluée de j et j'
L; (v) : espace des classe= de fonctions --—mesurables X &

valeurs dans V telles que |X| €L, .
Lp 3 |Sp< + oo espace des classes de v.a.r. ¥ telles que
ﬁY[F dp <+ oo,
= + oo espace des classes de V.a.r. Y telles que
sup ess Y| < + 00 ,

L : ensemble des éléments positifs de Lp .

L;(A 3 V): espace des classes de fonctions & mesurables X &
valeurs dans V définis sur A a mesurable, telles

que x| e Lo(a)

La(A) espace des classes de v.a.r., Y définies sur A a

mesurable telles que : 1 £<p< +~='=A‘IY|p dp €+ oo
p =+0 sup ess [Y|<+ o°

A
p' :  conjugué de p( -;-) + -11-)-,- = 1)
O.tf.(A) : espaces de v.a.r. Y définies sur A a mesurable
telles que sup |Y|<+ o0
? A
XEETY : X est une version de l'espérance conditionnelle de Y .
aVb :  max (a,b).

% (x,r)

boule fermée de centre x et de rayon r .
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RAPPELS SUR LES MULTIAPPLICATIONS MESURABLES.

(a, a, p) désigne un espace de probabilité complet, V un espace de Banach

séparable réflexif.
On se référera & [2] ’ [6] ’ E4] 5 E6] pour les démonstrations.

A) Soit [ une multiapplication & valeurs fermées dans V définie sur a. .
Alors [ est dite mesurable si l'une des trois propriétés équivalentes

suivantes est vérifide :

a) [est de graphe a®® (V) mesurable

b) r-1(C) est mesurable pour tout fermé C de V .

c) D(IN ={co; M@ # P} est mesurable, et il existe une
famille dénombrable de sections mesurables de [T définies sur

D(I) et notée {fn} telle que pour tout Wde D (r) ,
n€N

{f (GJ)} est dense dans [ (@) .,
n neN

On en déduit :

B) Si I' est une multiapplication mesurable & valeurs fermées non vides dans V ,

[ A P “ I (w) “ est mesurable.

En effet UI'(.)" = sup “fn(')“
nelN
€) sSiT est une multiapplication mesurable, & valeurs fermées non vides dans V .

. alors la fonction définie sur . x V' :
(Q,v'") —>Q ('l () est a@®PO(V') mesurable.

En effet Q(v'lr(u)) = sgsup<v' , fn(w)>

D) Si [ est une multiapplication mesurable & valeurs convexes fermées non vides
dans V, si (@, v') - QG (W) ) est a®N(V') mesurable, [

est mesurable,




En effet ¢ (.|[ (.)) est un intégrant normal au sens de ROCKAFELLAR (voir E6]
et II-1-(2) )
Alors ‘1’[_( ) (.) est aussi un intégrant normal défini sur Q. x V .

[T est donc de graphe mesurable,

E) Sil est une multiapplication mesurable & valeurs fermées non vides dans V
lﬁ est mesurable.

On applique C) et D) successivement.



PREUVE .

PRELIMINATRES,

Dans toute la suite, (a , a, p) désigne un espace de probabilité complet, »
une sous o- algébre compldte de a .

On notera par V un espace de Banach séparable réflexif, et par V' son dual
< D est le crochet de dualité.

Espaces décomposables,
Swivant ROCKAFELLAR dans [13] et [16] on pose 1a définition suivante

Définition 1 : On dit qu'un espace L%(V) de classes de fonction mesurables &

7 a
valeurs dans V est décomposable si : a) Lf,(V)C L (V)

b) xel?(V) Aca ==> |A xe L&(v) .

Lemme 1 : Soient L%(V) et L'®(V') deux espaces décomposables, mis en dualité

par : (x,ot) —> E <x,0C>

Alors La(V)CL?(V) (resp. L'a(v')ch‘(v')) et LA(V) est dense dans L*(V)

(resp. L:(V') est dense dans L'3(V'))

En effet montrons que si xe€ L(V), alors xe L?(V) . Pour tout élément v de V ,

il existe v' dans V' , avec "v'" =1 , tel que <v',v> = "v" #

En identifiant x & l'une de ses versions, on peut définir une multiapplication

de © & valeurs fermées non vides dans la boule umité de V' (qui est aussi réfle-
xif et séparable)

6~ {v' s v =1, < x@)>= IIX(U)"} .

or W > Ix(a))" est mesurable., [.étant de graphe a®%9 (V') mesurable est
mesurable. Il existe donc une section mesurable ¥ de [ .

Or ¥eLV') ,donc ¥€L'®(V') . On en déduit que <x,¥>est dans L, , et
x est bien dans Ly(V) .

De plus a1 x€l?(V) , et si E “x(.)“ =0 alors x =0 p.s. et x appliqué
2 L'2(V') est bien la forme nulle.
V' étant réflexif, on obtient les mémes résultats pour L'® (v)



Si L;ajV) n'était pas dense dans La(V) , 11 existerait o€ dans L'a(V') non nmul,

avec :

x €LyfV) == E(KC, x> ) =0
or oCe L?(V) . Il y a contradiction.

Définition 2 ¢+ Si L%*(V) est un espace décomposable, on note L%(V)
l'ensemble des éléments de La(V) qui sont O mesurables.

Remarquons que()Bétant compléte, il n'y a pas de difficulté d'identifications

de classes de variables aléatoires a ou r)Bmesurable coincidant p.s.

Lemme 2 : Si La(V) et L'a(V') sont deux espaces décomposables en dualité,

L9 (V) est un espace fermé dans L%(V) (pour toute topologie
compatible avec la dualité) et décomposable. Son dual L'Q’ (v') s'identifie a
L'a(V')/ker E(b et est également décomposable.

En effet comme LE)(V)CL:(V) ' L(’;(v)c L2(v) . soit xeLqgy(V) et Be D,

Alors 1B xe‘La (V) et de plus 1, x est 9 mesurable. Donc 1BxcL()3(V)

B
De plus L‘?)(V) est fermé dans L%(V) . En effet la topologie faible de

La(V) est plus forte que la topologie induite par la topologie faible de L?(V)

sur L3(V) . or L(?(V) est faiblement fermé dans Lf(v) , et L%(V) = L2(V) ﬂf::‘-’(v) g

Soit ﬁ une forme linéaire continue sur L%(V) g L?J (v) étant fermé dans
La(V), 11 existe]s dans L'a(V') , tel que :

xcL%(V) == < 3> =E(<TS, x») .

Or montrons qu'alors : E <j'3, x>=E <E9’ﬁ, x> .
si xe€ L(f: (V) , cela résulte de la définition de 1l'espérance conditionnelle.

En général soit a ={<.>; ng”x(&)" < n+1} "

n
~nS ~ ~nJ
Alors comme <j3, x> est dans L1 <}b, x>= lim 21;;11 <)3. x>
n -—3 +00

oo
Vo d
la limite étant prise dans L, , et 2 B I-"'n <P x> | <+
]



Or 1nn <ﬁ, x> = <j'§, 1nn x> et de plus :
f E I<E9°j3, o, x>I o E|<T§, ta | <+oo .

D~
On en déduit que t(E S ,1a_x> aune limite p.s. et dans
\ n

D
L1 précisément égale a <E‘j§~ s X5

a o
On peut donc bien écrire : E<fy , x> = E<E9J'5 , X> .

Réciproquement il est évident que des éléments de L'®(V') restreints & L%(V)
définissent des formes linédaires continues sur L) (v) . De plus si

E.?oﬁ # E.%ﬁ ", alors les formes linéaires sont distinctes : cela résulte de

o)
LL (V) c Ic}b (v) . L'%(V') peut donc s'identifier & E%L'a(V'), qui s'iden-

tifie lui-méme & L'2(V')/ker B
9 ,a
EL' (V') est bien un espace de fonctions mesurables & valeurs dans V' .

Montrons qu'il est décomposable. o
En effet comme LZ?, (V)e L%(v') , L’,’,‘,(V') est effectivement inclus dans

L'% (V') (deux éléments distincts de L%(V') ayant une "image" différente dans
(1)) . :

. 5 = a
Enfin si ﬁ)E. L), ﬁ= E‘%ﬁ aas p €L (V') . Si B estM mesurable,

~

1% e V)
"B ﬂ: E 1B ﬁ, et comme 1Bﬁ€L'a(V') : 1ijeL' (ve) .
Le lemme en résulte.,

Remarque 1 : Ces deux lemmes sont de nature purement technique, mais ils seront
utilisés dans la suite de 1'étude.

Quelques propriétés de multiapplications mesurables,

Théordme 1 : Si une multiapplication mesurable [" & valeurs fermées non vides
dans V est telle que l'ensemble des sections intégrables de [

est mon vide et borné dans L?(V) , alors "['(.)H . appartient & LT "

Toute les sections mesurables de [T sont dans Lf‘(V) et forment un ensemble

faiblement relativement compact.
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Montrons tout d'abord que toute section x de r qui est mesurable est inté-

grable. Soit x = wme section intégrable de M ., On pose 3
a ={®; |x@)| < n}

x = 1nn x + 1[0_“ X,
Alors xn est une section mesurable de [ , et de plus elle est intégrable,

L'ensemble des sections intégrables étant borné, il existe M>0 , tel que

| <

pour tout n : E“ xn(.)

On en déduit 1@ E(m.n “x(.) | ) <M pour tout n . Comme "Lljon'n =

x est bien dans L?(V)

Soit {fn} une famille dénombrable de sections mesurables telles que pomr
tout @ , {fn(c))} est dense dans @) . (voir 0.A.C) pour ce résultat).

Pour tout m, E sup ”fi(') “s M . En effet = E?,Qj avec

igm

o, ={w ; ”fj((.))” = sup “fi((.))“} et on sait que E[])imj fj(.) || <M .

i<m

En faisant tendre m vers 1l'infini, la suite sup "fl()

| étant croissante,

igm
on aura : B sup ”fi(.)lgn .
: a
or |r(@= sw [£,@)] . |Jr(.)| est donc dans Ly .
"

0r 0 -—> £(©) est mesurable d'aprés 0.8 et | @) = [r@] .

On applique alors le théordme de CASTAING ( [4] ) :

A
Les sections de [ formeront un ensemble faiblement compact dans L?‘(V) .

Remarque 2 ¢ On aurait pu aussi condidérer 1'intégrant fonction indicatrice
des sections intégrables de [e et appliquer ensuite le résultat

de ROCKAFELLAR ( [16] ; voir II-1-(4)) pour démontrer la compacité faible des

sections intégrables de F p



Corollaire : Soient L*(V) et L'*(V') deux espaces décomposables en dualité.

S5i une multiapplication mesurable & valeurs fermées non vides,
dans V est telle que 1l'ensemble des sections mesurables de [ appartenant &
L2(V) forment un ensemble non vide faiblement compact dans LZ(V) , alors toutes

les sections mesurables de [ sont dans L2*(V) . De plus "T() " est dans LT .

st LA(V) =13(V) (tgpgtee) , (V) =13, (v), |r()f %tumL;.

PREUVE
En effet on sait que La(V) C L?(Y)

Seit :x une section mesurable de M incluse dans L%(V) , et x wune section
mesurable de [ ,
Soitn = {Q; ||x(0) || < n} "

On pose x = ‘I_n_n x.+:\1cﬂn X, Alors X est une section mesurable de [

et appartient & La(V) . La suite {xn}n est donc faiblement relativement compacte

eN
dans L%(V) , et en conséquence dans L?(V) . Par le théoréme ' EBERLETN-SMULIAN

( [8] p4% ), il existe une sous-suite, notée (xn ) , convergeant faible-
S

ment vers & dans L?(V) .

Montrons que £ = x , En effet pour tout v' de V' , <v',2> est limite de

{ <v',xn>} dans L1 faible. De plus <v',xn> converge p.s. vers<v',x> .
s s
On applique alors le théor&gme T 21 de EO] (p.37) et =G> p.s. On

en déduit : £ = x p.s. _
Les topologies o(L*(V), L'*(V')) et g(Lf(v),g,f(V')) étant équivalentes sur
1'ensemble des sections mesurables de [' appartenant & L*(V), le corollaire

en résulte.

Lorsque L2(V) = L;(V) , on appliquera une méthode identique & celle du théoréme 1

en considérant sup ” fi(') " P , pour démontrer que “r()| est dans L; .

i
Re ue ¢ x est donc limite faible de {xn .} dans l'.'a(V').
8
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IX INTEGRALES CONVEXES.
1) Quelques résultats :

Rappelons la définition par ROCKAFELLAR d'un intégrant normal ( [13} , [14] ,

[re] )

Définition 1 ¢+ Une fonction j définie sur L x V & valeurs dans ]- w0, +oo]
est dite intégrant normal si :
a) jest a@®@M(V) mesurable.
b) Pour tout ®, j(©, .) est s.c.i. sur V et non identi-
quement + oo
On a alors les résultats suivants, donnés par ROCKAFELLAR ( [13] , [14] ,

[16] ) .

(1) j est un intégrant normal si et seulement si @ ——» epi Jgest
mesurable & valeurs fermées non vides.

(2) si la duale j* est propre pour tout W alors j* est un intégrant
normal.,

(3) Si un espace décomposable La(V) est en dualité avec un espace

de fonctions mesurables & valeurs dans V' L'a(V') on pose 3
pour xeL® (V) , I(x) = /3(0, x(®))p

pour oceL' (V') , I*e) =/ 3* (0, ())dp

en égalant ces quantités 3+ si il n'y a pas d'espérance généralisée,
\Alors : s'il existe x€L®(V) , avec I(x) <+o00, I* est la duale de I .
Si L'a(V') est décomposable, si j est convexe sur V pour tout @ , et

s'il existeoC dans L'®(V') avec I*() <+ oo, T et I* sont duales l'une de 1'autre.

Enfin on a le résultat suivant quand j est un intégrant
convexe normal:
(4) si 13(V) =Li(V) , L'%(V') = LV') , s'il existe x et
respectivement dans L?(V) et LA(V') avec :

I{x) <+ o0 I¥(€) <+ o , alors la duale de I*
dans (Lo(V))* s'éorit s

si y*¢€ (L%V))* , 8i x est sa partie totalement
continue, et y’; sa partie singulidre (voir EG] )
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alors I**(y*) = I(x) + ¢ (X | dom I¥)

Dans toute la suite, on supposera (sauf exception) :

a) Que La(V) et L'a(V') sont décomposables.

b) Que I et I* sont convexes, propres, et donc en dualité,

Proposition 1 : Si IO+ est la fonction de recession de I alors
(10%) (3) =/30%(@ , y@)) dp .
En effet soit xeL*(V) , avec I(x) <+ o

Alors (10" ) (y) =;\sup\/“]((&’ ,x(@) Hy@W)) - j(w, x(l»))) dp
- + g0 by

En utilisant le fait que le terme sous 1l'intégrale croft quand A\ —=3 + oo et

posséde une intégrale généralisée, la proposition en résulte.

Conditions de continuité et de semi-continuité inférieure,

I1 est important d'étudier sous quelles conditions la continuité d'un intégrant

convexe en un point entrafne la continuité en tout point.

Proposition 2 : 3i £ est sans atomes,si L (V) = L (V) s L'a(v') = L (V') , et si

1§ p<+m,si I est continu en un p01nt ,il est cont:l.nu partout.

Par [1 1] P. 26 , il suffit de démontrer que I est fini partout.

On peut supposer I continu en O . Alors on sait qu'il existe o¢>0 , tel
que si "x“ <oc  alors I(x) € I(0)+1 .

Lo (V)
Soit maintenant x quelconque dans L;(V) . On sait alors qu'il existe >0 ,
tel que pour tout Aca tel que p(A)<§,

n 1Ax "L;(v)<oc

L étant sans atome, il existe une partition finie de f:par des ensembles
n

mesurables de mesure inférieure & § . On pose domc =Y Q  , ayec

i
p({L i)\(l)- pour i=l....n



a § e
o TE o

or /30, x(@)ap =/3(w, ta, x(W))dp —/c (@, 0)ap
, a
i

Mais ”1n xu <o , donc / j(W, 1n1 x(©))dp < I(0) + 1

¢t de plus f J(wv O)dp % # oo
i

‘1 en déduit par somme sur les Ili H

ﬁ(‘»’. x(W)dp € + e,

Proposition 3 : Si L est sans atome, si V est de dimension finie, si
L3(V) = Lg(V) , L'3(v') = L§(V') , si I est continu en un
point pour la topologie de MACKEY, il est continu partout.
PREUVE

On peut supposer que I est continu en O pour la topologie de MACKEY .

On va encore montrer que I est fini partout.

I étant continu en 0 , il existe un voisinage de 0O pour la topologie de
MACKEY, V, tel que si xev , I(x)<I(0) +1 .

Les polaires des parties faiblement relativement compacts étant une base fon-

damentzle de voisinages de 0 , il existe une partie § faiblement relativement
compacte dans L?(V‘) telle que :

s [<x@ , n©)> a1 = 1) <1(0) + 1
hel
V' étant d¢ dimension finie, h s'éerit h{v", + eees + hn ?;1 et on en déduit
que §est faiblement relativement compact si et seulement si {hi]
hef h Zhi vi

est faiblement relativement compact dans L1 , Ou encore gréce & [8] (corollaire
10 p 293) si {lh(. )”}h 'xest faiblement relativement compact dans L, .
€

Mais grice & [8] (oérollaire 11 p 294) pour tout €>0 , il existe § >0 , tel

que si p(A)< § alors sup A “h“ dp < €
hed
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Soit x dans L(V) , distinet de O . On choisit €= :
Le(V)

Alors sup \/A\ <x(@), h(@)>dp 1 quand p(a)¢§
hep
On fait alors une partition finie de fL et on procdde comme pour la proposition

précédente,

Nous allons maintenant montrer un résultat étendant un résultat de ROCKAFELLAR [j5]
On suppose ici que I est défini par un intégrant normal non né-

cessairement convexe., On fait les hypothéses suivantes :
il existe x_ € Lf(v) I(x,) <+ o .

il existe x, € L‘;(V') T*(oc o) <+ ®

Théordme 1 3 Si V est de dimension finie, si N est sans atome et si I est

faiblement s.c.i. sur L?(V) , I est un intégrant convexe.

Ce résultat généralise celui de ROCKAFELLAR dans |:15:| , avec une démonstration

sans doute plus simple, Nous obtenons le théordme en trois étapes.

Lemme 1 Pour que I soit faiblement s.c.i., il faut que 1l'ensemble non

vide des sections intégrables de @ —=» epi j, soit faiblement fermé.

Soit A une partie mesurable de.a . Alors x—-—)ﬂ j(w ,x(6))dp est également
faiblement s.c.i. En effet ﬁ J(Q,x@))dp = 1(1A x + 1CA xa) 5 {i(w, ?B(w))ol, P

Or I( xo) <+ et 1l'application x—=> 1Ax + 1CA X, est affine continue de

L3 (V) dans lui-méme.
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Soit alors £ , & adhérents faiblement & 1l'ensemble des sections intégrables de
w S epi cjw

De la semi-continuité inférieure faible de x --»\/‘; jw, x(w))dp ,

on déduit Jr 3w 2@ < /) @@

et en conséquence j(W, 2(W))< &(w) p.s. (2 , &) est donc une section inté-
grable de W —-—> epi jw .

Remarque 1 : La dimension finie de V n'est pas encore intervenue.

Lemme 2 ¢ Soit [ une multiapplication mesurable & valeurs faiblement compactes

dans V de dimension finie telle que | (.)| appartient & L

Si O est sans atomes, pour que l'ensemble des sections intégrables soit fai-
blement compact dans Ly(V) , il faut et il suffit que [ soit p.s. & valeurs

convexes,

La condition suffisante est classique. Nous donnons une démonstration de la

nécessité de la condition de convexité.

Soit f wune section mesurable de QW=——= f(@) . (f- est mesurable par 0.E) .

Soit A une partie mesurable den . On note i) (A) 1'ensemble des sections

mesurables x de [ telles que :

U/L x = ‘/X:f ;

Par le théoréme de LIAPOUNOV, OV (A) est non vide.

Si f n'est pas une sectionde [ , on a :
N N =¢
A

Or ()’)(A) est faiblement compact pour tout A . On en déduit : il existe une

famille finie de A, mesurables tels que [ r)).)(Ai) =0 .

Or considérons la famille finie des parties minimales (ne contenant strictement
aucune autre partie) engendrée par [:et N par les Ai . Sur chacune de ces

parties Bj par le théortme de LIAPOUNOV, il existe x.j section de [avec

xdp=/f.
Ao,



= k3= -1I -

En recollant les x, (car les B, sont disjoints) on a une contradiction, car

J J

on trouve un x section de [ avec pour tout i

X dp = / f dp °
ﬁi A

Enfin on a le lemme suivant

Lemme 3 : Soit [ une multiapplication mesurable & valeurs fermées non vides dans
V de dimension finie possédant une section intégrable. Si L est sans
atome, pour que l'ensemble des sections intégrables de [ soit faiblement fermé

dans L?(V) , 11 faut et il suffit que I soit p.s. & valeurs convexes.

PREUVE
La condition suffisante est classique. Montrons la condition nécessaire. Soit xo
une section intégrable de ' . On pose :
AW) = Ix @)1 v .
Soit ri la multiapplication & valeurs convexes fermées non vides :
W -——>% (0, iP()) définie pour ieN .
r{ est mesurable. En effet q(v| ri@d)) =ifd ©) vl et 1a condition
0-D est bien vérifiée.
" —_— ]
On pose W =rwnrj .

r’; est une multiapplication & valeurs faiblement compactes non vides, et elle
est mesurable, car son graphe est l'intersection des graphes de [ et r‘i .
L'ensemble des sections intégrables de r; est non vide (il contient xo) et
faiblement compact dans LT(V') (c’est 1l'intersection d'un ensemble faiblement
fermé et d'un ensemble faiblement compact). Par le lemme 2 , r{ est donc p.s.
a valeurs convexes.

En éliminant une réunion dénombrable d'ensembles de mesure nulle, on voit donc

que Dp.S., pour tout i , rg(&» est convexe. Donc p.s., U r;(h»
ieN

est convexe. Or comme O W)3»1 , W) = U r:'i(w) . [ est donc p.s. &

valeurs convexes,
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cssemule alors le lemme 1 et le lemme 3, Sous les conditions du théordme

) ——-» epi jw est p.s. & valeurs convexes, ce qu'il fallait démontrer.

us-différentiaiion des intégrants convexes.

" a les résultate de ROCKAFELLAR ( [14] et [16] )

(5) Si La(V) et L'a(V') sont deux espaces décomposables en
dualité, si I et I¥ sont deux intégrants convexes pro-

pres en dualité, alors

a) Pour tout x de L3(V) ,® ——s 3j(0, x(®)) est une mltiap-
plication mesurable ( [14] corollaire 4.6)
b) Pour que ol appartiemne & 9dI(x) , il faut et il suffit que :

CW) e 3 jw, x(®) p.s. avec welL'?(V') .

Théoreme 2 : Si I est continue en x é1ément de L%*(V) (pour une topologie

compatible avec la dualité) (1) , alors aI(xo) est non vide, faible=
ment compact, et est formé de toutes les classes de sections mesurables de

©—> 3j(© , x(@)). De plus  3(. , x(.))|  est dams 1y .

51 1 est contim en x_, aI(xo) est non vide et faiblement compact par [11]

v. 60 , Gréce a (5) , on applique le corollaire du théoréme I-2-1

Corolisire : Si La(V) =L3°(V) $ L'a(V') =L1a(V') , si I est continu en

x € Lz(V) pour la topologie forte, aI(xo) est non vide et
faiblement compact dans L?(V') . I1 est formé de toutes les sections mesurables
de W (@, x(W). et W—=> [3j(®, x(®))| appartient a LT "

La topologie forte de L3(V) n'étant généralement pas compatible avec la dualité,

ce résultat ne peut &tre obtemu directement. Nous allons utiliser le résultat
I1I-1-(4) de ROCKAFELLAR.

la duale de I dans (L(V))* stecrit :

I*' (c*) = I*GC) +'7(%' l dom I) péur o ¥ =oc+}: .

(1) Nous ne donnerons plus cette indication dans la suite.



Pour que o¢* appartiennse i GI(xo) , 11 faut et il suffit que, si ee* = oc+ X,

alors 3
I*() + I(x) + tr(x. |dom I) = <otx >+<%, x >.

Cela s'écrit :
occax(xo)

?(‘XPOI I) =<x , x >

Or si I est continu pour la topologie forte de Lo(V) en X ?2'I(x) dans

( L:(V) )* est non vide et faiblement compact. De- plus, x, € int dom I , ce qui
entratme, si X £ O Y(XIdon I)> <x,xo> :
On en déauit : sl oc* = oL+ X est dans 'I(x) , x=0 et ocdl(x).

Le sous-différentiel de I dans L?(V') est donc non vide et faiblement compact.
On réapplique le corollaire du théoréme I-2-1 .

) ue 2 3 Ce dernier résultat n'entraine évidemment pas que les ensembles
{oc,; I*(C) - ¢ xo>\<p} pour

p>inf I*EL) -<&x >

sont faiblement compacts, mais ils sont seulement non vides, fermés et bornés.
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III ESPERANCE CONDITIONMELLE D'ON INTEGRANT CONVEXE.

L'objet de cette partie est le suivant : étant donné un intégrant convexe, psut-
on définir sa restrictiom aur fonctions 90 wmesurable par un intégrant convexs
dépendant de fagon OV mesurable de & 7

On procéde en deux ‘étapes
- espérance conditionnelle d'un intégrant suffisamment régulier ;
- passage aux intégrants généraux.

1 Espérance conditionnelle d'un intégrant régulier.

On considére ici un intégrant convexe normal j tel qu'il existe h et h' dans

L1+ avec ¢

l3(0, )| <n©) x| + n' @) p.s. pour tout x de V

(Progriété 2).

Théordéme 1 : Si un intégrant convexe normal possdéde la propriété p , il existe
un intégrant convexe normal .15,: tel que : a) il existe des versions

hiyet Y de E”h et BPR' telles qne pe.s. pour tout x de T 3

lig(@, 3)| <ng(@) [ + ni, @)

b) Pour tout x 9 mesurable & valeurs dans V , si (., x(.)) possdde
une espérance conditionnelle généralisée(t)

igy(er () € B75(0, 2(.))

alors,

PREUVE
En effet, on peut considérer pour tout x de V 1la classe de v.a.r. 9% mesurables

(E()b:]) (e x) , et on aura :

ER3) (0 1)) <E™h) () s + 2P

o~ el
Soient h‘;3 et hlﬁ des versions de Ecbh et Egbh' -

Soient (.an) une partition dénombrable 9> mesurable de ., telle que sur chaque
Qo ’ﬁ% et '}\1,'55 soient essentiellement bornés : on peut prendre par exem—

ple la partition de & constituée par :

{‘9- lé(ﬁgb Vﬁ!b ) (©) <n + 1}

(1) Pour la définition, voir [10] p 49 . Ici cela signifie que i(.,x(.))est

minorée par une fomctiom intégrable.
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A
Alors considérons les restrictions de .(E%J) (op x) de E™h ot E hf A,

On peut écrire 3
(€™ () et (a)

§ 6P () 1R (ay

N 5,
L Eh) ) e 12 (a)

On applique alors le théordme de IONESCU-TULCEA & 1'espace probabilisé complet

(nn o g p) : il existe un reldvement iéfométrique linédaire, préservant 1l'ordre
» .

et les constantes de L)m(n.n) dans ofw(nn) . Soit p_ ce reldvement.

Quand () appartient & Q. on pose :
in(e, 1) =p () (,0) @)
P (E™n(.) ©

o, ((E7n0(.) @

h ¢ (W)

h'p (Q)

Or les reldvements préservant 1l'ordre, on a :

a) P.8. , pour tout x ,
gy ©) Il -y @) <in @, x)
<hg (@) Il + ny) @)

C'est & dire :
i@, )] <hgy @) Ixl + g (@)

b) pes. , Jo(0,.) est convexe sur V .

P.s., j(W,.) est donc convexe, et majorée sur tout borné. x—- j(@W , x) est
donc p.s. continu § j g st donc bien HO®A(V) mesurable. C'est donc un intégrant
normal qui possdde la propriété p .

(Cette méthode a été utilisée par VAN CUTSEM pour la construction d'espérances
conditionnelles de maltiapplications & valeurs faiblement compactes. On. se repor-
tera & [22] et [23] ).

Soit x une fonction 5 mesurable & valeurs dans 7V telle que (.. x{.))}

possdde une sspérance conditionnelle généraliasés.



si 355(., x(.)) & E%j(., x(.)) , 11 existe B non négligeable 99 mesurable
tel que @

ou bien jg (., x(.)) > E()Bj(., x(;:')) sur B

ou bien jq (., x(.)) < Eg“’j(., x(.)) sur B
Soit B ={weB;n <lx@)] ¢n+ 1} Alors UB =B

On va montrer que pour tout n

A 5@, x(©)ap = A NCRN )

ce qui entrafnera une contradiction,

On peut supposer Bn non négligeable. Alors xeLaBn s V) .

Considérons sur LE: (Bn ; V) les deux fonctionnelles :
y-—I'"-’ f @, yw))ap
1 By

P 4 3o, v .

Alors, I1 et 12 sont telles que :

pour tout y :

L)< "h" i.1 "y" L% 5

vl
1

3 V)

L)< |nf . I 5 @, s ) + |n Ly

)
I, et I, sont ges intégrants oconvexes partout finis sur L:‘:(Bn 3.V) .

Elles sont donc continues pour la topologie de Mackey , par II- 1-:(4-)
Supposons y étagée :

m
1_n n
y= E Bi yi ' (Bi)i=‘1 coold

étant une partition 9O mesurable finie de B
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Alors :

Jo n@ L y@e 3 [ a0, ve

n i=1 i

Or comme 355(., yi) €:Egbj(., yi) , on aura 3

/;n 355((0, yi)dp = A;n j(wv yi)dp .
i i

et en conséquence, si y est étagée, I1(y) = I2(y) .
N 95 .
Or les fonctions étagées sont denses dans LOO(Bn 3 V) pour la topologie de Mackey.

Donc, pour tout y de LiZ(Bn ; V) , on aura : 11(y) = Iz(y) .

Cela entraftne bien :
Jo 3@ . x@)ap - An iy (W, x())ap .

Le résultat est bien démontré.

Remarque 1 : L'hypothése de convexité & joué un rdle essentiel mais on peut
lever cette hypothése en choisissant un intégrant qui est, par

exemple, uniformément LIPSCHITZIEN, tout en possédant la propriété p . La

continuité de l'espérance conditionnelle se démontre alors en utilisant 1l'iso-

métrie des relévements,

Espérance conditionnelle d'integrants convexes généraux.

On considére ici un intégrant convexe normal j tel que :

a) Il existe X, 9Y mesurable & valeurs dans V avec

i, xo(.)) €L, .

b) Il existe o €:L?(V') avec

:j*(.,oCo(.)) €L, .

L'ensemble de ces deux propriétés sera désigné par (Propriété Q)
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Théoréme 2 : Si un intégrant convexe normal possdde la propriété Q , il
existe un intégrant convexe normal 355 tel que pour tout x
9 mesurable & valeurs dans V , si 3(., x(.)) a une espérance condition-
nelle généralisée, jsx‘)(o, x(.)) € E()’)j(., x(.)) . ;jgbest 1'unique intégrant
convexe normal possédant cette propriété (en identifiant deux intégrants

coincidant p.s. )

PREUVE
On identifie xo(resp. (X:O) a4 1'une de ses versions.
On pose /5="dlo" V1 Aors Joe LT

On note j; 1'intégrant défini par :

*LJ, - '*(.),
O, ) = *O,) +w55(0’(010}b@)

pour tout i entier ;j; est normal car il est bien a ® gb (V) mesurable,

PeSe S.C.i. sur V , et j‘;_(w ,030((*’)) <+ o9 p.s.

Alors comme NOz1 , *w,L) = limJ/j’{((.J,oc) p.s. pour tout oC .
* i+
Donc,en posant ji = (,j;) , 11 vient :

J(Q, x) = 1lim Tji((,.), X) p.s.pour tout x .

i-=> + 00

Or on a :

3;(“ » Of O(U)) = i*(W, oco((.))) pour tout @ .
Donc

3,00, 1) coe (@), x> - *(W,00, &)
De plus

FW,e)y *@,)pc, x, > - j@, x W)
On en déduit :

3,@, D)< 3@, 1,@) +1p@ (I +Ix@ 1) .
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et par suite
“P@ I - g, e (@) <3, @, D<@, 1 @) +ip@ (Id + k@) .

On identifie xo et 1'une de ses versions. xo étant G‘Jmesurable, on fait

une premidre partition (an) O)-mesurable de - :

neN

a ={W;n <|x @ [<a+1} .
Sur chaque nh , on aura donc :
- Il - 3@, o0 (@) <5;(W, )< 3(W, x (©) + 1) (lxll +n+1)

Puis on constate qu'on peut reprendre sur chaque -Q-n la méthode de construction
de 1l'espérance conditionnelle du théoréme précédent mais avec certaines précautions
on remarque en effet que la construction de 1l'espérance conditionnelle de i

sur .O.n dépend :

a) De la partition dénombrable de a, choisie,

b) Des relévements choisis,
On procédera alors de la maniére suivante :

n n n [ ;
- On note h(),), h1q5 y h2‘)3des versions des espérances condition-

nelles de 5 , j*(.,e¢ (.)) , 3(c, x (1)) sur o .

- On fait une partition dénombrable fixe (indépendante de i ) de Q

en ensemble 9 mesu.rables{ﬂﬁ} ol, & la fois hns’b 7
me N
n

-
h155 ’ hg% restent essentiellement bormes.
-~ On construit 1'espérance conditionnelle de ji % j%;l sur chaque

ol , par une famille fixe de relévements {P:}

- meEN

Ceci est possible en appliquant le théoreéme 1 , car si h%’a est essentiellement
borné sur .O_: , cela entrafne nécessairement que m%b est essentiellement borné

sur -Qi pour tout i entier,
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- On re¢olle les Jn%i pour obtenir J‘Y>i .

Or : = Sur chaque nn , donc sur tout N, ‘j‘?bi possdde les propriétés a)
et b) du théordme 1 .

- pP.S., pour tout x , la suite j%i((d , X) croft., En effet le reld-
vement de IONESCU-TULCEA conserve l'ordre, et on a eu la précaution

de choisir pour tout i 1la méme famille de reldvements ,
On pose alors
in@, x) =untjg (W, x)
i-——>+ <
Alors :

a) jéétant une limite de fonctions 9)®%) (V) mesurable est 538 D (V)

mesurable,
b) Pour p.t. (), j®H(W,.) étant un sup de fonctions convexes 8.C.i.

est convexe s.c. 1 .

8oit alors™ x % mesurable, tel que j(., x(.)) possdde une espérance conditionnelle

généralisée.
Soit Q! = {Wwins Ix(W) I <n+1} , X étant identifié & une de ses versions,

Alors sur _n.I" ji possdde une espérance conditionnelle généralisée puisque :
- @) Ixll = *(@, ¢ (W) <3;(0, x)

;)i possédant les propriétés a) et b) du théordme 2 sur tout fNles possdde

sur Q! pour tout n i 3551(" x(.)) € E%'ji(" x(.)) sur £ pour tout n

En faisant tendre 1 vers 1'infini, en profitant du fait que j i croft, on a 3
J (.‘ x(.)) CE%‘J'(. x(,)) sura' pour tout n
51) 9 ° [ ° n

or j(., x(.)) a une espérance conditionnelle généralisée sur SL. .

Donc @

dgy(er (D) e B (., x(1))

En conséquence, j%(., xo(.)) CE%j(., xo(.)) ot j%(., xc'(.)r)CL1 , ce qui

prouve que p.s. jSaJ(Co, xo((.)))< + o et donc que Jj g est normal.
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I1 reste A montrer que J§ ainsi construit est bien le seul (b. un ensemble de
mesure mille prds) & posséder cet ensemble de propriétés.

Soit donc j'9) un autre intégrang normal possédant ces propriétés.

Si 355 et j.'% ne sont pas équivalents, les multiapplications mesurables &
valeurs fermées non vide O -—» opi:)gbw et W —» epi] '%U ne coincident pas

sur un ensemble de mesure non mille.

Alors sachant que W-— Eepijﬁ W et W —> epij'py,)sont mesurables,

® —> epiiPy N |epis! et @ —>epij' (|epijgy,, sont mesurables.

Alors puisque f, = {U, My (W) # ¢} ot 4, = {w; W) # g } sont mesurables

(voir O—A—C), si quet 3'95 ne sont pas équivalents,?\.1 “ ou ﬁ2 sont non

négligeables,
Supposons P (FH )>0 . Soit W —> (x1 ((‘))1 zg (L)) une section 9D mesurable de N

définie sur ﬁ1 %

Soit 51' une partie ) mesurable non négligeable de 51 sur laquelle x, et

A 1 restent bornés,

Alors sur ﬁ1' . x, (.)) a une espérance conditionnelle généralisée, car
O, x@)2 < o ©), 5, @W> - *0,x W) .

On en déduit que sur §'

Int x (e B24(., x, ()
ap (o % (D€ EP 30, 5 ()

Or :
i@, x ()< 2 (W) ps. sur A
35 (0, x, () > 2 ©)

Il y a donc contradiction.
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Espérance conditionnelle d'un intégrant convexe sur un espace décomposable.

Soient L%(V) et L'®(V') deux espaces décomposables en dualité.

Soient j et j* deux intégrants normaux en duslité.

On fait 1'hypothdse qui sera conservée jusqu'd la fin :

a) il existe x, € G (v) 3s s xo(.)) €1,

b) il existe o_ el'?® (v) J*(.,cco(.))CL,‘

Théordme 3 : On peut construire un intégranti convexe normal J > tel que si

8
x €19 (v) j@(’,x('))eE i(e,x(+)) 4, qui sera
1'espérance conditionnelle de jDe plus si J;b est l'intégrant dual de Joy
alors les fonctionnelles x——->L/y"(.) , x(@))dp et o --)ﬁ}})(w yo¢ (W))dp

définies respectivement sur RS (V) et L' (V') sont convexes, propres, et

duales l'une de l'autre,

PREUVE

En effet x  est bien 9 mesurable et par le lemme I-1-1,

. SH)
o , appartient & L?‘(V') . De plus, si xeL (V) , comme §

I, x(@)) » < (@), x(Q)> - *(©, e« (©),

3(s,x(.)) a une espérance conditionnelle généralisée. On peut donc appliquer les
résultats du thdortme 2. Or par le lemme I-1-2, LGB(V) est fermé dans La(V).

La restriction de la fonctionnelle x—-> / (W, x(@)dp est donc convexe,
I J

propre, et s.,c.i. smr L‘%(v) . De plus L‘?’(v) et L'%(V') sont deux
espaces décomposables en dualité par le lemme I-1-2 ,

Alors comme ;155(” xo(.))€ L, , on applique le résultat II-1-(3) de
ROCKAFELLAR : la duale de z—> j()b(mp x(Q) )dp ~définie sur L%(V) sera

I
% () .
o I*>L/;gs( » x(w))dp

Eh)

or IS’J est propre et s.c.i. sur L%(V). Igb est donc aussi propre. Le théordéme
en résulte,
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Gopulileive 1 ¢ S& y appertient & I (V) , 3‘}0"(0, y(.)e E(bjo"'(., ¥v(,))

Bn effet 1 o0 (@, yW)) = sup  Jp (0, x (@) +ay(@) - 35(D, x (@)

. Neptoe

01' .
j (0 b ¢ (.))CESB (. X (.\ et ID X ('))eL ®
J% 14 o) . J 14 o b= Jix 9 o 1

De plus pour tout n entier

3(es () + 2 3()) = 3oy 2 ()

n
posséde une espérance conditionnelle généralisée et la suibté ainsi formée tend

en croissant vers jO+(., y(.)) quand ne—-> + oo ,

Enfin :

Igfer x() #0y0)) = 3g (0 x()) B 3, x() + 0 y()= 3, 5())

n n

pour tout n entier. Le corollaire en résulte.

Remarque 2 : jO+ est lui-méme un intégrant normal. En effet jO+((~‘ , 0) = 0 p.s.
De plus 1l'intégrant dual n'est autre que (W, x)-—»‘\’—z——-——— »
dom j*(w i)

(voir II p 52) et,comme I*(oco) <+, on aura iy (mo(w)) =0 p.s.
dom §* (G )

35-.)04' n'est donc autre chose que l'espérance conditionnelle de 1l'intégrant 30+

Corollaire 2 : Si x et y sont dans L%(V), si I(x)<+oo et si

' (xly) < +eo, alors 3% (o, x(Dv()) e 8730y x()]3(a1)

En effet comme I'(x|y) = inf n(I(x +¥) - I(x)), si. I'(x|y)<+ oo, 11 existe
n
n—»+ o®

N, tel que pour n >N , I(x +l)<+a , ou encore tel que pour n>N ,
n

i(e, x(;) + Z(.)) appartient L,
n

or pour tout @, I (0, x@)|y®) = inf n(ig (@, x(@) + ) - Jq@, x(®)))

n—a+ oo
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et pour tout n de N, comme j(., x(.)) appartient & L, on aura :
n(J%(ov x(.) + y(.)) - J%(-, x(.))) e ) n(3(., x(.) + y(.)) - 3(., x(.))) .

De plus, quand n est supérieur & N , la suite n(j(., x(.) + y(.)) - 3(.) x(.))

est majorée par une fonction intégrable fixe et décroft p.s. Le corollaire en
résulte,

Re! ue ¢ On ne doit pas espérer construire 1'espérance conditionnelle de
(@, y)=— j'(W, x@)|y) au sens ol nous 1'entendons. En effet
cette expression n'est en général pas p.s. S.C.i. en y .

Application : Construction de 1l'espérance conditionnelle d'une multiapplication.

Définition 1 : Soit [ une multiapplication mesurable & valeurs convexes fermées

non vides dans V' possédant une section :i.ntég'rable.<::(Jo . On
appelle "espérance conditionnelle” de [ et on note I}) la multiapplication cons-
truite pas espérance conditionnelle de 1'intégran{ normal des fonctions d'appui
de [ .

Considérons en effet les intégrants :

(@, x)-—> ¢ T @)

(@io)— Yy @) -

Ils sont duaux 1l'un de l'autre. On a de plus

@I @) =0 p.s. et 0€LEV)

\#,_(w)(oc o (W) =0 p.s. et o L€ L?(V')

On peut donc construire ‘f’)‘f) possédant les propriétés du théordme 3 pour

LA(V) =L3(V) , L'%(v') = LT(V') ;

De plus lesreldvements ayant servi & construire qﬁétant linéaires et conser-
vant l'ordre,(f% sera positivement homogdne et sous-additive,
Il existe donc une multiapplication mesurable notée l‘ga , &'valeurs convexes

fermées non vides dans V' , telle que ‘-r@; (oo [ (0)) et Ll)l—%(.)(.)
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sotent duales l'une de l'autre (cet argument est identique & celui de VAN CUTSEM
dans [23] )

Sous-différentiel de I .

Rappelons que nous avons identifié AEZ (v') a E?’L'a(V')/ ker E(‘h.

Alors on vérifie tout de suite que dans le cas général

aI%(x)JE&a I(x) pour tout .x de L()-b(V) "

. P
En effet, siof € 3I(x) , pour tout y de L (v)
I(y) - I(x) » <o, ¥y - x>

et donc :

o
I(J\)(Y) - Ig\,(x)><E o » ¥ - x> .
Mais on a le résultat suiyant :

>
Théordme 4 : Si I est continu en X élément de L (v) , alors, pour tout
S
x de L()b(V) § aI(,;,(x) = E) aI(x) .

En effet considérons la fonctionnelle définie sur L%(V) I + \\)qu(v) .

Si [Yappartient & QJIg (x) , il existe o¢, dans L'%(v') , avec : E%q;1 =[5 5

On vérifie tout de suite qu'alors of, est dans 9 (I + *’-‘)5(";))(1)
L °
Or I étant contimi en x , par [11] (p 62), on sait que :

A1 +\,JL6‘.>) (x) = 3I(x) +3y I?’(V)(x) "

Comme
&) =170
P x) = ’
Y& w)
on peut écrire : a‘1 =ac2 +<r§ avec 3 |
¢, € dI(x)
»

Exé =0 °
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7]
Donc : fb=Eq, avec of, dans ?1(x)
Corollgire : Sous les hypothéses du théoréme 4 , si x appartient & L (V) ,

si 9I(x) # ¢ . la multiapplication W—>3 .4 (O, 2(Q)) est
une version de 1'espérance conditionnelle de &) —- 3j(0, x(Q)) .

En effet par le résultat (5) de ROCKAFELLAR, dIq(x) est formé des sections

mesurables de () -——-> 33%(6.), x(Q)) T T, (vr) .
Supposons 3Iqy(x) £¢ .

Alors 5 -—> /;Va. (P ap est 1'indicatrice de  ALgpy(x)
Jon (U ’ I((.)))

La fonction d'appui de '319,’ (x) sera donc par II-1-3

7 /@) 3o (@, x@) @ pour yer®() .
si 9195(1) #0 , 9I(x) # ¢ et sa fonction d'appui sera de méme
y > [P@] 3,(0, x@ap pour ye1*(V) .

Or
G»
3155 (x) = E) aI(x) @

Donc quand y est dans L")‘)(V) :
SR 340 (@, x(@)ap = /Hr(W] 3, , x(@)ap .

En annulant y sur une partie 9 mesurable quelconque, ce qu'on peut faire
puisque Iﬁ’> (V) est décomposable, cn auras pour tout B O> mesurable s

Jo9a@)| 3y, x@)ap = /g 4@)[2 (@, x@))ap .

On en conclut ¢

Y] 5 g0, @) € 8 Q)] 3w, )

On applique alors le résultat d'unicité du théordme III-2-3



-3t - - IIT -

Théordme 5 :
si LA(V) = Lg(v) , LO(v') = L3(V') ,

o, .
si I est fortement continu en xogL;‘.(V) , alors 9l (xo) = E(b GI(xo) 2

et W—> g j%((«&, xo(w)) est une version de 1'espérance conditionnelle de

W > aJ.(Q), xo((.))) . De plus, pour tout x de L(i)o(v) , On aura ¢

a1, (x) = £(91) (x) + 0" AL (x)

PREUVE
Soit 3'I(x) et g Igy(r) les sous-différentiels de I et Ig dans

(LAV)* ot (L2 (V)
Alors de la m&me manidre, pour tout x de I?:Q(V) , on aura @
' I%(x) = restegy 9’ I(x)

D
(en notant par restq, y* la restriction & LJ‘,o (V) d'un élément y* de (L:(V) >,
Or en x , par le corollaire du théordme I-2-2 , ¢ I(%) = 31(%:) et

9 I% (Io) = 3155(? y aucune des ces expressions n'étant vide,.On a donc bien :

Ay, (x) = 8> aI(x) .

On montre le résultat sur la multiapplication sous-différentiel comme précé-
demment,

De mdme, en reprenant les calculs du corollaire du théordme I-2-2 on aura 3

PG (x) &= («, x) € (LV))* avec a)ac €I(x)
b)ﬁ= Lﬁboc+ rest%x

0) LXKy x> = ‘f(% | dom I) .
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: )
Donc si 9Ly (x) A# 1l existe oc c9I(x) , avec en conséquence Eoccaly (x) ,

Montrons que rest()x)'x € 0+ 3 I%. En effet pour A >0

a) Si X est totalement discontimu )\ X est totalement discontinu
b) Sirestgx e LN(V') , restgAxel (V')
) sicx, x> = @(xjdom I)

A%, x> = Q( X|dom 1) .

Donc - E%oc + A resf?)'xeal%(x)
De plus, comme :

£ 31(x)C Ig(), ona: 8ln(x)D Pa1(x) + 0" o)
On en déduit :
» +
alg (x) =B 9I(x) + 0" aIqy(x)

Re ue ¢ Pour des raisons qui n'apparaftront clairement que dans la suite

'raj%(., x(.)) n'est en général pas 1'espérance conditionnelle

de 33(" x(.)) o

Propriétés de 4 =N

Théoréme 6 : I*%), est la régularisée s.c.i. de la fonctionnelle convexe
propre f) ——> inf I*() défini sur L (v') , et

Y &

E o=
e L'(vr)

dom I‘;5 = E% dom I*
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PREUVE

En effet comme il existe x, €L (V) avec I(x ) <+ oo, on aura $

YR ><p x> - 1)
De plus comme g

I*(oc,) <+ oo, ”g(ﬁ:95 oL, <+ oo .

Enfin y est classiquement convexe.

Calculons ‘3* défini sur L (v)

3*(1) = sup <fy, x> - inf I¥(@®) = sup G x>- I¥ke) = In(x) .

Eoe = %

Comme U* = I‘?) ; I%‘) est bien la régularisée s.c.i. de

Les propriétés d'une régularisée montrent alors que dom I* E%dom 1*

(voir (II] p 29)

5
Corollaired: Si I est continu en X élément de L) (v) , alors I‘%’o =‘é
) e
et pour toutfj , de LY (vt) , il existeatec L'® (V') tel que
1'6 (B) = I*(¢) . En conséquence dom Igh = E’" dom I* ,

PREUVE

En effet en x I est contim, et de plus, Y L%(V) (xo) =0 , On en déduit

que I*y ty* ()-b(v) est S.c.i. et que 1l'inf convolution est exacte par

11 57) . Comme ¢ * =
] = € vV ® ) Y ® )t
(1*v \,» ) (') =inf I* ()
(V) E%(:CﬂEs ol .
Or

g (D) =sup ¢f, x> - Ig(x)
xeL%(V)

= Sup <j39 x> - I(I)
xcL%(V)
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Or s B = e €' avec o' e L'3(V') .
Done 3
B s x2 -GG ) )

xecL?(V)

Et comme :
T T g

i1 vient

Ip) = inf I*(oc%)

e =B .

On en déduit :

I¥(f3) = inf I*{c)
)
E%oc=jb

Remgwque 5 ¢t Si on applique ce résultat aux multiapplications mesurables, cela
signifie que les sections mesurables de I—% éléments de L'% (V')
sont précisément les images par EQ des sections mesurables de [T éléments de
L'a(V'). On fera le lien entre ce résultat et le théoréme ITI-4-4 et son corol-
laire s en effet si I est continu en xo , la fonction d'appui du sous-diffé-
rentiel en x élément de I?)(v), s'il est non vide, est continue en x - x_

(elle est majorée sur un voisinage de x - xo)

Corollaire 2 : si L*(V) = Lo(V) , Lv®(v') = L?(Vt) , si I est fortement con-

» W
timu en x e Lo (V) , alors dom I = B gon Tk 0" don I
En effet conaidérons les duales I*' et I‘% respectivement de I et I% .
défintes sur (LE(V))* et (L (V))* .

Gréce & la continuité forte de I en x , ense restreignant aux éléments de

(L% (V))* qui sont dans L?(V'), on aura

11;;,)(}5) = inf I*(«) *‘f(M dom I) ,
B
E o + rest%«x=)3



-3 - - TIT =

le minimum étant effectivement atteinmt.
Pour que 5 appartienne & dom I& , il faut et il suffit qu'il existeof € dom I*

et X totalement discontinu tel que ?(’X— { dom I) <+ oo , avec

E?&H resty X= fH

A
On vérifiera comme au théorétme III-4-5 que res%’xc 0+ dom I;) o
® ¥ @ +
Donc dom I*_, €E dom I + O dom IX¥ . Or dom I* O dom I .
% 5 9

Le corollaire en résulte.

Remarque 6 ¢ Dans le cas de l'espérance conditionnelle de multiapplications,
cela signifie que si les hypothéses du corollaire 2 sont vérifiédes
1l'ensemble des sections mesurables de 155 éléments de L'()b (V') est 1la somme
de 1l'image par E95 de l'ensemble des sections mesurables de I éléments de
L'a(V') et de son propre c8ne de récession. On comprend pourquoi alors dans le
théoréme III-4-5 on ne pouvait pas dire que le sous-différentiel en x de I%
est "L.'espérance conditionnelle" lau sens des multiapplications) du sous-différen—
tielen x de I : "l'équation" A = E”(QI) (x) + 07 A peut en effet avoir

plusieurs solutions,

Exemple : Les hypothéses du corollaire sont vérifides si|” est une multiapplica-
tion mesurable possédant une section intégrable, & valeur dans un

c8ne K de sommet O & base faiblement compacte dans V'

En effet : ‘yr(w) (¢)> "VK (o2) Pour tout o de V' .,

Et en conséquence :

¢(x[ W)L P(xiK) . pour tout x de V.
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Or si K est un c8ne de sommet O & base faiblement compact, le c8ne ortho-
o
gonal K  a un intérieur non vide. Seit x

P, ¢xIK) =y L (x),

g un point intérieur.

on aura

GxIr @) <&yt .

La constante x, est bien 9 mesurable, et x—-—>ﬂf(x((o) |7 (w))dp est

continu en x, pour la topologie forte de Li,(V) . En appliquant le corollaire 2

on retrouve le résultat de VALADIER dans [:1 9_] pour 1l'intégration de mulbiap-
plications & valeurs dansdes espaces de dimension finie. (D= {¢ : n})

Sous-différentiel de I%ﬁ°

Théoréme 7 : Si I est continu en x_ élément de LCP)(V) , pour que x ¢élé-
(¢)
ment de L>°(V) soit dans 91%, (), avec f3 dans > (v1) ,

i1 faut et il suffit qu'il existe o¢ dans L'a(V') , possédant les propriétés.:

a) E(be:ﬁ
b) x € 3I*) .

Les {oc} possédamt les propriétés a) et b) sont tels que I*(x) = I’&‘) ®) .

En effet pour que x soit dans QIX (B) , il faut et il suffit que P soit
dans 3Ig, (x) . Or par le théoréme III-4-4 , f3 est alors de la forme E%m, :
awec of ¢ 9I(x), et en conséquence x € II*(C).

On a alors, pour tout o' de L'%(V') :

I*(a') - I¥Qt) > <x, ' -oC>

D
Donc si E o' = E%c , I¥(o') - I* (@) > 0.
Or s I*sb(ﬁ) = inf I* (oc") par le corollaire du théoréme III-5-6
Bﬁm“ =

On en déduit :
() = T (p)
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PROBLEMES D'APPROXTMATION NGALES.

Nous allons chercher maintenant comment varient les différents objets que nous
avons défini lorsque 1'on fait "oroftre" la o algdbre OO .

Soit (()‘an) une suite croissante de sous g.—.algébres de a . On note :
ncN

D= TH
1" n
Martingale d'intégrants convexes.

Définition 1 : On dit qu'une suite d'intégrants normaux (J,) _y est une mar-

tingale par rapport & la suite ()‘;1 si s
a) Pour tout n de N , pour tout x de V , jn+1(" x)
posséde une espérance conditionnelle généralisée par rap-

port a‘)‘)n .
b) Pour tout n de N , pour tout x de V

(-v X)

: n .

Jn(-vx) (S Jn+1

Théoréme 1 : Si V est de dimension finie,si {;j n.(n £N est une martingale
d'intégrants convexes continus,telle que pour tout x d'une partie
Q dénombrable dense dans V

sup E ljn(.. x) | <+ oo
neN )

i1 existe alors un intégrant convexe p.s. continu jco unique & un ensemble de
mesure nulle prés, tel que p.s., jn(w,.) converge vers J, (),.) pour la
tovologie de la convergence uniforme des fonctions continues sur les parties

compactes de V .

En effet pour tout x d'une partie dénombrable dense, on peut appliquer le
théordme de Doob. (se réferer a [10] ). Donc en éliminant une partie de mesure
nulle, p.s., la suite ;)n(w, x) est convergente quand x est dans Q.

On applique alors le résultat donné par ROCKAFELLAR dans [13] (théoréme 10-6) :
la famille {jn(w,.)} est p.s. équicontinue en tout x de V , et il

neN
existe Jj. Pp.8. convexe et continu, tel que j,, est p.s. la limite de 'jn

pour la topologie de la gonvergence uniforme sur les parties compactes de V .
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Si j!, est un autre intégrant possédant les mémes propriétés, on a p.s.,pour

tout x de Q, Jb (W,x) =3 (W,x) . je et Jjk étant continus, p.s.

pour tout x de V, j! (W, x) = jeolw, x).
Remarque { : Si V est de dimension finie, la condition :
XeQ === sup E],jn(., x)| < + oo entrafne x€V ==> sup Eljn(.,x)|<+oo

n n

En effet, tout x de V s'écrit comme combinaison convexe finie de points de Q ,

et x —> sup E |jn(., x)| est convexe sur V .
n

Corollaire : Si pour tout x , la suite {,jn(., X)L est uniformément intégrable,
€N

alors la suite {jn} { est aussi une martingale.
neN U oo}

PREUVE
En effet pour tout x de V , jn(a) , X) converge p.S. vers j:p(u,x) avec

(€% =
jn(., x) cg” " it (o.x), par DCJ (r 18, p118) . Or ;jn(co, x) converge
P.S. vers jm(a), x) . Donc pour tout x , joo(., x) et s (.,x)uont

>
E)Il

équivalents, Alors pour tout x, jn(., x) € Foah®s XJ &

Remarque 2 : Comme V est de dimension finie,il suffit de supposer que la suite
gjn(.,x)} est uniformément intégrable pour tout x d'une partie dénombrable dense
Q de V. En effet:

a) Si quand x est dans Q, sup E |.jn(., x) | + o, par
n

la remarque précédente, pour tout x, sup E |jn(., x)|< + o,
n

b) Supposons que si une suite décroissante d'éléments de a ,

(Am) est telle que si p(Am)\"o , alors quand x est
meEN
dans Q , sup / ’jn(ﬁ), x) | dp %0 . Soit x un élément de V .,
n
A
m

x peut s'écrire comme combinaison convexe finie d'éléments de Q
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R X eqQ ti)() pour tout i |gigp .
ng ty X
2.t =1
Donc :
sup |3 (w,x)!dp‘:gl; t, sup |j (@, x)| ap
neN /o' ® i i nen./a n 3
n m
et quand ¢
m -3 + oo, szp/llm ,jn(w,x)ldp—->0 .

Re ue : Nous ne nous occuperons pas ici de la manidre dont varient les
sous-différentiels. Pour plus de détails (en particulier sur les

martingales multivoques, on se reportera a [22] } e

2) Sous-martingale duale.

On fait 1'hypothése :

a) Il existe x, élément de 14 (v) , avec :

1

j(', x1(0)) E L1 .
b) Il exite ol élément de L'a(V') avec j*(.,oco(.))EL1 o
Cette hypoth&se garantit que I%n y I‘%,m , sont convexes
propres et duales 1l'une de l'autre pour tout neNU{.o}
Théoréme 2 : Soit fj appartenant & L'(P)‘”(V') tel que (5.) <+ oo
SACOIOME o : 1 PP : ? Igboo i °

MHn

¥*

Alors la suite {jﬁn (.,(B | ﬁ)1) (°))}naN est une sous-martin-
gale intégrable, convergeant p.s. vers % élément de L, , avec %) £ ,j’:bm(.,ﬁ1 (+))s
Si Ig  est continmu en x! élément de L%k(-v) , alors %x(.) = jg,}m(.,j}i (.)

et la convergence a lieu dans L1 fort .

PREUVE
En effet :

3, E27p,) =sp <P, , x> - I(x) .

xerl®? (v)
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or si m>n (meN Ufw}) , L0() crom) .
i Sam %n
Donc, si myn , I(;’m (E ﬁ1)) I:);)n (B ﬁh)

Or si on se restreint & ume partie Bn %n mesurable, sachant que 1B X,
n

@
est %n mesurable, et appartient & L%n(V), que 1 B wo appartient & L: 1q(V'),
n

on pourra écrire de la méme maniére :

tomon meN{e] [ (O Dy s @)

On en déduit :

E()Bn * (”(E()bnﬂ

- B 75, ()

De plus, comme :

I*
D)

S}
qm<151)<+°° ' s;pN/{tbn (W, "5,)©)dp<+ ©.

Or :

o (G 55 <@ 80, (>0 S, 5 ()
Alors :
ERE AL - <@PPB) () 1 ()= B 5, % (D

reste une sous-martingale, mais Xn>/0 , et de plus, comme la martingale :

*
[0 = <2300, = (D> =227 3, 200},

converge P.s. et dans L, vers<jj,(.), x,(.)> - j%m(., x"(.))

on aura nécessairement : sup E (Xn) <+ o

On applique alors le théoréme 17 (p 117) de [10] : {xn} converge p.s. vers X
élément de L1 , et en conséquence j*% n(.,(E%nﬁ1 )(.)) converge p.s. vers %

élément de L1 -
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%n . ’ \
Comme j* ﬁ Wel) £8 i (., J5) (,)) , en appliquant le théoréeme
95n P oo 1
desmartingales, Q) . Lss 3 )
Sk
Supposons 155 continu en xl" élément de L'° (V) .

Alors par le corollaire { du théorsme III-5-6, on aura, pour n >k :

I*

et il existe € p élément de L'%W(V') , tel que :

g o0 SBn
KLp = 1
® n
* A
I"boo(mn)—:[?’n (E‘ }31)
Alors
Sn
- 1 = it -
1*9500 (‘i‘n) <0 X 1*55 (E )31) <j31, X% > pour nzR

Comme la suite {Itjb (E ) - <)31 " xk>}l reste bornée, la suite
n

{5, (ocn5 - &L, xp}

npk

reste bornée supérieurement

Comme I est continu en x]" s la suite {Ln] est faiblement relativement
nxk

compacte dans L' Moo (v') par [11] (p 41)

En raisonnant comme pour le corollaire du théoréme I-2-1 et la remarque 3

qui le suit, soit & . un élément de l.'gbd’ (v') 1limite d'une sous smite (of = )
s

A 1x fois dany L' © (y') faible et dans L (V') faible.
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%n Sn , y
Alors comme pour n yn, E d:ns =E J31 , on aura (1l'opérateur E
9 D
étant continu sur L, ® (y')) : E nocw = E%nﬁ1 et en appliquant un

théordme de martingale vectorielle : (le théordme donné en [9] s'applique
car V' est séparable et réflexif) : of =ﬁ>1

On aura donc, puisque I¥* est s.c.i. @
9

I* < lim inf I* o
SN . ()

Or

I;‘.),D (]51)>/ E(X); lim sup I;) () .

Q s

On a donec E(X ) = It’b (fg1) , et en conséquence :
o0

%= Gy (D).

On applique alors le théordme 17 b) et ¢) de [1 0] (p 117).

On a donc bien convergence p.s. et dans L, de la suite ol (., E%nﬁ’ (.))
! Mn 1 nEN

vers j;b (.,ﬁ‘ (s} =

o0
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Conjugate Convex Functions in Optimal Stochastic Control

This paper is concerned with the applications of general methods
of convex analysis to problems of optimal stochastic control, In particu-
lar we will define what dual problems are in optimal stochastic control,
and what are the coextremality conditions for dual optimums. The
problem that we solve here being more general than a purely determin-
istic one, the results which are given include the results of determinis-
tic control,

The methods and the expositions of the results are very similar
to the corresponding methods used by Rockafellar in [13], to which we
will refer constantly.

One of the apparent shortcomings of the method is that, using
strictly variational methods, it must suppose that the information
o-fields are fixed. In some cases, where the information og-fields
are generated by the state variable, it is possible to apply the duality
methods to a modified problem. But they will not give us the strong
results it is possible to obtain, by studying more specialized problems,
like existence of optimal Markov controls. We develop other methods
in [2] for this type of problem. The obvious reason is that, by developing
a formalism applicable to purely deterministic cases as to stochastic
cases, it does not use the stochastic features of the problem in some

purely stochastic cases,



Due to their very technical nature, existence results will not be
given here, but are developed extensively in [1] and [2].
The results of probability theory which we use can be found in [7]

and [8], which we will take as references.



I Notations

(2, #, P) is a complete probability space.

{gi'}te Rt is an increasing sequence of complete sub og-fields
of %, which has the following proﬁerties:
a) It is right-continuous. ([7] IV - 30)
b) It has no time of discontinuity ([7] VII - D39)
This last assumption is not strictly necessary, but we make it to simplify

the results,

T is the o-field of Q% [0, + »[ of the well-measurable sets ( [7]

VIII D. 14). g* is its completion for the measure dP ® dt (¥*).
V is a n dimensional vector space (n>1)

w is a m dimensional Brownian motion on (2, &, P), non antici-
pating relative to {g;l}te R+ -+ W may be defined equivalently as a
square-integrable a, s, continuous martingaleon (2, ¥, P) with values
in R™ , such that, by writing w = (wl. i v o ,wm) , one has, with the

notations of [8] :

(1. 1) d{w,w) = b, dt

This definition is correct by the result of P, Levy ([8] p.110). Moreover,
we extend the definitions for m = 0 , by taking conventionally w as the

one dimensional null process,

(*) For our purpose & could have been only the g-field of non-anticipating
sets,



w having continuous paths, formula (1, 1) and the results of [8]
show that it is possible to define unambiguously the stochastic integral
of a ,7;* class of J-measurable processes H such that for any t, one
has:

t
(1.2) E{)

5 °
|H | ds < + o .,
s
One can use for that purpose the ''classical' definitions of the
stochastic integral of [8] (p. 80 Remark) or the definition of [8]

(p. 86 Theorem 7)

More generally, we could have supposed that w is only a square-
integrable martingale, such that d{ w., wj) is a, s, absolutely continuous
with respect to the Lebesgue measure on [0, +®[ , by taking the ''classical
definition of the stochastic integral for well-measurable processes, The

reader will do this extension easily,

For any stopping time o , Lg is the space of square-integrable

% -measurable random variables, with values in V .
o

S is a a. s. non null stopping time, a.s. bounded by a finite

constant T .

Lp;is the space of the dP ® dt classes u of 9*-measurable functions

with values in V , such that:

S 2
(1, 3) E <f lutl dt> < 4+
0



We define then a norm on L21 by:

S 2)1/2
(1.4) full,, = E<[ | u] dt)

0

sk
LZco is the space of the dP ® dt classes y of 4 -measurable

functions with values in V , such that:

(1.5) E( sup ess |x 2) < +o

0<t<S tl

We define then a norm on Lzm by:

1/2

(1. 6) Il = {E(gipteg; ) }

L is the space of the dP ® dt classes H of J*-measurable

22

functions with values in e such that:

S
(1.7) B[ )2 < 4
0

We define then a norm on LZZ by:

o \l/2
(1.8) =], = (E 5| dt)

om0




By convention, we assume that the elements of L21 i LZa) i L22
are equal to 0 for t> S.

Duality brackets are then defined:
a) between Lg and L% by the standard scalar product,

b) between L21 and LZm by:

S

(1.9) Efo (ug,y,) dt

c) between LZZ and LZZ by:

S
(1. 10) Ef (H,,H}) dt.
0

We consider on the previous spaces only locally convex topologies
compatible with the duality previously defined. In particular, chr and
LZZ being Hilbert spaces, the norm topology is compatible with the duality,
L is the space of square-integrable martingales with values in V
stopped at S, null at 0. L can be identified to a closed subspace of Lg ,
on which we put the induced topology.
W is the subspace of L. generated by the stochastic integrals
relative to w of elements of Loy W is a stable space, in the sense
of [8] (p.80 no.4) . Let W be the orthogonal of W in L in the sense
of [8] (p.81 Theorem 5) .

We suppose then that W'L is decomposed in the sum of two orthog-

onal subspaces of martingales‘w1 and WZ 3

(1.11) wt = w0 W,



Practically Wl will be either Wi, either {0} . This decomposition will
be justified afterwards. In particular, if {g:c}tcR"' is the family of

o-fields generated by w , a result of Ito ([8] p. 135) shows that w = {0}.

Proposition I-1: Let (xo,fc, H, M) and (po,f), H', M') be two elements

of L(Z) x L21 x L,y X WL. Then, if one defines the right continuous
processes x and p by:
t t
(1, 12) xt=xo+£is ds + foHs-dwS +Mt

then the process Nt defined by:

t t
(1. 13) Nt = (Ptnxt) - (poix())' fo <f)s’xs> ds - jo <p8’;(8>ds

t
- ! - |
_[)(HS,HS)ds (M, M)

is a martingale, null at the origin,

Proof: The formula of change of variables in [8] p. 111 onlocal semi-

martingales proves that:




| ¢ t
(L18)  (p,x) =(pyx,) + {) (px) ds + ]0 (p,.% ) ds

t t t
1 t 1 -
+ fo (HS,HS) ds + J{) d[Ms’Ms] + '[) (xs,Hs) dws

t t t
+f0 (py, H_ Yedw_ +f(-)(xs_,dM; N +fO(PS_;1MS>

Moreover, we know that

t

(M, M) - _{) d[M_, M_]

is a martingale., (l.14) proves then that N is a local martingale,
stopped at S, What is left to be proved is that for any t in [0,T],

{Nt/\ S'} S' stopping time is a uniformly integrable family of random

variables,

Remark 2 of VI in [7] proves that:

2 2
(E(kstuETlMJ )< 4E|MS|

2 2
E( sup |[M!]°) < 4E|M!
(0< t<TI i) Ml
(1. 15) < B
( ; %) < 4l
E{ sup H :-dw < 4||H
Ogthl% o sl ) <

KE( sup I jt‘H's' de|2> < 4||H|
0<t<T O




One deduces immediately that:

2
E( sup |x < +o
(e =)
(1.16)

2
Togizd ™)<

One has then:

(1.17) (p,x)| < sup |p | sup |x
| tl 0§u§_T| ul OiusTI ul

In the same way, one has:

t

t
(p.,x_ ) ds _<_( P ds) sup |x
”; Tatied folsl 0§u<Tl o

£

t
(p_,x_)ds| < ( x ds) sup |p
| [(ogig ol = (15,0 4] | sop o,

(1.18) ¢

t 2 1/2 ,¢t 2 172
|j(;<HS,H's)ds|§_ (j(‘)|Hs| ds) (j(;lH's| ds)

(M, M))| < sup |M sup |M!'
[Or Dl < D] s

The assumptions that we have made prove then that each of the
random variables on the right-hand side of (1. 18) is integrable, (1,17)

and (1, 18) prove then that:

(1.19) E( sup |Nu|) < tw
0<u<T

The result is then proved [
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Corollary: Under the assumptions of proposition I-1, one has:

S
(1.20) E(pg 5> = E(pg xy) + E() (( By x) +{p x,)) dt

S
+EJ (HLHD dt + E(Mg M)
0

Proof: Nt being a martingale, NT has a null mean,. and NT = NS

The result follows . =
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II The problem of control

A Preliminaries

Let L be a normal convex integrand in the sense of [10], defined
on (2x[0,+e[)* Vx Vx V™ | Qx[0,+=[ being considered as the
measured space:

(2 x [0,+=] , 7*, dP ® dt)

Let L* be the dual integrand of L., L* is then normal by [10] .
Let M be defined by:

(2. 1) M(w,t, p,s,H') = L*(w,t,s,p,H)

Let LO and { _, be two convex lower semi-continuous functionals

S
defined respectively on Lg and Lg with values in RU{+«}, and non

identically +o , Let L’é and L% be their duals, One defines £ and m

S
0 S

on L2>< L2 by:

tlegieg) = Lgleg) +Lgley).
(2. 2)

Sk £
Loleg) +rg (-cg)

m(co,cs) S

We make the following assumptions on L. and M :

II-1: One can find (pO’SO’Hb) in Lzm XL,, X L22 such that:

21
S

(2. 3) E [ M(w, t, po(w,t), so(w,t),Hb(w,t) ) dt € 4o
0
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II-2: One can find (xo, yO,HO) in LZa: X LZl X L22 such that
S
(2. 4) E f L(w, t,x,(w, t), y,(w, t), H (0, t) )dt < 4o
0 0 0 0

Let us notice here that all the spaces of measurable functions
which have been introduced are decomposable in the sense of [10], and

this will entitle us to use the results of Rockafellar in [10] and [11] .

B The problem of control

We define R, R, and R2 by:

1

0 i

{ R -~ LZXLZIXLZZXW

(2. 5) )R & Lo x L. X W
: ﬁ’ 1 2% In1* Ly 1
RS = B0 Loy Ies % W

\F2 2% Ly ¥ Lyp 2

To any (xo,f(,H,M) in R we associate the process x by:

t t
xt=xO+Jodes+fOHs de+Mt

The proof of proposition I-1 shows that:

f sy e

x defines then an element of LZm



i e .

Moreover, the general properties of stochastic processes say that
decomposition (2. 6) is unique. We can identify then R to a space of
right-continuous stochastic processes.

In the same way, R1 and R2 will be identified to the stochastic

processes that their elements define,

Definition II-1: &_)L L is the functional defined on R by:
(2. 6) fs | .
x = (x4, %, H, M) Usyxg) +B | Liwt.x(ut) u ), Hap ) de
ook if x ¢ R,
+ o if x ¢ R1
Q - . . ”
. is the functional defined on R by:
(2.7) ;
P :(po,ﬁ,Hl M")—— m(po, ps) - Ef M(w,t, p(w,t), p(w,t), H(w,t) ) dt
m,M ’ if peR
if pe R,
II-1 and II-2 prove that @L’ L and <Bm’ M are defined unambiguously.,

Moreover, they are obviously convex on R,

Definition II-2; The problem of control consists in the minimization

of @L,L on R.

The dual problem of control consists in the minimization of

¢m,M on R. ®
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The distinction between a problem of control and its dual is
‘arbitrary, The reader will see easily that the dual problem of the

dual problem of control is the initial problem of control.

Example II-1: We assume that {g;}teR*' is the family of o-algebras

generated by w, The continuity of the martingales relative to {%}t Rt
proved in [8] (p. 135), proveSthat the assumptions made in I are satisfied,

Moreover, the same results show that wWr = {o}.

Let (A,B,C,D) be a family of % measurable family of matrices
bounded on Q x [0, T]. Let U, be a compact convex set of a finite-
dimensional space U,

For u * measurable with values in Ud , let Z be the solution of:

(dz
(2. 8)
lzo = 0

(For general existence and uniqueness results see [1].)

1

(AZ + Cu) dt + (BZ + Du).dw

Let K be a positive normal finite convex integrand on
(2 x[0,+o[ ) x VXU
Q2 x [0,+o][ being considered as the measured space
(2x[0,+=[ , * dP® dt)
One wants to minimize:

i
(2.9) E [ K(w, t, Z(w, t), u(w, t) ) dt
0



~iB.
Let (L,4) be defined by:
K(w, t, x, u) if {y = Ax + Bu
. /L(w,t,x, Y»H) = H = Cx + Du
+ o elsewhere with ueUd
(2. 10) )
\ 0 if X =0 a.s
tixy) =
\ + o elsewhere
It is then equivalant to minimize & on R: this comes from the fact

4,L
that it is proved in [1]that if Z is a solution of (2. 8), then

E(Oii\g}TlZle) < 4o

Consequently (AZ + Cu) and (BZ + Du) are respectively in L21 and LZZ'

Example II-2;: In example II-1, let us assume now that w is replaced

by n, where mn is a square integrable martingale such that:

(2.11) d(ni,nj) = rij(t) dt

By the adjunction procedure (generalized to the multi-dimensional
case) given in [4] (p. 449), one can find 1" dafined o [0, +o[ , with

values in V', and a Brownian motion w such that:

I

2
(2.12) -for any T> 0, f |H2| ds < +=
0



.

t
_ 0
(Zv 13) - nt = fo HS odws

One changes then the definition of L into:

(2, 14) L(w, t,x,y,H) = K(w,t,x,u) when (y = Ax + Cu
H = (Bx + Du). H0

+ o elsewhere

{‘Z:}t eRt will be the family of o-fields generated by w.

Example II-3: Let f, o, and K be functions defined on Q*[0, T]xVxU

with values respectively in V, v™ and R. U is assumed here to be

a compact metrisable space, We assume moreover that:
- Fora,s, w (f(w,*), o(w,-), K(w,-)) are continuous on [0,T]xVx U .

- For every (x,u) in Vx U, (f(+,x,u), o(-,x,u), K(-,x,u) ) are I*

measurable processes,

- One can find k> 0 such that for every (x,u) in Vx U, one has a, s, :

|-

b

i .
(2.15) | f(w,t,x,u)| +|o(w, t,x,u)| +|K(,tx,u)]|"< k(l+|x|2)

- One can find k'> 0 such that for any (x,x',u) in Vx Vx U, one has a. s, :
(2. 16) lﬂw,LXﬂﬂ-ﬂw,hﬂnﬂl+|dw,ux,®-cuutuﬂuﬂf_K1xhﬁ

- Kis positive
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For u J*measurable, let x be the only solution of:

- dx = (0, tx0)dt + o(w,t,x,u) dw

(2.17)

x(0) = X

By using the methods of Gikhman - Shorokhod in [5], existence and

uniqueness of the solution of (2. 17) follow immediately. Moreover one

will have:

(2.18) E( sup Ixtlz) < +o
0<t<T

Then (2. 15) will prove that f(w,t,x(w,t), u(w,t)), o(w,t, x(w,t), u(w, t) ) are

in L21 and L,y respectively.

The goal of the problem of control is to find w minimizing:

P
(2. 19) E;f K(w, t, x(©, t), u(w, t) ) dt
0 .

We change the problem in the following way (the method is very similar
to the treatment of Example 3 in [13]): let L be defined by:
L(w, t,x,y,H) = inf K(w, t, x, u)

(2. 20) f(w, t, x, u)

1

¥

o(w, t, x, u) H

giving to this expression the value + « if there is no u such tha:
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(2.21) f(w,t,%x,u) =y
o(w,t,x,u) = H

Then for any (w,t), L(w,t,:) is lower semi-continuous. Moreover, if
(x,y,H) are I *measurable functions, then L(w,t,x(w,t), y(w,t), H(w,t))
is 7 * measurable: this follows from the fact that

(W, t) ———{u: f(w, t,x(W, t),u) = y(w,t)
T

o(w, t, x(w, t), u) H(w, t) }

is a J*measurable correspondence by theorem 2 of [11], because its
graph is % ® B(U) measurable, If a_ is a countable family of
Z * measurable selections of T, such that { un(w, t)} is dense in T'(w, t)
for any (w,t) , then:
(2. 22) L(w,t,x,y,H) = inf K(0,t, x(w,t), u (0,1t
n

because of the continuity of K,

Besides,

(w, t) {x, f(w, t,x,u), o(W, t,x,u); ue Ud}

A
is a J* measurable correspondance, because, if [xn, un}neN is a

dense countable family in V* U,

{xn.ﬂw.hxh.unh o(w,t,x ,u } o

is dense in A(w,t) for every (w,t) .
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By writing: W, = {0}, the given control problem is equivalent to minim-
izing the integral:

T
(2. 23) E f L(w, t, x(w, t), x(w, t), Hw,t) ) dt
0

for the x of R1 satisfying x(0) = X, -

Indeed, the integral is well-defined, by the measurability of
L(w, t, x(w, t), J::(w, t), H(w, t) ) and its positivity, Moreover, by using the
criteria of theorem 2 of [11], it can be seen that the integral is finite

if and only if one can find u & * measurable with values in U such that:

(2.24) dP ® dt a.s.: f(w, t, x(w, t), u(w,t) ) %x(w, t)

o(w, t, x(w, t), u(w, t) ) H(w, t)

If for dP ® dt almost every (w,t), L(w,t,-) is convex, then L is a
normal convex integrand, by the measurability of A, because we can
apply the criteria a) and b) of I-[11].

In this case, the approach that we have taken can be used: one
checks in particular that assumptions II-1 and II-2 are satisfied; this

" follows from the inequalities:
2
(2, 25) 0 < L(w,t,x, y,H) < k(1 +|x| )
The first part of the inequality gives then:
(2, 26) M(w,t,0,0,0) < O

(2. 25) and (2, 26) prove that II-1 and II-2 are satisfied.
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III Perturbation methods

One defines a duality between R (which we have identified to a
space of right continuous stochastic processes) and R' = Lzmx Lg by:
S
(3.1)  {x=(x,%HM, (y,b) )—E | (i,y,)dt +E(xgb) .
0 0 t’ 7t S

This duality defines on R and R' a locally convex topology, which is
Hausdorff:
- indeed if for any (y,b) in R', (x,(y,b)) =0 then obviously

x =0 xg = 0. Then x being a martingale stopped at S is null and

x0=0, H=0and M =0,
- if for any x in R, (x,(y,b)) =0, then y = 0. Moreover, the
y e
process E K b is in R, Then, obviously, b =0,

Definition III-1: For (y,b) in R', we define the functional @z'l}i
on R by: .
S
(3.2)  x= (x4%,H,M) Lxg g - B) + E | Liw,t,(xhy) (0,8, %0, 0,H(w, t)dt
sV b ( 0
t.L, if x is in R,
l'l-oo elsewhere,
We define in the same way the functional ?z'}i on R by:
S
(3.2)  p =(py p. H\ M) m(py. pg-b) +E | M(®,t (pry)(0,1), 50,0, H(, H)at
y.b 0
@m,M

if p is in R,

+o elsewhere, B
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Y,b Y»b . o
@L 1 and ém M are then convex functionals on R. One defines
then CPL,L and cpm’M on R' by:
’ , b
(3.3) 9, (b = inf D (x)
’ XER ’
,b
com’M(y,b) = n:}fR é);n,M(p)

Theorem III-1: ® 1 and P are convex functionals on R' and their

M

duals are defined by:

(2. 4) L - M
M T L

In the same way one has:

Sk = 2 : ! 1
(3. 5) 6;{“ L(y, b) lim inf cpm,M(y » b')
(¥ b )=={y. b)

except in the case where § is identically +«, and where P M is

{/’ L
equal to +o on a neighborhood of (y,b) (the topology is any topology

compatible with the duality (R,R') ). One has the corresponding

result for @;;LM
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Proof: This result is closely related to theorem 3 of [13], given
by Rockafellar., We will prove only its first part, the second following
from general convex analysis results as used in [13].

For p in R, one must calculate:

S
(3.6 of (M= swp Ef (p,y) dt+ Kpgb)
xe Ry 0
(y,b) eR!
S

- E/ L(w, t, (x+y)(w, t), x(w, t), H(w, t) ) dt
0

- Ly(xg) - tglxg - D)
But x defining an element of LZoo , one has then:
S S
(3.7) oF L(P) = zzgl Ejo <fat, zt>dt-EfO <f>t,xt> dt - Epg, b')
(z, b')eszX Lg
S

+E<ps,xs> - E/ L(w, t, z(w, t), x (w, t), H(w, t) ) dt
0 .
-LO(XO) - (b

But x in R1 and p in R may be written:
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t

t
¢ ’ W
(3. 8) x, x0+ foxsds+ (o HS dws+Mlt Mle 1

t t
— . A 1 1 1
P p0+ jops ds + [()Hsdws+M1t+M2t M e W

By proposition I-1, and the definition of R, R1 and R2 , one has:

S S
(3.9)  E(pgxg) = E(py %) +Ejo (Pyrx,) dt+Ef0 (p,s %) at

S

1
+E _/0 (H, HY dt+ E(M, g M} o)

One deduces then:

S

(3.10) o* _(p) = sup E(M!., M., )+  sup Ef(f),z)dt
Tl Mew, O g Hg o FF

eL,,xL,,xL
s S 21 22

2 1
+Ej0 <pt,xt> dt + E~/O<Ht,Ht> dt

2

S
- E [ L(w, t 20, 9, v, ), Ho, 9 ) dt
0

& sup SE< PO»X0> - E< PS’ b'>"' LO(XO) - {zs(b’)
0
(XO’ b')€LZ X LZ



.

But one has:

! = 1 I =
(3.11) Msu%v E<MIS’MIS> 0 if Ml 0.
=%y

+ if M'l#o.

Moreover the results of Rockafellar in [10], which can be applied,
because all the considered spaces are decomposable, and because of

assumptions II-1 and II-2, prove that:
S S

(3.12) sup E jo <pt’ zt) dt + E Jo <pt’ xt) dt

(x,H, z)e L21 X LZtr«L200

S S
+E_[O(Hé,Ht) dt - E/OL(w,t,z(w, t), x(w, t), H(w, t) ) dt

S
=E | L*(,t po. 0, po, 0, H'(w, 8 ) dt
0

and this last quantity is never -« , Finally, one has:

(3.13)  swp o E(Ry,xg) - B(pg b) - Lglxg) - Lglb)
(x,, b)eL,xL
0’ 272

= L¥py) + LE-Pg

and this last quantity is never -« ,

By adding (3. 11), (3. 12) and (3. 13), one finds:

(3. 14) oF (P = 3 (P
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The second part of (3. 4) will be proved in the same way, ®

Remark: This result proves that é&, L and im,M are lower-

semi continuous on R for any topology compatible with the

duality (R,R') .
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v Duality of infima

When x is in R, and p in RZ’ one has:

1
(4.1)  (xy xg) +m(py,Pg) 2 E(x;,py) - E(xg, pg)

Moreover, one will have:

S
(4.2) B[ Lot x, 0, 5w, 1, Hw, ) dt +
0

S
+E [ Mot p(w, 1), po, 8, H'(w, 1) ) dt
0

S

> {(x(w, t), p(w, t)Ydt+E j (x(w, t), p(w, t)) dt
0

+ (H(w, t),H"(w, t)) dt

S
= |
0
S
e )
0
But this last quantity is by proposition I-1 precisely:

(4- 3) E< PS, xs> - E< PO:X0>

Moreover, knowing that L. L and qsm’M are respectively equal

to +o» out of R, and of RZ’ one has:

1

Proposition IV-1: For any couple (x,p) in RxR, one has:

(4. 4) 5oL+ e (e > 0
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In particular:

(4. 5) inf{éL,L(x), xeR,} > -inf{8_ o\ (p) peR, |

are not identically +wo , the

Theorem IV-1: If or

x &
Lo La ‘m,M

following assertions are equivalent:

(4. 6) a) inf o) (x) = = inf & (p)
X€R ’L, L pgR ,M
(4. 7) b) inf EﬁL L(x) = lim inf inf 5%’9 2 ()
xeR ’ (y,b)-(0,0) xeR ’
b
(4.8) c) inf 3 (p) = lim inf inf 37’ (p)
per ™M (7, B4(0,0) peR oM

Proof: Each of the stated relations is equivalent to the lower semi-

continuity at (0, 0) of 9, 1, and o M - B

| Remark: All the proofs concerning purely convex analysis results are
formally the same as the ones in the purely deterministic case. We

refer to [13] for more detailed proofs of these points.

Definition IV-1: x in R1 and p in R, will be said to be coextremal if:

(4. 9) a) dP @ dta.s. (p(w,t),p(w,t), H'(W,t) ) e dL(w,t,x(w,t),x(w,t),H(w,t))
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(4.10) Db) P, € BLO(XO)

-Pg € a&S(xs) a

The conditions of coextremality may be written:
(4.9) a") dP ®dta.s. (x(w,t),x(w,t), Hw,t) ) e dM(w,tp(w,t),p(w,t), H'(w,t))
1
bY) (%o € 3m(py)

(4.10"
-Xg e omg( Ppg)

The definition of coextremality is then symetric with respect to the

two control problems,

Theorem IV-2: The following assertions are equivalent:

a) x and p are coextremal,

b) X minimizes & on R, p minimizes & on R, and

4, L

the equivalent conditions of theorem IV-1 are satisfied .

m,M

Q) by g () =8 (D).

Proof: The conditions of coextremality are equivalent to:
(4.11)  L(w,t, x(w,t), x(w, t), Hw, t) ) + M(w, t, p(w, t), p(w, t), H'(0, t) )
- <X(w, t)’ ﬁ(w’ t)> - <;{(w’ t)y P(w.’ t)) - <H(w1 t)’ H'(h), t)\/ =0

dP ® 7t .s.
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(4, 12) {,(xo,xs) + m(po,pS) - E(xo,po) & E(xs,pS) = 0

By taking (4.11) and (4. 12), and using the same argument as for

proposition IV-3, one has:

(4. 13) (x) + & = 0

® L Yn'kﬁp)

&’L, L and ém,M taking nowhere the value -, (4, 13) proves that
QL. L(x) and .*m,M(p) are both finite, and proposition IV—‘-proves
that x minimizes # on R, and p minimizes # on R, Moreover,
4 Lo ‘ m,M
condition a) of theorem IV-1 are satisfied.

Conversely if condition b) is satisfied, by proposition IV-1 and

theorem IV-1, one will have:

==}

QHI}X) rn,M(p)

The same proof as the one used to prove proposition IV-1 shows
then that (4. 11) and (4. 12) are satisfied, But (4.11) and (4. 12) are

precisely the coextremality conditions. ®

Example IV-1: We take again example II-1, For k in LZI’ let p

the unique solution of:

(4. 14) dp = (k - A%p - B¥H) dt + H- dw + dM

Ps =

with (pO,H,M) in Lg xLZZXW'L: existence and uniqueness are generally

non trivial in the multidimensional case, and are proved in [1] .
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The dual problem consists then in the minimization of:

S
(4. 15) E / L*(w, t, k(w, t), (C*p+D*H)(w, t) ) dt
0

The coextremality conditions can be written:
(4.16) (k(w,t),(C*p+D*H)(w,t) ) ¢ 3L(W, t, x(w, t), u(w, t) ) dP ® dt a. s,

For an extensive analysis, especially of the linear-quadratic case with

random coefficients, we refer to [1].
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V A Pontryagin - type principle for Ito equations

We consider again example II-3, In the same way than in [13],
we are going to deduce a generalized Pontryagin principle for Ito
equations. We assume that the convexity assumptions given in
Example II-3 are satisfied,

We have here:

w

| = {0}

WJ.

(5. 1)

Wa

Let us then write that x in R, and p in R, are coextremal, We will-
have:

dP ® dt a, s.:
((x(w, 1), P(w, 1))+ (W, 1), p(w, ) +(H(w, 1), H(w, )

(5.2) - L(w,t,x(w,t), x(w,t), Hw, t) ) = L¥w,t, p(w, t), p(w,t),H"(W,t) )

\Pp = 0

But
(5.3) L(w,t,x(w,t),x(w,t), Hw, t) ) =inf K(w,t,x(w,t), )
ueU
f(w, t, x(w, t), u) = x(w, t)
o(w, t, x(w, t), u) = H(w, t)
Then:
(5. 4) L*(w, t, p(w, t), p(w, t), H'(w, t) ) = sup sup m{(x,f:(h),t)) +

xeV(v,H)eVxV

+({v, p(w, t) Y +(H,H'(w, t)) - L(w, t, x,vH ))
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Equivalently:

(5. 5) L*(w, t, p(w, t), p(w, t), H(w, t) ) = sup max (x, p(w, t)) +
xeV ueU

{f(w, t, x, u), p(w, t))+{o(w,t, x, u),H'(,t) ) - K(w,t,x,u)

By comparing with (5. 2), one sees there must exist u(w,t) with values

in U such that:

- u is & * measurable,

- dP ® dt a, s.:
(5. 6) x(w,t) = f(w,t, x(w,t). a(w,t))
H(w,t) = og(w,t, x(w,t), u(w,t))

(5.7) - dP ®dta.s. the "sup max'" in (5.5) isattained at x(w,t),u(w,t)

The possibility of a & * measurable choice of u follows from the

J *measurability of the set-valued function A' defined by:

(5.8)
AI

- K(w,t,x(w,t),u) =(f(0), t)}

(w, t)—’{ ueU; <f(w, 24 < (w,t) ,u ) ,P(W,t)> +<°- w,t yx(w,t) su) gl (W,t))

‘.P((o,t) being precisely the maximum in u of the left-hand member of the equality

defining &' @,t).
@ is then J* measurable, because one can take the "maximum' on a

countable dense subset of U, A' is % measurable (with non empty

values), because its graph is measurable, One applies then theorem 2

of [11].
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One will have then from (5. 5):
(5.9) (f(w, t, x(w, t), u(w, t) ), p(w, t) ) +{o(w, t, x(w, t), u(w, t) ), H'(w, t))

- K(w, t, x(w, t), u(w, t)) = o(w,t)

(5.10) {x(w,t), p(w, t)) +{f(w, t, x(w, t), u(w, t)), p(w, t))
+{5(w, t, x(w, t), u(w, t) ), H'(, t)) - K(w, t, x(w, t), u(w, t) )
= max (x, f)(w, t)) +{f(w, t, %, u(w, t)), p(w, t)) +{o(w,t,x,u(w,t)) ,

xeV

H'(w, t)) - K(w, t, x, u(w, t)))

If f, o, K are differentiable in x, (5. 10) implies:

(5.1 P, = - (= fo, x(v, 1), u(w, 1) p) - { 55 oW, 5x(w,1),u(w,1) )

HY(W,8) + 2 K(0, £, x(, 1), u(w, £) )

From (5, 2), (5.9) and (5. 11), one deduces

Theorem V-1: Under the assumptions of example II-3, let us suppose

be
that (f,o,K) are differentiable in x. Let & the random functional

defined by:
(5- 12) 'yf(w! t’ X, U-:.P,H') = <f((.0, tv X, u)s p‘/\ + <O(wy t; X, ll), I_I'>

- K(w’ t! X, \1)
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Then for x in R1 and p in R2 to be coextremal, it is necessary that

one can find u JZ * measurable with values in U, H' in L22 and M

in W' such that:

(5. 13) dx = f(w,t,x(w,t), u(w,t)) dt +o(w, t, x(w, t), u(w, t) )edw
x(0) = X
- 9K .
(5. 14) dp = 4 — dt + H-dw + dM
pp = 0

dP ® dt a.s. #(w,t,x(w,t),u(w,t), p(w,t), H'(w,t))

(5. 15) = max H(w, t, x(w, t), u, p(w, t), H'(W, t) ) mn
ucU

This result allows us to make very clearly the connection between
deterministic optimization and stochastic optimization, Moreover all the
various necessary and sufficient conditions for optimality of a given
control derive from these conditions. For various applications of this
principle, especially to the linear quadratic case with random coefficients,
we refer to [1]. It is a remarkable feature of the dual problem that the

dual state variable p can have jumps, corresponding to the jumpfof M.

Relation between the stochastic Pontryagin principle and the dynamic

programming equation

We assume here that (f,0,K) do not depend on w, and that {gzt}teR“"
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is the family of g-algebras generated by w., Moreover, to simplify
the calculations, we suppose that n =1,
If we assume (without having any justification other than a purely
intuitive approach) that p(w,t) = p(t,x(w,t) ), p being a sufficiently

smooth function of (t,x), then by the Ito formula, theorem V-1 can be

written, knowing that here wi - {0} .

2
dp , 9p 153 2 _ A
o TExt ¥ 3 g;% lo] ™ = -3x 4P & dt a. 5
(5. 16) <
QBG = H'
3
\

Without justification, we can write that at least formally, p is a solution

of the partial differential equation

2
dp ,93p 13 2 _ _3f J_ 3 _ 3 , 3K
(5. 17) =t + e f+ 3 g;il lcl = Px 0 - + o

Moreover, one maximizes in u the expression

(5. 18)

f(tv X, u)P+ G(t’ X, U)H' - K(tl X, U.)

to get an optimal control ug -

If we write (formally) the derivative of (5., 18), we get:

3 L 3o K
(5.19) up+aqu- Su = 0




B b

: op
1
But H' is equal to 5% O -

(5.19) is then a "formal' condition for J(o(t, x,u) defined by:

' d Y 3
(5. 20) afo(t,x,p,sg) = f(t,x,w)p + 5 |o]| (t,x, ) S% - K(t, x, u)

to be extremum at uy -
If we consider how the dynamic programming equation (see for

instance [6] p. 105)
2

AV _ dV 1 2 37V
(5.21) = = —ur?%x(f(t,x, u) =% * 2 |o| “(t, %, u) B—xz - K(t, x,u) )

we see that by comparing the right-hand side of (5. 12) and (5. 20), by

writing formally:

(5.22)

OJIOJ
wl<

then (5. 17) is the derivative in x of (5.21). ®

These calculations are purely formal. In particular, we must
remember that in the general duality approach, we optimize with respect
to the controls nonanticipating with respect to w, whereas in the partial
differential equation approach, we optimize with pure Markov controls,
More generally, it is in most cases not true that x generates the same
o-fields as w; this prevents us in general to identify the two problems.
For a general case in which the actual solution is Markov, we refer to [2].

For existence results in the general case, we refer to [1].
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Linear quadratic optimal stochastic control

with random coefficients

The purpose of this paper is to apply the methods developed in [1]
and [2] to solve the problem of optimal stochastic control with random
coefficients.

After having proved some preliminary existence results on stochastic
differential equations, the existence of an optimal control is shown.,

The introduction of an adjoint variable enables us to derive extremality
conditions: the control is thus obtained in random ''feedback' form. By
using a method closed to the corresponding one used by Lions in [4] for the
control of partial differential equations, a priori majorations are obtained.

A formal Riccati equation is then written, and the existence of its
solution is proved under rather general assumptions.

For a more detailed treatment of some examples, the reader is

referred to [1].




1 Notations
(Q, #, P) is a-complete probability spacé,
{‘g‘ft}te it is an increasing scquence of comnplete sub 5 -fields
of &%, which has the following propertics:
a) It is right—conﬁnupus. ([ 5 1v-30)
b) It has no time of discontinuity ([5] VII- D39)
This last assumption is not strictly necessary, but we make it to siinplii’y

the results,

T is the og-field of Q% [0, +»[ of the well-measurable sets ([5]

VIII D.14). g* is its completion for the measvre dP @ dt (*).
V is a n dimensional vector space (n> 1)

w is a m dirmensional Brownian motion on (2, &, P), non antici-
pating relative te {'gt}thJf . w may be defined equivalently as a
square-integrable a, s, continuous martingaleon (2, %, P} with valuese
in R™ , such that, by writing w = (Wl‘ s w o 'Wrn) , one hes, with the

notations of [§] :
= 1
(1, 1) d(wi,wj} §.. dt

This definition is correct by the result of P, Levy ([6] p. 110), Morcover,
we extend the definitions for m = 0, by taking conventionally w as the
one dimensional null procecs,

(*) ¥or our purpose & cculd have been only the o-field of non-anticipating
sets.




w having continuous paths, .formula (1.1) and the results of [6]
show that it is possible; to define unambiguously the stochastic integral
of a 7% class of Y-measurable processer H such that for any t, one
has:

ot
(L.2) E£

2
|H_|"ds <+w.
8
One can use for that purpose the 'classical' definitions of the
stochastic integral of [ 6] (p. 80 Remark) or the definition of [6]

(p. 86 Theorem 7)

For any stopping time ¢ , Lr.é is tiie space of square-integrable

%-—measurable random variables, with values in V ,

T is a strictly positive constant.

L,,is the space of the dP ® dt classes u cf F* measurable functions
with values in V , such that:

T 2
(L. 3) E <f || :u-\ < 4m
0

T4
’
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We define ‘hen a morm on L21 by:

(/T )12
(1. 4) lull,; = E(f |u] dt>

0

kK
sz is the space of the dP ® dt classes y of 4 -measurable

functions with valuer, in V , such that:

(1. 5) E( sup ess |xtl2) < 4o
0<t<T

We define then a uorm on L2 by:
B ©

2,112

(1. 9) -"x“;f.w = {E(sup ess |xt| ]

0<t<T

L22 ie the spave of the dP ® dt classes H of J*-measurable

functions with values in Vrn such that:

(1.7) E fT |Ht]2dt < 4w
: ' 0 :

We define then a norm on L by:
22

TT
1/’2
(1.8) hHl,, = (E f |Hf|2 dt)
_ 2 N Tk




By cocavent’on, we assume that the el.emel'mts of L‘21 . sz § L22
are equal to 0 for t> T,

Duality brackets are then defined:
a) between Lg and L‘é by the standard scalar product,

b) between L2] and L, by:
T
0

c) between L22 and L 2 by:

T
(1. 10) Ef (H, ,H') dt.
‘ ¢t
0
We consider on the previous spaces only locally convex topologies
compatible with ll.e duality previously defined, In particular, Lg and
Ly, being Hilbert spaces, the norin topology is compatible with the duality,
L is the space of square-integrable martingales with values in V
stopped at T, null at 0, L can be identified to a closed subspace of .l g
on which we put the induced topology.
W is the subspace of 1. generated by the stochastic integrals
relative to w of elements of Losy W is a stable space, in the sense

4

of [6] (p.80 no.4) . Let W™ be the orthogonal of W in I_J in the sense

of [6] (p. 81 Theorem 5) .




In particular, if {‘)é}foR+ is the farnily of

o-fields generated by w , a result of Ito ([§] p. 135) shows that W™ = {0},

Proposition I-1: Let (xO,X, H, M) and (po, p, H', M') be two elements

of Lg X L21 * Ly, X W™, Then, if one defines the right continuous

processes x and P by:

t t
(1.11) x, =x,. + f x ds + f H -dw_ + M
t 0 8 8 s t
0 0
t t
= U 3 1
P, p0+fpsd=.+]H der + M
0 0
then the process Ni‘ defined by:
{ : t
& : \ -
(1.12) Nt - (ptsxt> = <p0sxo> - ‘fo <p.§1xs/ dS = jo <psrxs>ds

£
[ oem o R
) (H_,H!) ds - (M, M)

is a martingale, null at the origin,




Proof: This simple result is proved in [2] =

II Linear stochastic differential equations

Let A and (B)). ;...

be a family of functions defined on

Q2% [0, +o [ with values in V ® V, which are bounded and ?’*

measurable,
T

CZd is the space of right-continuous processes x adapted to

{g;:}teR"' and such that:

(2. 1) E(OssupT|xt|2) < 4o
t<

A norm is defined on Cg.:d by:

(2.2) l=lly = 3E<Osstl;pT|xt|2>€1/2

. 0 L
Theorem II-1: For (Zo,u, v, M) in sz L21>< LZZ XW,

equation:

(2.3)

(dZ = (AZ +u) dt + (BZ +v)- dw + dM
IZ(O) =z

0

has one and only one solution with right-continuous paths.

the

Moreover

these paths have no oscillatory discontinuities ([5]-IV - 20)

Z 1is then in Cg‘ and the linear mapping defined on

d
Lo X L,, XL xW'L with values in CT by:
2 21 X422 24 °7*




Z

(Zo’ u’ V, M)
is continuous.

Proof: The proof is merely technical, and follows from a simple
(1)
fixed point theorem. We refer the reader to [1]. =

Let ¢ be the operator, which associates to (Zo,v, M) in

0

OX Ly, XxWH  Zo in LT

L T 2

through the equation:

dZ = AZ dt + (v +BZ)- dw + dM
(2. 4)

2(0) = 2,

Let § be the operator which associates to (po,v', M') in L(Z)XLZZx wt

P in Lg through the equation:
dp = - (A*p +B*v')dt + v'.-dw +dM'
(2. 5)
p(0) = p,

Theorem II-2: ¢ and y are both continuous one-to-one operators,

and one has:

(2. 6) i, = PF

Proof: If v' isin L,,, B*v' isin L,, and then in L,,. One applies

then Proposition I-1 to the processes Z and p defined in (2.4) and (2. 5):

(1) Voir 1'Annexe I.
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T
(2.7) E(pp: Zp) = E{py, Zy) + E {) (p, A Z,) dt
+ E ¢ ~B¥vLZ) dt

+ E <vv+Bz>dt+E<M',M)

f oo
/j

Then (2.7) can be written:

1]

(2.8) E(pp,2p) = E{py,Z,) + E {)(VE,\@)dt+E(M'I.,MT)

From (2. 8) one deduces necessarily that if ZT =0 then:
(2.9) (Zg:v,M) = (0,0,0)

¢ is then an injection.

Let us prove that for any ZT in Lg , one can find (ZO, v, M)

such that:
(2. 10) cp(ZO,v,M) = ZT
We define 'Zt by:

A7 dt

o
N
1

(2.11)

5
!

n
N




A being bounded, it is easily proved that:

(2. 12) E( sup |§t|2) < kEIZT|2
0<t<T
Fi
Let Zt be the process E Zt . One has then:
t
(2. 13) Z, = E "Z, + E IAZ ds
t 0 o 8 8

A being bounded anda' % measurable, and sup |§ being

0<t<T d

integrable, it is proved in [1] that
t
F
(2. 14) EfAst-fAst
0 8 o 8 s

is a martingale (to be rigorous, the proof is somewhat technical; we

refer to [1] for more details),

t
(2. 15) z, - fOAszs ds

is then a martingale., Let us prove that this martingale is square

integrable, or equivalently that:

(2.16) E

But Z,. = Z
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Moreover:
T 2 2
(2.17) E/ A Z ds < k' f E|'7Z'|2ds
0 S s 0 s
and (2. 17) may be written using (2.12):
T 2
(2. 18) E f A Z ds < 4o
0 s s

(2. 16) is then proved.
By theorem 5 of [6] (p. 81), one can find (ZO,H, M) in L(Z)XLZZX wt

such that:
t t

(2. 19) Zt = Z0+j(; ASZS ds + fo HS’ dws +Mt

This equality can be written:

dZ = AZ dt + H-dw +dM
(2. 20)

Z(0) = ZO

Theorem II-1 proves that:

(2.21) E( sup |z |2) < 4o
0<st<T t
B being bounded, B Z is in LZZ’ If we define v by:

(2.22) v = H-BZ
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v is in LZZ , and moreover, one has:

(dZ = AZ dt + (v + BZ) dw + dM
(2. 23)

lZ(O) =z,

with Z(T) = Z, .

This is equivalent to:

(2.2 4 WZy v, M) = Z

¢ is then a continuous one to one operator. All the considered
spaces being Banach spaces, ¢ has a continuous inverse.

But the relation (2, 8) can be written:
-1
1 1 - 1 1
(2. 25) (Wlpy, v, M), Z) = {(py, v, M), @ (Zp))
This proves necessarily that:

(2. 26) yo= ¥ Fl
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II1 The problem of control

H and U are two new finite dimensional vector spaces,

oA, (Bi)i=1- - is a family of functions defined on Q2x [0, + o[

with values in V @ V, which are bounded anda" # measurable,

eC, (Di)i=1~ .. 182 family of functions defined on Qx [0,4+=]

‘with values in U ® V, which are bounded anda' * measurable,

®M is a function defined on QX [0, +o [ with values in V ® H,

which is bounded andn‘ * measurable.

o N is a function defined on QX% [0, += [ with values in U ® U,
which is bounded andﬂ' * measurable, and sugh that one can find

A> 0 for which one has:

for any u in U,
(3. 1) (Nu,u) = A|ul? dP ® dt a.s.

.Ml is a function defined on 2 with values in V ® H, bounded

and g-T measurable,

®f is an element of L21 :

@g is an element of L22 .

U
Definition III-1: L is the set of dP ® dt classes of functions u

22

defined on 2 % [0, T] with values in U, which area’- * measurable, and

such that:
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T
Ef lutlzdt < to
0

A norm is defined on ng by:

T 1/2

lal = {E]O ]2 at

\

LU

22 is then a Hilbert space

Definition III-2: The problem of linear quadratic control (LQC) consists

in the minimization of the criteria defined on L‘;ZI2 by:

T T
(3.2) u E J lMtxtlz dt + f (Nyu, u) dt; +1~:|1\/11le2
0 0

x being given by:
‘dx =(Ax + Cu + f) dt + (Bx + Du + &) dw

{3, 3)

x(0) = X

with x_ in L2

Theorem III-1: The problem LQC has one unique solution,

Proof: The result is proved according to classical methods. By

theorem II-1, the mapping:




16

is affine and continuous from LIZJ2 in ng (here x is a.s. continuous).

This proves easily that I is continuous and convex,
Moreover, when |u|| » +o, I(u) » +o

U .
by (3. 1). L22 being a

Hilbert space, these facts prove that I attains its minimum. I being
strictly convex, this optimum is unique (for more details for the

formal reasoning, we refer to the methods used by Lions in [4]) =

We are now going to introduce a dual variable p.

Theorem. III-2:

A necessary and sufficient condition for u to
be optimal is:

if p is the unique solution of:

dp

(M*Mx - A*p - B¥H) dt + H.dw + dM
(3. 4)

Pp = - M} Mx;

with (po, H, M) in Lg X L22 X W'L, then:

(3. 5) Nu = C*p + D*H

Proof: The proof can be done very rapidly by using the general duality
results of [2]. We give here a direct proof.

If is easily checked that I is derivable. I being convex, u is a

solution to the problem LQC iff I'(u) =0,

But one has:
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(3. 6) (I'(u),v - u) =2 - x, Ydt+

t

T
*¢ u v
E] (M¥FMx %
0
T

) 4 a v__u
+E{) <Ntut’vt ut)dt E(M’i‘Mle,xT xT).

Let us prove then that the system:

dp = (M*Mx" - A%p - B*H) dt + H* dw + dM
(3.7)

Pp = -MfM,xp

has a unique solution with (po, H, M) in L(Z) X LZZ x Wt

Let q be the unique solution of:

dq = (M*Mx" - A%q) dt

(3.8)

1
o

99

Theorem II-1 shows that qr is in Lg , because x" is in Cg‘d .

It is then equivalent to prove that the system:

dq' = (-A*q' - B*H)-dt + H- dw + dM
(3.9)

Qr ~ 'MTMl"'Lll* -

Ay

has a unique solution, with (Iqb,H, M) in Lg X L 2 X WL. But theorem II-2

2

says precisely that (3. 9) has a unique solution.

By applying proposition I-1, one has:



o

_ u v - u - : % ll_ % - Tk _V_ u
(3. 10) E( Mi M, X, %, xT> E{) (M Mxe A B B Hé,xt x,)dt

T
N u‘z =
+Ej(; <pt’At(xt - x, ) 4 “t(vt ut)) dt

P
v u
+E fo (Hy, By(x, - x) +D(v, - u)) dt

(3. 10) may be written:

T
" u v_ o uay " u v_ . u
E{) <MtMtxt’xt xt) E(MlMle.x,r x.r)
T
— ; 3¢ b -
E ([) <Ct pt+Dt Ht’ v ut) dat .
From (3. 6) and (3. 10), the relation
I'(u) = 0
is equivalent to:
(3. 11) Nu = C*¥p+D*H . m

v The '"feedback'' problem,

The purpose of this part is to find tue dual variable in feedback

form,

Proposition IV-1: Forany s in [0 T! and h in L;, the system:
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1

1c*¢ + CN™ "D¥y +f) dt

dp = (A9 + CN~

+ (By + DN-IC*qJ + DN-ID*X +g). dw
(4. 1)
dy = (M*Myp - A%} - B¥y) dt +x. dw + dM
; . 1
with (x, M) in LZZX w
®(s) = h
(4.1

$(T) = - MM, o(T)
has a unique solution,

Proof: By using the methods of [4] (Chapter 3 lemma 4. 1) and theorem III-1,
it is easily proved that ¢ and | are respectively the optimal state

variable and the dual variable of the problem LQC starting at time 8 with
the "value'" h, The proof being formally exactly the same, we do not

repeat it, @

Proposition IV-2: The mapping h- {o,{} defined in proposition IV-1

. . . s . i T
is continuous and affine from LZ into CZd X CZd .

Proof: The proof is formally exactly the same as the proof of [4] Ch. 3, lemma
4,2, One proves that the given mapping is continuous from L; in

Cg‘dx Cg‘d , this last space having its weak topology. All the spaces
considered being Banach spaces, the closed graph theorem proves

that the affine mapping which is considered is necessarily continucus from

- T T
L‘2 into Cde CZd' ]
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Corollary: The mapping h- J(s) is continuous and a fine from

8 . 8
L2 in L2 .

: : : s . g T
Proof: h- {¢,y} being continuous from L, into Cde Coq - and
{o,¢} » Y(s8) being continuous from Cg‘dx Cg‘d into L; , the

result is proved, B

Proposition IV-3: One can find Ps and r gs measurable such that:

a) Ps(w') e £ (V,V)
(4. 2) b) r(w) eV
c) qu = -(Psh + rs)

Ps and r, are then determined in a unique way. Moreover Ps is
essentially bounded and ro is in L;. Psh is determined by the
solution of (4, 1) with f and g null, and ro by the solution of (4, 1)

with h null,

Proof: By the existence and uniqueness of the solution of (4. 1) one
checks immediately that if A is 9’8 measurable, and if h and h' are

two elements of L; , then:
1 - 1
(4- 3) {CP’LIJ} (lAh+chh ) - IA{CP,¢}(h) + ch{cp:l‘l"}(h )
We consider then two cases:

1) f=0 g=0, If —él 3n is a basis of V, the continuity of the

mapping h-» ¢s proves that
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(4. 4) A

>,
E((4,(1,3),2 )
..
1)
defines an additive measure on (€2, g;,p) , which is absolutely continuous
with respect to P, By the theorem of Radon-Nikodym, one can find

pij Fy measurable and integrable such that:

(4.5 () = - [ aP
Let Ps(w) be the operator defined by (Pij(w) ). If h is a step
function, which is .78 measurable, the relation (4. 5) proves that:
(4. 6) Lle(h) = - Psh .

Moreover, the mapping h- LIJs(h) being continuous, one can

find k> 0 such that:
(4.7) E|Psh|2s k2E|h|2 .

The mapping h- Psh can then be extended in a unique way to
a continuous mapping from L; into itself, because the step functions

are dense in L; . One deduces that for any h in L; 3
(4. 8) Yg(h) = -Ph .
Moreover the relation (4. 7) proves that Ps is essentially bounded.

2) In the general case, q;s(h) + Psh is a random variable o which

does not depend on h, r being equal to q;s(O) » T is square integrable.B®




22

Proposition IV-4: Ps is a.s. a self-adjoint positive operator., One

can find C2> 0 such that for any s, then for any h of V:

(4. 9) |Psh| < C2|h| a. s,
Proof: Let h and h' be two elements of L;. Let (p,y) (resp. (4, y'))
be the solutions of (4. 1) for 9, = h (resp. cp's =h'), ut(resp u't) is
the corresponding control,

Let F (h,h') be the expression defined by:
]

T ii
1 = 1 1
(4. 10) F_(h,bh) = E fs (M@, M®!) dt + E fs (Nyu,ul) dt

+E (M) o5, Myor)

Fs(h’ h') is symmetric in (h,h'), By the same technique already used
in the previous parts, and by a method comparable to the method used

in [4] Chapter 3 (lemma 4, 4) one proves that
(4.11)  F_(h,h') = E(P hh")

(4, 11) shows that Ps is a. s, self adjoint, Moreover Fs(h,h') 2 0,
Then Ps is a, s, positive, But the expression of Fs(h, h) is precisely
the minimal value of the criteria for the problem LQC starting at
from h, |

If X is the solution of:
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s

dxh =Axhdt + Bxh cdw
(4.12)

xh(S) = h

One has:
T
2 2
(4.13)  F_(h,h) < Ef | Mx, |7 dt + E|M,; x|
s t T
But it is proved in [1] that the mapping hT—xn is continuous
s
5 . T
from L2 in CZd
any s in [0,T], then:

and moreover one can find CO > 0 such that for

(4. 14) H'TSH < C,

From (4.11), (4.13) and (4. 14), one deduces that one can find

C,> 0 such that for any s in [0, T], for any h in L; , one has:

(4. 15) E(P_h,h) < C1E|h|2

Ps being self-adjoint and positive, one deduces that one can find

C, such that:

Z

2 2
(4.16)  E|P h|” < C,E|n]|

This implies that sup ess | Ps( *)] is bounded by a constant

independent of s. ®

Theorem IV-1: The solution p of the system (3. 4) is such that for

any s, one has:
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(4.]7) Pg -(Ps xs+rs) S

Proof: This is obvious from the previous results. B

Remark: The previous theorem says nothing on the trajectories of P

v The Riccati equation: a formal approach.

A natural idea is to write formally that Pt can be decomposed in

the following way:

t

t
(5. 1) Pt=Po+f0Psds+f0st'dws+./l(t

LR Jt’m) being such that:

T
Ej l&?slzds < +o
0

and 4 being in wt.

Proposition V-1: The formal Riccati equation determining P is:

dP + {PA + A*P + B*PB + B*# +#B - (B*PD + PC + D)
(N + D* PD)'I(D*PB + C*P + D) + M*M} dt
(5.2)

-Hdw - d# = O

P, = M¥M
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where H = (Hy,... Jt’m) is a family of self-adjoints operators depending
of (w,t) and J* measurable, where # is a martingale of self adjoint

operators element of W+, and with the conventions:

m
£ = £
B*PB 2; B PB,
m
BAH = ). B, K,
1 3 | j i

and the corresponding conventions for all the other terms,

Proof: In (5.1), if we write that P is self-adjoint, necessarily P, K, M
are self-adjoint, by the uniqueness of the decomposition (5. 1) .

If we consider the system (3. 3), (3.4), with f and g null, we have:

"dx = (Ax + Cu) dt + (Bx + Du)- dw

x(0) = X
(5. 3) dp = (M*Mx - B*H - A*p) dt + H-dw + dM
= - M*
Pp MY My %o
Nu = C*p + D*H

But by theorem IV-1, one has for any s
(5. 4) p. = - PS x

Moreover, if we assume that P can be written in the fo m (5. 1),

(5. 4) implies that the right-continuous processes P and=P x are equal.
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If we replace P, by —Psxs in (5. 3), one gets:
(5. 5) - {dPx + Pdx + &#. (Bx + Du) dt}
= (M*Mx - B*H + A*Px) dt + H. dw + dM
(5. 5) can be written:
- {Px + P(Ax + Cu) + & (Bx + Du)} = M*Mx - B*- H + A*Px

(5. 6)

- {xix+P(Bix+Diu)} = Hi 2w T wgs

From (5. 3) and (5. 6), one gets:
(5.7) (N + D¥PD)u = - (D*PB + C*P + D*-#) x
P being positive, N + D*PD is positive definite, - One can write from (5. 7):
u = - (N + D*PD)'1 (D*PB + C*P + D*#) x
By replacing u and H by their values, one gets:
(5. 8) {P + PA + A*P + B*PB + B*-# + o B - (B*PD + PC +#D)
(N + D*PD)‘1 (D*PB + C*P + D*#) + M*M}x = 0

By writing that the previous result is true for any x, we get

equation (5.2). m

Proposition V-2: r isthe formal soiution of:




(5. 9)

with (h, M') in L
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(

o
dr = {(PC + B*PD + s#D)(N + D*PD) C* - A%} rdt
+ [{(PC + B*PD +#D)(N + D*PD)-I D* - B*}
(Pg + h) - Pf -g] dt + he dw + dM'

=0

22

| T

xWJ'.

Proof: We write in the same way:

(5.10)

with (h, M') in L

t t
r, = r0+f r ds+f h *dw +f dM'
o ° g ® % T

i
22><W.

We take now the complete system (3. 3), (3.4), and we know

here that:

(5. 11)

One gets then:

(5. 12)

\

(

pS - (prS * rS)

-{Px+PAx+Cu+f) + # (Bx+Du+g)+r}
= M* Mx - B¥H + A*Px + A%r
- {inx +P(Bx +D.u +g) +hi} = H,

1

dM' +d#x = -dM
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One has then for u:

(5.13) u = -(N+ D*PD)-I {C*r + (C*P + D*PB + D) x
+ D*Pg + D*h }

One gets then:
(5.14)  # = {(PC +B*PD + sD)(N + D¥PD)" ' C* - A%} r
+ {PC + B*PD + s#D)(N + D*PD)-I D* - B¥*)}

(Pg+h) - Pf-g =0

Corollary: The formal expression of the optimal control is:

(5. 15) u = -(N + D*PQ)—I {(C*P + D*PB + D¥s¢) x + C*r

+ D* (Pg + h)}

VI The Riccati equation: existence of the solution.

The proof of the existence of the solution of equation (5. 2) is not
straightforward in the general case. We will prove existence and uniqueness
in a particular case, which applies especially when the coefficients of the
equation, the coefficients of the criteria on the one hand, and the Brownian

motion on the other hand, are independent.

Theorem VI-1: The Riccati equation:
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dP + {PA + A%¥P + B*PB - (B*PD + PC)(N + D*PD)-I

(6.1) (D*PB + C*P) + M*M} dt - d.# = O

PT = M’f Ml

where «# is a square integrable martingale of linear operators, has a

unique solution in the space of adapted

a. 8. right continuous processes

?;T with values in £(V,V) such that one can find C'> 0 with:

sup ess sup lﬁtl = G
0<t< T

(6.2)

supess ||(N +D*PD)-1|| & @
(w, t)

M is then a martingale of self-adjoint operators, and P is a process
of self-adjoint positive operators.
Proof: For P in Z(V,V), let c.pt(P) be formally defined by:

= - o o - o
(6. 3) v (P) {PAt+AtP+Bt PB, - (B} PD, + PC))

-1
* sk 3% sk
(Nt + Dt PDt) (Dt PBt + Ct P) + Mt Mt}

We want to solve the equation:

dP

]

©,(P,) dt + ds
(6. 4)

Pr = MM,
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Let P' be a self-adjoint positive operator. Then if P is a linear

operator such that:

(6. 5) P - Pl < A
2 supess||D||2

N + D*¥PD has dP ® dt a.s. an inverse, and moreover:

(6. 6) (N + D*PD)" Y| < -%—

To prove the first part of this assertion, N + D¥P'D having an inverse

dP ® dt a.s. one needs only to prove that, under (6. 5):
, N P |

(6.7) |ID*(P - P)D|| < |[(N +D*P'D)” " ||
But one has necessarily:

(6. 8) N +D*P'D =2 N
Then:

-1 =1
(6. 9) (N +D*P'D)" || < |IN"7|

From (6. 9) one gets:

6.10) v +pxpD) M7 = NI 2
If P satisfies (6. 5), then:
, r
(6.11) |D*(P - PY)D| = 3

and A being strictly positive
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A
(6.12) 3 < A
(6.7) follows from (6. 11), (6.12) and (6. 10). Then necessarily:

(6.13) (N + D*PD)" ! | < [~ + D*P'D)” ! /L - ||D*(P-P') D

- 2
N +DxPD) My s £
(6. 6) is also proved.
We notice here that the different majorations are not related only to
the fact that P' is self adjoint and positive,
Let R be defined by:

A

(6. 14) R = 5
2 supess||D||

For a> 0, and for & function .ﬁ't measurable and a. s. bounded with
values in @(V,V), let K;, the set of right-continuous adapted processes

defined on [T - a,T], with values in £(V,V) such that:
Ft
(6. 15) |p,-E 2| < R
We put on ng, the distance defined by:

(6. 16) d(P,P') = supess sup”Pé : Pt||
T-o€t§ T
Then if & has self adjoint positive values, the relations (6.5), (6. 14)
and (6. 6) prove that one can find a positive finite number M(4) such that, if

P is in Kg, , then:
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(6.17) ”cpt(Pt)“ < M(®P) dP @ dt a.s.

Moreover, if C2 is the constant defined in (4. 9), the same relation will

prove that:
(6.18) sup M(#) € M < +o
P self adjoint 2 0
|2l < c,

In the same way, the calculation of the derivative in P of P, will
prove that one can find k > 0 such that if P and P' are in ncé, with &

self-adjoint, positive, and with ||| < C,, then:
(.19 loP) -0 (Pl < k[P - Pl dP ® dt a.s.

Let us notice finally that K; is a metrizable complete space,

We take here:

(6. 20) P = MM,
From (4. 9), one has necessarily:

(6.21) || M M1|| < C,
We take for a the value:

(6.22) a = "/
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Let G the mapping which to P in n; associates O by:

T

(6.23) @& =E (# - f o (B) ds)
t

Then we prove that Q is in - K; .

® Qt is a right continuous process because one can write:

T t

Z,
~ t ~
(6. 24) g, = E (.sw- f cps(iﬁs) ds) +f v (P) ds
T-o T-a
A Fy R
(6.25) . supess sup ||Qt- E 2| s 3 M) < R
T-a<ts T

For P and P' in K;, , let us calculate
(6. 26) G(® - a®n

One has:
- T \
(6.27)  (a(B) - G(By), = E t({ o (Bl) ds - { % (P) ds)
Then, by (6.19), one has:
(6. 28) “(G(P) . G(P) “ f k)| B, - B || ds

From (6. 28) one deduces:
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F # [
2 2~ 2 =
(6.29)  ||(c%® - E®) s ¥ E [ asE” [z, - B | da
€ ]
But (6. 29) can be written:
T T
- 2 & ~ -
(6.30) || (Gz(ﬁ) - GZ(P’)>t|| < k" E tf ds f | P, - P.|l ds
t s
From (6. 30) one deduces:
- B 22
(6.31)  &G*(F).G%(By) = £ (BB

In the same way, one will have:

n n —
(6.32)  dGUB), GNP ) < kno‘! d(P, P")

For n large enough:

(6. 33)

From [7] II §12 Remark 2, one deduces that G has a unique fixed
point in the metrizable complete space n;, , which we call P,

Let then (5, '}t’ f’) be the space of continuous functions defined on
[0, +o[ with values in Rrrl , on which one has put the Brownian measure h15
relative to a m dimensional Brownian motion w starting from 0 at time 0.

Let (2, 37_1':, P') be the probability spacs:

(6. 34) @x & # 0 &, .,

with t 2 T - ¢,
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Then on this space, the process ul(t defined for t= T-a by:

T
6.35) o = B |Mk M /
(% 43 t | S

T-a

cps(PS) dsJ

is a martingale: this follows from the independence of .@; and & £-T 4o,

) is a martingale which is orthogonal to w.

Moreover, (ul{t - Q/I(T_a

P is then a solution on [T -a, T] of:

dP = @ (P ) ds +d.#
(6. 36)
P, = MtM

and A, - M, is in Wt
t T=0
If we come back to the problem of control, we check now that Pt
is precisely the operator defined in proposition IV-3,

To prove this property, we need only to prove that for any s in [T-a,T]

and any h in L; , then if x is a solution of:

{A - C(N + D*PD)-I (C*P + D*PB)} x dt

dx

(6. 37) + {B - D(N + D*PD)_I (C*P + D*PB)} x dw

then (x, -Px) is the solution of the system (4. 1) with f and g null.
We prove first that (6. 37) has a solution. This is obvious, because
all the linear operators appearing in (6. 37) are bounded (this follows in

particular from (6. 6) ). One applies then theorem II-1,
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By doing the same calculations as are in the proof of proposition V-1,

we find easily that (x, -Px) corresponds to (¢, {) in (4. 1) with:

x = - P{B - D(N + D*PD) "} (

(6. 38)
<d_/ls.xs>

x being in CZTd' x is necessarily in LZZ' Mo
one has:
t
(6. 39) - x - dw_+ f (du/g,
T-a ° T-a
t
P x P X f
tt IT-a T-% T-a

Then P being bounded, one has

E(:sup 'Ptxtlz < +o

T-d{t & T
t
4-0‘cps(Ps)xs ds
T-4$t € T

(6.40)

2

EC gup

2

sup ds

P
s

b4
s

< k'E(T

(6.40) proves that the local martingale M is a

(x,-Px) is then the unique solution of the system (4.1), ..
One then applies proposition IV-4: a.s., for any s in [T

self-adjoint positive, and:

< kE(

D*PB 1+ C*P): x

reover, by proposition I-1,

P x%x ds
s’ s

sup

%, %) < +=
T-0L g= T 3

sup |xs|2) < +
-a<s< T g

square integrable martingale.

¢ v
ké ,&-n 'I>],s ) PS’ ig
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(6. 41) |Ps| < C,
In particular:
(6. 42) |Pp_ol = C,

One: can then start again the procedure from time T-a, and in a
finite number of steps reach O,
Uniqueness is easily proved under the given assumption: if P' is a

second solution of (6. 1) on [O,'I), right-continuous and bounded, one will have:

T
Z,
(6.43) P = E t(MTMl . ft o (P!) ds\

/

, one has:

with cps(Ps) uniformly bounded by a constant M'., Then if t> T - %,

1 gt
(.44  |P, - E "M}M,| < R
We define then a' by:

a' = ou\—B—
Ml
al
M My

to P on [T-a',T], because G has a unique fixed point. One iterates the

P' is necessarily a fixed point of G on « P' is then equal

procedure a finite number of steps, to reach 0.

Remark: In the case where all the coefficients 'are deterministic, the restric-
tion on the boundedness of P and of ¢(P) is unnecessary to prove the unique-
ness of the solution. To prove this point, one needs only to see that Pé con-

verging necessarily to M’i‘ M1 when t-> T, for t close enough to T, one has:
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P, - M{M,| < R

The deterministic differential equation defined by (6. 1) with «# = 0 has

then a unique solution,

Theorem VI-2: Under the assumptions of theorem VI-l, the equation:

dr = {(PC + B*PD)(N + D*PD)-I C* - A%} rdt
+ [{(PC + B*PD)(N + D*PD)_I D* - B*} (Pg + h) - Pf]dt
(6. 45)
+ h:dw + dM'
rT =0

has a unique solution with (h, M') in L, X wt,

22
Proof: One must solve an equation of type:
dr = - (L*r + B*h +cp1dt) + (h +cp2)‘ dw + dM'
(6. 46)
rp F 0

with  and % bounded and (cpl,cpz) in L21 X L

22 - Let r, be the solution of:

dr; = - (Afr, +cp1) dt +o, - dw
(6. 47)
rl(O) = 0
By theorem I-1, rl(T) is in L'Zr . One needs to find the solution of:
drl = = (g,z\/*r2 + #B*h) dt + h* dw + dM'
(6. 48)

rz(T) =t rl(T)
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One applies theorem II-2 ®

Example 1: U = U1 X U2

All the operators are supposed to be constant, w is l-dimensional.

suppose:

C = (C, 0) D = (0,D) N

The Riccati equation is then:

%:1? + PA + A*P + B*PB - PCNil C*P - B*PD
(6. 49) (N2 + D*PD)_ID*PB +M*M = 0
By = MM,

The optimal control is given by:

1

g, = = NI C* Px
(6. 50)
uy = = (N, + D*PD)_I D*PBx

Example 2: We consider the equation
dx = (Ax + Cu) dt + Bxdw1 + Du,dW2

x(0) = X

with the criteria:

We
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T T
(6.51) Ef xMx|2dt+Ef (Nu,u)dt+E|Mx|2
0 tot 0 tt ot 171

We suppose that the operators are constant. Then P is a solution of:

dP | PA + A*P + B*PB - PC (N + D*PD)” 'C*P + M*M = 0

dt
(6. 52)
Pp = M} M,
u is given by:
(6. 53) u = - (N + D* PD)'1 C* Px

These formulas are the same as the ones given by Wonham in [8].

Example 3: We take the general case with:

BiorDi £t 0 > gi=0

Then the solution of (6. 45) is r = 0., The "random' feedback has no

""constant'' term,

Example 4: Let (Al’ Cl’ Ml’ Nl) and (AZ’ CZ’ MZ’ NZ) be two families
of constant operators having the properties given in IIIL

Let vy a positive random variable defined on R+, the density of which

At

is e " dt.

Let {#} o+ the family of c-algebras defined on R by:
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{F(vAt)}, gt

Then by the results of [5] (VII-54-6), {yt}teR"' is a right-continuous family
of o-algebras, with no times of discontinuity, and y is a totally inaccessible
stopping time.

Let T a positive constant, s the stopping time YAT. We consider

the system:

dx (A 1 X + Blu) dt + l{t>_ YT} (Azx + Bzu) dt

= 1
t }
(6. 54) Ak

x(0) = X

One wants to minimize:

T

2
(6. 55) Efo ey M1 %]

+ (N1 a,, ut))

2
+ l{tzy:}(lMth dt + (Nzut,ut)} dt

One must solve (6. 1),

One has necessarily:

(6. 56) M, = E M

But on t< Yq, 2 simple calculation done in [5] (VII 54 b) ) proves that:

(6. 57) dt, = MAH_ - M )ds

8

Moreover, (6. 1) proves that:




(6. 58) P -P .- =4 - M -
Yo Yp Y Y

Let P2 be the solution of:

6.59)  [ap, B
e - % =
It + PZAZ + AEPZ PZCZNZ CZPE + M2 M2 0
P = 0
ZT

P2 is then self-adjoint and positive. Let P1 the solution of:

(6. 60) dP1 -1
%* - *P - % - *
T 4+ PlAl +A1Pl P1C1N1 C1P1 +M1 M1 +)\(P2 Pl) 0.
P =0
1T

(6. 60) has a solution because it can be written:

dP1 N " -1
—_— - - H - = - % * =
It +P1(Al ZI) +(A1 zI) Pl P1C1N1 CIP1 'I'M1 Ml +)\P2 0.
P =0

1T

and M’i‘ M1 ¢ )\PZ is self adjoint and positive, Then one will check that

P is the process:

P }PZ

= 3 P, o+ 1
t {tevpd 71, {tzyp) "2,

Remark: Simpler methods are available in this case.
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Abstract,

The purpose of this paper is to apply the duality methods to
obtain existence results in stochastic control. The approach is very
similar to the approach of Rockafellar in [9]. Conditions for existence
are given. The methods developed here are implicitly used in [4],

and results are obtained from them in [1].







Application des méthodes de dualité a des

résultats d'existence en contrdle stochastique

L'objet de cet article est d'établir des résultats d'existence de

contr/c\>1es optimaux, dans le formalisme de l'analyse convexe développée dans
[1] et [2].

Les hypotheses nécessaires pour assurer l'existence d'un contr/c\ﬂe
optimal dans le cas stochastique seront plus séveres que les hypotheses
correspondantes faites par Rockafellar dans [9] pour le cas déeterministe,
en particulier parce qu'il n'est, dans la plupart des cas, pas possible de
borner les solutions d'une diffusion.

De plus nous serons conduits a donner des formes differentes pour
les conditions d'existence correspondant generalement aux problemes
primal ou dual.

Enfin rappelons que l'utilisation de méthodes plus fines nous a permis
d'obtenir des résultats beaucoup plus forts que ceux-ci pour une large
classe de problemes de "contrgle markovien'; on se réferera pour cela & [3].

Nous suivrons tout au long de cet article un plan proche du plan
correspondant suivi par Rockafellar dans [9].

Tous les résultats de théorie des Probabilités dont nous nous servirons
peuvent /e\rtre trouves dans [5] et [6]. Pour des réferences plus détaillées

pour renvoyons 2 [2]



I Rappels

Nous supposons connus les principaux résultats de [2]. Les
rappels qui sont donnés ici ne servent qu'a clarifier la suite de 1'exposeé.
(2, #,P) désigne un espace de probabilite complet. {g—t}te R+
est une suite croissante de sous-tribus compl‘etes de &%, continue a
droite, et dépourvue de temps de discontinuite.
T est la tribude Q2x [0,+x [, formée des ensembles bien-mesur-
ables. J * est sa complétée pour dP @ dt,
S est un temps d'arr%t majoré par une constante positive T.
V est un espace vectoriel de dimension n.

w est un mouvement brownien défini sur (2,4 ,P) 3 valeurs dans

m

R, et adapte a {‘?t}teR'*' :

Pour tout temps d'arr/e\zt o, L% est 'espace des variables aléatoires
de carré intégrable et #_  mesurables, a valeurs dans V.

LZl (resp. sz) est l'espace des dP ® dt classes y de fonctions

F* mesurables 2 valeurs dans V, telles que:

S 2
(1. 1) E< y dt> < +tw
| 1y

(resp. (1.2)E<8upesss ‘yt|2) < to (1))
st<

(1) En général, pour tout z positif et * mesurable, supess z est
0<t< S t

mesurable. En effet pour tout intervalle ]a, b[ , on a:



Une norme est définie sur L, (resp. Lzm) par:

S 2)1/2

(1.3) Iylly; = E<£ | vl dt>5

2\)1/2
(resp. (1. 4) Hy” = {E supess |y I
2 (OStSS l t )

De m/e\:me L22 est l'espace des dP ® dt classes H de fonctionsZ*

mesurables & valeurs dans V' ' telles que:

S
(1. 5) Ef lHtIZ 3w = P
0
Une norme est définie sur L‘zz pa¥s
S 1/2
. 2
(.6 Hly, = g ) jn %

L est l'espace des martingales de carré intégrable, nulles a l'origine
A,

et arretees en S.

W est le sous-espace de L engendre par les integrales stochastiques

par rapporta w. w est l'orthogonal de y dans L au sens de [6]

(p. 81 Theoreme 5). On suppose que Wt est décomposé en la somme de

(1) (cont.)

S

W; supess z e]a,b[}=§w;f 1 dt > Ol

| 7 ost<s ¢ o l=zyela, bl 5
S

. . f . .
De plus 1{ztg Ja, b} etant 7% mesurable, , {zte T, B[] dt est mesurable




deux sous-espace orthogonaux W1 et WZ:

d _
(1.7) W = W1 ] W2
L désigne un intégrant convexe normal défini sur

(1.8) (@x[0,+=[)x Vx VX V™"

ausensde[l0] Qx [0,+®[ étant considéré comme 1'espace mesure:

(1.9) (Qx[0,+=][, %, dP ® dt)

L* est l'intégrant dual de L

M est défini par:

(1-10) M(w,t:P,S’H') = L*(w-t-S:PyH')

On fait les hypotheses:

H I-}: 11 existe (po,so,H(')) dans Lzmx LZIX LZZ tels que:
S
(1. 11) E f M(w.t.p,o(w.t).so(w,t), Hb(w,t) )dt < +o ®
0

H I-2: Il existe (xo,yo,HO) dans Lzm X Lle L22 tel que:
S

(1,12) Ef L(w,t,xo(w,t),yo(w.t),H (w,t))dt < + ., B
0 0

A ) . 3
designent deux fonctionnelles convexes et propres, S€mi-

'd , S
inferieurement, definies respectivement sur L2 et LZ "

LO et {'S

continues

0 S
La‘ et L’S* sont leurs duales. On dé&finit £ et m sur L2 X L2 par:




(1.13)
m(c.,c.) = L¥(c )+L*(-c )
0’'s 00 S S
On pose:
_ 0 1
( R _LZXLZIXLZZXW
R, = LO L L w
17 X a1 X a2 X Wy
(1. 14)

0
’Rz‘ Lox Lpy x Ly, x W,y

S

(B

A x =(x0,>'<,H, M) dans R, on associe le processus x défini par:
t t

(1, 15) x=x+[éds+J’H'dw + M
0 0 s s t

§L L est alors une fonctionnelle définie sur R par:

S
(1.16)  xm (Llxgixg) +E | L(W,t, x(0,8,%(0, 1), H(©,0)dt
0

si xe:R1

+ si xe.‘R1

. A ’
On d&finit B M de la meme maniere, en remplacant £ par m,
’

L par M et R1 par RZ'

Le probleme de contr8le est défini dans [2] par la minimisation de

QL,L sur R,




Par l'introduction d'une classe convenable de perturbations, on
N N A
montre dans [2] que le probleme dual du probleme de controle est la

minimisation de 3 M sur R.
¥y,

(y,b) a,y,b

L L moM et la

Pour les définitions de P o Pmome

P . . - . .
dérivation des conditions de coextrémalité, nous renvoyons a [2]




II

Un résultat préliminaire

(1)

’ . 5 . e
L11 designe i'espace des classes de fonctions z J * mesurables

telles que:

S
(2. 1) Ef |z,| dt < += .
o

£
(Lzm) est le dual fort de Lzm .

Proposition II-1: (Lzm)*ﬂ L = I

11 21 °

Preuve: L__ , espace des classes de fonctions J* mesurables et

dP ® dt essentiellement bornées estdense dans L. . En effet gi x

200

est un élément de Lzm , on pose:

EA = Yl < n) "

Alors x estdans L . De plus,
n co®©

supess ||x(w,t) - x (w,t) |
0<t<S

converge p.s. vers 0, et est majoré par |x(u, t)]| . Le théoreme de

Lebesgue montre alors que ||x - anZm tend vers 0.

o s/ °
Soit alors y element de (Lzm)*ﬂ Lll' Pour x dans Lmo, on a:

S
(2.3 (yx = E | (yux)
0

(1)

Nous ne précisons pas l'espace des valeurs, qui sera soit V, soit R.
Il sera toujours évident dants le contexte.




’ P - -
Montrons que l'egalite est vraie pour x dans Lzm. En raisonnant
“ - . 3
compoSante par compos ante, on se ramene a la dimension 1 pour V.

On definit alors y+ dans (Lzm)*ﬂ L11 par

2.4 G = (g gy

On definit de m’éme y .

On peut donc se ramener3 démontrer 1'égalité (2. 3) pour y positif.
De m/éme, on se limitera a x é&lément de Loy a2 valeurs positives.

Si X est la suite d'approximations définie précédemment, la suite

Y %n croit vers y X On a donc:

" t

S

S
(2. 5) E f <Yt’xt> dt = lim E (yt,x Y dt
0 ns+® 0 Pt

Mais puisque x tend vers x dans Lzm, on a:
(2.6)  (y,x) > (y,x

On a donc bien:
S
2.7 Ay = E [ (yyx) at
0

y etant dans (Lzm)*, on a:
(2. 8) <y, x| < k],

En posant:




(2.9) x, = a,sgn(-y) (1)
avec o a valeurs réelles tel que:

’ 2
(2.10) E (supess |a s < to
(Ostss | tl /

on en déduit:

S
(2.11) lEfo a, | vyl dtl < Kklafl,,

Soit alors u une v.a.r., de carré integrable gs' mesurable, a, la
F

martingale E tu.

On a, par l‘inégalité de Doob ([5] VI Remarque 2):

(2.12) E (sup ess lutl 2) < 4E |y 4 ‘

0<t<S

u, est donc dans sz .

On en déduit:

S
(2.13) ’Efut|yt| dt| < k'Elulz
0

Mais, par [5] VII T 16, on a, puisque lyl est dans Lll:

S S
(2. 14) E f u, |y dt = Eu f |yl dat
0 0

(1)

La fonction sgn est définie par:

sgn(y;s---»¥,) = (sgnyj,...,sgnyy)
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Donc:

S
(2. 15) ‘Euf |yt‘ dtl < k'E|u|2 .
0

S
f |yl dt

0

définit donc une forme linéaire continue sur Lg . Il appartient donc a Lsé .n
Soit maintenant j un intégrant convexe normal défini sur

(Q x [0,T], 7*,dP ® dt) x V. Soit j* l'integrant dual.
On subpose que:
a) Pour tout x de V:

S

(2. 16) Ef jw,t,x) dt < +o
0

b) Il existe % dans L21 tel que:

S
(2.17) Ef o, ta(w, ) ) dt < e
0

On sait alors par [9] que les fonctionnelles I et I* définies

respectivement sur Lzm et L21 par:
S
x — E j j(w, t, x(w, t) ) dt
I 0

(2.18)

S
o —= Ef j*(w, t,a(w, t) ) do
I%* 0
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sont convexes, propres, etduales l'une de l'autre.

Proposition II-2: La duale I*' de I définie sur le dual fort (Lzm)*

de LZoo coincide avec I* sur L21 et est égale%. +® sur (LZOO)"‘/L21 .

Preuve: L étant dense dans L , on a:
e [oelee] 2‘”

(2.19) (L, )* © (L_)* .
Pour y dans (Lzm)*, on a:

(2. 20) I¥'(y) = sup {y,x) - I(x) 2 sup {y,x) - I(x)
xeLZm xeLmo

Or @ est dans LZl’ donc dans Lll’ et pour tout x de V

S
(2.21) El jw,t,x) dt < +oo
0

Par le résultat de Rockafellar donné dans [11] on sait que si y n'appartient

pas a Lll’ alors:

(2.22) sup (y,x) - I(x) = +
xeLam

Donc si y n'est pas dans Ljy» ona:
(2.23)  I¥(y) = te

De plus si y est dans L“, par la proposition II-1, il est aussi dans

g I
L La proposition en resulte. B

21 °
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III Un résultat de dualite

Définitions: On dit que l'hypothese H III-1 est vérifiee par L si pour
tout p de V, il existe (s,H',a) dans L21 X LZZX L11 tel que, pour tout

(x,v,H) élémentde VX VX Vm, on a:
(3‘ 1) L(‘IJ, tlx’V’ H) 2 <x’ S(w’ t)> +<V' p> +<H1H'(w’ t)>- a’(w’ t)

On dit que l'hypothese H III-2 est verifice par L si pour tout x

"de V, il existe (v,H,B) dans L., X Lzzx Lll tel que:

21
(3. 2) L(w, t, x, V(U, t), H((JJ, t) ) = B(U, t) . [ ]

Ces hypotheses sont trés proches des hypotheses Cp) et DO) de
Rockafellar donnéesdans [9]. On vérifie immédiament que si L vérifie
HII-1, M vérifie H III-2,

Par une demonstration identique % la déemonstration utilisée par

Rockafellar dans [9] (proposition 2-3) on a, de fa;:on evidente:

Proposition III-1: Une forme équivalente de H III-2 est: pour tout

borne X de V, il existe AX et BX fonctions Z* mesurables a

valeurs respectivement dans @(V,V) et Q’(Vm,V) tels que:

S 2
-E{J 18w, ol dt} o B
(3. 3) 0

0n

& [ [Bgwol?a < +o

o
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. . 1 .
et il existe (bX,bX, BX) dans L21 X L22 X L11 tels que si x est dans

(i 2 valeurs dans X, alors:
[ee]e o]
1

< Bylw,t) L

Remarquons que HIII-2 est plus forte que H I-2,

On note par R'* le dual fortde R' = Lo X Lg .

Théoreme III-1: Si L vérifie H III-2, alors la duale @f ;| de @,

sur R'* cofncide avec sur R et est égaled +» sur R'*/R,

m, M

Preuve: Ce résultat correS}pond % une partie du théoreme 2 donné par
Rockafellar dans [9] dans l;a cas deterministe.

Nous avons prouve la premiere partie du resultat dans le théoreme
III-1 de [2]. Montrons la seconde.

Soit s un élément de (LZm)*/LZI' On va montrer que si a est

dans Lg, alors:
ES =
(3. 5) cp{”L(s,a) +

En effet on a, comme pour le théoreme III-1 de [2]:

S
(3. 6) cpz‘ L(s,a) = sup (s,y) +E{a,b) - E f L(w, t, (x+y)
’ x eR 0
1
(y,b) eR'

(w, t), %(w, t), H(w, t) ) dt

- Lo(xo) - l,s(xS -b) =
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= sup (s,z)-(s,x)-E(a,b')+E(a,xS>
xeRl S
!
(z,b )GLZOOX LZ

S
- E [0 L(w, t, z2(w, t), X(w, t), H(w, t) ) dt - L,(x,) - L(b') .

. . ’ . .
Mais x- {(s,x) - E(a,xs) est une forme lineaire continue sur l'espace

N S
R = Lg X L21 X LZZ x Wt qui par ailleurs s'identife a L21 X L2 par

P .
l'homeomorphisme:

(3.7) (x50 %, H, M) > (%,x()
Il existe donc (r,qS) dans (LZI)* X Lg tel que:
(3.8) <S.X>-E<a.xs> = - {r,%)- E{qq,xg)

Comme L est dense dans LZI’ (Lzl)* est inclus dans L22 et est un

22
espace decomposable au sens de [9] puisque:
2) b © (]"21)>,'< ;
b) Si A est Z* mesurable et si y est dans (LZI)*, lAy est
dans (I"Zl)*'

# . - A
r est donc dans LZZ’ et on aura necessairement, en utilisant la meme

méthode qu'en (2. 5)
S.
(3.9) {r,x) = E/O (rt,}'ct>dt

De plus, si 9 est la martingale E th , on peut trouver

(qO,H',M') dans Lg X L22 x Wt tel que:
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t
— L ]
(3.10) q; 4 +f0 Hs dws +Mt

Alors, par la proposition I-1 de [2], on a:

S
(3.11) E(qs,xs) = E(qo,xo)+EZ (qt,f{t) dt + /0 (HL,Ht)dt

1
+E(MS,MIS>

Donc:
(3.12) 0¥ _(s,a) = sup (M', M, )+ sup (s,2)
Ly L M, €W Vs Mg (%, H, z)¢
v Loy XLpX Ly,
S S
s 1
+Ef0 (qt+rt,xt) dt +Ef0 (Ht,Ht) dt
S
- E f L(w, t, z(w, t), %(w, t), H(w, t) ) dt
0
== ! = = 1
+ sup  Elqg %)) - ECa,b') - L,(x)) - 4 (b")
(x..b') &
Lo0 LS
3 % g

Le premier et le dernier terme ne posent pas de difficultés, car ils ne

. . £
sont jamais egauxa - ,
On va montrer que le second prend la valeur 4, On pose

3.13 + =
( ) q, r, L
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u est alors dans (LZI)*.

Pour z dans L__, soit f l'intélgrant convexe défini par:
(3.14) f(w, t,v,H) = L(w,t,z(w,t), v, H)

La proposition III-1 implique qu'il existe (v,H) dans Ly X Ly, tels que:
S
(3.15) E f flw, t, v(w, t), H(w, t) ) dt < +=
0

De plus f est trivialement un inté.grant normal, On définit k par:

(3. 16) k(w,t,z,u,H') = sup (u,v) +{H',H) - L(w, t,z,v,H).
(v, H eVx V™

Alors:
(3.17) f*(w, t,u, H") = k(w,t,z(w,t),u, HH")

De plus, par H I-1, il existe (po,so,Hb,a) dans LZODXL 1><L X L

2 22 11

tel que pour tout (z,v,H) dans VX V x v™ on aits

- a(w, t)

Alors nécessairement:
(3.19) k(w,t,z(w,t),po(w,t),Hb(w,t) ) < aw,t) - {z(w,t), 5o(w, t))

Or a et (z,so) sont dans Liqg-

Donc:
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S
(3. 20) Efo k(w, t,z(w,t),po(w,t),H(')(w,t) )dt < +e

Les espaces L21 et (LZI)* étant decomposables, on peut appliquer

le résultat de Rockafellar donné dans [10]:*

S S
(3.21) sup E f <ut,;zt> dt + E f (Hé,Ht) dt
(%,H)eL, X L,, 0 0

S
- E L(w, t, z(w, t), x(w, t), Hw, t) ) dt =

E k(w, t, z(w, t), u(w, t), H'(w, t) ) dt

Il suffit alors de démontrer la relation:

(3.22) sup (s,z) +E 7 k(w, t, z(w, t), u(w, t), H'(w,t) ) dt = +=
zeme 0

On pose:
(3.23)  gw,t,z) = - min{kw,t,z,u,H") [u| < |uw,t)] +|pyw,t)]
|H'| < |H' (0, t)] + |Hb(w,t)|}

k etant semi-continue inferieurement en (u, H'"), le minimum est
effectivement atteint. De plus pour tout (u,H'), on ve{rifie que k est
concave en z parce que L est convexe. g(w,t,-) est donc convexe.
De plus g(-,-,2z) est * mesurable: en effet k(-,:,z,*,*) estun

s gl . s . ’ 12 »
integrant convexe normal, puisqu'il est conjugue de l'integrant convexe




normal IL(-,*,z,*,"); on applique alors [12] corollaire 4.3. On a:
(3.24)  glw,t,2) = - k,t,2,py(w, t), Hi(w, 1) ) = (z,5,(w, 1)) - a(w,t)

A - b
Soit (v, H,B)le triplet construit grace a l'hypothese H III-2, corres-

pondanta z dans V, tel que:
(3. 25) L(w, t,z, v(w, t), Hw, t) ) s B(w,t)

Alors:

(3. 26) k(w,t,z,u,H') = {(u,v(w,t)) + (H',H(w,t)) - B(w, t)

Donc:
(3.27) glw,t,2) < |u(w,t)] |v(w,t)] + |H'(wt)] |Hw,t)| +Hw,t)

On  déduit de (3.19) et (3.27):
® Pour dP ® dt puisque tout (w,t), g(w,t,*) 'est finie, Etant convexe,
g(w,t,*) est continue. g est donc un intégrant convexe et norma..
®Si g* est l'inte’grant convexe normal dual de g, (3.24) montre que:

S
(3.28) E{) gH(w, t, s4(w,t) ) dt < +w

® Pour tout z de V, on a:

S

(3.29) E| g tz)dt < +e
0




En effet, par un raisonnement similaire 3 celui qui est utilisé dans
(2.9), on vérifie que comme v est dans L21 et u dans (LZI)*,

A
| ul lvl est dans L, ;. De meme | H| IH'I est dans L.

La proposition II-1 et sa démonstration prouvent alors la relation:

S
(3. 30) sup (r,z) - Ef glw, t,z(w,t) ) dt = +=
zel 0
[eelee]
Donc:
S
(3.31) sup (r.Z>+Ef k(w, t, z(w, t), w(w, t), H'(w, t) ) dt
ze:L2 0
(o o]
S
2 sup (r,z) -Ef glw,t,z(w,t) ) dt = +=
ze:LmD 0

s
Le théoreme en resulte. ®

Corollaire III-1: Sous l'hypothese H III-2, tout elément z de R'*

majore sur dom ¢ [ appartienta R,.

Preuve: Par une méthode semblable & celle qui est utilisee pour le
corollaire 2 du thoreme 2 de [9], en remplacant L par LVO et 2

par £ VO, on vgrifie que LVO et L VO satisfont toutes les hypotheses
que L et 4 verifient. On en deduiraque C‘OEVO,LVO (z) < +» . Donc

z est dans RZ' |




=
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IV Regularité de Dy 1,

Definitions: On dit que L vhrifie l'hypothese HIV-1 si:
a) il existe A et B I * mesurable 3 valeurs respectivement dans

Z(V,V) et @(V™,V) tels que:

10)]

.j ”A((«J,t)“2 dt est dans Lf
(4. 1)

®/ supess ||B(w,t)||2dt < to

o4 o

b) il existe (b,b') dans L 1 X L22 tels que la fonctionnelle I1 definie

2
sur LZm:
S
(4.2) x E [ Lo, t,x(w,t), 50, )x(0,8) +blw, ), Bw, x(w, t
I 0
1

+b'(w, t) ) dt

est finie et continue en un point x, pour la topologie forte. m

On dit que L vérifie l'hypothese H IV-2 si:
a) il existe A et B verifiant les mlc\eme propriétés que précedemment.
b) il existe(b,b') dans L21 X L22 tels que la fonctionnelle IZ dgfinie

sur L, X L22 par:

20

S

(4. 3) (x,H)——Ef L(w, t, x(w, t), A(w, t)x(w, t) + B(w, t)H(w, t)
1 0
2

+ b(w, t), H'(w, t) + b'(w, t) } dt
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est finie et continue €n un point (xZ,Hz) pour la topologie forte. B
H IV-2 est plus forte que H IV-1, De plus H III-2 et H IV-1
(ou H IV-2) ne sont pas a priori comparables.

Cependant on a le résultat suivant:

Lemme IV-1: Si HIV-1 est verifiée, I1 est partout finie et continue sur

- . . - ’ -
Lzm si l'une des deux conditions suivantes est realise:

a) e?'o est sans atomes.

b) S est p.s. borné inferieurement par ¢ > 0 et w est non

degéneré (m = 1),

Preuve: Nous prouvons ce lemme quand b) est satisfaite. On note par
op(w, t, x) l'intégrant L(w,t,A(w,t)x + b(w,t), B(w, t)x + b'(w,t) ). On peut
supposer x, = 0. Pour s telque 0O0< s< c, soit I? la fonctionnelle

definie par:

S
(4. 4) I[(x) = E f o(w, t,x(w, t) ) dt .
; s
I? (x) ests.c.i., finie et continue en 0, En effet:
s
s -
(4.5) [ =1 (1, % -E fo 9(v, t,0) dt

Il existe a > 0 telque si ||x||2°°< a, Il(x) < I(0) +1., Donc si
x|, < &, on a:

S

(4. 6) I (x) < 1(0) +1 - Ef o(w, t, 0) dt
0
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Soit alors x dans Lzoo .
2
sup ess l x |
0<t< S t
étant intégrable, il existe 8 > 0 tel que si A est &_. mesurable et si

S
P(A)< §, alors

: 2 2
E (1 supess < a
A 0<st< S Ixtl )

Cela entrgine que si A est 3“8 mesurable et si P(A)< 5, on aura:

(4.7) ||1A Lios x,, < a

g; étant sans atome, puisque W est gaussienne, il existe une
partition finie g; mesurable de Q notee (A;)izl, . telle que,
x s
pour tout i, 8/2< P(A;) < 6.

m est donc borné par une constante C ne dependant pas de s.

Or:
S S
(4. 8) E1 [ owtxwe)dt = E [ owtl _xwb)dt
s s
A. s s A.
i i
S S
-El S f Cp(w; t,0) dt = IS 1 . x\-E1 s cp(w,t, 0) dt
CAi ] 1( Als ) CAi -£
De plus:
@9, <

s
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Donc:

s S
(4.10) IT (1 ; x) < I(0)+1 - E f o(w,t,0) dt = E fq,(w,t,O) dt + 1
A 0 s

s

on en deduit:
S S

(4.11) E 1 s [ o(w, t,x(w, t)dt <« E 1 b f w(w,t,0) dt +1
. S A. s

A
i

Par sommation, on aura:

S .
(4. 12) Ii(x) < E f o(w,t,0) dt + C
S

Comme o(*,*,x%(-,*) ) est minoré par une fonction dP ® dt intégrable ’

on 2ura, en faisant tendre s vers O:
(4.13)  I,(x)< I(0) +C

Il est bien partout finie, donc partout continue par [7] (p. 26) @

Corollaire: Si l'une des hypotheses a) ou b) du lemmelIV-1 est verifiée,

HIV-1 entrgine H III-2,

Preuve: Dans H III-1, on prendra:

v Ax +b
(4. 14) S
}

H Bx + b'
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(v, H) estalors dans L‘21 X L22 . |

Remarque: Ce résultat prouve qu'en fait si HIV-1 est verifiée, le probleme
est tr&s fortement linéaire. Remarquons aussi que dans le cas purement

déterministe traite par Rockafellar, H IV-1 est vérifieavec A tel que
T
(4. 15) j IAl dt <« +
0 t

4 LY 2
H IV-1 correspond en fait dans le cas deterministe & l'hypothese DO
de Rockafellar dans [9] (paragraphe 6).
H IV-1 et HIV-2 seront utilisees pour résoudre des équations

"backward, " .

Théoreme IV-1: Si on suppose que:

a) HIV-1 est satisfaite

b) {'S est finie et continue en Cg élément de Lg
int dom G 1, (construit pour la topologie forte de R') est non vide, et

%, 1, est continue sur int dom 9, [, pour la topologie forte de R',

Preuve: On a:

S

(4.16) @, ;(y,2) = inf E [ Lt (x +y)o, 8, %o, 1, Ho,t ) dt
? x(-:R1 0

+ Lo(xo) - Lg(xg - )

On peut supposer L continueen 0, En effet si on pose:



[3V]
Ot

(4.17) Ll(w, t,x,v,H) = L(w,t,x + xl(w, t),v,H) ,
on a:
(4- 18) CPL,L(Y’ a') = CPL,LI (Y il Xl,a)
De plus L1 verifie l'hypothese H IV-1 avec x, = 0. On supposera

donc X, = 0, puisque si on déemontre les résultats pour cp{, L. ils
|

seront vrais pour Py 1, *

L0 étant propre, soit ¢, un elément de Lg tel que

(4. 19) Lo( Cg) < =

On pose:
t t
(4. 20) xo = c +] b ds + [ b' dw
t 0 o 8 0o 8 8

x0 est alors dans }?il et xg est dans Lg.

O abonit 8’ dans Lg par:

(4.21) a% = 330

A , d 4
Grace au resultat donne dans [1], soit xy la solution unique de l'equation:

dxy = A(xy+y) dt + B(xy+y)- dw

(4. 22)
xY(O) =0

On sait par [1] que vy = xy et y - xy sont des applications
S
continues de L?m dans LZco >t Lg .
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On a alors, en posant yo = -x0 s
0 0 .0 P
(4.23) L(w, t, (x + xy)(w,t) +(y +y)w, t),(x" + xy)(w,t),
H +H )W, b))
y ’
= L(w,t, (xy + y)(w, t),A(xy + y)(w, t) + b(w,t), B(xY + y)(w, t)

+b'(w,t) )

0

(4.24) 20 (0 +2)(0), (x” +x)g - 2% - a) = go(eq) +ig(eg tx, -a).

S
0 0 .
Or x  estdans L, , etdonc y estaussidans L, . Comme I, est
2 2 1
continueen 0, et comme LS est continu en cq (4.23) et (4. 24) montrent

qu'il existe K, tels que si (y,a) est de norme assez petite dans R', on a:
0 0
4,25 +y,a +a) <« K
( ) P, LYty )

dom P L contient donc un voisinage de (yo, bO)

. 13 : g j 3 -

S'il existe (y,b) dans dom 9L tel que Q. L(y, b) = -
la convexité de cp{” L fait que cp{“ L est identiquement égal 2 - ®
sur int dom cp{” L* Sinon CPL,L etant finie et majoree su? un ouvert

de int dom 9 1, ¥ est continue par [7] (p. 26). m

ThéoremeIV-2: On suppose que:

a) W]. = Wl

b) H IV-2 est satisfaite

c) »Lo est finie et continue en o élément de Lg .
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Alors int dom ® 1, est non vide, et P 1, est continue sur int dom P 1,

Preuve: On se ramene au cas: (xz,Hz) =(0,0). LS étant propre, soit

s o 8 .
Cq tel que Ls(c S)< +® , Pour y dans Lzm, soit x la solution de:
1 1
dx = A(x +y) dt
(4. 26)
x1 (0) =0

L : A v gl s . s
Par le theoreme -2 de [4] (qui joue un role essentiel ici) (1), il existe un

,o 2
et un seul element (xo, H, M) de Lg X L22 x Wt tel que x est

solution de:

dx® = (Ax® +BHYdt + I dw +dM
(4. 27)
2 0) =
x ( = X
avec:
2 1
(4. 28) Xg T 2 - Xg
Posons:

(4. 29) x = x1 +xZ 3

x est solution de:

(1) Il n'est demontre dans [4] qu'avec A et B bornes. La demonstration
dans ce c=s est ident’'que.
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dx = (A(x +y) + BH) dt + H. dw + dM

(4. 30)
x(0) = X,
et de plus:
(4. 31) Xxg = 2

Le théoreme II-2 de [4] prouve de plus que (y,a) » x et (y,a) - X,

sont continus de L, X LS dans L etLS . Soit enfin xo, yo, b0
2 2 2 2

, ;
definis par:

de = bdt+b'dw
(4. 32)
xo(O) = <
xo + yo =0
(4. 33)
0 0 _
Xg - b™ = Cg

. ’ ’ . ’ \
En raisonnant comme precedemment, on en deduira le theoreme.®

Théeoreme IV-3: On suppose que:

a) W, =w'
b) L'hypothese H IV-2 est verifiee.

c) ¥ _ estla tribu grossiere.

0
Alors le plus petit sous-espace de R' engendré par dom P 1, est de
codimension finie, au plus égale a la dimension de V. ri dom P 1 est

non vide et P 1, est continue sur ri dom 9, . Ppour la topologie forte.
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Preuve: On reprend la démonstration du théoreme IV-3, mais en se
limitant 2 l'espace de codimension finie des (y,a) tels que si x est

donné par (4. 30)

Corollaire IV-1: Si l'hypothese H III-2 et les hypotheses des théoremes

IV-1, ou IV-2, (resp. IV-3) sont verifiées, pour tout (y,b) de int dom ® 1,
(resp. ri dom ch’ L)’ tel que ch. L(y,b) > -o, acp{” L est non vide et continu

dans R2 o

Preuve: En effet grgce aux résultats des théoremes IV-1, IV-2(resp.

Iv-3), etant continu en (y,b) sur int dom 9 1, (resp. ri dom P 1,

P L
et ce dernier ensemble engendrant un sous-espace de codimension finie),
bch L(Y’b) est non vide dans R', dual fort de R'. De plus si p est

dans Bch L(y,b), cpz‘ L(p)< +®, Le théoremelll-1 montre que p est

dans R. Sachant que ¥ coincide avec & sur R, p estdans R,. B
L, 1s m, M 2

Corollaire IV-2: Si l'hypothese H III-2 et les hypotheses des théoremes

IV-1 ou IV-2 (resp. IV-3) sont satisfaites, si %, 1, ne prend pas la

. sk inci
valeur ©, ém,M est convexe et propre. De plus ém, M coincide

A
avec @, | sauf peut-etre en des points du bord (resp. du bord relatif)

de dom P o1, Si ® L prend la valeur - o, § est identiquement

m, M

égala +o,

Preuve: La preuve est formellement identique a celle du corollaire 4

du théoreme 2 de [9]. ®
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A
A% Existence d'un controle optimal.

On va maintenant chercher sous quelles conditions (0,0) est dans

l'intérieur ou dans l'intérieur relatif de dom P 1, -

, A
Soit £, st § les vécessions wa sens de [13]de L et 1, f1 et m

I -
les recessions de M et m.,

A A A 6
Proposition V-1: Les couples (L,1) et (Il\\/I,m) possedent toutes les

propriétés de (L,4) donnés enI. Quand ¢, 1, n'est pas identiquement

égala +o, @i\ /i, est la récession de @L [, sur R (en lui donnant aussi
la valeur +® sur CRl). De plus @L 4 est la fonction d'appui de

& A
On a le resultat correspondant pour Qm f\>1

dom ® M

Preuve: La démonstration est identique a la demonstration de la proposi-

tion 6 dans [9]. m

Proposition V-2: Si les hypotheses des théoremes IV-1 ou IV-2 sont

verifiees, tout élément de R'* constant sur dom P 1, est nul.

. 2’ . . o
Preuve: Comme dom ®, 1, @un interieur non vide, la proposition
s

. , .
est immediate. =

Proposition V-3: Si l'hypothese H III-2 et les hypotheses du théoreme IV-3

sont verifiées, tout élément de R'* constant sur dom cp{j L est dans

R2 et tel que:

(5.1) A (2 = -8A fy(-2)

Il existe (&, 8) qui possedent les memes propriétés que (A,B) dans

H IV -1 tel que tout =z vhrifiant (5. 1) est tel que:
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dz = Az dt +PBz dw
(5. 2)
A A
m(zo’ ZS) i m(-zoi- s)
Les arcs de R2 vérifiant (5. 2) forment un espace de dimension finie

égale 2 la codimension de l'espace engendré par domq} I

Ao . . . N
Preuve: Gracea H IV-2, la preuve est pratiquement identique a la

preuve de la proposition 7 de [9]. m

‘ ’ PV e
Definition: Si z est un element de R2 tel que (5.1) est verifie, z sera

dit arc de récession pour (m, M).

Remarque: Sidans l'énoncé de la proposition V-3, on remplace le
théoreme IV-3 par les théoremes IV-1 ou IV-2, on trouve bien que

l'arc nul est le seul arc de récession. En effek dans le premier cas

on aura 2z = 0 puisque LS est continu en CS' Le théoreme II-2
de [4] entraTne z = 0. De meme dans le deuxieme cas, z, = 0 et donc
z = 0,

Théoreme V-1: Sil'hypothese III-2 et les hypotheses des théoremes IV-1

ou IV-2 (resp. IV-3) sont verifieces, les conditions suivants sont équivalentes ,
a) O ¢ int dom P L (resp. O ¢ ri dom ch’L).
b) Iln'existeaucun z dans R2 sauf l'arc nul (resp. un arc de

récession) tel que:
(5. 3) @r/’\“ 0[ (z) < 0. (resp. etpour les arcs de récession

%’h,ﬁi (z) = 0)
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Preuve: Puisque int dom O 1L est non vide (resp. puisque ri dom ® 1
est non vide et puisque la codimension de l'espace engendré par cet
ensemble est finie), pour que O appartienne 2 int dom ch’ L (resp.

ri dom ., L), il faut et il suffit qu'il n'existe aucun z de R'* séparant

O et dom ®, 1, ""proprement'' au sens de [13],

Or un z séparant proprement dom P 1 et O serait majoré sur
dom P L ,donc appartiendraita R, par le corollaire III-1.

Sachant que:

(5. 4) sup (z,x) = 8p fy(z)
xedomch L ’

on aurait donc:
(5. 5) B fy(2) = 0O

- ér’h,f\\/l('z) & ér/}l,&(z)

Pour que a) soit satisfaite, il faut et il suffit donc que pour tout
z de R2 non nul Q{\n’ &(z) > 0 (resp. @r/\n' ﬁd(z)) n'est négatif que si

z est un arc de récession et alors 3 A &(z) =0, ®m
m,

Corollaire V-1: Sous les hypotheses du théoreme V-1, si la condition b)

i Hele ) .
est verifiee, @m M a un minimum sur R , et de plus, on a:
’

(5. 6) inf 8, ;(x) = -min &\ (p) < to
X€R1 P€R2
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Preuve: Si CPL,L prend la valeur - « gur int dom CPL,L (resp. ri dom ch,L)'
sachant que O est dans cet ensemble, cp{’ L(O) = - , etle résultat
est vrai.

Sinon ch L est fini et continu en 0. De plus, sa duale sur R'*¥

est égalea & Enfin le corollaire IV-1 montre que acpxl L(O’ 0)

m,M"*

est non vide et contenu dans R2 . Le corollaire en résulte. ®
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Regularité du contr/c\>1e.

. v e ’ oy ? o .
Nous nous interessons ici a la régularite de % et p, en temps.

r désigne un reel tel que 1< r< 2,

Definitions: On note R® 1'ensemble des x =(x0,>'(,H, M) de R tels que

%X appartient a LZr’ c'esta dire:

avec

2r °

S 2/r :
(6. 1) E<f |>'<t|rdt> < +o
0

On note R;‘ et R; les espaces Rrﬂ R1 et R'N RZ'

On dit que H' I-2 est vérifiée si H I-2 est vérifiée avec yo dans L, .

On dit que H' III-2 est vérifiée si H III-2 est vérifiée avec v dans

On dit que H' IV-1 estvérifiée si H IV-1 est vérifiée

b dans LZr .

On dit que H" IV-2 est verifiée si H IV-2 est verifiée avec:

S
a) fo ||Bt||2r/(2‘r)dt est dans I,
b) b est dans L

2% °

Quand r =2 la condition a) s'interpr/éte par:

. ’
B est essentiellemement borne, =
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Si Hr III-2 est satisfaite, on a un résultat équivalent?.\ la proposi-
tion III-1,
Si H' IV-1 est vérifiée, pour x dans Lzm, Ax +b est dans LZr
(rappelons que r< 2),
Si H' IV-2 est vérifide,si (x,H) est dans L, X L.,
’ 20 22
Ax + BH +b est dans L2r "

On pose:
: b
(6.2) @, ; (y,b) = inf 3]} (x)

2 . . ’ ,
Pour alleger les notations, on indexera le numero d'une reference par r

. g A .
chaque fois que les hypotheses doivent etre indexees par r.

Proposition VI-1: Si H' III-2 et les hypotheses des théoremesIV-1-r

ou IV-2-r (resp. IV-3-r) sont vérifiees, les conclusions des théoremes
. r

IV-1 ou IV-2 (resp. IV-3) sont vraies pour Py 1 De plus P L et

cpz L coincident sauf peut-/e\tre en des points du bord (resp. du bord

relatif) de dom P, -

Preuve: Si H' III-2 est verifiee, H' I-2 est vérifiée, et on peut refaire
les calculs du theoreme III-1 de [2] pour montrer que la duale de

coincide avec & sur R, De m/e\:me H' III-2 permettra de

r
cp'{fr L m, M
sk
montrer que cp;: L prend la valeur +® sur R'*/R, comme pour le
théoreme III-1, Enfin, comme pour les theoremes IV-1 ou IV-2

. T ) r
(resp. IV-3), on montrera que int dom C*OL, L (resp. ri dom ch, L )
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est non vide (resp. est non vide et engendre un espace de codimension
s s r . r
finie) et que QOL,L est continue sur cet ensemble, Or ch’ 1 et ch’ L
A . r
* =
ont meme duale sur R"., Donc dom O 1, dom IS T De plus

comme Scpr , on a:
L,L L,L

dom cpz g, .= domch L

r 3 & . . s . .
Comme dom Py 1, 2un interieur non vide (resp. un interieur relatif
; .
. . . _ A ’
non vide de codimension finie), est convexe et a meme adherence que

dom ®, ; onen deéduit (par une application du théoreme de Hahn-Banach)

que
) . r
int dom cp{” L - int dom ch L

r _— : .
Alors 9oL et Py 1 coincident sur int dom Py 1, (resp. ri dom 7y L).
En effet si cp;: L prend la valeur - o sur un des points de cet ensemble,
elle la prend partout sur lui, et coincide avec ® 1, Sinon par le

corollaire IV-2-r, % est convexe et propre. ch L ayant pour

m, M
r

duale rbm,M ne peut prendre la valeur - o, CPL,L et CPL,L sont

continues sur int dom ® 1 (resp. ri dom ® 1 ), et coincident avec leur

o(R',R'*) regularisée qui est @;‘;‘n M Sur cet ensemble. ®

Corollaire VI-1: Sous les hypotheses de la proposition V-1, s'il n'existe

aucun élément z de R2 sauf 0 (resp. un arc de récession) tel que
;ﬁr/r\1,ﬁ>1 (z) < 0, (resp. et sipour les arcs de récessions @r/k,ﬁ/[(z) =0),

alors:
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]

(6, 3) inf QL,L(X) = inf @L’L(x)

- min & (p) < +=
xeR1 xeRf i, M

PE R.2

Preuve: Le théoreme V-1 implique que O est dans int dom P 1,
o /\ N . e = r

(resp. ridom ch’ L ) et grace a la proposition V-1, cp{” L(O) =9 I_‘(0) 2

On utilise alors le corollaire V-1. @

’ A . .
Ces resultats vont etre utilisés dans la partie suivante,
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VII Exemples

On suppose que le couple (L, M) satisfait l'hypothese H I-1.
(Ll,Ml) designe un deuxieme couple d'intégrants construit comme

2’
precedemment.

Proposition VII-1: Les hypotheses H III-2 et H IV-1 sont satisfaites si:

a) il existe (A,B) possedant les proprietés H IV-1 a)
b) il existe une fonctionnelle convexe propre sur V semi-continue

inférieurement mn telle que:

(7. 1) lim inf DAL - 4o
[IX]> 4o {2l
c) il existe un couple (LI’MI) verifiant H I-2,
d) il existe y dans L,y
tels que
(7.2) M(w, t,p,s,H') 2 Ml(w,t,p,s,H') +n(s + A¥(w, t)p + B*(w, t) H

- Y((.O, t) )

Preuve: M et m* étant deux intégrants convexes propres en dualité,
par les résultats de [10], et les fonctionnelles & et & * definies sur

L22 par:

(7. 3) x

n(x(w, t) ) dt

(u(w, L) ) dL
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sont duales l'une de 1l'autre.
b) implique que pour tout a de L22 {xe Lzz;é’/‘(x) - {a,x) < p}

est fermé et borné dans LZZ’ donc faiblement compact. Cela entraAlne

que I* est finie et continue en tout point de L22 .
Comme (Ll’ Ml) poss'éde la propriété H I-2, on sait qu'il existe

(xo,yO,HO,B) dans L200 X L‘21 X L22 P L11 telv que:
(7. 4) M,(w,t, p,s,H') = (yo(w,t).p> +(x0(w.t),s> +<H0(w,t).H'>
- B(w, t)
On déduit de (7. 2) et (7. 4):
(7. 5) o(w, t,x) = L(w, t, x, A(w, t)x - A(w,t)xo(w, t) + yo(w, t), B(w, t)x
- B(w, t)xy + Hy(0, 1) ) < n¥(x - x,(0,1) ) +
v, 1), x(w, t) - xp(w, 1) ) + 8w, t)

X étant dans Lzm, (Axo,on) est dans LZIXLZZ’ (L, M) possédant

la propriété H I-1, la fonctionnelle

S

E / p(w, t, x(w, t) ) dt
0

X

est bien définie sur sz . La relation (7.5) montre qu'elle est majorée
par une fonctionnelle finie et continue sur Lzm, puisque & * est
continue sur ~L22‘ Il est donc finie et continue partout sur Lzm, ce

qui implique que H III-2 et H IV-1 sont satisfaites. B
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Proposition VII-2: Les hypotheses H III-2 et H IV-2 sont satisfaites si:

a) il existe (A,B) possédant les proprietes H IV-1 a)
b) il existe une fonctionnelle convexe propre sur V X v , semi-continue

- ’ .
inferieurement telle que:

Nk, )
(7. 6) lim inf -
" 2
IME+lll 4124 )

¢
c) il existe (Ll, Ml) verifiant H I-2,
. . .
d) il existe (y,y') dans L21 X L22

tels que :
M(w, t, p, s, H') 2 M, (w, t, p, s, H') + n(s + A*(w, t)p - y(w, t), H' + B¥w, t)p

- Y'((.O, t) )

o A ,
Preuve: On utilise les memes méthodes que precedemment.

On montre en effet la relation:

]

(7- 7) cpl(w’t!st) L(w, tlx’A(w’ t)X + B(&), t)H - A(w’ t)xo

+

yo(w, t), H + Ho(w, t) ) < n¥(x - xo(w, t), H)

-+

(y(w, t), x - xo(w, t)) + (y'(w,t),HY =

Corollaire VII-1: Sous les hypotheses de la proposition VII-1, H' III-2

et u* IV-1 sont verifiées si (Ll’Ml) verifie Hr I-2.

Preuve: On peut choisir Yo dans LZI" - Axo +y0 étant dans LZr’

. Pd
le corollaire en resulte, ®
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Corollaire VII-2: Sous les hypotheses de la proposition VII-2, H' III-2

et Hr IV-2 sont verifiées si:

S
a) J HBH(Zr)/(Z-r) dt estdans L

o ¢ @
b) (L, M;) verifie H' 1-2

Preuve: En effet en choisissant Yo dans LZr’ -Axo +y0 est dans

LZr' a) implique bien alors que HY III-2 et Hr IV-2 sont satisfaites. m

Theoreme VII-1: On suppose satisfaites les hypotheses suivantes:

a) Les hypotheses de la proposition VII-1 sont vérifiees avec vy

dans L et B tel que

S
I
0

2r

estdans L _ .
@
b) LS est fini et continu en un élément Cg de L? .

c) L'hypothese b) du theoreme V-1 est vérifiée. Alors:

(7.8) -o {min & (p) = min & (p)
m, M , M
PeER, peR§
= -inf ® (x) = - inf & (x)
x eR, £, L xe Rf Ap 1o

Preuve: Si ém M(p) < +o , l'inégalité (7,2) montre que

pt+tA*p +B*¥H -y est dans LZr .
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p est dans

Comme r< 2, et comme A%p +B*H,-y est dans LZr'

L et p est dans R;.

2r
- |I i
Soit (xO,yO,HO,B) l'element de LZco X L2.1 X L22 X L11

introduit plus haut.
Si on pose:

(7.9) M'(w,t,p,s,H) = M(w,t,p,s,H) - {yg(w,t),p)

on auraz

(7.10) M'(w, t, p, s, H) 2 <X0(w,t), s) + <H0(w,t),H'> - B(w, t)

+ (s + A*(w, t)p + B¥(w, t)H' - y(w, t) )

L'intégrant correspondanta M' est L' défini par:

(7‘ ll) Ll(w’t'x’V'H) = L(w’ t’xlv + YO(w! t)'H)

Par le corollaire VI-1, & o III-2 et H" IV-1 sont verifiées par

(L', M").

A N . r - o
Grace a b), par la proposition VI-1, ch’L, et CPL,L‘ coincident

A
sur dom P 1 sauf peut-etre en des points du bord.

, o geo . ’ . 5
Or on verifie immediatement les relations:

Dy, 1 (y,b) = CP&,L(Y+Y’ b +b)

(7.12)

r — S
ch,Ll (y,b) = CPZ’L(Y'*'}’,b'i'b)

avec



43

t S
(7.13) ;(w,t) = ] yo(w,s) ds E(w = L yo(w,t) dt
0 .

r .. A
P L et D 1 coincident donc sur dom Dy L sauf peut-etre du bord,
Or l'hypothese b) du théoreme V-1 garantit que 0 est intérieur

2 dom Py 1 On applique alors le corollaire V-1, @

Théoreme VII-2: On suppose satisfaites les hypotheses suivantes:

a) les hypotheses de la proposition VII-2 sont vérifiées avec vy

dans LZr’ et B tel que

S
2 2-
fo NSRRI

est dans L .
@

b) les hypotheses a) et c) des théoremesIV-2 (resp. IV-3) sont

satisfaites

c) l'hypothese b) du théoreme V-1 est véerifiée (resp. relativement

aux hypotheses du théoreme IV-3),

Alors:
- ®» {(min @m,M(p) = min @m’M(p) =-inf §L’L(x)
peR peR xeR
2 2 1
==inf ) (x)
xeRf L. L

Preuve: La démonstration est tres semblable a la démonstration précédente.m




VIII Conclusion.

Les conditions d'existence de contrgle, tout en coincidant pratique-
- ment avec les conditions de Rockafellar dans le cas déterministe, sont
tres fortement]ingairesdansle cas général,

Elles s'appliquent en conséquence particulierement bien au contr/c\ﬂe
d'équations linéaires. Bien que nous utilisions une meéthode directe dans
[4] pour le cas linéaire quadratique, le lecteux; vérifiera que les conditions
d'existence de solutions pour les problemes primal et dual sont vérifiees.

Cependant une classe importanté de problemes de contr/c\ﬂe
stochastique ne sont pas ''fortement consistentes"*au sens de [13] et
admettent pourtant des solutions, ainsi que leur probleme dual : il
s'agiten particulier des cas ou on contr/c§1e en fait une densité de probabilité:
nous utilisons pour ces cas des méthodes plus fortes et plus fines, qui
utilisent la convexité de faf:on différente dans [3]: on obtient pour ces
cas, en relaxant la condition de convexité, des conditions tres générales
d'existence de contrgles markoviens. Il va de soi que les criteres
d'existence donnés ici, qui sont basés entierement sur la "strong consis-

tency'' du probleme pour une classe de perturbations ne s'appliquent pas.

(Strongly consistent)
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Le probléme de 1l'observation incompléte






Le probleme de l'observation incomplete

Le probleme de l'observation incomplete appara/i\t lorsque 1'état
du sysfeme n'est pas directement observable. On observe généralement
certaines composantes bruitées de 1'état. Ce probleme n'a généralement
pas de solutions, m/e\me en utilisant les méthodes de .

Nous allons voir comment notre formalisme est applicable dans les

. cas classiques. Les notations sont les notations de AetB.

1- Espérance conditionnelle d'un intégrant convexe par rapport‘a T*.

On note par E l'espace Q2 x [0,T] (T étant un réel positif) muni
de la tribu F® B([0,T]) qu'on completera pour la mesure dP ® dt.

On a alors:

Théoreme 1-1: Soient L(V) et L'(V) deux espaces décomposables de

fonctions mesurables définies sur E, & valeurs dans V.
Soient j et j* deux integrants convexes normaux en
dualité, definis sur E x V,
s 3 T *
On suppose que : (a) il existe X dans L% (V), tel que
(e ,xo(-) ) est dP ® dt intégrable.

(b) il existe o, dans L'(V), tel que

0
j*( ,a,o(-) ) est dP ® dt intégrable,

Alors on peut construire un integrant convexe normal

unique & un ensemble de dP ® dt mesure nulle pres, noté

*
Jg % tel que si x est dans I? (v),

i (.x(-)) € ET¥ 5., x(-)) .




2
De plus si j* est l'integrant dual de j, les fonction-
T *
nelles .
x > /jy*(- ,x(-) ) dP ® dt
et

a_)/jt*q'*(o/q(o)) dP@dt

’ . g% s
definies.respectivement sur 1.7 (V) et LY (V) sont

convexes, propres, et duales l'une de l'autre.

Preuve: Ce théoreme n'est autre que le theoreme III-3 de [ A ] appliqué
dans un cas particulier., On a utilise ici le fait que g * est
un tribu complete, Remarquons enfin que l'opérateur d'espérance

o ’, 2 Pose s 5w
conditionnelle EY ~ a été défini dans la dé&finition 1 de J

Remarque l: Il serait intéressant de savoir si ce résultat reste vrai si
on se limite a la tribu J, sans par ailleurs complgter la
tribu F® B([0,T]), compte tenu de la structure

particuliere de .

. N —
Nous allons voir 2 comment ce résultat pourra etre utilisé pour

transformer des problemes non observables enproblemes observables.

2- Application de l'espérance conditionnelle au contrgle. :

On reprend l'ensemble des hypotheses de B a2 l'exception de la

premiere hypothese de II-A: on suppose ici que L est un integrant convexe




normal défini sur QX [0,+® [Xx VX VX V', QX [0,+o [ é&tant considéré
comme l'espace mesuré (Qx [0,+o [, FOB([0,+o[), dP ® dt).
Soit L' l'intégrant espérance conditionnelle de L., Alors necessairement,

pour x dans R1

CPL’ L(X) = Cp{, s Ll(x)

Le couple (L', M') verifie alors les m/émes hypotheses que le couple

(L, M), eton peut utiliser les résultats de [ B ] .

Il est remarquable que malgré le caractére ""évident' de cette opération,
elle esta la base de tous les résultats qu'on peut obtenir lorsque l'observa-
tion est incomplete.

Nous donnons pour cela l'exemple suivant:

Exemple: U est un espace vectoriel de dimension finie.
A estun élément de Z(V,V), B un élément de % (U, V)
w est un mouvement Brownien n-dimensionnel.

Z est donne par:
dZ = (AZ +Bu) - dt + dw

z(0) = z,

C est un opérateur de V dans H espace vectoriel de
dimension finie.
N est un mouvement Brownien indépendant de w.

L'observation est donnée par:




t
Ot =[OCZSds +nt

On définit alors z, par:

le = AZ1 dt + dw

Z,(0) = 0

. . . * -
On veut que u soit '""fonction' des observations passes de facon a
’
minimiser

;i
Ef K(t, Z,,u) dt
0 .

On fera les hypotheses convenables de continuité et de mesurabilité sur
K et on supposera K positif. Si l'on pose:

sds+'r\t s

t
H =fCZ1
0

N A .
on constate qu'on demande a u, d'etre '"fonction'' de

s

(H s<t; fu do s<t)
s o ©
Intuitivement, on s'aper;oit que la seule observation '"effective'' est
(Hs < t), lorsque la partie provenant du contr/c\>le est supposée extérieure
au systeme. Sil'on n'adopte pas cette convention, on arrive rapidement

32 des absurdités. En effet il suffit par exemple d'augmenter la




A , .
dimension de l'espace des controles de m unites et d'appliquer suivant

. : A
ces nouvelles dimensions le controle w,.

t
Or ona:
t t-e
w, = limzl([ w_ds - f w ds)
e>0 ‘0 ° 0 s
e~ 0

w, est donc bien fonction de

s
<f w do s< t>
0 (o}

On se ramene dans ces conditions, en partant d'un probleme ou l'observation
est bruitée a un probleme ou l'observation est totale (ce qui est manifeste-
ment contraire a l'origine physique du probleme) : en effet le contrgle

w suivant les m composantes supplémentaires n'a pas d'action sur le
systeme. L'interpretation précedente résulte donc d'une convention et ne

A rd L4 ~ ’ N .
peut etre demontree. On se ramene en consequence a un probleme de

A , .
controle canonique en posant: g't = (Hs s< t) U, A designant les
negligeables de Q. En effet Z1 étant un processus de Markov a

trajectoires continues, par [ B ] ExempleII-1 {gt}tER'I' possede les
propriétés a), b) de B-Partie I.5 (%)

F ,
Soit Z'l la version a trajectoires continues de E £ Z 14 donnee

par le filtre de Kalman ( [ 2] p. 126) .

Si on pose:

t
= o 1
Mt = Ht _[OCZIS ds ,

(* ) En utilisant une transformation de Girsanov, on pourra montrer comme en
[2] (p. 232) qu'il existe une mesure de probabilité absolument continue par
rapport a P pour laquelle Z; est un mouvement Brownien,




par la proposition 1 de [ J] Mt est une martingale continue. De plus,

par [1] Théoreme 2 p. 92, on a :

(M;, M) = lim % (Hy( ) - Hyt) ) (Hylheyy) - Hit))

Hm % (Wiltieqn) = Wil ) (Wil ) - wilt) )

=8..t .
1]
Par [1] (proposition 5 p. 110), Mt est un mouvement Brownien.
De plus Z’1 est donne par le filtre de Kalman qui a la forme (voir

par exemple [2] p. 126):
dZi = AZ'1 dt + k dM
1 =
Zl(O) = 0

k, étant une famille d'opérateurs de %(V,V) dependant de maniere

mesurable de t.

A
Ht et Mt engendrent donc la meme famille de tribus {gt}tGR-'-

Le caractere gaussien des diffdrentes variables fait que {Zit - Z
est indéependant de gt pour tout t.

Soit q, la densité gaussienne de la distribution de probabilité de

On pose: Ll(t,x, u) = fK(t,x + v, u,)qt (y) dy .
Alors Ll(t,X + Z'lt(- ),u) est une version de l'espérance condi-

tionnelle de K'(t,X + Z,,(-),u) par rapporta J*.

1t

1t}



1

On pose alors: X, = Zt + th

t

X est donné par:

{dX = (AX +Bu) dt + kdM

X(0) = 0

et il faut minimiser:
T
E _([) Ll(t, Xt’ ut) dt

A .
avec un controle bien mesurable par rapport a {g’t}tER+ .
A .
On s'est ramene a un probleme de controle classique avec observa-
tion complete. Les theoremes du type 'principe de séparation' n'ont
> i
alors rien d'etonnant dans ce contexte (on remarquera que toutes ces
~ . . /\ “ . ’ 3. 218 ,’ . . 4 (4
operations sont possibles grace a la linearite des equations considerees,

sans hypothese de convexité sur le critere) .
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ABSTRACT

The purpose of this paper is to apply a very simple form of the
Hahn-Banach theorem to a problem of stochastic optimization with a
supply constraint, The Lagrange multiplier associated to the constraint

defines a stochastic process, the properties of which are extensively

studied,







<=

The purpose of this paper is to solve an apparently very simple
problem of optimal stochastic control. More specifically, we are going
to find an explicit solution for a problem of minimization of a linear
functional with a quadratic supply constraint on the control.

To solve the problem, a stochastic Lagrange multiplier is intro-
duced, in the space of additive measures, It is then proved that this
multiplier defines a local martingale which appears in the Ito-Watanabe-
Meyer multiplicative decomposition of the right-continuous supermartin-
gale defined by the dynamic programming process. (See [9]) The solution
of the problem is then expressed very simply by means of this local
martingale,

The procedure is presented in a more general duality framework
for optimal stochastic control in [3]. In particular, by transforming very
easily the problem which we solve into a very simple problem of optimal
stochastic control, we show in [3] that a certain type of state constraint
changes the Lagrange multiplier associated to some problems of optimal
stochastic control, which is in many cases a semi-martingale, into a
local semi-martingale, This is to compare with the results of determin-
istic control given in [11], where the Lagrange multiplier, which is
generally an absolutely continuous function, is changed into a right
continuous bounded variation function, when state constraints are
introduced,

To avoid excessive notational difficulties, we give none of these

generalizations, and we refer to [3] for a more general treatment of this



type of constraints, This will also enable us to concentrate on the
probabilistic difficulties of the problem which are far more serious here,
All the basic results in probability theory which we will use can

be found in [5], [6], [7] and [8].



I The problem

Let V be a finite-dimensional space.
Let (2, #,P) be a complete probability space.

Let {gt}teR'{' be an increasing right-continuous sequence of

complete sub-g-fields of & ([5] IV 30).

Let & be the g-field in Qx[0, +o[ of the well-measurable sets
([5] VIII-D14), F* the completion of .7 for the measure dP @ dt,
For our purpose, and using the modification theorems of Meyer, we
could have used for & the s-field of measurable adapted sets ([5] IV D45),
progressive sets ([5] IV D45), or predictable sets ([7] no. 203), which

have the same completion for dP ® dt by [7] no,210-212-214 and 215,

Let Xt be a .7 * measurable process with values in V, such that:

-}:oo
(1. 1) E] |Xt|2dt < +w
0

Definition I-1: L22 is the space of the dP ® dt classes of Z* measurable

functions u with values in V, such that
+o
] 2
E Iutl dt < +o»
0

A norm is defined in LZZ by:

e ,  \1/2
(1.2) Hu||22 = E‘/O |ut| dt



Definition I-2: H is the space of the dP ® dt classes of & * measur-

able functions, with values in V, such that
4+

fo |ut|2 dt is in L (*)

Definition I-3: K is the subset of the elements u of H such that:

+ o
2
(1. 3) f u dt < 1 a, s.
g tar s

H and K are obviously subsets of LZZ’
be

Let I the linear functional defined on L22 by:

(1. 4) u——Ef (X

Definition I-4: The problem of control which we want to solve is the

minimization of I on K,

This problem is trivial in the deterministic case, The problem
comes entirely from the stochastic nature of the problem, and more

particularly from the information constraint.

() Lm is the space of real random variables, which are essentially

bounded,



II Existence - Introduction of a LLagrange multiplier

The problem of existence is easy to solve

Proposition II-1: I has a minimum on K

Proof: L22 is a Hilbert space. K is non empty (0 is in K), convex

and closed in L22 . To prove this last point, let {un}n be a sequence

eN

of elements of K, converging in L22 to u. Then:

N

+o +o

f L n, 2 2 f
u - |u dt| < E
0 (l tl I t| ) = .

(2. 1) E

+ o
<EI at - Iun+u dt
= o I t tl t tl

The sequence {un} being bounded in L,,, one can find k>0

such that:

4+
2 2
I (B TV Py S

(2. 2) proves that

+ o
f |U.::1 2dt

converges in probability to

+o

| lu |2 at

0



u is then in K, K is necessarily weakly compact. I being weakly

continuous has a minimum on K., &

Theorem II-1: The problem of minimization of I on K is equivalent

sk
to the search of a saddle point on H x(Lw)+ (1) of the functional:

+ o
2
(2. 3) (a,p) —=Iu) + (M, u dt -1)
Y4 fo ol

Proof: Let B the mapping defined on H with values in La: by:

o "
(2.4) u——jo la % -1

If we give to Lm its natural order, B is convex, in the sense
that for t in [0, 1] and (ul,uz) in H, then:

(2. 5) B(tu1+(l—t) uz) < tB(ul) +(1-t) B(uz)
Moreover K is the set of elements u in H such that:
(2. 6) B(u) < 0
Besides, one has:

(2.7) B(0) < O

because -1 is in the interior of the cone of negative elements of Lw .

.
(1) (Lm)+ is the set of positive elements of the strong dual of L, which

is the set of additive measures on (2, &, P)




One applies then the result given in [1]: the generalized Slater
hypothesis being verified, the initial problem is equivalent to the search

%
of a saddle point of 4 on H (L)), .=
0 ; 2 L. .
Corollary: (u ,u ) is a saddle point of FJon HX (Lw)_'_ if and only if:

-uo is in K

+o
2
- (2.8) o [ 1907 ae- 1y = o
0
- for any u in H one has:
+ o

2.9 1% < 1w + (.| Juf?dt- 1
0

Proof: This is obvious from the definition of a saddle point. ®

Remark: If ul is also an optimum of I on K, one has: I(uo) = I(ul) ;

(2.9) proves then that:

4+
(2.10) (p.,J’O |ut12-1>=0

(ul,u ) is then also a saddle-point of ¢. This proves that the set of
saddle-points of g may be written as K'xM', K' being the set of

minimums of I on K.




I Local martingale associated to a L.agrange multipler

be
Let (uo,u ) a saddle point of g.

oy is the continuous process defined by:
t
2
(3. 1) o'? = f |u0| ds
0 s

Let S0 the real function defined on Q by:

(3.2) s - inf{t;o?=l}

Proposition III-1: 5 s a predictable stopping time ([7] p. 145 no. 105)

Prook S is & stopping time by [5] IV-53,

Let {Sg}nel\’: be the sequence of stopping times defined by:
0 _ . .0 1
(3. 3) Sn = 1nf[t.ct > 1= }

0 : :
Then o~ being continuous, one has:

(3. 4) P(limeO - so) =1,
n n

0
and moreover on (S <+®) for any n, (S?l < SO) : S0 is then predictable ®
We aep the definition of the family {Sg}n eN given in the proof

o proposition III-1,

'1I-1; For any t in [0, +=[ and any n in N, the restriction of

<1 -00 >u
t/\SO
n




9
& 0
to & ,g0 isdefined by an element of LfAsn. Moreover, the restriction of
n

0
1 -0 v
( so)

n

9'80
to gso is also defined by an element of L,™®
n

Proof: Let A bea & (0 measurable set of 2.
- tASp

Let uA be defined by:

0< s<tAS) o = O
(3.5)
0 A 0
tA Snss< + o u = ICA u

A . "
Then u is necessarily & * measurable,

Moreover, one has:

+ o

.6 [ |oP|%a =1
0

0 o 3 0
t A tns? cA ‘w

u, is then in H, By using inequality (29) in the corollary of theorem II-1,

A

one has:

3.7 1)< 1w +(p, 1 -1

0 0
A%As) T oA T

But one knows that:

8 o
IA
Pt

(3.8) o a, s.
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M being a positive additive measure, one has then:
0 A 0

(3.9) I(u’) < I(u’) + {u, lAGtAsg + ch-l)

or equivalently:
0 A ' 0

(3. 10) I < Ia®) + @, 1, (ctASg-l)>
(3.10) may be written:

(3.11) ((l-o-o o)p 1, < I(u,) - I(u,)

: tASy » AT = A 0

But one has then:

+o
(3.12) I(uA) - I(uo) = . EIA j (Xs,ug) ds
£AS9
Moreover,
+o
j (% a0 % ds
0 s’ s
tAS,

is an integrable random variable,

(3.11) proves then that
(1 00 0) M
tAS
is absolutely continuous with respect to P. Moreover:

(3.13) « - GS/\S?“ , 1y < (p,1) < +o
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By the Radon-Nikodym theorem, the first part of the theorem

follows. The second part is proved in the same way. ®

Let f: be the Radon-Nikodym density of the restriction of

(l } G::)Asg) M

to &

t/\S?l One has necessarily:
(3. 14) 1 - oo >
‘ tASO =
n
One defines then g? by:

n

n _ ft
8t ~ P L :
tASH

By (3. 14), g: is then obviously the restriction of p to «%Asg , and is

then necessarily positive and integrable. In the same way, we define f",

0
1l -¢o 0 vl
< Sn>

restriction of

to S0 , and En by:
n
~n i
g - ._._.__U._.
1 -0
S0




Proposition III-2: For any n in N, g: is a positive uniformly inte-

grable martingale, stopped at Sg :

Proof: We need only to prove that for any t in [0, +of :

F 0
(3. 15) g = E 5 3

Let A be # _0 measurable, Then:
ens?

~nN _
But one has also:
_ n

g;l being Q;Asg meaurable, (3. 16) and (3. 17) prove that (3. 15) is true,

g? is then a positive uniformly integrable martingale. ®

We consider only the right continuous version of the martingales

which we study.

Theorem III-2; One can find one and only one local martingale g,

o
stopped at S° and left-continuous at s® such that :

n

3 -
(3. 18) €¢asg 8¢

Proof: Let us prove first the following relation:

(3.19) gt = g
£AS2
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Proposition III-2, and [5] VI T13 and R14a) prove that:

F a0
n E tASp gn

7 =
(3. 20) gt SO
n
F <0
(3.21) gl o g TtASy  ntl
0 SO
tASn n+1

To prove (3.19), we need only to prove that:

F 0
(3.22) gno = g ©n g“{;l
S S
n n+l

Let A be a 3780 measurable set of Q. Then:
n

2 n+1 -
(3.23) E<1A gso > (us 1,0
n+l

But one has:

n
(3. 24) 1,0 = <E by gs0>

n

Joining (3. 23) and (3. 24), (3, 22) and then (3. 19) holds.

We define then g on [O, Sg[ by:
_ n

(3.19) proves that this definition is consistent on t< So, because Sg

. 0
increases to S° as n—+® .

g is then right continuous on [0, SO[_ Let us prove that g, has a

limit when t increases to S(.)
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Let h? be defined by:

n

fsh 8 By = lries9y 8 = lriesQ} 8eas

Then one has by definition:

n _ n
(3. 27} By = Te<s0y 8

g: being right continuous, h: is right-continuous, Let us prove that

h? is a super martingale, If t and t' are such that t< t', then:

{3.48) Lpes0) < Mreesyy

Then:
F Z,
t n t n
(3. 29) E o Trpesly 8 = lrpes0y B 8
or equivalently:
F,
(3. 30) E th?, < hy

h: is then a right continuous supermartingale, Sg increasing to SO, h?

converges a, 8, to 1{t<SO }g , and by applying Fatou's lemma to the
n

increasing sequence h? , one has:

L’

(3.31) B "lr.g0) 8 2 1 g0y 8

(3.31) proves that 1{t<So}gt is a positive supermartingale, Moreover
it is right-continuous. By applying T3 of [5]-VI, its trajectories have a, s.
no oscillatory discontinuities, 8 has then a, s, a left-hand limit when

t increases to SO. We call g 0 this limit, and we define g for t> Soby:
S




(3.32) g, = £

8¢ AS0 being a martingale for any n, one has for t< t':
n

i

(3- 33) E gt'/\sg = gt/\sg

But we know that by definition:

0

(3. 34) g = lim gt/\Sn

n- +o

Then by applying Fatou's lemma to (3. 33), one gets:

(3. 35) E g, < g

(3. 35) proves that g is a supermartingale, which is right-continuous.
By the Meyer-Ito-Watanabe decomposition of right continuous
supermartingales ([5] VII and [4]), one can find an increasing natural

process A and a local martingale M such that:

(3. 36) g, = M- A
But
(3. 37) g, = 8ag0
Then:
{3, 38) 8¢ © Mt/\so - At/\so
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Mt/\So being a local martingale, and At/\SO being an increasing
natural process, the uniqueness of the decomposition (3. 40) proves that
M and A are stopped at Sq But gias0 is a martingale, Then AS()

n n
is necessarily equal to 0. A being stopped at Socan only consist of a

jump at S(.) But Aso is measurable with respect to

4+
\ .?SO
1 n

by [5] VII T 49, g being left continuous at & in

+
\ JZ'SO
1 n

measurable, M_0 is then necessarily

S
+ o
\ 3130
1 n

measurable, Then classically (the proof can be deduced from the method
0
used in the proof of T47 in [5] VII), M is left continuous at S. A is then

left continuous at Sq Then necessarily:
(3. 39) Ap = 0

A being stopped at SO, A is the null process. Then:
(3. 40) : g =M

and g is a local martingale B

Remark: The end of the proof is inspired of the proof given by Meyer

in [9], for the multiplicative decomposition of right-continuous positive
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supermartingales, although the origin of the problem is completely
different, The relationship with this decomposition will be proved in
the next parts,

Let us notice also that, even if W is not directly related to a
particular uo, S0 depending on uo, g depends, at least at first sight,

on u0 (see corollary 1 of theorem IV-3)

Proposition III-3: For any n, for any u in H, one has:

S0

0 n 2
(3. 41) I(u’) < I(l{t<Sg} u) +Ej0 gtlut| dt - E(go)

Proof: Let us apply (2.9) to 1{t<SO} i
e n

g2 s?

n n
(3. 42) I(uo) < Efo (Xt,ut> dt + {n , fo Iut|2dt - 1)

But the restrictionof 4 to & is g 0 by theorem III-1 and proposi-

0
S s
tion III-2. Then: " "

s? s°
f" 2 n 2
(3.43) (u , . |ut| dt-1) = E\g , <f Iutl dt - 1>

By using T16 of [5]- VII, one has, because of the uniform integrability

of the martingale gt/\So -
n

0 s?
u 2 [“ 2 .
(3.44) E gso fo |ut| dt - 1 E A gt| utl dt - E(g,)
n
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Then:
sg sg
(3. 45) 'D f Iutlzdt-l)=E jo gt|ut|2 dt - E(g,)

0

and from (3, 42), one gets:

g0

S0
(3.46) I(u) < Efo (Xt, ut> dt + Efo gt| utl dt - E(g,)
(3. 46) is precisely (3,41) m

Theorem III-3: For u in L‘22 , one has:

SO

0 z
(3.47) I(u)< I(l{t<so}u) + Efo gtl ut| dt - E(g,)
Moreover:

f-oo 02
(3. 48) E , gt| utl dt = E(g,)

Proof: Let Rn be the sequence of stopping times defined by:

t

(3. 49) R =inf;t;J |u|2dt = n
n ( 0 t
Then 1 is in H, We apply then (3. 41) to

{t<Rn}u 1{t<Rn}u’
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0
. R, ASp .
(3.50) I(u) < I(l{tARnAsg} u) + Efo gt| utl dt - E(g)

When n increases to infinity, by taking the limit in (3. 50) one gets:

SO

2
(3,515 I(u®) = 1(1{t< SQ}u> + Efo glu” dt - B(g)

Moreover, 8¢ AS0 being a uniformly integrable martingale, one has:
n

S,
(3. 52) (p '°Oo> = E(g , f Iu(t)|2 dt
S S 0
n n
Sg 0,2
e[ glul|®at
t
0
But by definition, one has:
0 0 1
. £ =
(3. 53) IO'SO GSO - a.s.

n

GgO converges then to O'(S)O in L . We can then take the limit in (3, 52,
n

and get:
SO
(3. 54) (M,000) = EJ; gl | % at
But one has:
(3. 55) ooy = w1



20

and

(3. 56) (W, 1) = E(gg)

0]
Then uo being null for t2 S:

+
2
(3. 57) Bl eleli%@ = Hajw
0 t' 't 0
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v Expression of an optimal control
Proposibion -1
(4. 1) For t< S0 X, +2g uo =0
t t t
For t2 SO uo =0

Proof: (3. 47) says that the functional defined on L22

L My
(4.2) u EJ <x,u>dt+Ef glulzdt
I " - oo E ¢

has a minimum at u
By using the result of Rockafellar on the subdifferential of convex

integrands in [10], one gets immediately:
(4. 3) 1) B +2ealy = 0
k {t<s 1"t tt

For t> So, uo is necessarily null. =

Let ZS the process defined by:

Z [
g 1 tf 0
(4. 4) z, = -3 E t <X8.,us) ds .

By writing:

z
(4, 5) z°=-%Etf & 6l Y da 4
0 S S

™| =

t
J {x ,u°> ds
t 0 s S
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and by noticing that by (4. 1):
(4. 6) (x ,u% <o
| s’ s
7% is then a right-continuous supermartingale,

t

Proposition IV-2: For any n, we can identify the processes

<1 - O‘SASO>
n/ 8asd

Proof: Proposition IV-1 proves that:

0 0,2 _
(4.7) (x,,u) + 2g fu|” =0
From (4.7), one deduces:
F 0 F= F, 0 +
(4.8) E Sa [ <Xs,ug) ds 4 2B tASnj
0
tASQ tAS)

By using (4.5) and [5] VI T13 and R 14 a), one sees that:

0
ZtAsg and

gs|us|'2 ds =0

F a0 I*
0 _ 1 tAS 0
(4. 9) ZtAsg = -3 E nf 0<x$,us> ds
tASy
Then (4. 8) and (4. 9) prove that:
FAg0 F®
0 tAS 0,2
(4. 10) Zt/\Sl(.)l = E n gslusl ds
tAS

n
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Let A be %Asg measurable., Then:
0
(4. 11) (w1, (l-oso)> > 0
But
0 ) 0
(4, 12) 1 (1-0 < (1-0 )
A S0 SO
Then:
0 0
(4. 13) (u,lA<1-co)) < (wl-0 o)
S S
But (2. 8) says that:
0
(4. 14) (u,1-0 o) =0
S
Comparing (4. 11), (4.13) and (4, 14), one gets:
0
(4. 15) G L (1 -oSO)> = 0

Then one has:

%16 & (IA 8eas? (- 02/\82)) = <1, (1- °2Asg) ’

By using (4. 15), one gets:
0 B 0 0
(4.17) E(lAgtAsg (1 -Ot/\Sﬁ» = {u, IA (oso- GtAsg) )

By definition, one has:

1
(4. 18) o} - O < T
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One deduces then, because of the continuity of 4 with respect to the

L, topology:

0 0 . 0 0
(4.19)  (u,1 (G 0- O 0)> = lim (W1 (c -~ @ 0))
A\"S tASp By A\" g0 tASH
m
mz= n
But by theorem III-1, one has for m=2 n:
0 0 0 0
(4.20) (W, 1, (o - 0,,a0))= E[1, g o o By el
A sO tAS, A s0 SO tASp
m m m

Proposition III-2, and [5]-VII T16 prove then:

&0
0 0 m 0,2
(Gso : c’t/\sg> E{1, | gslugl " ds
m

(4.21) E(1, gso
m

Moreover, by Fatou's lemma, one has:

s° 2 s 2
m
(4. 22) E<1A f gs|u2| ds> = lim E<1A j gs|ug| ds>
0 m- +®
tASY e tASO
By comparing (4.16),(4.19),(4.21) and (4.22) , we get :
0 s” 0,2
(4.23) E lA gtAsg<l -otAsg) = E 1A f Ogslus| ds
tAS,

(4. 23) proves then that:

F .0 S
0 tAS 02
(4. 24) gtAsg (l - :Ti'-_/\_so) = E n f gs|usl ds
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u? being null for t> S0 comparing(4,10) and (4. 24), one g=ts:

Asd (1-o¢as2)
(4. 28) Zasd = BiasQ (1 -09¢as0

0
The processes ZtAsg and

go o(l-co 0)
tAS, tAS,

being right-continuous, the result follows from (4.25) . B

Theorem IV-1: We can identify the processes ZS and (l - c?) 8,

Proof: For any n, one has:

0 _ 0
(4. 26) Zt,\sg N (1 . Gt/\sg) 8ensd
Then necessarily:
0 0
(4. 27) Z0 = (1l-0 g
S, g0 g0
n n

On (SO< +»), we have necessarily:

<1-000>—> 0
S
n

g having a left hand limit at SO, one deduces, for (So< + )
z%- = 0

By [5] (VII T15), 29 1a necessarily stopped at So (4.26) and (4. 27)

prove the result, m
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The relation given in theorem IV-I is not completely satisfactory,

because Z0 depends, at least apparently on a particular optimal solution

uo, But one has:

Lemma IV-I: Zg does not depend on a particular optimal solution.

Proof: Let uo and ul two elements of K minimizing I. Let us suppose

that on a non negligible set A

s {7 0 o frm 1
(4.28) E [ (X,u )dt < E (X, u, ) dt
0 0

Then let uz be defined by:
(4. 29) u, = 1 _u + 1

u2 is obviously in K,

Moreover:

+ 5
(4. 30) Ef <xt, ug
0

+ 1
Y dt < Ef (Xt,ut Yy dt
0

or equivalently:
(4. 31) I(uZ) < I(ul)

There is a contradiction. m

One defines then Ztl by:

! t
(4. 32) zZ, = -3 E f (X_,ug
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u minimizing:

+
u—>EJ' (Xs,us) ds
t

on the set of elements u of LZZ such that:

j |uS|2 ds < 1 a.s
t
- 3 :
Zt and Zt are then defined by:
+ 1/2
2 . 1.5 2
(4. 33) z, = 3 E <[ |xs] ds
t
. s
3 1 Fe
(4. 34) z, = 3 E feS|xs| ds
t
453 1 2 3 : . -
Proposition IV -3: Zt’ Zt and Zt are right-continuous positive

supermartingales, converging to 0 when t- +», Moreover:

3 1 2
<
(4. 35) z, Z, s 2]

Proof: We prove only here that Zt1 is a right continuous supermartingale.
Let t and t' in [0,+®[ with t< t'. Then:

1 FH e ot
(4. 36) z, = -3 E j (X_,u ")

t

ds
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