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Abstract :

On a domain D of IR?, for a matrix-valued function ¢ and a Probability density p,
we study the processes associated with some extensions of the non-negative definite
symmetric bilinear form :

§(7.9) =3 [ (VN (0Vg) pde fg € CERY or (D)

The function o is always assumed to be smooth (C;). We are especially interested in
non-elliptic o’s.

We first study the case where D is bounded with non-smooth boundary, p is
smooth (C}) and o (smooth) is allowed to degenerate. We define by integration by
parts the extension oV of the operator oV, and construct the generalised Sobolev
space

H(D,pdx,apde) ={f e L*(D,pdx) | oVfe L*D,pdx)}

The form (€, H(D,pdz,apdz)) is a (a priori non-regular) Dirichlet form. Using
a sequence of approximating regular Dirichlet forms, we prove that the associated
process, which is a reflecting process in D, is a semi-martingale. Assuming that
(E,H(D,pdx,apdx)) and the form associated with reflecting Brownian motion are
regular on the same compactification of I, we show that the reflection direction of
this process is the conormal direction o*orn, where i denotes the reflection direction
of the Brownian motion.

We then assume : D = R?, ¢ = [d and ¢ = VP € H'. In this case, the
maximal extension (£, H'(p?dx)) of (€,C2°) is already known. We present two new
demonstrations of Markov uniqueness for this form. The first one is purely analytical
and elementary. The second one is probabilistical and uses the associated process
of the minimal extension (&, H}(p?dx)), which is a Brownian motion with singular
drift Y2, As an application, we show that each invariant measure with finite energy
is symmetric for this process.

Finally, when D = IR and o is allowed to degenerate, we construct the spaces
H(dx,adz) and H(p*dz,a p?*dz), respectively replacing H' and H'(¢%dz) in this
case, for ¢ € H(dx,adx). The regularity of the form (3 [ oVf.oVg dx, H(dz,adz)),
which is very important here, has been proved in the first part. The same probabilis-
tical proof then gives the regularity of £ on the closure of L™= N H(¢%dx, a p*dz) (but
not Markov uniqueness, since the maximality is not clear). Under some boundedness
assumptions on the densities, this implies that, as in the "o = [d” case, invariant
measures with finite energy are symmetric.

Keywords : Dirichlet form, Symmetric process, Reflecting diffusion, Singular
drift, Markov uniqueness, Degenerating diffusion matrix.
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Chapitre 1

Introduction






1.1 Présentation du sujet

Le sujet de cette these est 1’étude des différentes extensions de la forme bilinéaire
symétrique positive :

£(,9) =5 [@VN@Va) pde . fg € CHIRY) ou C(D)

et des processus réversibles associés. D est ici un domaine ( i.e. un ouvert connexe )
de IR?, o une fonction de D dans I'espace des matrices d x d et p une densité de
probabilité sur D.

Les questions que 'on est amené a se poser quand on s’intéresse a cette forme
sont les suivantes :

o (Cette forme est-elle fermable 7
et si elle Dest
o Quelle est sa plus petite extension fermée ?

e A-t-elle une extension maximale, et si oui celle-ci est-elle égale a I’extension
minimale, i.e. y a-t-il unicité Markovienne 7

Lorsqu’on s’intéresse davantage a ’aspect probabiliste du probleme, les questions
naturelles sont :

e [’extension que 'on étudie est-elle une forme de Dirichlet réguliere, ou au moins
quasi-réguliere, i.e. le processus associé est-il un processus de Hunt 7

e Peut-on décrire explicitement ce processus, par exemple en en donnant une
décomposition en semi-martingale ou en calculant la densité de sa loi par rapport
a une loi de référence ?

L’aspect analytique et 1’aspect probabiliste du probleme sont étroitement liés :
I’étude de la forme de Dirichlet donne généralement de nombreux renseignements
sur le processus ( résultats d’existence, continuité des trajectoires, décomposition en
semi-martingale et type de réflexion au bord de D si D # IR? ). Réciproquement,
certaines propriétés des formes sont difficilement accessibles par 'analyse et se dé-
duisent assez simplement des propriétés du processus ( propriété de Markov pour la
forme, régularité, unicité Markovienne ).

Il est clair que toutes les questions énoncées précédemment sont liées au probleme
suivant : Comment doit-on prolonger le "gradient tordu” oV f ( vu comme la racine
carrée de l'opérateur carré du champs ) lorsque f ¢ CSO(IRd) 7 Tant que le gradient
Vf de f reste défini en tant que fonction ( par exemple si f € H*(D) ), un candidat
naturel est le produit oV f. Mais lorsque ce n’est plus le cas, il faut définir directement
cet opérateur ( appelé ici "o-dérivée” et encore noté "oV’ ou 7 oV’ ). Il faut se
souvenir que le gradient usuel V a deux définitions équivalentes, I'une par intégration



par parties ( i.e. au sens des distributions ) et l'autre par dérivation au sens de
Gateaux :

Pour f € HY(D) et g € (L*(D))*
g=V[f & YuelXr(D) /Dugdx:—/D(Vu)fdx
& WEER L(f(-+ek) - ()

L*(D)

—— g(+).k

e—0

I1 est aisé d’étendre la premiere définition au cas ou o # Id des lors que o est assez
régulier pour que V(ou) ait un sens, et ¢’est pourquoi nous travaillerons toujours avec
un o au moins C'. Par contre, la présence d'un o # [d introduit une torsion sur les
directions de dérivation qui empéche de définir "oV” au sens de Gateaux.

1.2 Résultats antérieurs

De nombreux résultats sont déja connus, en particulier dans le cas ou o est unifor-
mément elliptique et D = IR? ou p assez lisse.

Dans le cas le plus simple, i.e. si D = R?, o0 = Id et p = 1, on sait bien que
I'extension minimale de (£,C(IRY)) est (€, H'(IR?)), qu’elle est également maximale
(i.e. qu’il y a unicité Markovienne ), et que le processus associé est le mouvement
Brownien classique de loi initiale la mesure de Lebesgue dx.

Toujours si D = IR et ¢ = Id, mais pour un ¢ = NS H'(IR") quelconque, de
nombreux auteurs ont obtenus des résultats analogues :

Albeverio, Kusuoka et Rockner ont calculé dans [AKR90] I'extension minimale
et I'extension maximale de (£,C;°(IR7)). Song [Son94b] a également donné une dé-
monstration analytique et une extension de ce résultat de maximalité dans un cadre
Gaussien ( i.e. en remplagant la mesure de Lebesgue dx par une loi Gaussienne ).
Roéckner et Zhang ( cf [RZ92] et [RZ94] ), et indépendamment Song ( cf [Son94a] ),
(IR%).

Tous ces résultats obtenus sur IR? ( mais aussi en dimension infinie dans un cadre
Hilbertien ) pour o = Id s’étendent sans difficulté majeure au cas ou o est unifor-
mément elliptique ( et assez régulier ) et ou p est encadrée uniformément par deux

ont prouvé I'unicité Markovienne pour cette forme des que ¢ € H}._

constantes strictement positives. Par contre, le cas ou o peut dégénérer n’est pas
traité dans ces articles.

Dans le cas ot D est borné, si ¢ = Id et p = 1, il n’y a plus unicité Markovi-
enne, I'extension maximale (€, H'(D)) étant en général non réguliere et différente
de Pextension minimale (€, H(D)) ( c’est le cas si D est a bord lisse, voir [Fuk80]
exemple 1.2.3 ).

Dans [Che93], Chen se place sur une compactification D de D sur laquelle (£, H'(D))
est réguliere pour étudier le processus associé a cette forme, i.e. le Brownien réfléchi
dans D. 1l montre, sous de faibles hypotheses de régularité sur le bord de D, que ce
processus est une semi-martingale dont le terme de réflexion est associé a la mesure
nda, ou « est une mesure réguliere sur bord de D et 7z un vecteur unitaire défini en
quasi-tout point du bord. Si la frontiere de D est au moins C?, 77 est simplement la
normale intérieure. Si o est uniformément elliptique et si p > C**¢ > 0, la forme est



équivalente a celle définie par ¢ = Id et p = 1, et le terme de réflexion du processus
associé a pour mesure réguliere 1(o*o 7)p dav.

R. Williams et Zheng [WZ90] ont construit dans un cadre analogue ( i.e. o = Id
et p = 1) le Brownien réfléchi dans D, i.e. le processus associé & I’extension maximale
de (£,C*(IRY)).

Dans [PW94], Pardoux et R.Williams étendent cette construction au cas ou o est
localement uniformément elliptique et p strictement positive bornée a dérivée bornée
(D) N
L*(D) / oV f € L*(D)}. Puis ils construisent grace & une suite d’approximations le
processus ( faiblement Markovien ) associé a cette extension maximale et montrent
que ( sous des hypotheses sur le bord de D un peu plus fortes que celle de [Che93] )

sur D. Ils montrent que le domaine de I’extension maximale est {f € H}

c’est une semi-martingale.

1.3 Objectif

Notre but dans cette these était d’étudier de maniere probabiliste les problemes cités
au début de I'introduction.

Nous établissons néanmoins un certain nombre de résultats purement analytiques,
soit parce qu’il sont utiles a une étude probabiliste ultérieure ( c’est le cas du th 2.2.8
ou des propriétés énoncées a la section 4.2.3 ), soit pour présenter une démonstration
analytique d’un résultat dont nous donnons également une preuve probabiliste ( cf le
th 3.2.7 / 3.5.4 et ses deux démonstrations ).

Tout au long de ce travail, nous nous sommes attachés a ne pas nous restreindre
au cas classique, c’est-a-dire a ne pas utiliser d’hypothese d’uniforme ellipticité sur
o. Méme lorsque nos résultats sont établis dans le cadre 7o = Id” ( i.e. au chapitre
3 ), nous avons veillé a ce que leur démonstration soit aisément adaptable au cas ou
o dégénere ( comme le montre la similitude entre les preuves des prop 3.4.3 et 4.3.3,
ou du corollaire 3.6.7 et du th 4.4.6 ).

1.4 Plan de la these

Cette these est constituée de trois articles, contenant chacun leur propre introduction
et rédigés de maniere relativement autonome.

Dans le premier, on montre que la forme

D(E) ={f e LXD.pdr) | oVfe LD pdr)}

Vig € DE) g = [ oV IaVgpds

est une forme de Dirichlet ( cf §2.2.3 ) et on étudie la réflexion au bord de D de son
processus associé, qui est une diffusion réfléchie réversible dans une compactification
du domaine borné D. On travaille avec de faibles hypotheses de régularité sur le bord

de D ( hypothese de contenu de Minkowski fini, cf [Che93] et [PW94] ). L’originalité

de ce travail est qu’on ne fait aucune hypothese d’uniforme ellipticité sur o, ce qui



interdit I'application d’estimées classiques ( comme dans [PW94] ) ou de résultats
standard sur les Dirichlet ( cf [Che93] ).

La forme (£°,D(£%)) n’étant en général pas réguliere, on I"approxime par des
formes de Dirichlet (£7,D(€")), qui sont régulieres mais associées a des diffusions
a drifts singuliers ( comme dans [WZ90] et [PW94] ). Les lois Q" de ces diffusions
convergent vers la loi Q* associée a (£°, D(E?)) (i.e. la loi du processus réfléchi dans
D ). Mais il n’est pas possible de le montrer par une démonstration analogue & celle
de [PW94], car celle-ci est basée sur la convergence des densités de transition des Q"
densités dont I'existence n’est assurée que sous ’hypothese d'uniforme ellipticité. On
a donc recours a une démonstration mixte, mélangeant les techniques probabilistes
et les techniques de semi-groupes : La tension de la suite est prouvée en utilisant une
martingale rétrograde, comme dans [PW94], et Iidentification de la limite découle de
la convergence des résolvantes, comme dans [Che93] ( cf §2.4 ). De la convergence des
Q" et de leur décomposition en semi-martingale, on déduit que @)* est la loi d’une
semi-martingale dont on donne une décomposition ( §2.5 ).

On fait ensuite ’hypothese ( H R ), i.e. 'hypothese qu’il existe une compactifi-
cation D de D sur laquelle (%, D(£%)) et la forme (1 [p |V - |? dz, H' (D)) associée
au Brownien réfléchi sont toutes deux régulieres. Dans le cas on D = IRY, ( H R )
est toujours vérifie. 11 s’agit véritablement d’une hypothese portant sur la ”bonne”
définition d'une normale au bord de D. Cette normale 7 nous est indispensable car
nous voulons montrer que la réflexion du processus se fait ici dans la direction conor-
male o*o i, comme dans le cas ou ¢ est uniformément elliptique. La régularité de
(&2, D(&*)) sur D permet de décomposer le processus réfléchi en fonctionnelles addi-
tives ( cf [Fuk80] chap 5.2 ). En comparant avec la décomposition en semi-martingale,
il apparait que la mesure réguliere associée au terme de réflexion du processus réfléchi
est 1(o"o ii)pda, donc la réflexion a bien lieu dans la direction conormale.

Dans toute cette partie, on a travaillé sous ’hypothese que la densité p est stricte-
ment positive et C! bornée a dérivée bornée, i.e. que le drift % qu’elle induit sur le
processus associé est régulier a 'intérieur de D.

Dans le second article, écrit en collaboration avec Patrick Cattiaux, on s’intéresse
au cas oi D = IR? et 0 = Id, mais ot la densité p n’est plus aussi réguliere :
¢ = p € HY(IR?) (ie. le cas traité par [RZ92] et [RZ94] ). Nous présentons
deux nouvelles démonstrations de la densité de C>(IR?) dans le domaine H'(p%dx)
de I'extension maximale de (£,C(IR%)) ( cf [AKR90] ), densité qui implique I'unicité
Markovienne.

La premiere démonstration ( th 3.2.7 ) répond a une demande des analystes :
Ils souhaitaient en effet une preuve purement analytique de 1'unicité Markovienne,
qui n’avait été démontrée jusque la qu’en mélangeant analyse et probabilités. Cette
preuve, élémentaire, reprend une technique d’approximation par convolution du cha-
pitre précédent ( cf th 2.2.8 ).

La seconde démonstration, "presque entierement” probabiliste, consiste a identi-
fier le processus associé a la plus petite extension fermée (£, H!(p2dz)) de (£, (IR%)) :
Grace a un théoreme ”a la Girsanov” ( utilisé sous une forme due a Cattiaux et
Léonard [CL94], et généralisant un résultat antérieur de Meyer et Zheng [Zhe85] et
[MZ85] ), on ajoute au processus de référence ( ici, le Brownien classique ) le drift %.



On vérifie que le processus p?dx réversible obtenu est associé a (&€, H} (p*dz)) et qu’il
n’atteint pas I’ensemble {¢ = 0} en un temps fini ( prop 3.4.3 ), et on en déduit ( par
des techniques classiques de théorie du potentiel ) I'égalité H!(p?dz) = H'(p*dx)
(th 3.5.4).

Comme application de ce résultat, nous démontrons ensuite que toute mesure
stationnaire d’énergie finie pour le processus de Hunt (Q7), associé a (€, H'(p?dz))
est en fait une mesure réversible ( th 3.6.5 ) et nous identifions la forme de sa densité.
Pour cela, on construit une version explicite de la famille (Q7),., puis on montre que
la loi de ce processus partant de la mesure stationnaire étudiée est 'unique élément
minimisant d’une fonction d’entropie. L’invariance de ’entropie par retournement du
temps implique alors la réversibilité.

Le troisieme et dernier chapitre de cette these consiste en une extension au cas
ol o est quelconque des méthodes et des résultats du second, en s’aidant de résultats
obtenus dans le premier. L'espace de base n’est plus ici H'(IRY), mais H(dz,a dz) =
{f € L*(D,dz) | oVfc¢ LQ(D,CZJJ)} déja introduit dans le premier chapitre ( cf
def 2.2.3, prop 2.2.5 et def 4.2.1 ). Ainsi qu’il a été dit précédemment, cet espace
a de moins bonnes propriétés analytiques que Hl(IRd), car oV n’est pas défini au
sens de Gateaux ( ce qui empéche d’adapter a ce nouveau cas la preuve analytique
de "unicité Markovienne pour o = Id ). Mais comme on I’a montré au chapitre 2, il
conserve une propriété cruciale : la forme & est réguliere sur cet espace quand p =1,

elle a donc un processus de Hunt associé W7 qui remplacera ici le Brownien.
oV

On se donne un ¢ € H(dx,adx), on ajoute "par Girsanov” le drift au pro-
cessus W7 et on montre que le processus ainsi obtenu est associé a la plus petite
extension fermée de (£,C°(IR?)). Comme au chapitre 3, le fait que ce processus
n’atteigne pas {¢ = 0} en temps fini implique la densité de C>°(IR?) dans I'ensemble
des fonctions f bornées pour lesquelles on peut définir ( par intégration par par-
ties ) un oV f appartenant a L?(¢%dzr). Ceci prouve que &, définie sur la fermeture
Hy(p?*dz,a p*dx) de cet ensemble, est une forme de Dirichlet réguliere ( th 4.3.4 ).
Cependant, faute de résultat de maximalité analogue a celui de [AKR90], le probleme
de 'unicité Markovienne reste ouvert. Enfin, comme dans ’article précédent, mais
sous des hypotheses plus fortes ( en particulier de bornitude des densités ) on montre
que les mesures stationnaires d’énergie finie pour le processus associé a ’extension
minimale sont réversibles ( cf th 4.4.6 ).
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2.1 Introduction

Quand on se donne un ouvert connexe D de IR, une probabilité p sur D et une
matrice de diffusion o(x) en tout point  de D, un probleme intéressant consiste
a chercher a construire un processus réfléchi u-réversible de matrice o dans D. La
réversibilité impose au processus une direction de réflexion qui peut ne pas étre la

normale au bord de D. p
N .o ap . i1
Dans le cas ou 0 = Id et ou I (%', ce processus s’appelle le brownien réfléchi

. x

dans D. Si D est un ouvert a bord lisse, on dispose de constructions probabilistes

classiques (cf [IW88] pour le cas ou D est une demi-droite ou un demi-espace, [SVT71]
pour le cas ott D est a bord C?) et il est fortement markovien. Si D est quelconque
(de mesure de Lebesgue finie), Fukushima a montré qu’on peut encore trouver une
compactification D de D dans laquelle le brownien réfléchi réversible est fortement
markovien (cf [Fuk67], voir également [Sil76]). Le bord de D s’identifie & la frontiere
de Kuramochi. Si D est Lipschitz, ce n’est autre que la frontiere euclidienne (cf Bass
et Hsu [BHY1] et [BHI0]) et le brownien réfléchi dans D admet alors la décomposition :

1
Xo= X+ B+ [ A(X,) dL,

ot B est un brownien d-dimensionnel et ot 7i est la normale intérieure au bord de D.
L est un processus croissant qui ne croit que quand X est sur le bord 9D de D :

dL¢ = lx,cop dLy

Quand la matrice de diffusion o est non triviale (mais reste lipschitzienne), Tanaka
a construit un processus réfléchi de matrice o dans D, dans le cas ott D est un ouvert
convexe et ou la réflexion au bord se fait dans la direction de la normale (cf [Tan79]).
Lions et Sznitman ont étendu ensuite ce résultat au cas ou la direction de réflexion
peut étre oblique et ou D est seulement ‘admissible’ (par exemple, D a bord lisse par
morceaux avec des angles convexes ; voir [LS84] pour une définition plus précise de
Padmissibilité).

Lorsqu’on veut que le processus réfléchi obtenu soit réversible, un outil privilégié
de construction est la forme de Dirichlet associée (cf Fukushima [Fuk80]). R. Williams
et Zheng ont utilisé la forme de Dirichlet

D(H) = H'(D) 1
Ve D(H) W S) =5 [ IV de

pour construire le brownien réfléchi réversible comme limite d’une suite faiblement
convergente de diffusions dans D (cf [WZ90]). Sous de faibles hypotheses de régularité
du bord de D (condition de Minkowski), ce brownien réfléchi dans D est une semi-
martingale (une CNS sur DD pour que ce soit une quasi-martingale est donnée dans
[CEFW93]). Mais ce n’est pas, dans le cas général, un processus fortement markovien.
Ce type de construction a ensuite été étendue par Pardoux et R. Williams [PW94] au
cas d’un processus réfléchi faiblement markovien p-réversible de matrice de diffusion

o (avec o et p = d—'u assez régulieres et o localement uniformément elliptique).
T



Par ailleurs, pour D vérifiant une hypothese plus faible que celle de ‘contenu de
Minkowski’, Chen a construit un brownien réfléchi réversible fortement markovien
dans une compactification D de D qui, comme celle de Kuramochi, rend (H,D(H))
réguliere. Ce brownien réfléchi réversible admet la décomposition en semi-martingale
suivante :

1
X=X, + B+ [ 7(X,) dL,

ou 7 est un vecteur unitaire défini en presque tout point du bord de D. Par analogie
avec le cas ou D est Lipschitz, on dit encore que 7 est une ‘normale intérieure’.

51 o est uniformément elliptique et p = B encadrée par deux constantes stricte-

dx

ment positives, on déduit de la décomposition du brownien réfléchi dans D celle d’une

diffusion réfléchie p-réversible de matrice ¢ dans D :

Xo= X+ [(o(X) aB,+ [ %}f’p)m) ds + [ (oo (X,) p(X,) dL,

La réflexion a lieu ici dans la direction ‘conormale’ o*oii, ou 7 est la ‘normale’ con-
struite par le brownien.
Nous étudions ici le cas ot ¢ n’est pas supposé elliptique. A partir de la forme :

D(E*) = {f € L*(D,p) /1 oV fe L} D, p)}
Vf.g € D(E) E(fg) =5 [ oV IoVg dn

dont on montre que c’est une forme de Dirichlet, on construit la loi * d’'un processus
réfléchi p-réversible dans D, dont le semi-groupe de transition est le semi-groupe
de Markov associé a (£°,D(€%)). Par un raisonnement analogue a celui de [PW94],
on montre que ¢)° est la loi d’une semi-martingale. Pour pouvoir étudier le terme de
réflexion en utilisant la normale 77 de Chen, on se place ensuite sur la compactification
D, en supposant (£, D(E?)) réguliere sur D. Le processus associé se décompose alors
en fonctionnelles additives (cf [Fuk80]) et par identification avec la décomposition en
semi-martingale, on montre que la réflexion a bien lieu dans la direction conormale
et on obtient 'expression de la mesure de Revuz.

Cet article est organisé de la facon suivante :

La partie 2.2 introduit 'espace

H(D,p,ap) ={f € L*(D,p) | oVeL¥D.p)}

qui sera le domaine de la forme (€%, D(E?)), rappelle les liens qui existent entre formes
de Dirichlet, semi-groupes de Markov et processus, et présente la forme de Dirichlet
(€2, D(E?)).

Dans la partie 2.3, on construit une suite d’approximations de la forme (£°, D(E?))
par des formes de Dirichlet régulieres (€", D(E™)). On étudie les lois Q™ des diffusions
associées aux (", D(E™)) et on en donne une décomposition en semi-martingale. La
partie 2.4 est consacrée a I’étude de la suite ("), dont on montre qu’elle converge
faiblement vers la loi de processus )° associée a (€2, D(E°)). On démontre dans la



partie suivante que )° est la loi d’une semi-martingale, a condition que D vérifie une
hypothese du type “contenu de Minkowski”.

Dans la partie 2.6, apres avoir présenté la normale 7 et la mesure réguliere «
construites par Chen sur le bord d’une compactification D de D, on décompose le
processus associé a (£°,D(E”)) en fonctionnelles additives. En identifiant avec la
décomposition en semi-martingale déja obtenue a la partie 2.5, on isole le terme de
réflexion, dont on montre qu’il est associé a la mesure réguliere sur le bord %0'*0' 7 p da.
Ceci est fait sous ’hypothese que (€%, D(E?)) est réguliere sur la compactification D.

Les cas ou nous savons montrer que cette hypothese est vérifiée sont énumeérés
dans la partie 2.7. Mais la question de savoir si cette hypothese est vérifiée dans le
cas général reste un probleme ouvert.

2.2 La forme de Dirichlet

2.2.1 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on travaillera dans IR?, avec d > 1. Si D est un ouvert de IR?, on
note C(D) I’ensemble des fonctions continues sur D, Cy(D) I'ensemble des fonctions
continues bornées sur D, et C.(D) I'ensemble des fonctions continues a support com-
pact dans D. C"(D) est I'espace des fonctions n fois continiment différentiables sur
D, C}(D) celui des fonctions de C" (D) bornées ainsi que leurs n premieres dérivées et
CI(D) celui des fonctions de C"(D) a support compact dans D. Lorsque f sera une
fonction a valeurs vectorielles ou matricielles, on dira que f est C*(D) (vesp. C'(D),
CH(D), etc) si tous ses coeflicients le sont.

Si f € CYD), on note Vf = (9;if)i<ica son gradient et V.f = YL 9;f sa
divergence. Si a est une fonction C! de D a valeurs dans I’espace des matrices d x d,
V.a désignera le vecteur (Zflzl aiaij)lngd.

Pour toute la suite, on fixe D, domaine (i.e. ouvert connexe) de R%.

On se donne une application o : R* — S; o1 S; désigne 'ensemble des matrices

d x d et on note a = o*0.

On se donne également p : D — IR telle que p > 0 sur D et / pdr =1. La
D

probabilité p sur D est définie par du(z) = p(x) dx
On met sur o et p les hypotheses suivantes :

o € CZ(IRY) N CHIRY)
p€C (D)
(HSP) Vp Vp . fo :
el | —.a— p dx < +oo (condition d’énergie finie)
D p p

Comme d’habitude, on note L?(D,p) Pespace des fonctions (plus exactement
des classes de fonctions pour I'égalité p — p.p.) de carré intégrable par rapport a
p. L*(D, p) est un espace de Hilbert et on I’identifie avec son dual.

Comme p est continue bornée strictement positive sur D, si on note dz la mesure



de Lebesgue, on remarque que pour tout compact K de D, p vérifie

0<rr]11np§p§rr11axp<+oo sur K
K 3¢

et donc les normes || || 12(x,z) €t || |12k ,0) s0nt équivalentes et les espaces L*(K, dx) et
L*(K, ) égaux. En particulier, toute fonction de L*(D, u) est intégrable par rapport
a la mesure de Lebesgue sur tout compact de D.

Définition 2.2.1 Si f € L*(D,u), on dit que oV f € L*(D,u) "au sens des distri-
butions sur D7 si il existe g € L*(D,p) a valeurs dans R? telle que :

veeCl D) [ wle) gla) de =~ [ Vi(eo)2) f(2) da
et dans ce cas on dit que g = oV f "au sens des distributions sur D7.

Dans la suite, "au sens des distributions sur D7 sera sous-entendu chaque fois
qu’on utilisera la notation oV .

Remarque 2.2.2 : Si oV [ existe, elle est forcément unique (en tant qu’élément de
L*(D, ). D’autre part, si f € C'(D), Vf et donc oV f sont également définies au
sens des dérivées classiques. Une simple intégration par parties prouve que les deux
définitions coincident.

Définition 2.2.3 On note H(D,p,ap) Uespace des fonctions f de L*(D,u) telles
que oV [ est défini dans L*(D, u) :

H(D,p,ap) = {f € L¥(D,p) | oVfel*D,p)}

et on met sur H(D, p,ap) le produit scalaire

VIag € HD.wan)  (f- 9wy = [ f9 dn+ [ (0V)(og) dy

et la norme || HH(D correspondante.

S0 ft)

Pour pouvoir étudier les propriétés de I'espace H(D, yt,ap), démontrons d’abord

un premier résultat de convergence pour la norme || HH(D%W).

On utilise une suite régularisante : Notons .J une fonction de C=(IR?) telle que
0<J<1, supp J C B(0,1) et/dJ(x) dr = 1.
R

On définit la suite régularisante (J.).so par : Jo(z) = —=J <£) pour & > 0.
9

Elle a la propriété suivante :

Lemme 2.2.4 Soient D' et A des ouverts bornés de D tels que D' C D' C A C A C
D. Soit f une fonction de H(D, p,ap) nulle hors de D'.

Pour tout ¢ inférieur a d(D',0A), J.* [ définie par (J.x f)(x) = / J(x—y)f(y)dy
D
est C2°(A). De plus, quand e tend vers 0, J. * [ converge vers f dans H(D,p,au).



Preuve: Montrons d’abord que J. * f € C(A).

Puisque A est compact dans D, les normes || lr2@ae) €t |l 12z, sont

s

équivalentes. En particulier, comme f € L*(A,pu), f € L*(A,dz) donc
f € L} (A, dr). Le lemme 2.18(b) de [Ada75] assure alors que J. * f €

loc

C(A).

On veut maintenant montrer que
A R

Comme f et oV f appartiennent & L?(A, p) = L*(A, dz), d’apres le lemme
2.18(c) de [AdaT5], on sait que J. * f et J. x (o V f) convergent respective-
ment vers f et oV f dans L?*(A,dz), donc dans L*(A,p). Et comme f
et oV [ sont a support dans D', cette convergence a également lieu dans

L*(D, p).

Pour montrer que

HJE * f - inI(D,mau)
< Bk f = fla + 310V (e ) = Jox (N D20,

+ 3 |[Jex (V) = O-foi?(D,u)
tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, il suffit donc de montrer que

loN (Je* f) = Je (0¥ f)llapy ———— 0

e—0

Pour pouvoir se ramener au cas ou [ est une fonction C*, on établit
d’abord le résultat suivant :

Pour tout & de |0;min(d(D’,dA),d(A,0D))[, pour toute fonction ¢ de
H(D, p,ap) a support dans D', on a :

oV (Je* g) — Je = (UVQ)H?R(D,M) < OSteHgH%Q(D’,dx)
ot C'*'® est un nombre qui ne dépend que de d, o, p et J.
loV (I g) = I (V)| 12p,,)

2

= /A o(2)V (/D J(x —y) 9(y) dy) - /D Je(z —y) (eVg)(y) dy| p(z) dx

2
= [ o) [ Ve —y) o) dy+ [ V(o e = ))w) 9ly) dy| pl) da
par définition de oVg, puisque J.(z —-) € C(D) pour tout = de A.

2

p(x) dx

— /A /B(I’E)g(y) [0(2) — o(y)] Vio(z —y) + g(y) Jo(z —y) V.o™(y) dy

ou B(x,¢) est la boule fermée de centre x et de rayon ¢




On majore cette expression en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz :

oV (. g) — T+ (V)32

IN

[ vl BO) [ Jgtw) o) = o(y)] Vel —)

+ g(y) Jo(x—y) V.o (y)]* dy p(z) da
ol vol(B(0,1)) est le volume de la boule unité de IR,

IN

evol(B(0,1)) // y) d Vol |z -yl [VJu(x — )
Y2 J?(x —y) d|[Vol, dy p(x) da

< 2:7vol(B(0,1)) d Vol |Ipll
/1;92(34) /A V(e —y)* € + J2(x = y) du dy
11 2 IEEANS
/Dg (y)/]Rd et e c TG o

Enfin,on effectue le changement de variable x «+— % pour obtenir :

< 27 vol(B(0,1)) d | Vol |lpl.

oV (Je*g) — Je * (UVQ)H?}(D,M)

< 2vol(BO,1) d Vol lpll. ([ 197+ 2 da) gl

ce qui démontre le résultat annoncé.

Puisque C2°(D’) est dense dans L*(D’,dx), il ne nous reste plus & montrer
que

_>O

loN (Je o f) = Je (Y F)lIL2 0,
pour f € CF(D').

e—0

oV (T f) = T % (Y )| 2o

= [0 o) = o)) Vi) do| o) da

IN

e BO [ T2 =) V0] o=yl [V () dy pla) do
Puisque J est inférieure & 1 sur IR?, on a la majoration :

oV (L% f) = Je* (05 P32

< UBODN IVl el [ [ Sdele = 9) < 7P dy da

< B, IValllplle I+ [V FPl22 0.0



et comme |V f|* € LY(D,dx), ||J. * |V fI*||11(p,4x) tend quand e tend vers
0 vers || [Vf* ||t (D.de), done |[oV(Jo* f) — Je (UVf)HLQ(DM converge

vers 0.

Ceci termine la preuve du lemme 2.2.4

Une premiere conséquence de ce lemme est de donner plusieurs définitions équi-
valentes de oV f :

Proposition 2.2.5 Pour une fonction f € L*(D,pu), les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

i 3 € LXD.) | Ve el (D) [ egde=—[ V(o) fdo
i 32 € LA(D,p) | VpeCE(D) [ pgqde=—[ Vigo") [ da
ii. g3 € L*(D,p) | Ve eCHD)

. Vp
[ eosdu=—[ Vo) fdu— [ oo fan
D D D P

Les fonctions g1, g2 et gs ainsi définies sont uniques, et elles sont égales a oV f.

Preuve: L’unicité de g1, g2 et g3 est immédiate, elle découle de la densité de C!(D)
dans L*(D, u) (ou de C2°(D) dans L*(K,dx) pour tout compact K de D
dans le cas de g¢3).

(1) = (2ii) : Supposons que f vérifie (i) et prenons ¢ € CH(D). Comme ¢p ap-
partient a C}(D), on a :

/Dsoglpd:c = —/DV-(pr*)fdw
= —/DV.(cpa*)fpd:r—/DQOJfodm
= —/DV.(w*)fdu—/D@O%fdﬂ

donc f vérifie (1) et g3 = ¢1.

(120) = (d2) : Si f vérifie (212) et si ¢ € C°(D), la fonction 2 appartient a Cl(D),
p



donc :

/wggdw = /sogafdu
D D p
\V/

_ —/DV.(%J*)fdp—/D%U?pfdp

1 \Y%
= —/D—V.(cpa*)fpdx—/DtPU(—p—gp)fpdx

P
\Y
—/c,oa—pfd:zj
p" " p

= —/}3V.(1pa*) f dx

donc f vérifie (i2) et g2 = gs.

) : Supposons que [ vérifie (i7). Pour ¢ € CL(D), on peut trouver des

ouverts bornés D' et A de D tels que supp o C D' C D' CACAC

D. Le lemme 2.2.4 assure alors que Ve < d(D',0A) J.*xp € CF(A)

et J.x —H(D’M—>’a“)

e—0

Par définition de ¢, :

/D(JE*SO) g2 dx = —/DV.((J5*¢)J*) [ dx

= —/D(Ja*c,o)(v.a*) fdx—/DUv(Js*QQ) Jdx

Et comme J_xp et oV (J.*p) convergent vers ¢ et oV dans L*(D, i)
et donc dans L*(A,dx), on peut faire tendre £ vers 0 dans ’égalité
précédente et on obtient :

/Dtpgzd:E:—/Dgo(v.a*)fdx—/DUVgofdx:—/DV.(cpa*)fd:p

ce qui montre que (7) est vraie, avec g1 = go.

On a montré que (), (2¢) et (2:7) étaient équivalentes et que g1 = g2 = g¢3.
Comme par définition ¢g; = oV f, la proposition est démontrée.

Proposition 2.2.6 Si f € H(D,p,ap) et g € CHD) alors fg € H(D,u,ap) et

oV(fg) =g oV [+ foVy.

Preuve: Les hypotheses mises sur f et g (et le fait que o est bornée) assurent
que fg € L*(D,u) et que g oV f + f oVg € L*(D,u). De plus, pour
peC(D):

[ govrtfovgde = — [ Viggo) fdot [ ¢ovgfda

- e o



car V.(p g 0™) = V.(¢ 0*) g+ ¢ aVg puisque ces trois fonctions sont C'.
Par définition de oV (fg), on a donc

oV(fg)=9goVf+[aoVyg
[

Si o est uniformément elliptique et p uniformément minorée par un nombre stricte-
ment positif, H(D, u,ap) est égal & H'(D).Méme quand o et p peuvent dégénérer,
H(D, p,ap) conserve certaines propriétés classiques de H*(D). En particulier :

Proposition 2.2.7 L’espace H(D, p,ap) est un espace de Hilbert.
et

Théoréme 2.2.8 Le sous-espace C*(D) N H(D,pu,ap) est dense dans lespace de
Hilbert H(D, p,apu).

La proposition 2.2.7 est aisée a démontrer, en utilisant la définition de oV et la
complétude de L*(D, p) :

Preuve: Il faut montrer que (H (D, p,ap), || )HH(D,M,W) est complet.
Soit (u,), une suite de Cauchy dans H(D,p,au). Les suites (u,), et
(6Vu,), sont de Cauchy dans L*(D,u), donc elles convergent et leurs
limites respectives f et g appartiennent a L?(D, p).
Pour montrer que (u,,), converge vers f pour la norme || HH( , il suffit
de montrer que g = oV f au sens des distributions sur D.

Pour toute p € C}(D) :

D, p,ap)

/cpgd:z; = /fgpdx et comme fELQ(D,u):
D Dp p

= lim L Vu, p dz
n——+oo JpD p

= —nl_lgrnoo DV.((,QU ) u, dx

1
= — lim (—V.(cpa*)) Uy, p dx
DA\p

1 N 1 % 2
=~/ (};V.(cpa )) fpdx car Ev.(@d )e L (D, p)

= —/DV.(L,OU*)f dx

donc g = oV f, ce qui prouve que f est la limite de (u,,), dans H(D, y, ap),
et donc que H(D, p,ap) est complet.



Pour démontrer le théoreme 2.2.8 | on utilise le lemme 2.2.4
Fixons u € H(D, p,ap) et n > 0.

On veut construire ® € C*(D) telle que |ju — (I>HH(D7M7W) <7

Notons D} = D, — Dj_, ou D = {x eD /| |z|<ketdxdD)> %}
La famille d’ouverts (D})ren+ recouvre D donc d’apres le th 3.14 de [AdaT75], il
existe une collection ¥ de fonctions ¢ de C°(D) telle que :

e Vel 0<y <1

e Pour tout compact K de D, le nombre de ¢» € ¥ non identiquement nulles sur
K est fini.

o Vp e JkeIN* / suppe C Dy

eVzeD > ¢x)=1 (il s'agit d’une somme finie)
Yev

On note vy la somme (finie car D), est un compact de D) des ¢ € V¥ vérifiant

+o0
supp 1 C Dj et supp ¢ ¢ Dj_;. Onaalors ¢y € C¥(D})etVa € D Y y(a) =
k=1
Pour chaque k € IN* :

Grace a la proposition 2.2.6, on sait que ¢pu € H(D,pu,au) et que oV(pu) =
o(Viog) u+ g oVu.

D’autre part, supp (¢u) C D) donc on peut appliquer le lemme 2.2.4 & ¢gu, D},
et A =Dj_, UD;UDj_, et on obtient

Ve E} ’k-|—2 - klﬁ[ Je * (¢ku) € Cfo(Ak)
et JE * (LZ)]CU) L(D’M(;i) 1/)ku

1

Pour chaque k € IN*, on choisit ¢, € ]0' — kl?{ tel que

" k+2
ey + () = ] <o
e k k H(D,pap) — 2]‘7
La fonction & = Z Je, * (Ygu) est alors C*° sur D (car la somme est finie au
voisinage de tout pomt de D).
De plus, on a :
H® - uHH(D,/J,a/J,) = 1/}ku ¢ku
H(D,p,ap)
< Z H 1/)ku wkuHH(D,u,a/_b)
+oo
<

n
> o=
k=1



donc le theéoreme est demontré.

Remarque 2.2.9 : Dans la définition de H (D, p,ap) et dans les démonstrations
qui suivent, on n’utilise pas le fait que la mesure p est de masse totale finie. En
particulier, si on note dx la mesure de Lebesgue, H(D,dx,adz) est défini et ¢’est un
espace de Hilbert qui admet C*(D) N H(D,dx,a dx) comme sous-espace dense.

Remarque 2.2.10 : Pour les besoins des sections ultérieures, on a choisi ici de
travailler avec un o tres régulier. Cependant, la définition de H(D, i, ap) reste valide,
et les résultats précédents vrais, si o est seulement bornée a dérivée bornée.

2.2.2 Formes et semi-groupes

Dans la suite, on dira que (€', D(E)) est une forme sur L*(D, u) si D(E') est un sous-
espace dense de L*(D, ) et ' une forme bilinéaire symétrique positive sur D(E').

Si (EY,D(EY)) et (2, D(E*)) sont deux formes sur L*(D, p), (£2,D(E?)) est une

extension de (€', D(EY)) si on a :
D(E) CDE) et VfeDE) E(f,[)=ES.])

La forme (E', D(EY)) sera dite fermée si D(E') muni de la norme

1 llogen = £ ) + 1 o

est un espace de Hilbert.
Elle sera dite fermable si elle a une extension (€2, D(£?)) qui est une forme fermée

sur L2(D, p).

Critere : La forme (£, D(E')) est fermable si et seulement si toute suite (u,),
d’éléments de D(E') telle que u,, —Lﬁj_ ) 0 et EYN(tp — Uy Uy — Uy — 0
vérifie E (up,, u,) — — 0.

Si (£',D(E)) est fermable, elle admet une plus petite extension fermée (£7, D(ET))
définie par : D(E) est le complete de D(E') pour || [|per) dans L*(D, p) et Yu €
D(EY), EYu,u) = lim EY(un,u,) ot (uy,), est une suite d’éléments de D(E') qui

n—-4o0o

converge vers u en norme || |[pe1).

La forme (&', D(EY)) sera dite markovienne si pour tout e > 0, il existe une
fonction @, : IR — [—¢;1 + ¢] telle que Vit € [0;1] Q. (1) =t , Vi<t 0<
O(1) — (1) <t —t et

Vue D(E) d.oueDE) et EP.ou,®.ou) < ENu,u)

Définition 2.2.11 On dit que la forme (EY, D(EY)) est une forme de Dirichlet si elle
est markovienne et fermée.

En particulier, comme la plus petite extension fermée d’une forme markovienne
fermable est markovienne (cf [Fuk80] th 2.1.1) c’est une forme de Dirichlet.
Les principales propriétés que peut avoir une forme de Dirichlet sont les suivantes :



La forme de Dirichlet (£, D(E)) est dite réguliere si C.(D) N D(E) est dense dans
C.(D) pour la norme uniforme || || et dans D(&) pour la norme || ||p().

Elle est dite locale si
Vf,g€ D(E) f,g asupports compacts disjoints = E(f,g) =0

A une forme fermée sont associés un semi-groupe fortement continu, une résolvante
fortement continue et un générateur. Rappelons ici brievement leurs définitions. Pour
toute précision ou justification, on se référera a [Fuk80].

Définition 2.2.12 Soit (1})is0 une famille d’opérateurs linéaires symétriques de do-
maines L*(D,p). On dit que (T})iso est un semi-groupe fortement continu si :

o Vs, t >0 T/s="Tis (propriété de semi-groupe)
o Vi>0 Yue L*(D,u) | Teullp2p,) < Nullp2(p,,y (proprieté de contraction)

12(D, S
t(—OM)—> u (continuité forte)

o Vue L*(D,u) Twu

Définition 2.2.13 Soit (R,)as0 une famille d’opérateurs lin€aires symétriques de
domaines L*(D,p). On dit que (Ry)aso est une résolvante fortement continue si :

o Vo, >0 R, — Rs+ (a— B)RaRs =0 (propriété de résolvante)
e Va>0 VYue L*(D,pu) HaRauHLQ(DM < HUHLQ(DM (propriété de contraction)

2 L2(D’M) . ., s
o Yuec L*(D,n) aR,u — U (continuité forte)

Définition 2.2.14 Un opérateur auto-adjoint négatif défini sur un sous-espace dense
de L*(D, u) est appelé un générateur.

A un semi-groupe fortement continu (7})¢0, on associe le générateur A = © ((13)1>0)
défini par :
T —
D(A) = {uwe 1*(D, |~

Tiu —u

converge dans L*(D, u) quand ¢ — O}

Vu € D(A) Au = %ing

O est une bijection de 'ensemble des semi-groupes fortement continus sur L*(D, u)
vers ’ensemble des générateurs sur L(D, u). Sa réciproque est donnée par :

o1 (A) = (eXP(tA))wo

A une résolvante fortement continue (R, ),>0, on associe également le générateur

A =Z=((Ra)a>0) défini par :

{ D(A) = Ro(L*(D, p))
Yu € D(A) Au= au— R;'u

(ceci est indépendant du a > 0 choisi)



= est une bijection de I’ensemble des résolvantes fortement continues sur L*( D, u)
vers ’ensemble des générateurs sur L?(D, i), de réciproque :

)= (=47

Il existe également une bijection T entre I’ensemble des générateurs sur L*(D, u)
et 'ensemble des formes fermées sur L*(D, 1), définie par :

D(&) =D (V=A)
Vu,v € D(E) E(u,v) = (\/ju, \/jv)

D(A) C D)
{ Vue D(A) YveDE) E(u,v) = (—Au, U)L2(D,u)

[1]

a>0

(€,D(€)) = T((A,D(4)))

L2(D,u)

Ces différentes bijections permettent d’associer a une forme fermée (£, D(E)) sur
L*(D, p) un générateur (A, D(A)), un semi-groupe fortement continu (7});50 et une
résolvante fortement continue (R, )s>0.

Les affirmations suivantes sont alors équivalentes :

o (£,D(€)) est markovienne (i.e. ¢’est une forme de Dirichlet)
o Vi>0 Vue L2(Dyp) 0<u<l pu—ps.=0<Tww<l u—ps.
o Vo >0 Vu€e L*(D,p) 0<u<l p—ps.=>0<aR,u<l pu—p.s.

Enfin, on peut associer a la forme de Dirichlet (£,D(€)) la loi @ faiblement
markovienne dont le semi-groupe de transition est (7%);50 :

Vi foyoo s f €C(D) et VO <ty < ... <ty

B9 (fi(Xy) fo(Xy). . f(Xy,)) = /Dfl Toety (f2 Tyt fimt Topmey (J1)) ) dp

Essentiellement, la régularité de (€, D(E)) correspond a la forte markoviannité de ¢
( plus exactement, elle est équivalente au fait que @) est la loi d’un processus de Hunt )
et la propriété locale correspond a la continuité des trajectoires ()-presque stirement
( lorsque la forme est réguliere ). Ce lien est détaillé dans [Fuk80] chap 4.

2.2.3 La forme de Dirichlet (£°,D(£7))
On définit la forme (€%, D(E°)) sur L*(D, u) par :

D(&*) = H(D, p,ap) )
V.9 €D(E) E(fig) =5 [ oV I.aVgdn

La norme || [p(es) est équivalente a la norme || {|(p,, 00> €t H(D, p,ape) est un
espace de Hilbert pour cette norme, donc (€%, D(E?)) est une forme fermée par défi-
nition.

Pour montrer que (£, D(E°)) est markovienne, il suffit de montrer que c’est la
plus petite extension fermée d’une forme markovienne.



Considérons la forme (£°, D(E°)) définie par :

DE) = C(D)NH(D,p,ap) )
- {fECOO(D)OLQ(D,M) / §/DVf.and,u<—|—oo}
VIED(E) Ef )=y [ ViV dn

Vérifions que (£°,D(E°)) est markovienne :
Soit ¢ > 0 et soit ¢ : IR — [—e; 14+¢] C™ telle que p(t) =t sur [0,1] et 0 < ¢ < 1.
Si feDE):

[ Vo navondu = [ (&0 Viavsdu

< / Y .aVf dy < 400
D

donc o f € DE) et E(po fopof)<EN(S, ), ce qui assure que (E°,D(E)) est
markovienne.

La forme (€7, D(€?)) est une extension de (€%, D(E°)), et c’est la plus petite car
D(E°) est dense dans D(E°) pour la norme || |[p(e:) (cf th 2.2.8). Par conséquent,
(E%,D(€°)) est markovienne, c’est donc une forme de Dirichlet sur L*(D, ).

Remarque 2.2.15 : Lorsqu’on travaille sur IR? tout entier et pour o = Id, on
peut essayer de caractériser les fonctions du domaine de £° en terme de Gateaux-
dérivabilité locale, comme dans [AR89]. Voir aussi chap 3 pour un exposé plus élé-
mentaire dans le cas IR%,

Ici, la présence du bord empéche d’adopter cette approche.

On note (17 )is0, (R2)as0, €t (A%, D(A®)) respectivement le semi-groupe, la ré-
solvante et le générateur associés.

Il est immédiat que (£*,D(E?)) possede la propriété locale, par contre elle n’est
pas réguliere a priori. Pour étudier la loi * associée a (€%, D(E?)), une premiere idée
est d’approcher cette forme non réguliere par des formes (", D(E™)) régulieres, et
de montrer que les lois ()" associées convergent vers ()°. C’est ce que nous ferons
aux sections 2.3, 2.4 et 2.5 Cela permet de montrer que ()° est la loi d’une semi-
martingale. Une autre idée est de se placer sur une compactification D de D sur
laquelle (£, D(E°)) est réguliere, comme nous le ferons a la section 2.6. Les deux
approches sont complémentaires puisque de la décomposition en semi-martingale on
déduit la forme du terme de réflexion au bord de D.

Avant d’aborder la section suivante, nous établissons une condition suffisante de
régularité qui servira par la suite et un résultat de maximalité de (£°,D(E?)) sous la
condition de Hormander.

2.2.4 A propos de la régularité de (£°,D(E?))
On sait déja que C=(D) N H(D, pt,ap) est dense dans H(D, p,ap).



Le fait que (£, D(£)) soit une forme de Dirichlet assure que (cf [Fuk80] th 1.4.2)

Vue DE)  YneIN" (—n)V(uAn)e€DE)
et (—n)V (v An) —U%i% u
done L=(D)N H(D, p,au) est dense dans H(D, p, ap).

Et de plus, on peut vérifier dans la démonstration du théoreme 2.2.8 que si
u € H(D,p,ap) est bornée, la fonction ® € C*(D) qui I'approche l'est aussi. Par
conséquent, L=(D)NC*(D)N H(D, p,ap) est dense dans H(D, y,ap).

On peut en déduire que dans le cas ou la frontiere de D ne joue aucun role, soit
parce qu’elle est vide (cas ou D = IRd), soit parce que a et p décroissent tres vite a
son approche, (€%, D(E?)) est réguliere.

Construisons d’abord la "distance régularisée a D° 7 (cf [Ste70] p171).

Proposition 2.2.16 Il existe une fonction 6 : IR® — IRy ayant les propriétés suiv-
antes :

o § est C* sur D

o Vo est bornée sur D

e 1C,C;>0 [ YeeD Cpdz,D) <é(x)<Cydx,D)
Voici deux cas simples ou (€%, D(E?)) est réguliere :

Proposition 2.2.17
i. Si D =1R" alors C*(IR") est un sous-espace dense de H(IR®, yu, ap).

ii. De méme, si D # IR et 57l existe une fonction a :)0; sup §[—]0; +oo[ continue
D

supd
telle que / D dy + oo et Ve € D (VéoaVé p)(x) <

valy) S

a(6(x)) alors C*(D) est un sous-espace dense de H(D, p,apu).

Preuve: Démontrons ce résultat dans le cas ou D # IR :

Il suffit de montrer que C2°( D) est dense dans L™= (D)NC*(D)NH (D, i, ap)
pour la norme || HH(D,M,W)' Soit ® un élément de L>(D) N C>(D) N

H(D,p,ap) et soit £ > 0.

sup 6
Posons f(x /
\/ & !/

conditions mises sur «, £, décroit vers 0 quand n — +oo.

dy et (,, = 71 (n) pour n € IN*. D’apres les

On choisit une fonction { C* décroissante sur IR telle que T.<o < € <
I,<;. Et on pose pour m,n € IN*

mn(@) = E([l2]] = m) £(B(é(2)) —n)

et



La fonction &, , est C' & support compact dans D, égale a 1 sur K, , et
nulle sur D — K, 41 541. Elle a pour dérivée :

(Vémn)(x) = (Vlz|) ([ —m) £(5(6()) — n)
+ &[] = m) (Vo)(x) (_7) ¢ (B(6(x)) = n)

Les fonctions &, ,,® sont des fonction C(D). Vérifions qu’elles convergent

vers © en norme || {7 p , 4

1@ — &l

D,p,ap)

< (=) @ pdet2 [ (1= €0n)* [oVOI p da
D D

+2 [ 07 oVl pde
D
(en utilisant (a + b)* < 2a* + 2b%)

2
Hq) - fm,nq)HH(D,p,,au)
< / ®? p dx + 2 V&.aV p dx
D=Kpn D—Kpn
+ Alal N [ @ p dr
m<||z||<m+1
1
+afolZen, | (V6.0V8)(x) pda
s St o(8(x))

< (144 12 / ®* pd
< (et tlal ) ), 0t pde

+ 2 Vo.aVo p de

D—Kmn
2
AN [ e
L1 <8(2)<bn

< (24alalolEIL) [ (@24 VeaVE) pde

F L+ URINEN) fyen,, (8 0+ (VRATE4L) p+1) do

5(z)<tn

Comme ® € H(D, p,au), on peut trouver mg € IN* tel que

A (074 VRave) pdr < ¢
z||>mo



D’autre part, ((1)2 p+(VP.aVO+1) p+ 1) dr < +ooetl, —
[|z|| <mo+1

donc on peut trouver ng € IN* tel que

ﬁ|1||ﬁmo+1 ((I)2 p+(VO.aVP® +1) p+ 1) de <¢

6(2)<tng

On a alors
2 sie
H(I) — fmo,no(I)HH(D,u,au) S ¢ t .

ot C'*'® ne dépend que de @, a et £.

Comme &,y 0, ® € CL(D), ceci prouve que C}(D) est dense dans H (D, p, ap).

Comme, d’autre part, C°(D) est dense dans C!(D) pour la norme de
HY(D), donc pour la norme de H(D),u,au) puisque o et p sont bornées,
la preuve de 'assertion (ii) est finie.

Dans le cas o D = IR, 3 n’est plus nécessaire, il suffit de poser &, () =
£(]|z]| — m) et on montre de la méme facon que (&, P),, est une suite de
C®(IRY) qui converge dans H(IRY, ju, ap) vers ®.

Remarque 2.2.18 : La démonstration précédente n’utilise pas le fait que p est de
masse totale finie. Dans le prolongement de la remarque 2.2.9, on peut donc noter
qu'on a aussi démontré ici que C(IR?) est dense dans H(IR?, dz, a dz).

En général, (£, D(E°)) n’est pas réguliere sur D. On peut étendre (£°,D(E%)) a
D en posant u(dD) = 0, ce qui permet d’identifier L(D, u) et L*(D, u) (cf section
2.6.1). Voici un cas ou (€%, D(E*)) ainsi définie sur D est réguliere :

On dit que D a la propriété de segment s’il vérifie :

U, voisinage ouvert de x Vze DNU,

Ve € 0D Jy,. € R* — {0} [ €]0, 1]

z4+ty, €D

Si D a la propriété de segment, alors la forme de Dirichlet associée au brownien
réfléchi dans D (i. e. &° avec 0 = Id et p = 1) est réguliere sur D. En effet,
le domaine de cette forme est H'(D) et la propriété de segment entraine la densité
dans H'(D) de I'ensemble des restrictions & D des fonctions C(IR?) (cf [AdaT75]).
De méme, si D a la propriété de segment, toute forme £° associée a une matrice de
diffusion @ uniformément elliptique et une densité p uniformément minorée par un
nombre strictement positif est réguliere sur D (car D(E*)) = H'(D)).

Mais dans de nombreux cas, (€%, D(£%)) n’est pas réguliere sur D. On peut alors
chercher une fermeture D de D, autre que la fermeture euclidienne D, sur laquelle
elle soit réguliere. Voici un exemple, emprunté a Chen [Che93], ou cette fermeture D
peut étre décrite de facon explicite :

Exemple :

On se place en dimension 2 et on prend pour ouvert connexe [ le disque unité
privé d’un rayon :

D:{(:Jc,y)EIR2 / x2—}—y2<1et(:p>00uy7§0)}

_>O

n——+oo



et pour o et p les fonctions constantes valant /d et % sur tout IR?. La forme de
Dirichlet (£, D(€*)) a alors pour domaine H(D,dz,dz) = H'(D). Elle n’est pas
réguliere sur D = {(:Jc, y)€R? [ 2?4+ y* < 1} puisque la fonction f(r,0) = rf (en
coordonnées polaires) est un élément de H'(D) qui n’est pas limite dans H'(D) d’une
suite de fonctions continues a support dans D. Intuitivement, la compactification
euclidienne est mauvaise car elle confond les “deux cotés” du rayon manquant. La
forme (€%, D(E*)) sera par contre régulicre sur D = DU JD on

D={(x,07) ) —1<z<0}u{(x,07) /) —1<a<0}u{(z,y) e R / 2 +y* =1}

(voir Chen [Che93] et aussi [Che92] pour plus de détails et une généralisation a tous
les domaines “pseudo Jordan”).

Dans le cas ou 0 = Id et p = 1 sur D borné, il existe toujours (au moins) une
compactification D de D sur laquelle (€%, D(E*)) est réguliere (cf [Che93] section 3,
et les références qui s’y trouvent). Cette propriété s’étend immédiatement au cas ou
o est uniformément elliptique et p uniformément minorée par un nombre strictement
positif, et méme (cf prop 2.7.3) au cas ou o est uniformément elliptique et p vérifie

(HSP).

Conjecture 2.2.19 H'(D) est dense dans H(D, pu,ap) dés lors que (o, p) verifie (H
S P).

(Il est méme vraisemblable que (£°,D(E?)) soit la plus petite extension fermée de
(&, H'(D)) N

Si cette affirmation est vraie, toute compactification D qui rend réguliere la forme
associée au brownien réfléchi (i.e. o = Id et p = 1) rendra également réguliere
(E°,D(&?)) pour o et p vérifiant (H S P) quelconques. Nous n’avons pas de contre-
exemple a cette affirmation, mais nous ne savons pas la démontrer dans le cas général.
(voir a la section 2.7 quelques cas simples ou nous savons la démontrer).

2.2.5 Sous la condition de Hormander

On se place ici dans le cas ou o et p sont C*™ et vérifient la condition de Hormander.
On va alors pouvoir caractériser (€%, D(€”)) en montrant qu’elle est maximale.
Rappelons d’abord la condition de Hormander. On se base sur [Hor85] chap 22.2,
p 353 a 357. Le théoreme général est le suivant :
Si les L; sont des champs de vecteurs C* sur D vérifiant
dimVect{Lj,,[Lj,,Lj,],[Lj,[Lj,Lj]],---} = d en tout point x de D (i.e. I'algebre
de Lie engendrée par les L; est de dimension d en tout point) et si o € C*(D) alors

d
ZL?]‘ + Lof — af € H (D) implique f € Hf (D).
=1

On prend :

Vi) 1 Di(og;
Lf—% Zo-kz Zo-k']af +Uk] (Ukpaf_ ZLf+L0f
zyk

ol g; = (O’Z']')]'7 ka = O'ka et Lof =

oV f. On a alors le résultat suivant :

V.(o7p)
2



Théoréeme 2.2.20 Si on suppose que o € C(D) , que p € C*(D) et que la condition
de Hormander est vérifice dans D alors toute solution (au sens des distributions) de
Uéquation (L — o) f = 0 appartient a C*(D).

En intégrant par parties dans la relation :

VieCH(D) E(f.0) =y [ VEaVfdu=—(f, A ),

on observe que le générateur (A*, D(A?)) associé a (£°,D(E?)) coincide sur C*(D)
avec 'opérateur [ défini par :

V.(apVf)

VfeC®(D) Lf= r

La proposition suivante assure que si o et p sont C*(D) et si la condition de
Hoérmander est vérifiée, (£°,D(E?)) est maximale au sens de [Fuk80] §2.3.

Proposition 2.2.21 Si(B,D(B)) est une extension auto-adjointe markovienne néga-
tive de (L,C>(D)) alors la forme de Dirichlet (€8, D(EP)) de générateur (B, D(B))
vérifie

D(EP) CD(E) et VfeDE®) E°(f.f) = E(F. f)

Preuve: (analogue a celle du th 2.3 de [PW94])
On fixe f € D(EP) et on veut montrer que f € D(E?)
On note (%, D(E")) la plus petite extension fermée (et donc markovienne )
de la forme (—(-, L-)Lz(DM),CSO(D)) (dont on vérifie aisément qu’elle est
markovienne fermable).
Pour chaque « > 0, on note EB3(f,q9) = EB(f,q) + oz(f,g,)LQ(DM. Le
produit scalaire ainsi défini induit sur D(EP) une norme équivalente a

[ llpes)-

On décompose 'espace de Hilbert (D(EB), \EB) en
D(EP) =D(EM) & (N.ND(EP)) ot Ny = {u e D(L*) | (a—L*)u=0}

(on peut le faire d’apres le lemme 2.3.2 de [Fuk80])
Par conséquent f = f, +uon f, € D(EL) et u € (N, N D(EP)) sont
uniques.
o (&7, D(&?)) est une extension fermée de (—(-, L-)L2(D7M),CSO(D)) donc
de (EF,D(E")) donc D(EF) C D(E*) et f, € D(E?).
e ucDEP)doncuc LD, p)
u € N, donc u vérifie

Vg e CX(D) /D u (ag -



V.(apV )
2p
supposé ici o et p C*™ et la condition de Hormander vérifiée, on peut

en déduire que u € C=(D).

En suivant la méme démarche que dans [PW94], on obtient que
E(u,u) < EB(u,u) < 400 d’ott u € D(E?).

Par conséquent f = f, +u € D(E°) et D(EP) C D(E?).

e La décomposition étant orthogonale, on peut utiliser le théoreme de

Pythagore :

et au sens des distributions : — a) u = 0. Puisqu’on a

EX(for fo) + EF (u,u)

EB(L ) =
< & (for o) + Ex(u,u)

car f, € D(EY) = EL(f., f.) = E(fo, fo) = EB (S, fo) et
E(u,u) < EP(u,u).
[l existe une décomposition orthogonale analogue pour (D(Ss), \/5) :

FeDE) = h, € DEL) Ty € (NaNDED)) | f=hoth

(N, ND(EB)) C (N, N D(€°)) donc par unicité : h, = f, et hy = u
ce qui doune E(/, ) = E(for ) + £, ) et

EX(f )= E(f 1)
i

Corollaire 2.2.22 Sous l'hypothése de Hormander, et sio et p sont C*(D), (€%, D(E?))
est Uunique forme de Dirichlet extension de (€, D(E°)).

2.3 La construction des approximations

On veut ici approcher la forme non-réguliere (£°, D(€%)) par une suite (", D(E™)),
de formes de Dirichlet régulieres. On montrera a la section suivante la convergence
des lois associées Q" vers la loi Q* associée a (€%, D(E?)).

L’idée est d’approcher la probabilité réversible p du processus réfléchi qu’on veut
construire par une suite de probabilités (g, )nen+ . On fait en sorte que les processus
réversibles de matrice de diffusion o et de marginales u,, n’atteignent pas le bord de
D en temps fini.

2.3.1 (pn)n, suite d’approximations de pu

On définit la fonction p, par :

Ve €D pu(zx)=exp(— eXp(né(x)))



et on la prolonge par 0 hors de D. p, est C* bornée avec toutes ses dérivées bornées

sur IRY (i.e. p, € C°(IRY)) et
Ve € D p,(x) tend en croissant vers — quand n — +o0
e

Cette croissance des p, est tres importante pour la suite. En particulier :

-1
Si on pose v, = [/ Pl d:z;] , la suite (v, )nen+ converge en décroissant vers
D

Yoo = € quand n — +o0.
On note p,, la probabilité sur D définie par dpu,(x) =7, pa(x) p(x) dz. La suite

(ftn)nem* converge en variation vers p.

2.3.2 La forme de Dirichlet approchée (", D(E™))
On définit (E",D(E™)) a partir de p, comme (€%, D(E?)) a partir de u :

D(E") = H(D, prnyapn) = {f € L*(D, ) | oV fe LD, )}

Vig€DE) E(f.9) = [ oVIoVg dp,

Les résultats des parties 2.2.1 et 2.2.3 prouvent que (", D(E™)) est une forme de
Dirichlet. Elle est locale par construction et réguliere d’apres la proposition 2.2.17.
On note (17" )is0, (R2)aso0 et (A", D(A™)) le semi-groupe, la résolvante et le générateur
correspondants. Construisons la loi Q™ associée a (€™, D(E™)) :

On compactifie D en lui adjoignant un point cimetiere A. D’apres [Fuk80] chap
4, il existe un processus de Hunt (Q, (F)ietoroo]s (Ye)te[o,400] (P;?)QEGDU{A}) d’espace
d’états D U {A} muni de sa tribu borélienne, réversible sous P, = [p Pr du,, et
vérifiant

Vf € LAD, p) N L¥(D) B (f(V) =T] f(x) o — pos.

On note ( le temps d’explosion de la trajectoire : ((w) =inf{t >0 / Yi(w) = A}. Le
th 4.5.3(iv) de [Fuk80] assure que I'on peut choisir le processus Y pour qu’il vérifie :

Yee D P! (t— Y, continue sur [0,(]) =1

Vee D P;(%i/rrglﬁeDetC<—|—oo>:0

donc Y est a valeurs dans C([0,+oo[, D U {A}) a priori.
Puisque Y est un processus de Hunt : Vi > ((w) Yi(w) = A donc

= lim p,(A)

k—+o00

= 0



On note Q" et )™ les probabilités images de P, et P} par Y| .. (@™ )iGDU{A}
est une famille fortement markovienne de probablhtes sur C([0, —}—oo[ DU {A}) muni
de sa tribu borélienne et de la filtration (régularisée a droite et complétée) donnée
par son processus canonique X. Elle vérifie :

Q" = [ Q™ du,

B9 (fi(Xy) (X)L fr(X,) = / T (T (e T foms Ty (J))- ) di

(donc Q™ est associée a la forme de Dirichlet (£, D(E™)))
et

Q'(inf{t>0 | X, gD} <+00)=0

2.3.3 Décomposition en semi-martingale sous )"

Puisque Q™ est associée a (€™, D(E™)), intuitivement elle doit avoir pour matrice de
V.(a¥npnp)

. Fixons 1" > 0 quelconque. On va résoudre sur
279npnp

diffusion o et pour drift
[0, 7] I’équation
X, = X, +/ AW, +/ (QL”M) (X,)ds  (En)
PnP

avec la loi initiale p,, et vérifier qu’elle a une unique solution, qui est égale a Qﬁo .

On cherche une solution faible, c’est-a-dire une loi sur (C([O, 1], IRd), (ft)te[oj])

sous laquelle
X —X,— /( “p"p)(xs)ds
2pup

est une martingale L? de processus croissant /.a(XS) ds (en notant (Fi)ieor) la

o
filtration, régularisée a droite et complétée, engendrée par le processus canonique X

sur C([0, 7], RY).

A cause de la croissance rapide de P (z) au bord de D, cette équation ne

vérifie pas les hypotheses des théoremes classiques. Pour montrer I’existence d’une
loi solution, on utilisera un théoreme ” a la Girsanov ” de [CL94] (voir aussi [CL95a]).

Réécrivons (Fn) sous la forme :

X, = X+/ dW+/( ) d+/(.2/:f)(Xs)ds

Avant de pouvoir utiliser I’analogue du théoreme de Girsanov, il nous faut résoudre

Xt:X+/ dW+/( )(Xs)d.s (E)



Les fonctions o et V.a sont bornées lipschitziennes sur IR? donc (£) a une unique
solution trajectorielle pour chaque loi initiale v vérifiant [ga||z|[*dv(z) < +o00. On
note P® la loi de la solution correspondant & v = 6, pour = € IR, et P" la loi de
la solution correspondant a v = y,, (On suppose ici que tous les u,, sont de variance
finie, par exemple que p est de variance finie ou que D est borné).

La famille (P”), pa est fortement markovienne et vérifie P* = fa P* dp,(z). De
plus, (P*),cpre est I'unique solution du probleme de martingale associé a I'opérateur

1 1
= 5 Z a@»j&j + 5 Z(aja”) 8“6;)0(]Rd)) .
i 17

Vipp) 1 (Vpn N V_) o VP Ve
2

2pnp P P Pn

Définissons b, : RY — IR? par b, = sont

prolongées par 0 hors de D.
Le théoreme 4.29 de [CL94] assure alors que :

Théoreme 2.3.1 . ..
i. Le processus 7' = exp (/ b, (X,)dM, — 5/ (by.ab,) (Xs) ds) ouw M, = X, —

2 o

X, / (V a) ) ds est bien défini pourt € [0,T] et est une (Fy)-martingale.

n

d
ii. La probabilité Q" sur C([0,T],IRY) définie par %Vt = Z]' a pour marginale
fin, @ chaque instant t € [0,T] (i.e. la Q"-loi de X, est €gale a y,).

iii. Q" est solution en loi de l’équation (En) avec la loi initiale .

Preuve: Il faut montrer que la condition d’énergie finie

/]Rd (by.ab,) dp,(z) < +oo

et I’équation de Fokker-Planck faible :
VieC®(R*xR) V0<s<t<T
T t) dua(a) = [ f(s) dpa()
= / /]Rd (Ouf + Af + VYV f.ab,) (x,u) dp,(2)du

S
sont vérifiées.

Condition d’énergie finie :

L. (@-a@) () 3 pul) ) da < 22 [ (@.a@) () ple) di < +oo

p p € p p

par hypothese sur p et

L 2
Vo, Vp, & —ens
/IRd( Pr o P )(:1;) dpn () :’yn/DV(s.aV(S (252) e ™ p dr < +oo

Pn Pn




. , 2, _er ,
car a , p et V6 sont bornées sur D et x — z'en"e™" est bornée sur IR .

Par conséquent, [ra (b,.ab,) du,(x) est finie.
Equation de Fokker-Planck faible : Fixons f € C=(IR? x IR) :

[ 1t) duata) = [ 7Geos) dun(e) ds = [ [ 0uf(e,u) dpa(e)

et,
(Af + Y f.ab,) (w,u) dys,(z)

R

— % ; (Z @i (0 £)pap + (0;ai5)(0: f) pup + (aif)aijaj(/)np)) (z) da
— é—”/D (Z(awﬂnp)(&jf) + (@(ahpnp))(aif)) (z) de
=0

car a;;p,p peut étre prolongée en une fonction C' sur R? (puisque p,, est

C' sur R et nulle hors de D).
Donc ’équation de Fokker-Planck faible est vérifiée.

Enfin, puisque P™ est markovienne et Z™ multiplicative, Q™ est markovi-
enne (cf [Sha88] th 24.36) et donc, au vu de [CL94] prop 4.6 , Q" est

solution en loi de (En).

Remarque 2.3.2 : La preuve précédente montre en fait le résultat suivant :
Pour toute fonction f de C*(D)

-t

%(vavq)@n)ds—[j(Vfaflﬁﬁﬂ)@&)ds

JOX0) = (%) - | s

o

est une Q"-martingale de carré intégrable.

Le résultat suivant prouve que Q" est égale & Q" sur C([0,T],IR?) et donne donc
une décomposition en semi-martingale de X sous Q".

Théoreme 2.3.3 Pour tout t > 0, Q™ veérifie :

V.(ap.p)

1
&=&+W+/<
0 2pnp

) (Xs) ds Vte[0,1] Q" —p.s.

ou N™ est une Q"-martingale L? de processus croissant [, a(X,) ds.

1
De plus (€™, D(E™)) est Uunique extension markovienne fermée de (5/ Vf.aVfdu,,Cx(D))
D



Preuve: Il suffit de montrer que Qﬁo -

d
De la relation ETmt:to = AT =T A" dans L*(D, py,), on déduit :

VfeCx(D) Yh bornée sur D

s ([f(xt) (X)) — /: A" F(X,) du] h(Xs))

t—s

= B (v = ) = [T du B

0

t—s
= [ frear—r= [Teany ] b,
D

2

t—s
~ /[ﬂ;f—f—/ -—ﬂ7d4hdm
D o du
=0

t
done f(X;) — f(X;) — / A" f(X,)du est une martingale sous Q".

En intégrant par parties, on voit que le générateur A™ de (€7, D(E™)) est
V.(ap.pV )

égal a
2pnp

sur C2°(D), donc le processus :

10X = F(X)— [

0

¢ (V.(apanf)
2pnp

) (X,) ds

est une martingale L? sous Q" de processus croissant [ (V f.aV f) (X;) ds.

La remarque 2.3.2 assure que Q" est solution du méme probleme de mar-
tingales.

Or si K est un compact a bord lisse de D, et si 7 = inf{t >0 |/ X, €
K¢}, I'équation

1 v n INTR
X — X, —/ (M) (Xonre) ds :/ S (X)W, te0,T]

2pup
V.(ap,
a une unique solution trajectorielle car on peut prolonger M =
PnP
1 Vpn \Y% .
o) <V.a tatr g a—p> en une fonction C°(IRY) |
Pn p

Par conséquent, le processus (Xiar; )iejo,r] @ méme loi sous Q" et sous Q™.
En particulier Q"(tx <t) = Q" (7 < 1).

On sait (cf [Che93] lemme 2.4) qu'on peut trouver une suite croissante
(K,), de compacts a bords lisses telle que U, / K, = D.



Pour chaque t € [0,77] :
Q"(supt < 1) = Q"(sup g < 1)

et en faisant tendre ¢ vers T :
QM(inf{t >0 / X; ¢ D} <T) = Q7
= Q”(
QMinf{t >0 / Xy ¢ D} <T)=0

puisque ( = +oc Q" — p.s.

3

suptg < T
supr < T)

Fixons 0 <t; <...<t, < T et fi,..., fr €C(IRY) :

E" (fu(Xy) . fi( X))
= lim B9 (A(Xinm,) - FeXounr,))

car inf{t >0 / X, &€ D}>T Q" —p.s.
= lim EQ" (fl(th/\TI\"r) e ‘fk(th/\TKr))

r—+00
car X -, a méme loi sous Q" et sous ("

= B9 (f(Xy). . fi(Xy))
car inf{t >0 / X; €D} >T Q" — p.s.

Donc les probabilités Q™ et ™ sont égales.

La méme démonstration montre que la famille de probabilités associée
a toute extension markovienne fermée de (3 [, Vf.aV f dp,,C(D)) est
égale a (Q™"),, donc que (", D(E™)) est 'unique extension markovienne

fermée de (L [, Vf.aV f dp,,,C(D)).
|

La proposition précédente assure, entre autres, que le temps d’atteinte de 9D sous
Q" est infini. On peut obtenir directement ce résultat par une méthode probabiliste.
C’est ce qui est fait dans la démonstration suivante :

Proposition 2.3.4 Le temps d’atteinte de D sous Q" est p.s. infini, i.e. Q"(¢ <
+o0) ou { =inf{t € [0,7] |/ X,€ D°}.

Preuve: (cf la preuve du th 5.1 de [PW94] (step 3))

Premieére étape Si a est bornée et uniformément elliptique sur D | si
M est une martingale sous P" de carré intégrable et de processus
croissant [> a(X;) ds alors pour P"-presque tout X :

1

Jeo(X)>0 3C, >0 /] 0<t—s<e X)= |[|[M~M|?*<C, (t—s)lnt
— S

Justifions cette aflirmation :

On procede coordonnée par coordonnée, en effectuant un changement
de temps.



(M}); est une P"-martingale & valeurs réelles, dont le processus crois-
sant A(t) = fot a;i(Xs) ds est une fonction strictement croissante car

VeeD 0<X <ag(x)<|al, <+oo

lim B(t) = o0 et on peut définir

t—+0o0
BNt = inf{s >0 / /a“ Ddu > 1)

Le théoreme de changement de temps assure que (Mé_l(t))t est un
mouvement brownien sous P" , donc :
[Mi—r) — M

2
lim sup ) Il(s)| =1 P"—ps
e—0 0<t—s<e (t — S) h’l E

ce qui se traduit par : El./\f; c c(o,1]) / P”(N;) =0 et

VX ¢ N 3E(X) >0 )

5

Comme # — zIn L est croissante au voisinage de 0 et comme f; —

Bs = [Lay(X,)du < |la||_(t — 3) , on en déduit pour X & N7 :

0<t—s<i® = 0<pt) - Bls) <(X)
= M- MP < 2(8(1) - (3))1n ()
< 2|af|(t —s)In N Els =) || )
< Cit—s)ln ﬁ

Il suffit alors de poser ¢,(X) = min; ﬁ;ﬂf) N, =UNietC, =35,C8
pour avoir hors du P"-négligeable N, :

1
0<t—s<e,(X)=||M, — M,|? §Ca(t—s)lnt
—s

Deuxieme étape Le résultat précédent est toujours vrai si on enleve

I’hypothese duniforme ellipticité : Si @ est bornée (uniformément
elliptique ou non) sur D | et si M est une martingale sous P" de
processus croissant [ a(X;) ds alors pour P"-presque tout X :

1
Je (X) 3O, >0 ) 0<t—s<e,(X)= |[M—M]?*< Ca(t—S)lnt

— 8
Preuve : On note I la matrice identité sur IR? . Quitte & étendre
I’espace, il existe un mouvement brownien d-dimensionnel W sous

P". M est la somme des martingales M — W et W qui ont pour
processus croissants [ (a —2(a)"? + I) (Xs) dset [ 1 ds. Comme

a — 2(a)1/2 + I et [ sont uniformément elliptiques, le résultat de la
premiere étape s’applique directement.



Troisieme étape On applique le résultat de la deuxieme étape a la P"-
martingale (Xt - X, - f(f (V';)> (Xs) ds)t . Pour P"-presque tout
X

B (X)) (X,) ds

lim  sup XX < yCo+lim sup HIS(Z)( |
=0 ocimoes J(l —s)In tis c=0 oci—s<e (t—s)lnti—s
IV.all (= 5)

< C,+ lim sup
==0 oct-s<e 2, /(¢ — s)In L=

< ﬁcﬁwhm =

e—0 hl =
€

< V0. +0
Donc P*-p.s. sur (0 < £ < 400) :
1

— S

Vs€le-=(X)El X~ X < Cule — s Ing
X étant continu, X; appartient p.s. au bord de D , d’ott les inégalités :
pu(X,) = €T (X,) < O 8(X,)
< O d(X,,9D)?

<O Xe = X7

< ¢ (¢ —s)n {is

1 1\
et ——— Cste(¢ — s)In
tpn<)<s>2< €=s) 5—8)

Puisque [} (u In %) “du /" 400 quand ¢ \ 0, on obtient le résultat :

]
/ ds /' +oo quand t /¢ P"—p.s.sur (0 < € < +o0)
o pau(X5)

Derniére étape Il reste a en déduire que Q"(¢ < 4o00) . On note
i

0r = inf{t € [0,7] / / ds > k}. D’apres le résultat
0

précédent :

pr(Xs)
P (0, <HN0<E<400)) =P (0< € < 4o00)

donc P" ((sgp@k <HNO<E< —|—OO)) =P"(0 << 400)



et puisque Q" est absolument continue par rapport a P" :

Q"0 < ¢ < 4o0)=0Q" ((S%p O, <HN0<E< —I—oo)) < Q”(sip 0, < +00)

i
Or Yke N & Q0 <t) = kQ”(/p(lX)dSZk)
0 Pn s
1

¢
< E< (/ ds
t olpn(Xs)
du, ds =1 <
/0 /Dpn(x) () ds +o0
done Q"(sup b, < t) = kliin N Q"0 < t) = 0. On en déduit
k — T 00

immédiatement que Q" (sup, 0 < +o0) =0, Q™0 < ¢ < +o0) =0
et comme Q"({ =0) = p,(0D) = 0 on obtient :

Q"¢ < +00)=10

2.4 La convergence des approximations

Notre but est de montrer que la suite (Q")nen+ converge étroitement vers une pro-

babilité Q* sur C([0, T], D) associée a la forme de Dirichlet (€%, D(E*%)) sur L*(D, ).
On montre d’abord la tension de la suite (Q"),en+ sur C([0, 1], D). On en déduit la
convergence faible dans L?(D, i) d’une sous-suite de (T f), pour chaque f € Cy(D).

La croissance de la suite (p,,), , qui assure que les domaines D(E™) sont emboités
de fagon décroissante, permet de montrer que "E°( , ) = esup —E"(, ).

De cette convergence des (£, D(E")) et de la convergence faible de (1} f), , on
déduit la convergence forte dans L*(D,u) des résolvantes (R"f), vers R®f . puis
la convergence forte dans L*(D,u) de (T f), vers T7f . Ceci assure que la suite
(Q")nen+ a une unique valeur d’adhérence, donc qu’elle est convergente, et que sa
limite est markovienne de semi-groupe 7.

2.4.1 La tension de (Q"),en

Proposition 2.4.1 Pour chaque T' > 0, la suite (Q"),en+ est une suite tendue de

probabilités sur C([0,T], D) et chacune de ses valeurs d’adhérences Q¥ est réversible
de mesure .

Preuve: On pose X; = Xr_,

t
Nr = Xt_Xo_/ (M) (X,) ds
0 2pnp

ot N = z—x—/j(M) (X,) ds



1 —n ——n
Un calcul rapide donne : X; = X, + 3 (Ntn + Nyp_y — NT)

Pour montrer que (Q"),en+ est tendue, il suffit donc de montrer que la
suite des lois de (Xo, N”,Wn) sous ()" est tendue .

e La suite des lois de X, sous Q™ est (y,),en+ qui est tendue car elle
converge en variation vers f .

o N7 est une Q"-martingale de carré intégrable pour chaque n donc

d’apres le th 6.4.13 de [JS8T7] la suite des lois de N™ sous Q" est
tendue des que celle des lois de » <(N”)Z> = Z/ a;i(Xs) ds sous
(Q") Dest. Z Z

On utilise le th 8.2 de [Bil69] :

¢
it / Z a;i(X;) ds est continue Q"-p.s. car a est bornée.

(N, =0
* ¥p,e>0 J6€]0,1] dn, e N* /
¢
Yn<n, Q" ( sup / Zaﬁ(Xu) du

|t—s|<§
(il suffit de prendre 6 = W)

26)<77

Donc la suite des lois de f(f S aii(Xs) ds sous Q" est tendue et celle
des lois de N™ aussi.

e Puisque Q" est réversible , N est une Q"-martingale pour la filtra-
tion rétrograde de processus croissant [ «a (Ys) ds, donc le méme

. . . e
raisonnement assure que la suite des lois de N sous Q)" est tendue.

Un produit d’ensembles relativement compacts étant relativement com-
pact, la suite des lois de (XO, N”,Nn) sous (Q™) est tendue, donc (Q"),en=
Iest.
Notons Q% la limite d’une sous-suite (Q"¥)); de (Q"),.
La projection 7, : C([0,T],IRY) — TR? est continue
r — 1y
v.a. -1 : n(k -1 :
done Q"% or, " = lim @ ®ont = iy = p

donc la loi de X; sous Q" est u pour tout ¢ € [0,71].

De méme, la continuité des ¢, .., : @ — (24, -, ¢,) pour tout j € IN
et tout ty,---,t; € [0,77), jointe a la réversibilité de ™, entraine que Q"
est réversible.

|

Corollaire 2.4.2 Puisque la suite (Q"),en+ est tendue sur C([0,1], D) pour tout 1" >

0, elle est relativement compacte sur C([0,1], D) pour tout T' > 0, donc relativement
compacte sur C([0,+oc[, D).



2.4.2 Convergence des (£",D(E")) vers (£°,D(E%))

Pour chaque x de D, (p,(x)), est une suite croissante, donc la suite des L*(D, u,)
est décroissante.
Sim<netfeC*D):

| 1
— [ Y aVfdu, < —/ Y/ .aVf du,
D

Ym JD Tn

(]() C
)m 771

(Rappelons que EX(f, ) = €"(f, f) + &l fll12(p,,.,)

Sim<netfeDE"):

Comme f € L*(D, ), f € L*(D, ) et  est limite pour la norme /& d’'une
suite (fi)ren de fonctions de C*(D) .

D’apres I'inégalité précédente, f est aussi limite pour la norme /& de la méme
suite (fx)ren , donc f € D(E™) .

Par conséquent :

Ym <neIN* DE")C DE™)
Ve D(E) 716%2 f) < jsw, 5

m

et ceci permet de montrer que :

Proposition 2.4.3 (£°,D(E?)) est la limite des (£, D(E™)) en le sens suivant :

D<ss>={feL2<D,u>m N \DE) sgp%gn(f,f)<+w}

nelN*

1

YIEDE) E(f ) =ecomp €[ f) = lim S E(f.])

n ka3

. 1 . .
Preuve: La croissance p.s. des p, vers — et le théoreme de Beppo-Levi permettent
e

d’écrire que :

1
—/ oV fI* dp =/ oV f*(sup pa)p de = sup/ oV fI* dp
e JD D n n JD

d’ou le résultat énonce.



2.4.3 Convergence des ()" vers ()°

Le but de cette section, inspirée de [Che93], est de démontrer que la suite (Q"),
approxime bien ()*. Plus exactement :

Proposition 2.4.4 La suite (Q"),en+ converge étroitement vers la probabilité ()°
associce a (E°,D(E?)).

Pour démontrer ce résultat, on va étudier toutes les valeurs d’adhérences de la
suite relativement compacte (Q"),, et constater qu’elles sont égales.

On choisit une de ces valeurs d’adhérences et on la note V. Pour simplifier
les notations, on appelle encore ("), la sous-suite qui converge vers Q% et (1), ,
(R™),, les sous-suites de semi-groupes et de résolvantes correspondantes.

Etablissons d’abord les lemmes suivants, dans lesquels f désigne une fonction
bornée surD fixée.

Lemme 2.4.5 Vt € Rt TPf ———— TP f faiblement dans L*(D, u)

n—-+o00
ou Ty f(z) = B9 (f(X})|X, = x) est définie p-p.s. (car Q" est pu-stationnaire,
cf proposition 2.4.1)

Preuve: Tout d’abord, si f € Cy(D), la convergence en variations de p, vers u et
la convergence étroite de Q" vers QU* impliquent que :

Vie Rt Vge (D)
\pg TV f dp— [pg T f dul

<[ o Tof dl = ) + B (o(X)1(X0) = B (g(X)£(X0)]

gl [ dlin =l 4 B2 (90X F(X0) = B2 (9(X,)F (X))

% 0
n— 400

D’autre part, si f est bornée ( continue ou non ), on peut trouver une
suite (fx)r de fonctions Cy(D) uniformément bornées par || f||_ telle que
(fr)r converge dans L*(D, ) vers f. Pour t € RY et g € Cy(D) :

[atesdu= [ g1ies dyl
D D

<|[ometr =g an|+ | [ o 100 = 50 dn| +| [ g (12 o = T2 1) d

Le premier terme du membre de droite peut étre majoré par

. T .
190l ClLN s /den =l N9l — I = Fllza g,



et le second par [lg||, [f = fell;2(p,,) donc on peut trouver un k assez

Lot du= [ g10vs dn
D D

grand, puis un n assez grand dépendant de k, pour que

soit aussi petit qu’on veut.

Le résultat s’en déduit par densité de Cy(D) dans L2(D, u). B

Lemme 2.4.6 Ya >0 R"f converge faiblement dans L*(D,u) et on appelle RV* f
sa limite.

Preuve: On sait que

+o00
Rgf:/ e~ TR f dl € D(E)
1B 2oy < 122,

et Vg S LQ(DMM) 52 (Rgfag) = (fagv)LZ(D,un)

Soit g € L*(D, )

+oo
[orsde = [ [7gmrsetdrdy
D D Jo

+oo
= / efat/ g 1) f dp dt
0 D

et puisque 717" f converge faiblement dans L*( D, u) vers 1/ f :

“+oo
vge L'(D.p) [ g Rif dp ——— [ et [ g1yesduar

n——4oo °

De plus, comme

/ _at/ g T fdu dt‘ HfHL2(D,u)HgHL2(D,M) Iopérateur

g — / / g TP f dp dt est linéaire continu sur L*(D, u) et grice

au théoreme de représentation de Riesz, on a :

+co
RS € (Do) | Vo€ LA Da) [ g R fdp= [ e [ g T g dyde

]

et [[Ry" fll oo < leH,;z(Dw. On a alors :

R'f ——————— RU™f faiblement dans L*(D, )

n—+oco

Lemme 2.4.7 YVa >0 RJ“f=Rf



Preuve: Montrons d’abord que R2*f € D(E°). Sij<k<leIN":
)

<
R f e D(EF) c D(&7) et R f € D(E') € D(E7) don
& (R.f— RLf,BLf — RES)

< (&h (RLRLF) — 285 (RLSREF) + €5 (REFREF))

Vi
< %(fa Rlaf’)]ﬂ(D,M) B Q%OC’ Rlo‘f’)l'ﬁ(D,uk) + 7_Z<f kf )L2 Doux)
<% ((f, BT iy = 20 B g (5 )

1,
WM!W mmw+&-HM!W—MMm

_kl_+—> 0 d’apres le lemme 2.4.6

donc (R];f)k est une suite de Cauchy dans le Hilbert (D(gj), \/ 5&) Elle

converge donc dans D(E7) vers sa limite faible R f.
On en déduit que

Vj e IN* R"feDE)

et que

; V.a. V.. — k h
SR L R)) = lim & (RLSLRL)
Vi k
§2$§ @Rf%ww
Yoy k
< L
< T (W),
’Y o v.a. £
< zl(j,Ra F )12
< H L2(D,p)
D’ou le résultat :
RU [ € D(E°) et £ (R"™ [, R"™ ) __WZBDM




Montrons maintenant que R2* f = R f.
EL(RLS — Ry L RLf — Ry f)
= &L (RLF,RLE) = 280 (RLf, Ry f) + EL(RY™ fL RY™ )

< (LB iy = 2 RS ), + limin %5’5 (REf.REf)

L2(D,p; k—-4oo

< (L BLL) oy = 20U B E )y + I = g1

—I—E lim inf
e k—+co

1
(S REE) oy + I = sl

- 0

d’ou on déduit que si g € D(E?) :

) € j v.a. v.a.
52 (Rgafvg) = lim —& (Ra fag) + OJ(RQ fvgv )L2(D,M])

g4
—a /D(RZ'“'f) g (vjpip — p) dx

= lim & (R;"f.9)

J—+0o0

= lim & (R.f9)

J—+o0

= lim (f7g7)L2(D7MJ)

= (f.9, )L2(D7M)

= & (R f.9)

ce qui prouve que

|

Lemme 2.4.8 Pour dt-presque tout t de [0,T] T f — Tef fortement
dans L*(D, )

Preuve: On appelle £ une partie dénombrable dense de L*( D, ). D’apres le lemme
précédent, on a

+o0 too
Va>0 Ygerl / e—af/ g T f dy di = / e—af/ g T*f du di
o D o D



donc pour chaque fonction g de £ on peut trouver un borélien de mesure de
Lebesgue 2T dans [0, 27'] tel que si ¢ appartient a ce borélien [, g T7* f dp =
Jpg T f dp. Lintersection H'; de ces boréliens est encore de mesure de

Lebesgue 21" dans [0,21'] et vérifie :

Vi € Hlf \V’g € L (gv Ttu.a.fv )L2(D7;L) = (gv Ttsfv )L2(D,u)

donc vVt € Hy Tf*f=T:f p—p.s.
On note Hy = H N %H’f Grace au lemme 2.4.5, pour ¢ dans H; on a

lim / (T7f)? dy = lim /D FT0f dp

n—+oo Jp n—+00o
= [ rmes dp
D
= Tsf d
/Df e dp

_ [
donc 17} f converge fortement dans L*(D, u) vers 17 f pour t dans H;. [

Remarque 2.4.9 : Quitte a remplacer Hy, dans la preuve qui précede, par 'intersection
des H, pour g dans une partie dénombrable dense de L>(D, u), on peut considérer
que H;y est indépendant de f.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 2.4.4.

Preuve: On note H le complémentaire d’un négligeable de [0,7] qui vérifie :

2
VieH Yfeo(D) Trf _L—E% 15 f
Fixons 0 < t; < ... <t < T et fi,fo,..., fr € C(D). On notera
S; = ti—l—l — t,'.
Si tous les s; appartiennent a H :

E? (fi(Xyy) (X)) . fe(Xy))

= lim E® (fi(Xy) f2(X0) .o fr(X4))

n— 400

= lim [ AT (f TG S T () ) de

n—-+0o
= [ AT (BT S T () ) de

a cause de la convergence forte L? des Ty fi vers les T} fi.

Si les s; ne sont pas éléments de H, ils sont limites d’une suite d’éléments
de H. Comme X est p.s. continu sous QV%, comme les f; sont continues
bornées sur D, et comme (77); est fortement continu, le résultat précédent
est encore vrai.



Donc Q¥* = @°, puisque ()° est définie par
B9 (RN FoXa) o X)) = [ R (B TS fi T, () ) dn

Puisque toutes les valeurs d’adhérence Q" de la suite (Q"), sont égales
a Q?, (Q"), est convergente de limite Q°.

Remarque 2.4.10 : 1l ne semble pas possible de démontrer de facon probabiliste
la convergence de (Q"),, vers *. Dans [PW94], la démonstration de la convergence
forte des semi-groupes associés aux £" (pris en une fonction f et en un instant ?)
utilise le fait que les densités de transition des processus approximants convergent
dans L*(D, u) vers celle du processus limite. Mais cette convergence des densités de
transition découle de I'uniforme ellipticité de a sur tout compact de ). Une démarche
semblable ( ou l'utilisation de [LZ88] ) nous était interdite puisque nous n’avons pas
supposé 'uniforme ellipticité locale de a.

2.5 Décomposition en semi-martingale sous ()°

On suppose désormais qu’en plus de I'hypothese (H S P), 'hypothese suivante est

vérifiée :
(1) a@ est continue sur D
p
(HP W) et
(1) Ym € IN*  liminf |Vpnu| dp < 400
n JDAB(O,m)

ou B(0,m) désigne la boule de centre 0 et de rayon m.

Remarque 2.5.1 : La condition (H P W)(ii) est a peine plus faible que la condition
(62) qui apparait dans I’énoncé du th 6.1 de [PW94]. Dans la preuve de 6.1, la
condition (62) n’est d’ailleurs utilisée que sous sa forme (H P W)(ii). Une condition
suffisante pour que (H P W)(ii) soit vérifiée est que la frontiere de D soit de contenu
de Minkowski (d — 1)-dimensionnel supérieur dans D fini, i.e.

<
Vm e IN* lim sup de({x € D /| d(z,0D N B(0,m) < ¢})

e—0 &

(cf [PW94] remarque 6.2)

< 400

Notre but est de montrer que sous ces hypotheses, )° est la loi d’une semi-
martingale. Pour cela, nous allons suivre, en la modifiant quelque peu, la démarche
de [PW94]. Nous travaillons sur la réalisation canonique des processus, ce qui allege
certains points.

On se place sur 'espace QN = (C([O7 T, ]Rd))]N dont on note (X™),en la famille

des fonctions coordonnées. QN est muni de la filtration (ng)t . définie par FN =

6[07



o(X" n € IN,0 < u<t)et dela filtration rétrograde GN = (X", n € N, ¢t <u < T')
+00
(régularisées a droite et complétées). On met sur O la probabilité Q = ® Q", de
n=0
fagon a ce que les X" (w) = w,, soient indépendantes et de loi Q" sous Q.
Comme dans la démonstration de la proposition 2.4.1, on définit la martingale

I3
NP = Xr— X" —/ (M> (X7 ds
0 2p,p

de processus croissant [, a(X”) ds et la martingale

AT n n ¢ v apnp n
Ny, =Xp_, — X7 —/O (%) (X7_,) ds

de processus croissant [ a(X7}_,) ds. On sait alors que la suite (X", X7, N",Wn) est
tendue. Quitte a se restreindre a une sous-suite, qu’on note encore (X”, X, N™, Nn> ,
on peut considérer qu’elle converge en loi vers une limite (XZ,X(Z),NI,NI). On sait
alors que X' a pour loi * sous (). On note (ftl)
{ l l
Fi=0(X,,0<u<t)et (gt)te[oy

Montrons d’abord le résultat suivant :

la filtration définie par
te[0,77

7 la filtration rétrograde correspondante.

Lemme 2.5.2 Sous Q, N' est une (ff)t—martingale L? continue de processus crois-

sant [ a(X') ds. De méme, N est une (gtl)t-martingale L? continue de processus
croissant [ a(X!_ ) ds.

Preuve: (N"a7)ic[o,400) €5t une suite de martingales locales continues sur [0, +o0]

pour la filtration (ftﬂXT) -

Les (N™ A1) sont continus sur [0, 4+o00], nuls en 0 et uniformément bornés,

donc d’apres le théoreme 12 de [MZ84] ( voir aussi [LZ88] ) :

N! ;. est une martingale locale continue par rapport a sa filtration na-

turelle (J(NiAT, 0<u< t))
L a(X) ds.

. don processus croissant est <N.IAT> =
t€[0,+00]

Le fait que <N.ZAT> soit borné assure que la martingale locale N' est en
fait une martingale L? sur [0,7]. Pour terminer, il suffit donc de montrer

que N est (ftl) T]—adaptée.

telo,

On note (Dy ), une suite croissante d’ouverts relativement compacts de D

telle que Yk Dy C Dyyr et UpDy = D.

On décompose N! en :

1 1
N = / Iy, (X') dN! + / Tpe(X!) AN

X de processus croissant (N A7) = A a(X) ds.



et on vérifie que

g (‘/t T (X!) dN! 2)
Joc (/t Tpe (X!) Tr(a(XY) ds)

(a(z)) du(x) ds car X' a pour loi Q* sous Q.
tdall,, p(Dy)

- 0
k—4o0

IN

IN
0\“
3
~
=

IN

donc il existe une sous-suite (D})z de (D}, dépendant de ¢, telle que

/][Dt Yy dN! ———>O Q — p.s.

k—+o00

ce qui assure que

= lim / HDt DdAND Q —p.s.

k——4o00

Il suffit donc de montrer que pour chaque k € IN, [ 1p, (X!) dN! est
(ftl) o T]—adapté. Fixons k et choisissons u € C*(D) telle que u(z) = «

sur Dr. On note Du la dérivée de wu.

On utilise d’abord la formule d’It6 pour obtenir :

WX = u(X7) +/ Du(X") dN™,

+/D

et on cherche la limite en loi de chacun des termes de cette expression.

aVp,
2pn

) ds +/ Du (X7 ds(2.5.1)

D’apres le théoreme 2.2 de [KP91], la convergence en loi de (X", N™) vers
(XZ,NI) implique celle de (X”,N”,f;5 Du(X) dN”s) vers

1
(Xl, N, / Du(X!) de)

et donc

(w0, [ Du(xzy an",) —~— (u(XD. (X)), [ Du(xl) dn)

n—-—+oo

V. . , .
D’autre part, comme Du z(ap) est continue bornée sur RY, la fonction
p
C([0,7],RY) — IR est continue et par conséquent
t V.
r — / Du (ap)(xs) ds
0 2p

(X1 ds

1 t
/ D V.(ap) (X7) ds - Du V.(ap)
. 2 ntoo o 2



Enfin, la majoration

aVp,
2pn

1) -

/ (D el 15)) (X7) ds

t[Dul| el LIVl 1
< : 7 exp(-——r)
2n (infa 9) infa 6

aVp,
2pn

t
ou A est le support de u, permet d’affirmer que le terme/ Du (X)) ds
converge ()-p.s. vers 0, et donc converge en loi vers 0.

On peut donc passer a la limite dans (2.5.1), et on obtient

u(X;):u(XgH/:Du( )le+/ Du Z(ZP)(XS) ds

D’olt on conclut que le processus [ Du(X!) dN", est (FZ) -adapté.

te[0,71]

Comme

/‘Hpk ) dN! = /)HDk Y Du(X!) N,

le processus / Ip, (X!) dN! est également (Ff)

mine la preuve pour N'.

te[o,T]_adaptea ce qui ter-

Le résultat énoncé pour N s’obtient par le méme raisonnement, en rem-
plagant partout F; par G; et X! par XI_,.

On montre ensuite que X' est une semi-martingale sous Q.

Lemme 2.5.3 Il existe un processus a variation bornée V', (ftl)t-adapté et continu,
tel que :

X=X 4 N/

1
Vg(ap) (XY ds+ V! Yte[0,T] Q- p.s. (2.5.2)
o P

Preuve: Pour m € IN*, on se donne u € C*(IRY) telle que u(x) = z sur B(0,m) et
supp v C B(0,m 4+ 1). On procede de fagon analogue a la démonstration
du lemme 2.5.2, en étudiant la convergence en loi de chacun des termes de
I’expression :

W(XP) = u(X?) /ADu ) dN™,

+/D

On peut a nouveau utiliser le théoreme 2.2 de [KP91] qui assure que :

aVp,
Pn

) ds +/ Du (X7) ds(2.5.3)

n—+oco

(u(Xt“),u(Xo”),/:Du(X:) dN”s) s (u(th),u(Xé),/otl)u(Xl) dN!



Vp . — .
Comme a, V.a et a— sont supposées continues bornées sur D, la fonction

C(0,1,D) — R est continue, donc
v — [P Du T (2) ds

1 i
/ Du V‘Z(“p) (X") ds —=— [ Du W(Xi) ds
0 P

Il reste a montrer que le dernier terme de (2.5.3) converge en loi vers un
processus a variation bornée. Or ce terme vérifie :

t \%
Vt>0 sup K9 (/ Du L0 (X7 ds)
t
= n Du aVp, d
Sup 5 /DnB(o,m+1>| u aVp,|(z) p(x) dv
t
< _ P r P
< LiDul s [ Sl ) ple) de

L’hypothese (H P W)(ii) implique qu’il existe une partie infinie I de IN*

telle que sup/ |Vl (2) p(x) de < 4o00. 1l existe donc une sous-
nel JDNB(0,m+1)
) ) t aVp,, . . ) , ,
suite de la suite / Du (X)) ds qui est uniformément bornée
0 n nelN*

en espérance et qui, d’apres [MZ84] corollaire 9, converge en loi vers un
processuis a variation bornée V4™ qui vérifie

t t
B9 ([ avir]) < S 1pulflallosup Vpul (2) pla) dar < +oc

1 /DNB(0,m+1)

Pour ()-presque tout w, on a donc : Vit € [0, 7]

(X! +/ Du(X dN’—i-/ Du ép)(Xg) ds + Vi
14

Comme u(z) = z sur B(0,m), en notant 7,, = inf{t >0 / |X}| > m},
on obtient :

tATHm t/\Tm
u(Xh,) = u(x) + [ ant+ [

Ceci étant vrai pour tout m € IN*, on peut faire tendre m vers +o00. 7,

X!y ds + V3T

tend alors vers 4+o0c et on a :
LAV
X' = x! 4 N +/ #(Xg) ds +V} Yte[0,T] Q—p.s. (2.5.4)
o 2p

ot V! est définie en utilisant la consistance de la suite (Vﬁ(Tm) . Vm €

IN* V.iw = V,\Tm Q —p.s..



Le processus V' est & variation bornée par construction, et continu (ff)t—
adapté d’apres (2.5.4)
|

Remarque 2.5.4 : 51 D est un ouvert borné, on peut trouver une constante Cj,,
indépendante de m telle que :

1
Vi e N L [[Dull_Jlall, 7 sup Vpal (2) pl) di < Cup < +00
2 nel JDAB(0,m+1)

Le processus limite V"™ vérifie alors :

t t
g ([1av)) = SEe ([ 1V, )

tCoup > Q(Tme1 <t < 7)) <t Oy < +00

N

D’apres le lemme 2.5.3, X' est une semi-martingale sous (). Notre but étant de
montrer que le processus canonique X sur Q = C([0,7],IR?) est une semi-martingale
sous (°, il nous faut "transporter” les résultats précédents par "application :

XU (N (FN) ) — (9,(F),)

w — X'(w)

On sait que Q° = Q o (X)L,
Comme N'! et V! sont (fg)t—adaptés sur QN il existe des processus N et V sur
Q) tels que pour tout t € [0,7] :

N(XY) =N et ViXH =V Q—ps.

De plus, puisque les trajectoires t — N;(X') sont Q-p.s. continues, les trajectoires
t — N; le sont )°-p.s. Le processus N, et de méme le processus V', sont donc des
processus continus.
V est a variation bornée Q° — p.s. puisque V' lest Q — p.s..
Enfin,sionfixe 0 < sy <+ <5, <s<t<1let fl,...,kaCb(IRd) :

B (Ne (X)) foXos) o fu(Xo)) = B9 (N(XD) (XL Fo(XE) - ful X))
= B9 (B9 (NIFL) Fi(XL) ROXL) - X))
= B2 (N(X) ACKL) f(X) (X))

= E9(N, fi(Xy) fo(Xs) . (X))

donc N est une martingale locale sous )°.
Comme, de méme, N? — [ a(X,) ds est une martingale locale sous Q°, N est en
fait une martingale L? de processus croissant [ a(X;) ds.



Légalité (2.5.2) se traduit alors immédiatement par
A
X = X0+Nt+/ @(Xs) ds +V; Vte[0,T] Q° —p.s.
° P

ce qui prouve que X est une semi-martingale sous ()°.

Remarque 2.5.5 : Si D est un ouvert borné, d’apres la remarque 2.5.4 on a :

1 1
B (/ |dV5|) e (/ |dv,j|> < +oo

X est alors une Q°-quasi-martingale au sens de [CFW93] prop 1.1. En prenant o = Id
et p =1 (qui vérifient (H P W)(i)), on voit que le brownien réfléchi dans D est une
quasi-martingale. Le th 1.1 de [CFW93] permet d’en déduire que D est un ensemble
de Caccioppoli fort, i. e.

20>0 /| VYge H(D)NG(D) Yie {1, d} /Dax

dg
- dx < Cllgl|

Donc tout ouvert borné qui vérifie (HPW)(ii) est un ensemble de Caccioppoli fort.

2.6 Etude du terme de réflexion

On cherche ici a identifier la facon dont la diffusion réfléchie réversible de loi () se
réfléchit au bord de I’ouvert D. Dans le cas ou le bord de D est lisse (au moins C*) et
non caractéristique, cette réflexion est conormale, c’est-a-dire que la mesure de Revuz
associée au terme de réflexion est arni p da, ou 7 est la normale intérieure au bord de
D et a la mesure de surface sur le bord de D. Dans le cas ou le bord de D n’est plus
lisse, mais vérifie les hypotheses sous lesquelles Chen a construit le brownien réfléchi
dans D (cf [Che93]), on veut montrer que ceci est toujours vrai, a condition de définir
1 do comme la mesure de Revuz du brownien réfléchi dans D.

Rappelons d’abord la facon dont Chen construit la normale et la mesure sur le
bord de D a partir du brownien réfléchi.

2.6.1 Rappel des résultats de Chen

On fait sur D les hypotheses suivantes :

D est borné et il existe une suite croissante (Dy)y, d’ouverts relative-
ment compacts a bords C* telle que Yk Dy C Dyyq, UrDy = D et
supy ax(0Dy) < +oo ot ay est la mesure de surface sur le bord 0Dy,
de Dk

(HC)

Remarque 2.6.1 : Une condition suffisante pour qu’une telle suite (Dy); existe
est que I'hypothese de contenu de Minkowski énoncée a la section 2.5 ( remarque
2.5.1 ) soit vérifiée (cf [Che93] lemme 2.5). Une condition nécessaire est que D soit
un ensemble de Caccioppoli fort (cf [CFW93] th 5.1).



On definit sur D la forme de Dirichlet
{ D(H) = HI(D)
1 2
V€ D(H) W) =5 [ IV da

qui est locale mais non réguliere sur D.

D’apres [Che93] section 3, il existe une compactification D de D sur laquelle
(H,D(H)) est réguliere. Plus exactement, D est un compact dont D est un ouvert
dense, la topologie de D induit sur D la topologie euclidienne, et on étend la mesure
de Lebesgue & D en posant :

Pour tout A borélien de D de(A) :=dx(AND)

On peut ainsi identifier L*(D, dx) et L*(D,dz). (H,D(H)), construite sur L*(D, dz),
est alors définie sur L2(D, dz), on dit qu’on a défini (H, D(H)) sur D. La compacti-
fication D est choisie pour que (H, D(H)) soit réguliere sur D.

De plus on peut choisir D pour que pour chaque i € {1,---,d}, la fonction de D
dans IR # — =; se prolonge & D de facon continue. On note x* ce prolongement. La
fonction 7 := (7', ---, 7%) envoie D sur D et 9D sur 9D (excepté un ensemble de 9D
de H-capacité nulle).

On note (Q, (F), W, (Pl’)xef)) la diffusion réfléchie réversible associée a (H, D(H))
(voir dans [Fuk80] la correspondance entre diffusion réfléchie réversible et forme de
Dirichlet réguliere locale).

Sous les hypotheses (HC), la suite des mesures vectorielles (7 day)g, ou iy est
la normale intérieure au bord de Dy, converge faiblement vers une mesure nda, ou
a est une mesure scalaire positive portée par le bord de D et i un vecteur unitaire
défini a-p.p. sur dD.

Le brownien réfléchi W = 7 o W dans D admet alors la décomposition suivante

(cf [Che93] th 44 ):
t ~
W, =W, + B, +/ RW)dL, Vi>0 P,—p.s.

pour tout « de D (hors d’un ensemble de 9D de H-capacité nulle) ou B est une mar-
tingale fonctionnelle additive (en abrégé MAF) brownienne de W et L la fonctionnelle
additive continue positive (en abrégé PCAF) de W associée a la mesure réguliere ta
(cf [Fuk80] chap 5).

Enfin, la "normale intérieure 77 définie par le brownien réfléchi” vérifie la formule
de Green (cf [Che93] th 4.5) :
Vf,ge H(D)NL>(D) | Vge H(D)nL>(D)

[ F@)Ag(@) da+ [ Vi(@).Vg(a) de = = [ f(a) Vgla).ila) dala)

Remarque 2.6.2 : 11 n’y a pas nécessairement unicité de la compactification D qui
rend (H, D(H)) réguliere. Mais ce qui suit est valable pour toute compactification D
ayant les propriétés énoncées précédemment.



2.6.2 La famille fortement markovienne associée & (£°,D(&?))

On veut décomposer la diffusion réfléchie associée a (£°, D(E?)) en utilisant 7. 11 faut
pour cela que (£, D(E*)) soit réguliere sur D. On fait donc ici, outre les hypotheses
(HS P)et (HP W), 'hypothese (H C) qui assure 'existence de i et 'hypothese
suivante sous laquelle (€%, D(E?)) est réguliere sur D:

(HR)  HYD) est dense dans H(D, pu,au)

(cf la section 2.7 pour une étude détaillée de cette hypothese)

Puisque la forme (£°,D(E?)) est réguliere, locale, et a la propriété supplémentaire :
Yu,v € D(E°) | w,v asupports compacts

v constant sur un voisinage de supp (u) = £°(u,v) =0

on sait qu'il existe une famille (Q*7) . 5 fortement markovienne et y-réversible sur (C([O, T, D), (ft)t) ,
ou (ﬁt)te[O,T] est la filtration (régularisée a droite et complétée) donnée par le proces-

sus canonique X sur C([0,T], D), telle que :

Vf e L*D,pu) bornée B9 (f(f(t)) =T7f(x) p—p.s.
()? est alors par construction I'image de Q** = /~ Q" du(x) par 7.
D

Proposition 2.6.3 Pour £ -quasi tout « de D
+oo ~
Q (/ I,5(X,) ds > 0) =0

Preuve: (cf preuve du lemme 3.1 de [Che93])

s,z too ~
Posons 0(z) = K% (/ I, 5(X5) ds).

[ 0w dutey = B ([ np0%0) ds) = [T [ (o) dut)ds = 0

D

donc 0 =0 p — p.s.sur D.

6 est une fonction 0-excessive (i. e. Ty < 0 et Ti0(x) — 6O(x) quand
t — 0 pour tout x € D) donc d’apres [BG68] prop 11 4.2 elle est finement
continue sur D. On en déduit (cf [Fuk80] lemme 4.2.4) que @ est nulle
£5-quasi partout sur D. Ceci implique le résultat annoncé, puisque une
fonction positive d’espérance nulle est nulle p.p.. B

2.6.3 La décomposition en fonctionnelles additives

Fixons 2 € {1,---,d}.
La fonction 7' est continue sur D et vérifie 7'(z) = z; et Vri(z) = (9;7° =
8ij)1<j<a sur D. On a supposé ici D borné, donc 7' est bornée et 7 € H(D, p, ap).



On peut alors utiliser [Fuk80], sections 5.1 et 5.2, pour décomposer la fonctionnelle
additive ' o o
Ay =7'(Xy) — 7(X)
D’apres [Fuk80] th 5.2.2 , A' se décompose de facon unique en
A=M+U
ot M’ est une martingale fonctionnelle additive (cf [Fuk80] chap 5.2 II) et U* une
fonctionnelle additive continue d’énergie nulle (cf [Fuk80] chap 5.2 111).
C([0, +o0[, D) — C([0, +oc, D)
(t—Xy) — (t—7(Xy)

tinue sur C([0, +00[, D) et injective sur I'ensemble

La fonction , qu’on note encore 7, est con-

{XEC([OJrooD / /+°O (X)) 0}

qui est de probabilité 1 sous Q**. Il est donc licite de définir M et U  Q*-p.s. sur
([0, +ool, D) par

Mi(r(X)) = M(X) et Or(X)) = U(X)

Par un raisonnement identique a celui qui permet de passer de (N, V') & (N, V)
(cf fin de la section 2.5), on vérifie que M est une ()°-martingale et que la variation
quadratique de U sous Q° est égale & celle de U sous Q**, qui est nulle puisque U est
d’énergie nulle (d’apres [Fuk80] (5.2.10)).

Comme

(r(X)), = (x(X)), = Mu(x(X)) + U(x(X)) Vi€ [0,400] Q™ —pus
on a la décomposition :
X — X, = M(X)+U(X) Vte[0,400] Q°—p.s.

ce qui, en identifiant avec la décomposition en semi-martingale obtenue & la section
2.5, donne :

M(X)+ U(X) =N, + /t %}‘J‘m()@) ds +V, Yte[0,T] Q° —p.s.

Le terme / @(XS) ds+V est a variation bornée, donc de variation quadratique
o 2p
nulle. La martingale

~N= / 2p ) ds+V — (X)

est de variation quadratique nulle, donc elle est nulle.
En utilisant la remarque 2.5.5, on en déduit que :

s (T
VI >0 B9 (/ |dU5|) E? / |dU3|>

— E9° /OTM

2p
< 4o

(X5)

T
ds+ [ |st|)



2.6.4 Les termes a variation bornée

Une fonctionnelle additive F' qui est & variation bornée au sens usuel ( i.e. [7 |dF,| <
+oo VI'>0 (> — p.s. ) est a variation bornée au sens de [Fuk80] p 143 :
Il existe un borélien N' de D U {A} de capacité nulle tel que

Vee DU{A} =N Q* (s — F, & variation bornée sur [0,7] VY1 > 0) =1

Justification :
On note Ft = ['|dF,| la variation totale de F sur [0,7] et on pose : #(z) =

Q5" (Elt >0 / FF = —}—oo) La fonction 8 vérifie

/D 0e) dp(a) = Q* (3t >0 | I = 4o0) =0

puisque F' est a variation bornée au sens usuel. On en déduit que § =0 p — p.s.
sur D. Comme 6 est une fonction 0-excessive, donc finement continue, elle est nulle
E?-quasi partout sur D.

U* est a variation bornée au sens usuel, donc a variation bornée au sens de [Fuk80].
Il existe donc une mesure réguliere signée ;i associée a U'. Elle est somme des deux
mesures régulieres signées py: et g associée aux fonctionnelles additives a variation

bornée J' = / Z 9i( a”p) )) ds et K' = U — Ji.

La mesure HJl est facﬂe a identifier. Elle vérifie par définition :
Yt >0 V[, h boréliennes positives sur D

IS ( [k 2 2 k) ds) ) du(w) = [ T3h f g ds

;o

En prenant h =1, et donc T?h = 1 puisque la diffusion de loi )** est conservative,
on obtient : .
Vit >0 V[ borélienne positive sur D

LSy = ( I <“”p)<w<5<s>> ds)
_ t/ f Z a”p

donc dpyi = Z %};}p) du.
J

: : dj(aq y
Pour déterminer la mesure réguliere dug: = dugi — M dy associée au

; 2p
j
terme de réflexion K*, il suffit donc d’identifier yg:.



2.6.5 Identification de la mesure de Revuz

On utilise pour cela le lemme 2.2 de [Che93]. Puisque E?° (fol |dU§|) < 400, on sait

(D) < 400 et donc

que |
VS eDE)NLD) &) =~ [ f du

On en déduit que

VfeDE )N L=(D)
: di(ayp)
duge = —&(r', —/ Gi\AGP) 1 g
/Df/u (=, f) DZ]: 5, |
1
= _5/172% p Oif + 0i(aij p) [ dz
J
1
- _Z d:-(a; d
? X st p £) do
= ——Z/ Vi N(a; p f) dx
27 Jp
et on utilise la formule de Green établie par Chen (cf [Che93] th 4.5) : La fonction
7/ et sa dérivée sont H'(D) bornée. a;; et p sont H'(D) bornée, donc si f l'est aussi

le produit a;; p f est H'(D) borné. On a alors :
Vfe HY (D)n L>(D)

1 ,
/Df A = _52/[)% p f Vi (=) da
1 J
= 5/13pr% (17); da
1 J
= §/Df(aﬁ)¢pdoz

Ceci est vrai en particulier pour [ € C(D) N H'(D), et donc par densité pour toute
f € C(D), puisque (H,D(H)) est réguliere. Par conséquent

1
dpger = 5((“7)2'29 dox

2.6.6 Conclusion

Le résultat précédent étant vrai pour chaque: € {1,---,d}, la diffusion réfléchie F()N()
a valeurs dans ) admet la décomposition suivante :

(%) = 7 + 20() + [ A

(7(X,)) ds + K,(X) Yte[0,T] Q°F —p.s.
pour E*-quasi-tout x de D

ol M(X) est une Q**-martingale L? de processus croissant / a(m(X,)) ds et K(X)

une fonctionnelle additive a variation bornée de mesure réguliere associée 3 an p do.



Le fait que % aii p do soit portée par le bord de D assure que K.(f() vérifie
~ t ~
K(X) = / g cop dK(X) VHE[0,T] Q™ —p.s.

pour E£*-quasi-tout x de D.

2.7 Des cas ou H'(D) est dense dans H(D, i, ap)

La décomposition précédente a été obtenue sous ’hypothese :
(HR)  HYD) est dense dans H(D, pu,ap)
Avant tout, il y a lieu de faire quelques remarques sur cette hypothese :

Remarque 2.7.1 : Il 'y a certains cas ou il est immédiat que (H R) est vérifiée. Par
exemple si D = IR? ou si ap décroit tres vite au bord de D, (H R) est vraie (cf lemme
2.2.4). 1l est immédiat aussi que (H R) est vraie si a est uniformément elliptique et
p uniformément minorée par une constante strictement positive (et méme, d’apres la
proposition 2.7.3, I'hypothese ”p uniformément minorée” est inutile ici).

Remarque 2.7.2 : Dans approximation par pénalisation et ’approximation par
I’intérieur (pour le cas a localement uniformément elliptique) présentées dans [PW94],
I'identification de la forme de Dirichlet (éventuellement non réguliere) associée au

processus limite est obtenue sous I'hypothese (cf [PW94] th 3.9 (A4) et rem 4.6) :

{fi, | £ € L=(RY. V€ L=(IR%). f & support compact }
est dense dans D(E) pour || ||p(e)

Cette hypothese implique que (H R) est vérifiée.

Nous présentons ici quelques cas ou nous savons montrer que (H R) est vraie.

Précisons d’abord que I'on peut se ramener au cas ou u est la mesure de Lebesgue
sur D :

Proposition 2.7.3 Si p € CH(D), p > 0 sur D et si p vérifie la condition d’énergie
finte, alors H(D,dx,adx) est dense dans H(D, p,apu).

Cette proposition signifie que si (H R) est vraie avec p = dz, elle est vraie avec
une probabilité 1 quelconque (vérifiant (H S P)).

Preuve: On fixe u € H(D, p,ap). 1l n’est pas restrictif de supposer que ||u]|_ <
+o00 puisque les fonctions bornées sont denses dans H(D,p,ap). On
cherche une suite (u,), d’éléments de H(D,dx,adx) vérifiant

ltn =l (a0 p———

On définit 1, : RT — [0, 1] par :
()

n(x)
Yn(x)

0 size (0,27
2 — 1 siwe 270,27
1 six € [2_”“, —|—OO[



et on approche u par la fonction :

un = Pu(y/p) u

On a alors :

Vuy, = Pu(y/p) Vu+ 2" Tg-ng pca-nt) u Vb
<Vp< 2./p

et il faut montrer que :

l.Vne N wu, € H(D,dz,adz)

2 un = w2y~ 0

3. loVu, —oVullpep,y ———— 0

n——4oo

Démontrons-le :

1. Puisque u € L*(D, u) :

2 P
/D ul dx < /D (]I(\/Z_)>2—n) u) dx < /D 52 u? dr < 400

D’autre part, puisque u € H(D, p,ap) et p vérifie la condition d’énergie

finie :

/D oVu,|? de < z/D [ psamn) oVul? dx+2/Dz?n ]| >

|0&|2 dx

2V

2 2 x 22 \Y

< o [ ploVuf de lull%, [ lo=L2 p da
227 Jp 4 D P

< 4+

Donc u,, € H(D,dx,adz) pour tout n € IN.

2 [(w—uwpde = [t (1= (V) p da

n—+00
donc u, converge vers u dans L*(D, u).

3. / loVu — oVu,|* p da
D
< 2 [ (1= vuyp)? oVl p de
D

Vp
2/ 22" {(gn “nt1 2 lo——=*d
+ . (27n<ypL2TnAl) P U |02\/]—)| t

IN

Z/D Tioc spca—rtry [oVul? p da
2
4

——— 0 par convergence dominée

" o—2n Vp
+— 22 2 2n+2 HquO/DI[(O<\/Z—j<2—n+1) |0'?|2 P dz

qui tend vers 0 par convergence dominée, donc cVu,, tend vers cVu

dans L*(D, ).

Ceci prouve que H(D,dz,adx) est dense dans H(D, p, apu).
|



On utilisera également le résultat de densité suivant :

Proposition 2.7.4 On note
HSB(D,p,ap)={f € HD,pu,ap) | IneIN" [ f=0surB(0,n)}

ot B(0,n)° est le complémentaire de la boule de centre 0 et de rayon n.
HSB(D, p,ap) est un sous-espace dense de H(D, pi, apu).

Preuve: On fixe f € C=(IR?) telle que Ipw1) < f < Iy et on pose f.(x) =
f(ex) pour tout € > 0. La fonction f. vérifie : ]IB(O,l) < f. < ]IB(07g) et
Viz)=eVf(ex).

Soit w € H(D, p,ap). On note u.(x) = fo(x) u(x). Si u est bornée, u. a
la méme borne. De plus, u. tend vers u dans H(D, p,apu) quand & tend
vers 0 :

2
Hu - uEHH(D,/,L,aM)

- Hu - uf”?{(DﬁB(O,;l)c,u,au)

2 2
S EHUHH(DOB(O,EA)CJMEM) DOB(O,%)C u p dx
1 S all VA% v pde+4 [ JoVuf pde
DNB(0,1)¢ DnB(0,2)¢
0—> 0

Comme u, € HSB(D, p,ap), ceci prouve que HSB(D, u,au) est dense
dans H(D, p,ap).

Proposition 2.7.5 Si D est un domaine de R (i.e. sid = 1) et si le bord de
Uensemble ou o s’annule est négligeable pour la mesure de Lebesque (i.e. sidx(0(o =

0)) =0) alors H* (D) est dense dans H(D,u,ap).

Preuve: En dimension 1, on peut supposer que s > 0 en prenant o = /a = |o|. La
fonction o peut alors n’étre plus C} (D), mais elle reste bornée a dérivée
p.p- bornée (i.e. Wh>(D) ).

D’apres les propositions précédentes, il suffit de montrer que H'(D) est

dense dans HSB(D,dx,adx).

Pour cela, on va utiliser la suite régularisante (.J. ). définie lors de la démon-
stration du théoreme 2.2.8, et une suite croissante (¢, ),, de fonctions C* a
supports compacts dans l'intérieur de {o = 0}, qui tend presque surement

vers la fonction caractéristique de 'intérieur de {o = 0} : ]I{ 0y
o=0

On se donne une fonction v de H(D,dx,a dx) a support borné et on définit
pour € > 0,7 > 0 et n € IN* la fonction approchée :

1

U—H(UU) + (Je x u)ipy

Ue,nn =



Puisque u € H(D,dz,adz) et o € C}, la fonction (ou) appartient & H*(D)
et a pour dérivée (au sens des distributions) oVu +uVe. Par conséquent,
Usyn € HY(D) et a pour dérivée :

Vo (ou) +
—\lou
(0 +n)? o+

(oVut+uVo)+(Vdoku)h, + (J-xu) Vb,

vu67771n = -

On veut montrer que u.,, converge vers u dans H(D,dx,adx) quand n
tend vers +o00 et ¢ et 5 tendent vers 0.

Pour tout 8 > 0 :

[ ten — UHL2(D,dI)

L2(D,dx)
<M 1= ull o gy + 5 Null a0
( : x) 9 + n ( s x)
Fllu (Yn = 1) Tocoll 2 (pan
7 (Vohut T (Voyut -
= i a—— g u e g u U
(o +n)? o+ o+
2
. ag . 0'77 Vu
o+n o+ L2(D,dz)
ag
< %(VU) u (11029 + To<ocs)
(c+7) 12(D,dx)
n
—I_H oVu | (]Iché + ]I0<U<€)
o+ L2(D,dz)
n
< (1Y@l 2,y + [0V Ul 20 0))

0+n
+[(Vo) u H0<U<9|‘L2(D,dz) + [[oVu ]I0<U<9||L2(D,dx)

Fixons a > 0.



On peut trouver un  assez petit et un n assez grand pour que :

lu (¥ = 1) Locollzepar) < @
(Vo) u Tococo |l p2(pary <
et |oVu Tococsll 2 (pary < @

On choisit ensuite un n assez petit pour avoir :

—||U||72 <«
T LT

T

t
e 0+

(I0V0)ullze b2y + o Vllpap,a0y) < 0
et un ¢ petit tel que :
|2+ u — uHL2(D,dx) <a

On a alors

Husmm - uHH(D,dx,ada?) < 6a

cas particulier : Si D =|0,1[? , du = dady et o(z) = [ (1] 8 ] alors HY(D) est
dense dans H(D, pi,apu).
Preuve: Fixons u € H(D,u,ap) N L=(D). Comme u € L*(]0,1[* dxdy), pour
dz-presque tout z de 10, 1[, u(x,-) € L*(]0,1[, dy), et de méme pour da-
) a—Z(:L', ) € L*(]0,1[,dy). En notant (J.). une suite
régularisante sur IR (cf preuve du th 2.2.8), on approche v par :

uc(x,y) = (Je k2 u)(x,y) = / J(y — z)u(x, z) dz

loaf

presque tout x de 0, 1]

qui a pour dérivées partielles :

aus_J*@ ; Ou.
9r T 2or °© dy

:J;*Qu

car pour z €]0,1[, 'ensemble {z/(x,z) € D} ne dépend pas de z.
Montrons d’abord que u. € H'(D).

o Nl = fo e ) ) dy de
2
= /]071[ [ Je * ula, ')HLQ(}O,I[,dy) du

< /]0 1 Hu(:p, ')"%2(]0,1[,(11/) dv = HUH?R(D,M) < 400
car u(z,-) € L*(]0,1[, dy) pour dz-presque tout = de ]0,1].



2 2 2
e de méme: HauE :‘Ja*z@ SH@ <+
dx L2(D ) dx 12(D,) O L2(D )
0
car 8_u(x’ ) € L*()0, 1], dy) pour daz-presque tout = de ]0,1[.
T
Ju. : 2

. = s vl p

H Jy L2(D,) (b

- 2
= / / / Ji(y — 2)u(z, 2) dz} dy dx
]o,1[ /]o,1] [/]0,1]

< / / / JPy — 2) dz/ u?(z, 2) dz] dy dx
lo,afv]o,[ [/]0,1] 10,1]

2
< S Nullze o, < oo

Ensuite, on montre que u. converge vers u dans L?(D, ).
2
e = ullag = ) e (o) = e Moty o
et pour presque tout x de ]0, 1], ’appartenance de u(x,-) & L*(]0, 1[, dy) as-

sure que || Joxu(x, - )—u(x, ) ]‘%2(]071[’dy) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 et est
majorée par 2| u(z, ')H%2(]071[7dy) qui est intégrable. En utilisant le théoreme

de convergence dominée, on obtient que |lu. — uH2 _LDw) 0
g ’ q € LZ(D7M) e—0 )
. Du.
Enfin, de la méme facon que pour u, on montre que cVu, = N converge
T
ou . 1z
dans L*(D, u) vers oVu = 5, Puisque ¢ est élément de L2(D, p).
T

La famille (J; 3 u):50 est donc une famille d’éléments de H'(D) qui con-
verge quand ¢ — 0 vers u dans H(D, u,ap).

Remarque 2.7.6 : Cette démonstration se généralise sans peine au cas ou D =

!
D' x D", avec D' et D" des ouverts de IR” et IR, et a = [ “

0 0

} , avec a' matrice

r x r uniformément elliptique sur ',
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3.1 Introduction

Consider the symmetric bilinear form &, defined on C*(IR?) by

Eofeg) = [ VI.Ng ¢ da

for ¢ € H} (IR?). This form is closable and its minimal extension (&,, H!(¢?dz)) is
actually a Dirichlet form.
Several questions are then natural to ask :

1. does it exist a maximal closed markovian extension (£f,D(E})) of (&,,C),
and can we describe explicitly this extension 7

2. when is (£F,D(E))) equal to (E,, H)(¢*dx)) 7 ( this property is known as
Markov uniqueness )

3. is it possible to describe the ( eventually ) associated Markov process, in par-
ticular in terms of a Girsanov transform of a standard Brownian motion ?

When ¢ = 1, it is well known that Markov uniqueness holds with D(£f) =
H'(IR?), the usual Sobolev space, since H'(IRY) = H}(IR*). When ¢ # 1, the three
questions above have been studied for a long time by many authors. Surprisingly,
they only recently received a fully satisfactory answer ( see [AHKST77] [AR89] [AKR90]
[R792] [R794] [Son94b] [Son94a], ... ) namely

D(E}) is a "pseudo” Sobolev space and Markov uniqueness holds. (3.1.1)

The stochastic structure of the associated process follows from general arguments in
the theory of Dirichlet forms, and is studied in [ARZ93a).

The aim of all the works mentioned above was not only to discuss the finite
dimensional setting of this problem, but to provide an adapted setting in order to
extend the results to some infinite dimensional spaces ( extending the natural abstract
Wiener space setting ).

In this paper, we shall stay in the simple finite dimensional case. Our aim is to link
these questions to the construction ( and the properties ) of singular diffusions ( more
precisely Brownian motions with singular drifts ) which have deserved attention for
some times, in particular in Nelson’s stochastic approach of the Schrodinger equation.
The recent new developments of this theory allow to extend the results presented
here to more general situations, like general IR%valued diffusion processes ( with a
non necessarily uniformly elliptic diffusion matrix ), or infinite dimensional diffusion
processes. One can also expect to get interesting results in the non symmetric case.

Let us describe briefly the contents of the present paper, and compare our results
( or proofs ) with those of the ( impressive ) existing literature.

In section 3.2, we introduce the main tools and results concerning the Dirichlet
form associated with &,. In particular, we take up the friendly challenge proposed
to us by M.Rockner, and give a completely elementary ( and purely analytical )
proof of Markov uniqueness ( assuming the maximality results due to [AKR90] )
( see theorem 3.2.7 ). Actually, even in this simple case, the proofs proposed in the



existing literature are a sophisticated mixture of deep functional analytical results
and a touch of Probability theory ( [RZ92],[RZ94], [Son94b] ), or use the specific

Gaussian structure of the underlying Brownian motion ( [Son94b] and [Son94a] ).

Section 3.3 collects some results on singular diffusion processes associated with
1 \Y
the generator S, = §A + A . After the pioneering work by Nelson [Nel88]
¥
and Carlen [Car84], a new completely different approach was proposed by Follmer
( [Fol88], at least in implicit form ). This approach is based on relative entropy, and
was recently developed by Léonard and one of the authors ( see [CL94], [CL95a] and

[CL95b] ). It allows in particular to build a Brownian motion with drift E, and

to characterize it as a solution of a minimization problem ( see theorem 3?’).5 and
proposition 3.6.1 ). Time reversibility is obtained thanks to results due to Follmer
[Fol84] ( see also [CP95] for extensions ). The analytic building ( in the symmetric
case ) of this process is explained in [AR91].

In section 3.4, we study the fine ( in the usual potential theoretic sense ) structure
of the diffusion process builded in section 3.3. The main result is that the nodal set
{¢ = 0} cannot be attained, starting from any point outside of it ( up to a nice
modification of ¢ ). This result is a consequence of Nelson’s estimate, as recalled in
[MZ85], and an ad-hoc choice of ¢. It can easily be extended to more general frames.
We also give a "Gibbsian” description of the process, based on an extension of Ito
’s formula due to Follmer and Protter [FP94], which ( in the non symmetric case )
plays the role of Fukushima’s one [Fuk80].

In section 3.5, we link the singular diffusion process to the Dirichlet form. The
uniqueness of a quasi-regular extension of (€,,C.°) is then an immediate consequence
of old results on martingale problems explained in [JacT9]. The unattainability of
the nodal set gives the key argument in Song’s proof of regularity ( i.e. of Markov
uniqueness, assuming the maximality result [Son94b] ). This proof is simplified in
order to get a purely probabilistic one ( the only analytical material required is really
elementary and does not call to Dirichlet forms theory ).

Finally, in section 3.6, we present some immediate consequences to the study of
invariant measures of finite energy. These results extend ( in the framework of the
present paper ) similar results of Bogachev and Réckner ( [BR94a] and [BR94b] ),
and are actually the probabilistic counterpart of the methods of these authors.

This paper is deliberately written in a naive way ( at least for all the analytical
arsenal ) in order to be easily understood by both specialists in Dirichlet forms or
stochastic calculus. In particular we apologize in advance for insisting on some trivial
points which are not necessarily familiar to some or others.

Extensions of these results to general diffusion processes in IR? are studied in chap
4. Related results in the infinite dimensional setting ( in particular connections with

Gibbs states ) will be published elsewhere.
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3.2 Dirichlet forms

We first study by purely analytical means the Dirichlet form we introduce above.
Though we shall sometimes recall basic definitions, we refer to Fukushima’s book
[Fuk80] for all general results on Dirichlet forms in TR,

To begin with, consider the classical form &€ defined for f and ¢ in C* by

(1, q) = /]Rd V[ Vg du (3.2.1)

where V denotes the usual gradient operator, ”.” stands for scalar product in IR? and
dz is Lebesgue measure. As a bilinear symmetric form defined on a dense subset of

L*(dz), & is closable, i.e. the completion of C2° with respect to the FEuclidean norm
VEL, where E'(f) = /f2 dr + / |V f|? dz, is a Hilbert subspace H} of L*(dz), with
scalar product extending &'.

Of course it is well known that H! is equal to the usual Sobolev space H! defined
by :

H' = {fel*dx) | Vfe(L*dzx)"} (3.2.2)
where V is the gradient operator in the set D' of Schwartz distributions, i.e.
= {f € L*(dz) s.t. there exists an element of (L*(dx))? denoted by V f

satisfying for all g € C” and : = 1,...,d /Vifgdx:—/f Vig dz}

Furthermore the closure of (£,C2°), denoted by (€, H') ( or (€, H!) ) is again
defined by formula ( 3.2.1 ).

Another fundamental property of (€, H') is the Markov property, which is im-
plied by the fact that (£, H') is the closure of a markovian form. If one wants to
prove the Markov property of (€, H') without using the density of C2® in H!, one
can show directly that the unit contractions operate on H' by using the following
characterization :

H' = {f € L2(d$) s.t. for all k € IRd, dzp-almost all z € k* (3.2.3)
(k* being the orthogonal set of k& and dz; the Lebesgue measure on k)

the function s — f(x 4 sk) has an absolutely continuous ds-version I

df, df,
s.t. e €L’ (L being considered as a function of (s,x))}
ds ds
df.
Furthermore, if we define % = / , then V, f = of where ¢; is the " vector of
ok ds de;

the canonical basis.



It should also be possible to choose the following ( third ) description of H' :
H' = {f € L[*dx) s.t. for all k € R, the L*(dz)-limit of (3.2.4)

l(f( + sk) — f(+)) exists when s goes to 0}
s
Furthermore the above limit is equal to V f.k .

Finally, Weyl’s lemma shows ( see [Fuk80] ) that (£, H') is the maximal marko-
vian extension of (£,C27), hence the only one since it is also the minimal one.

Now consider the more general form &, defined for f and ¢ in C by

E(f,9) = /]Rd Vf.NVg p? da (3.2.5)

For this definition to make sense, we have to assume that ¢ € L? (dz), but if we

loc
want to mimic what is done in the classical case ( ¢ =1 ), and for reasons which will

be clear later, we shall assume that

p € H} (dr) (3.2.6)

Actually 3.2.6 is necessary and sufficient for £, to be admissible in the sense of [AR89],
because of the following result :

Proposition 3.2.1 ( see [ARZ93b] prop 1.5 ) Let v be a finite positive measure on
(IR?, B(RY)) s.t. for every i =1,---,d there exists 3; € L*(dv) s.t.
Vf e /Vifdu:/fﬂi dv
Then v = * dz for some ¢ € H'(dz).
The following properties of £, have been proved to be true :

Proposition 3.2.2
i. The form (€,,C°) is closable in L*(p*dx), see [MR92]

ii. Faistence and description of its mazimal closed markovian extension, see [AKRI0]

and [Tak92]

iti. Markov untqueness , i.e. uniqueness of a markovian closed extension, see

[RZ92] and [RZ94]

Our aim is to give elementary proofs of parts ¢ and it of this proposition 3.2.2.

The first difficulty is the following : An element f of L*(p?dx) does not necessarily
belong to D’ ( because ¢? is not bounded by below ), and so the usual Vf is not
a priori well defined. Nevertheless, for such an f, f? belongs to Lj, (dz) and so
V([ ¢?) is well defined in D'. Furthermore, if f € C°

V(fe) =" Vi+2 fe Ve (€ (L'(dx)? (3.2.7)

So it is natural to define the weighted Sobolev space H'(p?dz) as follows ( see
[ARZ93b] lemma 2.2 ) :



Definition 3.2.3 H'(p?dx) is the set of elements [ € L*(p*dx) s.t. there exists an
element Vf = (Vif)ieq, .y € (L*(p*dx))? satisfying

Vie{l,---,d} & Vif=Vif¢e)=2feVie inD

that is , the following integration by parts formula
N2 2 _ 2 Vip 4
gVif*de=—[fVige'de =2 [g—¢" de (3.2.8)
¥
holds for all v € {1,---,d} and g € CZ°.

Notice that if f € H'(¢%dz) then f o> € W' ((usual Sobolev space ).
We can now state :

Proposition 3.2.4 The form (&€,, H'(¢*dx)) defined by

Vfg€ H (g dr)  E.(f.9) = /7fvg " da
is a closed extension of (€,,C°), which in turn is closable.

Proof: Take a Cauchy sequence (f,)n,>1 of H'(¢*dz) equipped with the scalar
product Eé(f,g) =&,(f,9)+ /f g ¢* dr, and let f be the L?(p?dx) limit of

(fu)us1. (Vf,)a>1 converges to hin (L*(¢*dx))?, and by taking limitsin ( 3.2.8 )
it is immediate that f € H'(p?dx) with h = V f. Thus (&,, H'(¢*dz)) is closed.
Furthermore C** C H'(p%dz) and Vf = Vf for f in C>* according to ( 3.2.7 ).
So (€,, H'(p%*dx)) is an extension of (£,,C>). 1

@I ¥c

Since (€,,C) admits a closed extension, it is closable and we shall of course
denote its smallest closed extension by (€,, H}(¢*dx)), which is actually a Dirichlet
form since (&,,C°) is trivially markovian. The Markov property of (&,, H'(¢*dx))
is not so immediate in view of its definition. As we did in the classical case, we shall
get other descriptions of (€,, H'(¢*dz)) similar to ( 3.2.3 ) and ( 3.2.4 ) to prove
the Markov property. The description similar to ( 3.2.3 ) was obtained in [AR90] th
3.2, [AKR90] prop 2.2 , [RZ92] and [ARZ93b] lemma 2.2 in this and more general
contexts ( see also [Son94b] ).

Proposition 3.2.5 f € H'(%dz) if and only if f € L*(p*dz) and for all k € TRY,

ve-almost all x € k* (where vy, is the image of p?dx by the projection R? — kt )

the following holds :
] R

—

i ) } has an absolutely continuous ds-version f, on the set

{s | ©*(x + sk) > 0}.

s — flz+ sk

y @ 2/ 2

. € L*(p“dx).

af
861"

In this case if we define % = %, then V;f =
ok ds




Here are some important consequences, already noticed by Albeverio and Rock-
ner :

Corollary 3.2.6
i. (€, HY(¢%dz)) is markovian ( hence a Dirichlet form ). It is an easy conse-
quence of the chain rule and proposition 3.2.5.

i. If f and g belongs to H'(p*dx) and if fg, fVig and gV, f are in L*(¢*dz) for
all i € {1,---,d}, then fg € H'(p*dz) and V(fg) = fNg+gVf.

iii. The set of bounded compactly supported functions of H'(p?dz) is a dense subset

of H'(p*dzx) for the norm VEL. It is an immediate consequence of 1 and i1, by
using a truncature arqument.

We now are ready to state the main result of [RZ94] and to give an elementary
proof of it.

Theorem 3.2.7 C° is £ dense in H'(p*dzx), i.e. H}(p*dx) = H'(*dz).

Proof: According to corollary 3.2.6, it is enough to approximate functions in
H'(p*dx) which are bounded and compactly supported. In the sequel, f will
denote such a function.

1
Let J. be a standart mollifier, i.e. for every ¢ €]0,1], J. = —dJ(f) where J € C°
ed e

satisfies 0 < J <1, supp J C B(0,1) and /J(:L') de = 1.
Since f is bounded with compact support, J. * f is well defined, C*°, compactly

supported with supp J. * f C supp f+eB(0,1) and bounded by || f]|, for all
¢ > 0. We shall prove that

for a given sequence (&,), decreasing to 0,

Je, * f converges to f in H'(p*dx) (3.2.9)

The easy part is the L*(¢*dx)-convergence.

Lemma 3.2.8 One can find a sequence (&,), decreasing to 0, such that J., * f
converges to [ in L*(p*dx).

Proof of 3.2.8 : First, J. x f € L*(dz) and converges to f in L*(dz) when &
goes to 0. Thus we can find a sequence (&,), such that J., * f converges to f dx
a.e. Finally, since

lo(Jey * ) — ¢ FIP <2 |IFI1% |¢)? Tsupps+Boa)

which belongs to L'(dx), one may apply Lebesgue’s bounded convergence theo-
rem to show that

% O
n—-+oco

J1e )= 11 ot do -



We now have to prove that V;(.J., * f) converges to V., f in L?(p?dx) for a given
sequence (¢,),, or equivalently that ©V,(J., * f) converges to pV,f in L?*(dz).
But

2

2 __ __
i S |¥if = (Jo+ (£9:5)) Lot

Jox (eVif) — oVl Je * f)

|Vl ) = oVif

(3.2.10)

_I_

2
L2(dx)

since ¢V, f € L*(dz). But the first term of the above sum goes to 0 with . So
we only have to study the second term. To this end we adapt the idea of chap 2
th 2.1.8. We write

2

[e¥ilde s 1) = (e (VD) o
= [lete) [ite =9 ) dy = [ e = 9) #l0) Tif () dy

2

dz

= [|[Veta = 1) fet@) - etw) ay 24

2

+ [Vl =) f() ¢(y) = Jela = y) oly) Vil (y)] dy| da

and we apply the following lemma :

Lemma 3.2.9 For all g € C
/vifc,ogd:c—l—/fVic,ogdx—l—/fcpvigdx:()

The proof of lemma 3.2.9 is postponed to the end of the section. Just remark
that lemma 3.2.9 is meaningful since 'V, f and o f are in L*(dz), so in L} (dz)
while fV,;p € L}, (dz) since f is bounded and V¢ € L} (dz).

Applying lemma 3.2.9 with g(y) = J.(z —y) in ( 3.2.11 ), we get
|eVil e x £) = (T + (9Vif)

2
L2 (dx)

2

dz

(3.2.12)
2
dx

= [|[ Tidta =) £ lelo) = o)) dy+ [ Solx = ) (o) Viely) dy

< 2 (VRN by +2 [ | [ Vidlo =) 50 [o(o) = () dy

2

< A Viglinga +2 [ | [ Videle =) 1) L) = o)) | do

To control the second term, we shall use ( 3.2.4 ). Since we didn’t assume ¢ € H!,
we will replace o here by a function ¢ € H' such that ¢ = ¢ on supp f+B(0,1):

¢ = & with £ € C° and ]Isuppf+B(0,2) << ]Isuppf+B(0,3)



Then

2

J|[ Vit =) 1) o) = ptw)] do| o

\ . 2
= / / ViJ(s) f(x+ se) o) — pla+ s) ds| dz
R |/ B(0,1) €
, (3.2.13)
< 2 / Vil(s) f(x 4 se) (=Vg(x + se).s) ds| dx
R? |/B(0,1)
R R 2
+ 2 / ViJ(s) f(x 4+ se) [tp(m) —plz + 5) + Vo(x + 55).5] ds| dx
R? |/B(0,1) €
Of course
2
ViJ -V 8) ds| d
Jo o, Yo7 ) Fa 4 52) (=¥l 4 52).9) ds| - da
(3.2.14)
d
S ST S TA
7=1
and
\ R 2
/IR,d /B(o,l) ViJ(s) f(x + se) ':(,O(CE) — i(w + 5¢) + Vo(x + S€).S:| ds| dx
\ R 2
< o HVZ-JHionHZo/ / ‘W) “PH ) | Goetse)s| ds dB215)
R* JB(0,1) €

2

ds
L2 (dz’)

+ Vo(x + se).s

< VIR [, AR

(0,1)

According to ( 3.2.4 ), the quantity under the integral goes to 0 as ¢ goes to 0.
Furthermore, it is easy to see ( by using for instance Fourier transforms ) that
the convergence is uniform in s on the closed unit ball. We thus have proved

Lemma 3.2.10

d
<O Y NIVl e + O IFI20(e)

=1

|eVilde = 1) = (Jo+ (9Vif)

2
L2(dx)

with §(¢) ————— 0, and 0 only depends on @, thus on supp f.

e—0

Of course we want to show that the left hand side in lemma 3.2.10 goes to 0 with
¢. To this end, we shall use one more approximation.



Take f, = J, * f which is CZ°. By the same argument as in lemma 3.2.8 we can
find a sequence (1) such that

d
SN = Vil ———— 0 (3.2.16)

= k——+o00

Hence

2
L2 (da)

|Vl 1) = (e (#V:)

2

< 2
- L?(dz)

eVildex (f = fu) = (Lo * (Vi f = )

+ 2 [oVilde * ) = (e (#Vif0)

2
12(dw) (3.2.17)

d

< O YN = B Vil g + O I = Fa)lIZ0(e)
j=1

2

12 (dz)

+ 2 H‘Pvi(Js * fnk) - (']6 * (S‘Qviﬁ?k))

using lemma 3.2.10 with f replaced by (f — f,,,) ( we can do it without changing
anything in the proof of this lemma since we actually have ¢ = p on supp f +
B(0,2), thus on supp (f — f,,) +B(0,1), which is enough for ( 3.2.13 ) to hold ).
By choosing first 53 and then e, the first two terms in the above sum can be
chosen arbitrarily small ( since ||(f — fnk)Hzo < QHino ). It remains to show
that for a fixed n; the third term goes to 0 with ¢ i.e. that

e—0

But

oV il * g) = (Je * (9Vig)) 72 )

2

-/ \/ J(x = y)Vig(y)lp(e) — o(y)] dy| de (3.2.19)

< IVl [ )0~ () + 52 sy ds

(0,1)
( by the same manipulations as in ( 3.2.13 ), with {, € C and ¢ = 1 on
supp ¢ + B(0,1) ). Since [[(9&)(-) = (&) (- + 5¢) ||}z (s, g0€s to 0 when ¢ goes

to 0, uniformly on s on the closed unit ball ( again use Plancherel’s theorem ) ,
( 3.2.18 ) is proved.

The proof of the theorem will be achieved once we prove lemma 3.2.9, and we
shall proceed now with this proof.



Let M € IN* and let ¢5s € C2°(IR) be such that

Yu(t) =tfort € [-M,M], [y <M+1, [Pyl <1
and  supp (Ya) C [-3M,3M]

Define @y by
L.
VS %/)M(;) it 970
ov:=0 if =0

[t is an elementary exercise to prove that ¢y € H}_ and

Ve , 1. .

Vo = _—f¢M(_) it »#0
¥ 2

Vey =0 if =0

1
by using ( 3.2.3 ) since ¥4,(+) =0 on {p < m} Noticing that

1
©
1
IVeul <1Vl - Lo

2
loc

we get op € HE , o € H.., ouVe € Li_(dx) since pp is bounded, and

S‘QVS‘QM S leoc(dx) SiHCC
1
e Verrl < [Vl > L1 < 3M[Ve]
So according to corollary 3.2.6:¢ in the classical case

\Y 1
pom e H,, and V(e oym)=euVe — 790 %\4(;) (3.2.20)

Y .
where by convention Y% — 0 when @ = 0. But again

¥

e v and ¢ @y are in H}
M+ 1

o v oV € LE (dv) since |¢ op| < ( hence bounded )

. 1
e oV(p om) € Li (dz) since oV (e orr) = ¢ eV — Vc,ol/)M(;) and both
(d)

terms are in leoc

It follows that

|
¢® om € Hi,, and V(o? om) =2 ¢ ouVe — Vo %4(;)

In particular we can use the integration by parts formula ( 3.2.2 ) to get

V; Vi , 1
VoeCr [Vigous® do==2[gon =t det [0 F w0 ¢ de

¥



In addition Vi, € L} (dz) since [pVy, | < 3M|Ve| € L} (dz).
It follows

_ \Y 1
pu € Hifotn) and Vow=-Vey= T u())  (3221)
Though we did not define the local space H. (¢*dx), the above sentence is clear.
Thanks to ( 3.2.21 ) and corollary 3.2.64i again, we have

o or € HL (p%dz), f € H'(¢*dz) and is compactly supported
o fVou € L*(p*dz) since f is bounded with compact support
o oV f € L*(p*dx) since ppr is bounded

So fou € HY(p*dr) and V(foum) = ouVSf + fVpu. We thus may apply
( 3.2.8 ), which yields for ¢ € {1,...,d} and g € C®

J— vl , )
/Vif g pu @ du —/f 9 — sz(é) p? da (3.2.22)

s02
Vi
:_/f‘PMvig‘PQdm_Z/fg‘PM7@9926&

Now let M go to infinity. We can pass to the limit in ( 3.2.22 ) thanks to the
following facts

1
e o converges da-a.e. to — 2o and ¥y, (—) converges dz-a.e. to 1
¥ ¥

M+1

le om| < <2
so that [Vif g onmr ©*| <2 ¢ Vif| lg]l o Teupp ¢ € L (d)

1
|f g Vip 1/}5\4(;)‘ < |f vi‘P| HgHooHSHPPQ S Ll(d:z;)
|f om Vig 992 <2 |f LP| HvigHoo]Isuppg S Ll(d:p)
1f 9 om @ Viel <21 Vip| 9]0 Tsupp g € L' (d2)

The formula obtained by the limiting procedure is exactly lemma 3.2.9

Remark 3.2.11 : The previous proof, though technical and perhaps a little bit
tedious, is purely analytic and elementary. It should be underlined that the proofs in
[R794] or in [Son94b] required more sophisticated material and a touch of Probability
theory in both cases.

Theorem 3.2.7 tells that (£,, H'(¢*dx)) is the minimal closed extension of (&,,C2°).
According to [AKR90] and [Tak92], it is also the maximal closed extension, hence the
unique closed markovian extension, i.e. Markov uniqueness holds, provided ¢ € H}_

and ¢ # 0 dz-a.e. ,or ¢ € H'. Another consequence is that (&,, H'(p?dz)) is regular
(i.e. C.N HY(p*dx) is a core for the form ), thus associated with a Hunt process,



which is actually a diffusion process since (&,, H'(p?dz)) is local. Let we recall some
basic facts concerning these points.

There exists an unique L*(p?dz) strongly continuous symmetric sub-markovian
semi-group (713);>0 associated with (€, H'(¢*dz)), i.e. if A, denotes the generator
of (T{)t>0

D(A,) C H'(p*dx)
{ VfeD(A,) Vge H(p'dr) E,f,9)= _/Awf g ¢* da

Since ¢ € H}

e 1t 18 easy to see that A, coincide on C with the partial differential
operator S,

Actually ¢ € HL, is a necessary and sufficient condition for C* C L*(p?dz) and
S,(C) C L*(p*dx) ( see [RZ92] ).

According to the properties of the form described above, there exists a @*dx-
symmetric Hunt process with ( a.s. ) continuous paths ( i.e. a diffusion process )
associated with (7);50. If we denote by (Q,F;, Xi, (P.),cre) the canonical realiza-
tion of this process ( with usual conditions ), standard arguments show that there
exists a p?dz-negligible set A such that for all # € A and all f € C°

L X~ )~ [ AFX) ds

is an F; martingale under P,, i.e. for ¢*dz-almost all x, P, is a solution to the
martingale problem M(S,,C) ( we follow the notations of [Jac79] ) starting from x
(oré, ).

A consequence of Markov uniqueness is that two ( markovian ) solutions of
M(S,,C) are equivalent, i.e. their transition functions coincide out of a set of ca-
pacity zero ( for all this see [R792] §6 and [Fuk80] ). Furthermore, Albeverio, Réckner
and Zhang proved in [ARZ93a] that (F,), is obtained by means of a Cameron-Martin-
Girsanov-Maruyama transform, by using Fukushima’s stochastic calculus.

A natural question to ask is thus the following : is it possible to prove ( at least
the major part of ) the results of this section, by purely probabilistic methods 7 The
answer to this question is the aim of the next sections.

3.3 Singular diffusion processes via relative entropy

Because probabilists prefer to deal with Probability measures, we will assume in this
section that

© € H' and /992 de =1 (3.3.1)
The passage to a local condition will be done later on.
We consider the operator S, defined on C* by

1 Ve
=-A+—. 3.2
Sy 5 + - \Y (3.3.2)



and shall study the martingale problem M(S,,C°) starting from p?dz. From the
\Y
stochastic calculus viewpoint, the difficulty lies in the fact that Y% can be a very

irregular drift, out of reach of standard result such as Novikov or Kazamaki criteria.

/‘E
w

( letting Ve := 0 on {¢ = 0} ) hypothesis 3.3.1 becomes a "finite energy condi-

But if we remark that

¢® dr < +o0 (3.3.3)

‘ 2

tion” familiar to specialists of Nelson’s stochastic mechanics, and actually almost all
problems have already been solved by "entropic methods”. Let we first recall the
definition of relative entropy ( or Kullback information ).

Definition 3.3.1 Let P and Q) be two probability measures on the same space. The
relative entropy of Q) with respect to P, denoted by H(Q, P), is

dQ

ay 1
7P and ZlnZ € L' (P)

{ H(Q,P):/Zan AP if Q<< P, 7 -
H(Q,P) =400 otherwise

Our framework in this section will be the following :

o () = CO([O,T],IRd) ( for T > 0 ) is the Wiener space, equipped with its usual
structure (Q, Xy, 7).

e if 41 is a probability measure on R, W, denotes the Wiener measure such that
W, o X, = p. When p = p?da we write W, instead of W24,

e usual universal completions and right modifications are assumed.

In the sequel the following stopping times will be very important :

. tVe ?
, =inf{t >0 / / —| (Xs)ds>n} , T=supr, (3.3.4)
o 2 n

The first result we state is an existence theorem due to Carlen [Car84] ( also see
[FT84], [Car85], [MZ85], [Zhe85] and many others ), and recently extended in [CL94],
[C1.95a], and [CL95b] to more general contexts. The precise statement below is a
consequence of [CL94].

tAT VQO 1 rint 2
Theorem 3.3.2 The process Z{ = exp(/ —(X,).dXs — 5/
o

]

Ve

¥
is a Fy, W, martingale, and the probability measure Q, = Z7 W, satisfies

(X,)| ds)

i. Q, is stationary i.e. Q,0 X; ' = p?* dv Yt €[0,T]

r

Ve
?

1 : T
i H(Quy W) = 5 % (X,)| ds| = 5/ IVo|? de < +oo




iii. Q, is a solution to M(S,,C)
. Qy ts a strongly markovian probability measure.

Indeed, to apply [CL94], the only point to be checked is that p?dx satisfies the
weak stationary Fokker Planck equation

S, r=20

which is immediate.
The other point to be precised is the meaning of iii. We shall say that ) satisfies
the martingale problem M(S,,C2) if for all f € C®

/T (EVf) (X5) ds is @ a. s. finite
o\ ¢ (3.3.5)

cf = F(Xy) — f(Xo) — /Ot(Swf)(Xs) ds is a () ( continuous ) local martingale

Since C° is an algebra, it follows ( see [JacT9] 13.42 or [DM8T7] ) that <Cf>t =
¢
/ L(f)(X;) ds, where I'(f) = S, f* —2fS,f = |Vf]* i. e. the local characteristics

of f(Xy), ( which is a semi-martingale ) are known. Now standard Girsanov theory
tells us that @, is a solution to M(S,,C®) with 7, Ainf{t > 0 / |X{| > n} as a
localizing sequence of stopping times.

The next result is an uniqueness theorem, which is a consequence of th 12.57(a)
in [JacT9], according to the preceding discussion.

Theorem 3.3.3 Let Q) be a solution of M(S,,C®) such that Qo X;' = ¢? da. If
Q(T < 400) =0 then Q = Q.
In particular, Q) is the only stationary solution of M(S,,C°) such that Qo X' =
2
w* dx.

Remark 3.3.4 : Actually, th 12.57 in [Jac79] is proved for a martingale problem
involving a finite number of test functions ( or more general processes ) . It is easy to
see that everything is preserved for a countable set of test functions approximating
the coordinates functions so that theorem 3.3.3 holds.

Let we return for a moment to the Dirichlet form (€,, H!(¢)) which is regular
and local. According to [Fuk80] chap 6, it is thus associated to a @ dr-symmetric
diffusion process @7, which is in particular a stationary solution of M(S,,C%) as
above.

Consequently, @7, = @, and @, is thus p?dr-symmetric. But as we said be-
fore, theorems 3.3.2 and 3.3.3 can be considerably improved, including cases where
Fukushima’s theory is no more valid. It is thus interesting to get a direct proof of
the symmetry of (). Here again one can use "entropic” arguments, due to H.Follmer
[Fol84].

Indeed, let r denote the time reversal operator

r: 0 — Q

X (e X (3.3.6)



Relative entropy is preserved by r, i.e. H(Q, or ", W,or ) = H(Q,,W,) and
it follows that @, o r~! has finite relative entropy with respect to W, ( where
wr = W,0 X7 ) up to any time ¢t < T. Furthermore, the "dual” drift B(t, x) (we
are in the markovian case ) satisfies the duality equation ( see [F6188] 2.13 )

A v v
Bt,2) + ~2(z) = V(Ing?)(z) = 2—2(z) (3.3.7)
¥ ¥
Hence B = Ve , so that Q, o r™! is again a solution of M(S,,C) which is p?dx-

1

¥
stationary. It follows that Q, o7~ = @Q,, i.e. Q, is p?*dz-symmetric.

But one can obtain another very nice property of (), stated in the next

Theorem 3.3.5 Let A,y denote the set of () probability measure on € such that
Qo X, "' =z for allt €[0,T] and H(Q,W,) < +oo. Then

i. Q, is the unique markovian @*dx-symmetric element of A, .

ii. Furthermore, zf/(ln|g0|) ¢* dv < +oo then

H(Qwa Ww) = Qeiilf . H(Qv th)

Before we proceed with the proof, let we recall the following properties of A, 5
which are obtained in [CL94] ( in particular th 5.3 )

Proposition 3.3.6

i. There exist an unique Q7 € Ay g such that H(Q7,,W,) = Qeiﬁ\lf H(Q,W,)
w, H

6. Any markovian element of A, g is a solution to a martingale problem M(S, 5,C)

where S, 5 = 1A+ B.V and B € L*(¢*dx).

iii. Conversely, for any B € L*(¢*dx) such that S} g(@*dx) =0, the measure Qp
defined by Qp = Z8 W, where

tATB 1 tNTE
ZB = exp </ B(X,).dX, — 5/ 1BJ(X,) ds)
0 0

1
s =inf{t>0 | / IBX(X,) ds = o0}
0

is an element of A, .

w. Q7 1s markovian and is drift B} defined in 1. belongs to the L*(p*dz) closure
of the set {Vf , fe€Cx>}, denoted by H ' ().

v. The set {B € L*(p*dx) | S%p(pPde) = 0} is the affine space B+ (H; ' (¢))*,
where L stands for the orthogonality in L*(¢*dx).



We shall use part of this proposition in the proof of theorem 3.3.5.
Proof of theorem 3.3.5 :

i. We shall show that @, is the unique markovian @*dz-symmetric element of
A, . Let @ be such an element. It is immediate that the associated S, p
is @*dx-symmetric, by using the martingale problem. Since S, is also p?dz-
symmetric, we get by elementary computations

E)LpZda::O
¥

Vfgecz  [(gVf = Vg)(B-
Ve, .
But gV f— fVg=V(gf)—2fVgand /V(gf).(B— ?) ¢” dx = 0 according

Ve

to proposition 3.3.6v, so that /ng.(B — —) ¢* dx = 0.
¥

If we choose g = 5 as in the proof of lemma 3.2.9, and pass to the limit, we

get B = 2% The results follows from the uniqueness theorem 3.3.3

ii. The definition 3.3.1 can be extended to positive measures ( not necessarily

Jnlel) & do

bounded ), and in particular if < 400, one has for ) € A, g

—o0 < H(Qv Wdl‘) = H(Qv W@) o H(@Zdl‘,dl‘) < too
Furthermore

H(Q Wa) = inf H(Q, W) (3.3.8)

€A m

But here again H is time reversal invariant and so
H(Q;v de) - H(Qz; © T_lv Wdac 0 T'_l) - H(Qz; 0 T_lv Wdl’)

since Wy, is dz-symmetric. So Q; or~' € A,y and realizes the infimum in
(13.3.8 ), hence @ or™" = Q. The result follows from the first part of the

theorem. N

Remark 3.3.7 :

1. According to proposition 3.3.6v, we could prove that (), is the minimizing
measure in A, g for relative entropy if we would be able to show directly that

\Y
-7 belongs to H;!(¢). Notice that this result follows from theorem 3.2.7 under
¥

the assumption In|p| € L*(¢*dz) ( see [BR94b] th 2.8 and section 3.6 of the
present paper ).



.

1il.

Notice that hypothesis /(ln l¢|) ¢* dr < +oo is satisfied when / |z|? ¢? dr <

+o00, i.e. X, has a second order moment. Indeed if / |z|* ¢? dx < 400, one can

use the Gross Log-Sobolev inequality for the Gaussian law dv ( see [Gro93] )

oo < [ £ nlfldv < [ 1V dv 4 |1 gy 0 1] oo

2
T
with f = ¢ exp % Elementary computations lead to

—00 < /4,92 In|p| dx < /|Vc,o|2 dx + C**° < 400

If/ |z|* * dx < +o0, the derivation of the previous section can also be obtained

by replacing the Wiener measure by the Ornstein-Uhlenbeck one which in this
case is more natural.

Of course, the previous two remarks can be completed in the IR framework.
Indeed, according to the well known Sobolev embedding theorem ( see [AdaT75]
chap 5 )

o ifd=1, QOGCb(]R)

e ifd=2 e L(IR?) forall ¢ >?2

2d
e if d >3, e LYIR?) for all ¢ such that 2 < ¢ < T3

So /| In el | Tgis1 ¢* da < +oo.

The main problem is of course the behavior of ¢ in a neighborhood of {¢ = 0}.
In particular if ¢ € L' (IR?) for some p’ < 2, we also have

/| In|e]| | Ig<a 0 dr < +oo

This holds in particular if ¢ is compactly supported. In this case however, ¢
also satisfied the condition /|:z:|2 ¢° dr < 4oc in . which can be used in an

infinite dimensional framework.

We shall return to these problems in section 3.6.

3.4 Singular diffusion processes : Markov kernels

and decompositions

In this section again we assume that

o € H'(IRY), /@2 dr =1 (3.3.1)



and we put E(Jc) =0 on {p = 0}.
¥

We will first build a nice version of ¢.

Indeed, it is well known that we can choose a version of ¢ which is finely continuous
outside a polar Brownian set Nj, or equivalently ( see [Fuk80] ) which is quasi-
continuous for the usual ( Newtonian ) l-capacity associated to the form (&, H').
Such a version is called 7 précisée” in [MZ85]. But we need to modify again this
version. First of all, we modify ¢ by choosing ¢(z) = 0 on N;. Now denote by N
the ( nodal ) set { = 0} ( in particular, A" D Aj ). It is known ( see e.g. [BG68] th
[14.8 ) that

t — o(X;) is W-a.s. right continuous for all g such that (A7) =0 (3.4.1)
It immediately follows that if z € A" ( the set of regular points of N ) and = ¢ N7,
then p(2) = 0. Hence N C N, i.e. N is finely closed, for the Brownian fine topology.

But this version is not nice enough.
We next introduce as in ( 3.3.4)

t
Tk:inf{tZO / /
t
r=inf¢t>0 / /

and the following two (F;, W) supermartingales

tAT v 1 tAT
Z7 = exp (/ i(XS).dXS——
] @ 2Jo

Ve :
y (Xs) ds > k} (3.4.2)

2
Ve (X;) ds = —|—OO}
¥

(3.4.3)

_ t t
Zf = exp (/ E(XS).dXS S
o

2
dS) Ht(ﬂ'

It is clear that both Z¥ and Z* are ( a.s. ) right continuous and that Z* < Z¢.
Moreover ( see [CL94] and its correction ) :

Proposition 3.4.1

i. 7% is a.s. continuous, Z¢ and 7Z° only differ on the set
{(t,hw) |/ t>7(w) and w € Ups1 {7 = 7. }}
The only possible discontinuities of Z* are fort = 7(w) and w € Ups1{7 = 71.}.
i. Z7 is a strong multiplicative functional, while in general Z¢ is not.

iti. W, (Upsi {7 =7}) = 0, hence Z¢ and Z° coincide W,-a.s., and are actually
(Fi, W) martingales ( recall th 3.3.2")



In the sequel, we denote by N’ the subset of IR? such that

R A — {x ey 7% is a (F;, W,) martingale (i.e. E"V*(Zf) =1) | (}3‘4‘4)

and Wo(Ups1 {7 = 7.}) = 0( ie. 29 =7" W,p.s.

( recall that we are working on Q = C°(]0,7],IR?) i.e. we define X; = Xp for t > T')
Since @ — W, is measurable, N is a Borel set. So according to th 1.10.19 of [BG68]
one can find an increasing sequence of compact subsets K,, of N such that Ty, \, Ty
where T'4 is the hitting time of A. Applying the strong Markov property of W, with
stopping time Ty, and Lebesgue’s bounded convergence theorem, it is not difficult
to check that A7 is finely closed ( for the Brownian fine topology ). Furthermore, N/
is p2dz-negligible thanks to proposition 3.4.1éii. Finally, define

{ on=inf{t 20 / ¢(X;) ¢ [7,n]}
o = sup,, oy, (3.4.5)
od=cAinf{t>0 / X;eN'}

and

{Ql,:z;im if g NUN (3.4.6)

Qr = 0z} if reNUN

where 61, is the Dirac mass on the constant path X; = = Vt € [0,T]. Our first result
is

Theorem 3.4.2
i. Ve g NUN' Q.(0" < 400) =0

. (Qu)pema s a strong Markov family of probability measures, such that

Qo= [ Q. ¢ da.

In particular we can modify ¢ by putting ¢(z) = 0 for z € N’ without changing
(). The above theorem provides a nice realization of the disintegration of @), i.e. if
we choose the good ¢, the nodal set A" cannot be reached ( except if one starts from
a nodal point ), and outside of A ), has the good Girsanov density.

Proof of theorem 3.4.2 :

Since N U N is @?dz-negligible, the equality @, = /Ql, ©? dr is immediate.
Indeed, @), satisfies the martingale problem M(C2°,S,,) for x € N"U N’ and so does
/QT ©® dr. Furthermore, Q,(7 < +o0) = 0 for z € N UN", and we may apply

theorem 3.3.3. In order to prove the rest of the theorem, we first prove
Proposition 3.4.3 @, (0 < +00) =0

This proposition is actually proved in [MZ85], and is the main ingredient in the
proof of the existence by the authors. We shall however briefly give a proof, which is
a slight modification of the one in [MZ85].



Proof: For ¢ > 0, the function p. = (¢ Ve) AL € H,, Ve, € L*(dz) and one

can find smooth functions ¢* such that ¢ < ¥ < L and which approximate . in
HIIOC
time directions, and sum up the two resulting equalities in order to get for all z :

and in L*(dz) for the gradient. We may apply Ito formula to In " in both

2 (In c,o];(Xt) —1In g@ﬁ(Xo)) = &'tk’s + Kéi’ft or — &’5«’6 or

where

AT
Ko = / 75 (X,).dX, W, —as.
o P

and r denotes again the time reversal operator. By Fubini’s theorem, the same
equality holds Wy,-a.s. But since ¢* is bounded from below by &, and from above

1
by —, it is easily seen that
€
sup |K[° — KZ| converges to 0 in L*(W,,)
0<i<T

where

Y%
K= / 72 (X,).dX,
o Pe
By taking, if necessary, a subsequence, we thus have

2 (Ing(Xy) —Inp(X,)) =K+ Ki_,or—Kyor Wy, —a.s.

Since ), << W, << Wy, the same equality holds (), a.s., but now K} is a ),
semi-martingale which decomposition is given by Girsanov’s theory, and applying
Doob’s inequality and time reversibility of ()., we obtain

Qe ( sup [In . (Xy) —Ine.(X,)| > A)

0<t<T

A
< 20, (sup 181> 5

0<t<T

T t
ste
3

But Vo, = Vel _ <1, hence using Cauchy-Schwarz inequality

V.
PLe

IN

1
992 dz —I—/
0| ¥e ¥

VGOE VS‘Q s02 dx)

T
Q. sup ()~ () > ) = € [ 19l

0<t<T
It follows that for all ¢ > 0 and all n big enough

Qw(% > (X)) >a, 0,<T)< ]S((j;))

Thus by taking limits, first in n, then in @ ( since ¢?dz is supported by {¢ > 0} )
proposition 3.4.3 is proved.

[ Vel da



Proposition 3.4.3 implies that for ¢*dz-almost all z, Q.(c < +00) = 0. We want
more, since we want that Q.(¢’ < +oo) = 0 for the z’s which do not belong to

N UN". To this end, first remark that
ifte g NUN', inf{t >0/ X, e N'} =400 Q,—a.s.

which is an immediate consequence of the strong Markov property of W,., since N is
finely closed. Since (), << W, for these 2’s, we only have to prove that

ifz g NUN', Quloc <+4o0)=0

Assume that Q,(0 < +00) = a > 0, which is equivalent to Q,(c AT < +00) = a > 0
since 7 = 400 @, — a.s. according to ( 3.4.4 ). We can then find ¢, > 0 and n € IN*
such that for all + <1,

Q:t <o, AT <o AT < +00)>=>10 (3.4.7)

1\9|Q

Indeed, thanks to ( 344 ), 7 > 7, and 7 > 0 @, — a.s., and thanks to ( 3.3.4 )
o > 0, > 0 ( for n large enough ). Then we apply the multiplicativity of Z~.

Q:(t <o, A7, <o AT < +0)
= [ Braran 7 T84 T 0 AV

= /]It<<7n/\7n/\T Z (/ZUAT cr/\T<+<><>(w/) dWXt(W)(w/)> dWi(w)
3.4.8
S /]It<0n/\7n/\T h(Xt) an/\q— dWx ( )
where h(z /J AT ) Loarctoo(w') dW, (")
< h d
< /}Rd (y) pi(x,y) dy

where p}(z,-) is the density of (7., 7 W.)o X; ! with respect to Lebesgue’s measure
( which exists since (Z.,, .7 W,) is equivalent to W, ).

If ¢ # 0 dx-a.s., the proof is finished, since ¢*dy is equivalent to dy and h(y) =
Q,(c AT < 400) for p*dy-almost all y, i.e. vanishes ¢*dy-a.s. thanks to proposition
3.4.3. This leads to a contradiction with ( 3.4.7 ).

If {¢ = 0} is not of Lebesgue’s measure equal to 0, ( 3.4.7 ) and ( 3.4.8 ) imply
that

n (8%
Vit <t, /Nh(y) pi(z,y) dy > 5 >0

and since h <1
Vi <1, /meT Ly, enr dW, > g >0 (3.4.9)
Now recall that A is finely closed, and z € A® which is finely open i.e.
We(inf{t >0/ X, e N} =0)=0

Since W, and Z_ . . W, are equivalent, the above also holds for Z., 7 W.., and we
obtain a contradiction with ( 3.4.9 ).



We thus have proved theorem 3.4.2i. Part i now is immediate since Z° = Z¢ is
strong multiplicative for + € NVUN’, and N UN" cannot be attained if we start from
such an .

In addition

Proposition 3.4.4

Let N”:NUN’U{xele/ >0/ EQE(/t

Ez S = 0. @)
1))

Then N is p*dx-negligible, finely closed ( for both the Brownian or the (Q.), fine
topology ), and

ifz d N Q.o Ninf{s >0/ X, e N} < 400) =0
Hence we can modify Q,, by setting Q, = by if x € N in ( 3.4.6 ).

The proof is immediate and left to the reader.

During the proof of proposition 3.4.3, appeared In¢. In most of the works con-
cerned with the problem we are dealing with ( or similar existence and uniqueness
problems ), the results are derived by studying precisely the behavior of the process
Inp(X;) — Inp(X,) ( see [Tak92], [Son94b] for the symmetric case, also [ARZ93a],
and [MZ84], [Car85], [Zhe85] in the framework of Nelson’s stochastic mechanics ). In
the symmetric case, one can use Fukushima’s decomposition, in order to write

Ine(X;) —lnp(X,) =N+ A7 Q,— a.s.

where N¥ is a martingale ( additive functional ) of finite energy, and A? is ( an
additive functional ) of zero energy, provided In ¢ belongs to the domain of the form

induced by (@), ( in particular the integrability condition /(ln ©)e’ dx < +oo is

required, condition which is forgotten in some papers ).
This decomposition can be recovered, in a probabilistic framework, by using the
recent extension of Ito formula due to Follmer and Protter [FP94], i.e.

Theorem 3.4.5 ( [FP9)] th /.4, 4.5 and 5.8 )
Let I be absolutely continuous with ( dx ) square integrable first partial derivatives.
Then for any bounded nonnegative function k such that

F(X)) = F(X,) = /Ot VF(X,).dX, + %[VF(X),X]t Wi o — a.s.

where [VF(X), X is the quadratic covariation of VF(X) and X, and is equal to

t T
_/ VF(X,).dX, + ( VF(XS).dXS> or

T—1

where as before r denotes the time reversal operator.



Remark 3.4.6 : Our formulation is slightly different from the one in [FP94]. In-
deed, in the construction of a stochastic approximation in Example ( 4.13 ) of [FP94],
the normalizing (27s)~%? (\in d dimensions ) is missing, and the construction seems
to fail unless one relaxes the initial condition.

Remark 3.4.7 : Now it is immediate that theorem 3.4.5 holds W,-a.s. for dz
almost all x, thus Wy 4-a.s. for any k do << dz. If we apply theorem 3.4.5 to In
we get

[V ax, = 2

p (%) %[%(X),X]t W,a.s.

where [—LP(X), X]; is the quadratic covariation, hence

¥

dQ, _ o(Xr) 1{ Ve T
aw, = 7, oY) exp <—§ ([7(X)7X]T —I—/O

Ve
2

2 (Xs) ds))

This formula is the Gibbsian description of (), and can be rewritten

Vel (v aa
20T

Time reversibility of @, is ( apparently ) clear on this last formula ( see [CRZ94] for
an infinite dimensional example ).

T~ b o(X0) pl(X,) exp (—; ([%(X»X}T v

The last point to be discussed in this section is the connection with Fukushima’s
Y%

decomposition. Indeed / —¢(Xs).dXs is a JFi, (), semi-martingale ( use Girsanov
o @

theory with 7, as a localizing sequence of stopping times ) with decomposition M;" +

%[

X,) ds i.e.
. (X5)

t| Ve l?
Ine(X;) —Inp(X,) = M7 —|—/ ?@ (Xs) ds + X Qpa.s.

and 1t suffices to check that the sum of the last two terms is of zero energy, which
does not seem to be so easy.
Extension to C*(IR*,IRY) :

Of course all we have done can easily be extended to the whole paths space C°(IR*, IR?).
It suffices to apply the above results, with the increasing sequence of times 1), = n, by
defining NUN' = U, (NUN")g, and @, as the Follmer measure associated with the
martingale ( but supermartingale up to and including T = +oco ) Z% for x ¢ N UN".
It can happen that ), and W, are singular, but (), << W, in restriction to Fr for
all T' < 4o00. ( see [JacT9] or [FolT2] for a discussion about the Follmer measure. )



3.5 Singular diffusion processes and the associated
Dirichlet forms

In this section we shall discuss the relationship between the Dirichlet forms we intro-
duced in section 3.2 and the singular diffusion processes we studied in the previous
two sections. In particular we intend to give another proof of theorem 3.2.7, by using
"quasi only” probabilistic tools. So before completing this new proof, we will not
assume that H!(p?de) = H'(p?dx).

Let we assume for the moment that ( 3.3.1 ) holds.

We saw in theorem 3.3.3 that there exists one and only one stationary ( hence
symmetric ) solution to M(C>, S,) ( though we worked in C([0,77],IR"), theorem 3.3.3
extends to any solution of M(C°,S,) in the Skorohod space of cadlag paths ). In
particular if (€., H) is a closed markovian extension of (&,,C2°), which is associated
with a right Markov process, one expects that this process is given by ). Actually

Proposition 3.5.1 Let () be a symmetric Probability measure associated with (€,, H )
( @ markovian closed extension of (€,,C°) ) i.e. for all f € L*(p*dx), E9(f(X})) is
a L*(@*dx) version of the semi-group of (€,, H). Assume that the generator A of Q)
is an extension of S,. Then ) = Q).

Proof: () solves the martingale problem M(D(A), A) and since A is an extension
of S,, Q also solves the martingale problem M(C>*, S,). I

If C° is a subset of the domain D(A) of A, then A is an extension of S,. But in
general it is not known that this property holds.
Unfortunately, it is not true that any markovian closed extension of (€,,C) has

an associated right Markov process. A necessary and sufficient condition has been
recently obtained in [AM91].

Theorem 3.5.2 ( [AM91] th 1.7, add a remark of [Fit89] ) A symmetric Dirichlet
form (£, D(E)) is associated with a right symmetric process if and only if (£, D(E))
is quasi-reqular ( see [AM91] 1.1 - 1.16 ).

( for some extensions to non symmetric forms, see [AMR92] and the pioneering work
of Le Jan [LeJ83] ).

As a consequence we get

Corollary 3.5.3 There exists an unique quasi-reqular markovian closed extension
(€, HI(p*dx)) of (€,,C2°) such that the generator A, of (€., H!(p?dx)) extends
(94, C%).

Remark : We thank M. Réckner for pointing out a mistake in our first formulation
of prop 3.5.1 and corollary 3.5.3.

The notion of quasi-regularity we shall not discuss here is a generalization of the
classical regularity of [Fuk80] ( i.e. D(E) NC. is a core ) and it seems that to prove
quasi-regularity for (£,, H'(p?dz)) is not easier than a direct proof of H!(p?dx) =
H'(p?dz), i.e. the above corollary is not really tractable for the proof of Markov
uniqueness.

The proof we shall propose now is inspired by [Son94b] with some simplifications.



Theorem 3.5.4 If ( 3.5.1 ) holds then H}(o*dx) = H'(p*dx)

Proof of theorem 3.5.4 :
Let x,, denote the 1-equilibrium potential of {¢ & [X,n]}, for the form (€,, H} (¢?dx)),
i.e. ( see [Fuk80] th 3.3.1 )

X € Hi M) and cap({o & [n]}) = €10 o)
Since (&,, H!(p?dz)) is regular, it is known that one can choose
Xal() = B9 (™)
and that |
cap (e & [onl}) = B9 (™)

( see [Fuk80] th 4.3.5 )

Remark 3.5.5 : Though supp p*dz # R® a priori, the above results are still true
( see e.g. [AMO1])

According to proposition 3.4.3 and Lebesgue’s dominated convergence theorem

lim E9(e=") =0 (3.5.1)

n——+oo

Pick an f € H'(p*dx) which is bounded. We shall prove that f can be approxi-
mated by a sequence of elements of H!(p?dz).

Since f and y, are bounded elements of H'(*dx), fx, € H'(p*dz) and is
bounded ( see [Fuk80] th 1.4.2 i ). Furthermore

V(fxa) = V0 + 1V f (3.5.2)

which is easily obtained by taking limits in 3.2.8 since y,, € H!(¢?*dx) (i.e. one can
find a sequence of C2* which converges to x,, in £, norm ).

Lemma 3.5.6 n1—1>1:|—Iloo Eé(xnf, Xnf) =0 (up to a subsequence )

Proof: Since £(xn, xn) goes to 0, one can find a subsequence such that y, and
VX goes to 0, both in L}(p?dr) and p?dr a.s. Thus since f is bounded,

lim (an)Qch dx =0

n—+oco

and

/W(an)f@? dv < 2/f2 Vx| ¢ da+ /Xi Vil ¢ da

which again goes to 0 thanks to Lebesgue’s theorem ( recall that y2 <1 ). l

In view of lemma 3.5.6, It is enough to approximate (1 — y,)f by elements of
H!(p?dz). The proof will rely on the following result.



Lemma 3.5.7 Define
— 1
H(p) = {g € H'(*dx), g bounded | g(x) =0 and Vg(z) =0 for de-almost all = & {p € [—,n]}}
n
H! = {g € H',g bounded | g(x) =0 for dv-almost all + & {p € [l,n]}}
n
Then H'(p) C H!, andifg€ H!(p), Vg= VgI[we[Lm] =Vg.

The proof of lemma 3.5.7 is postponed to the end of the proof of theorem 3.5.4.
Since Y, € Hl( ?dz), which is the domain of a regular form, one knows that
Vo = Vxn]I 1 |- According to ( 3.5.2 ) the function (1 — x,)f belongs to Hl(p),

hence by lemma 3.5.77 one can find a sequence (1} )r>1 of test functions such that
il < I/l and
OF o (1 —x,)fin H*

1
( take care that ] does not need to vanish on {¢ & [—, n]} ). But
n

(1= xn)¥r € H)(@*dz) 0 H (¢)

Let we compute the distance between (1 — y,,)f and (1 — y,,)¥F. First of all

JUt = x)ep = (1 =y 12 do
[ 0 v — ()P da
< 2 [ Ly W - (1= P do 2 [ b do

< 20 || — (1= xa) I zeqaay + 2 IF 115 IxallZepoan)

Next

9 = v =T = ) o d
=[]0 = )T = T =) = T g g 9 do

- /‘ L= xx) V¢k - V((1- Xn)f)] — V(= X)) = Vv

]IWE[%W] 992 dx

= 10— [F92 = T = X)) = 3l = xa) ¥+ (nf = 61T 0]

2
H@E[%7n] S«Q dx

< 3 |[Top — V(1 - x|

43 [ VIR de+ 35 211 [T,

L2 (p?dx)

By choosing first n big enough, one can control all terms where & does not appear
( thanks to lemma 3.5.6, ( 3.5.1 ) and Lebesgue’s theorem ). One can then choose k



large enough for |[1f — (1 — x,)f||51 to be as small as we want. We just have proved
that

EL(1 = ) — (1= o (1 = X — (1 = xa)f)

is arbitrary small, and since (1 — x,,)¥) € H!(¢*dx), the proof of theorem 3.5.4 is
finished provided we show lemma 3.5.7 :

Proof: Let u € C and let u,, denote the function

w = u
n ((@V%)/\n)z
Then u,, € H' and
Vu Vo
Vu, = . -
“ (teviynn) u((w%)An)S el

Let (h¥);>1 be a sequence of test functions which converges to u, in H'. Apply
( 3.2.8 ) in order to get

/hfbvgcfdx:—/gvhicpzdx—Z/ghiEcpzdx (3.5.3)
@

But according to what precedes, all functions under integral signs vanish outside
of {¢ € [L,n]}, and on {p € [L,n]}, ¢?dz and dz are equivalent. But

k 2 )
hn H@E[%,n]@ - koo > U ]IWG[%JL] dz a.s.
k ¥
Vi, ][we[%,n] v ot » (Vu —2u - ) ][we[%’n] dzr a.s.

/u Vg Hwe[%,n] dx = /Vu g ]Iwe[%,n] dx
= /Vu g dx

The proof of lemma 3.5.7, thus of theorem 3.5.4, is finished. I

Remark 3.5.8 : Though the proof seems to be a little bit more complicated than
we expected, we want to underline that all analytical material we used is really
elementary and does not refer to the special form of the generator ( i.e. to proposition
3.2.5 and its consequences ). See e.g. chap 4 for some extensions.

Theorem 3.5.4 can now be easily extended to the H}

loe CASE, 1.€.

Theorem 3.5.9 If o € H._, then H}(p?dx) = H'(p*dx).

oc’



Proof: According to corollary 3.2.6:, it suffices to approximate a f € H'(p?dz)
which is bounded and compactly supported. Take y and x’, two C2° functions
satisfying Teuppr < x < X' < 1 and Tayppy < X'. Then f = fx belongs to
H'((x'¢)*dz). But x'¢ being compactly supported satisfies ( 3.3.1 ) ( up to
a normalizing constant ) i.e. H((\'¢)?*dx) = H*((x'¢)*dz) thanks to theorem
3.5.4. Let f, be a sequence of C2° such that f, converges to f in H((\'¢)*dx)
and put ¢, = xf.. Then

/If — gul* ¢* dz = / S = xFal* (Np)? da < / |f = fal* (X'0)? da
and
/Ivf ~ Vg, [ ¢ du
< 2 [INVT = xXVLE () do 2 [ 1 IVXE (Vo) da
< 2 [[VF = VL (e du+2 [ 1= 7 [V () do

since fVxy =0
CStern - infl((Xlap)%lx)

IN

Both quantities are then going to 0 with n, and the proof is finished. l

Remark 3.5.10 : We cannot change the reference measure dx into dv ( with v the
Gaussian standard law ) except if we assume /|JJ|2 ¢* dv < +oo ( otherwise j_
5

where v dv = dv, does not belongs to H'(v) ). Tt seems that this point is overcomed

in the proof of [RZ92] th 4.1 .

Y

Corollary 3.5.11 If either ¢ € H', or o € H} . and p # 0 dzva.e., Markov unique-
ness holds.

3.6 Invariant measures

In this section we shall use our previous results to study a large class of invariant
measures of the Markov process induced on Q = C°(IR™, IR?Y) by the family (Q2)pere
given by ( 3.4.4 ). A similar study is done in [BR94b], by using purely analytical
tools. Most of the results of this section are already stated in [BR94b], with different
proofs here. Let we mention that a large part of section 3 of [BR94b] is actually
contained in [CL94] ( for the finite dimensional case ) and [CL95b] for the more
general Markov case ( in particular theorem 3.1 and the major part of theorem 3.5 ).
We also stress the fact that the probabilistic approach can be easily extended to more
general diffusion cases ( see chap 4 ) or infinite dimensional spaces, as well as to non
symmetric cases. Nevertheless, both approaches are exciting, and complementary.
We assume again that

¢ € H'Y(R?) and /4,92 dr =1



and choose the version of ¢ defined in th 3.4.2.
A positive measure g on IR? is said to be an invariant or stationary measure ((we
will not specify for the Markov process ) if

Q.o X;'=pu foraltelRt, where@Q, = /Ql, dp(x)

( recall that @ — @, is a measurable flow in our construction in proposition 3.4.4 ).

Among the invariant measures, the set of the reversible ones is of particular inter-
est. We already know that v?dx is reversible. We shall see that any reversible measure
"looks like” ¢?*dz, and moreover that any stationary measure satisfying an integrabil-
ity condition is reversible. To this end we shall use the entropy minimization result

mentioned in theorem 3.3.54i, but we first drop the condition /(ln lp]) ¢? dr < +oo.

Proposition 3.6.1 H(Q,, W,) = Qeiﬁf H(Q,W,)
where A, = {Q /| Qo X[ =pide ‘v’t}

Proof: Proposition 3.6.1 will be proved if we show that Ve belongs to H ' (p*dx)
¥

( the closure of {Vf / f €C>} in L*(p*dz) ). But
1 Ve
ge =1In((¢ Ve)A g) and Vg, = ?]Isﬁwil—

By taking limits, and since H!(¢?*dx) = H'(p*dx) ( according to theorem 3.5.9 )
the desired result is obtained. l

Now let g be a bounded invariant measure. p splits into

pr=pillomo + pllyso = po + pi4

The first elementary fact is
Proposition 3.6.2 p, is a reversible measure, g is an invariant measure.
The proof is left to the reader. In the sequel, we shall study p.
Proposition 3.6.3 p, << dx.
Proof: Q,, << W,,, thus Q,, o X;' << W,, o X;' << dz for all t > 0. [

Proposition 3.6.4 Denote by 1)? the density of py, i.e. duy = ? dx.
2
Jf/‘@‘ b? dv < +oo, then o € H'.
¥



Proof:

2

Vol (x,) ds

¥

1 2
H(QM+ ) WM+) = §EQM+ ¢2 dx

[ =3/
0 _2 2

( if we restrict the paths to the time interval [0,7']. ) Thus we can use Follmer’s
results on time reversal ( see [F6188] and [F6184] ), which shows that Vi is dx

\%
a.e. well defined and % € L*(¢%dz) i.e. ( since py is bounded ) ¢ € H'. i

( see [BR94b] for an analytical proof ).
Finally, we can state

2
|V

Theorem 3.6.5 Any bounded invariant measure y satisfying/ ‘—ﬂ dp < +00 is
¥

a reversible measure.

\Y Vel
Proof: Since % = 0 on {¢ = 0}, the above statement reduces to / ‘i‘ dpy <
¥ ¥

+o00. It follows from proposition 3.6.4 that duy = *dx with «» € H'. Thanks to
theorem 3.5.9, H!(1*dz) = H'(¢)*dx), and by using the same argument than in

\Y
the proof of proposition 3.6.1 we obtain that Add € H;'(y*dx). But this proves,
¥

thanks to proposition 3.3.6, that

H( Qu+7w¢) = Q€1¢I4}£HH( Q,W¢)

But this infimum is attained at a single point, hence @),, = @), according to
proposition 3.6.1, and we know that @)y is time reversible.

The above proof gives another information : (,, = Qy. So (,, solves the
martingale problem M(C>,5,) and is time reversible. It follows immediately ( see
the proof of theorem 3.3.5¢ ) that

V¥ = Ve Vidr a.s.
P ¥

Hence ¢* — 1% is locally constant on the interior of the set {¢) > 0}, i.e. constant
on each connected component of the interior of {1» > 0}. Of course, the topological
nature of {1 > 0} is not trivial at all, but at least :

Proposition 3.6.6 If {p = 0} is closed, then * = ¢ ©* on each connected compo-
nent of {¢ >0} ( of course ¢ may depend of the connected component ). Conversely,
if v? = ¢ p? on each connected component of {¢ > 0} then u is reversible.

Proposition 3.6.6 and the discussion that precedes also deals with the problem
of uniqueness of invariant measures ( satisfying the finite energy condition, and
bounded ). This problem is studied in [BR94b] section 6, with apparently a less



. . \%
complete solution than ours, since the authors assume that M € L} (dz). Also

see example 6.1 of [BR94b] for a non-uniqueness example.

Finally, we shall briefly discuss the problem of non necessarily bounded p. Propo-
sition 3.6.3 extends to this case without any trouble. If we consider the generalization
of Kullback information to non necessarily finite measures, it is well known that

H(QuW,) = [ H(Qu, W) dy

\Y
It ~7 i of finite Yp?dx-energy, it is not hard to extend Follmer time reversal argument

( the nature of the time reversed Brownian motion does not depend on the initial
measure ), hence ¢» € L? (dx) and Vip € L*(dz). The minimality argument which
leads to proposition 3.6.1 is only connected with Riesz projection theorem on a Hilbert
space ( see [CL94] ), so extends to a non necessarily bounded measure ( provided

Cx C L*(p) ). Accordingly

2
dpy < 4oc s a re-

\Y%
Corollary 3.6.7 Any invariant measure u satisfying /‘_cp
¥

versible measure. Furthermore p = pllymg + pllyso = pro + py, where py = Pida,
Y € L (dx) and Vip € L*(dx), satisfy

loc

V—w = E iz a.s.
0 P

In particular, if {¢ = 0} is closed, then v = ¢ ¢ on each connected component of
{¢ > 0}. In this case, uniqueness of an invariant measure of finite energy is equivalent
to {¢ > 0} connected.

Note that the finite energy condition implies that (X; — X,)? is of finite Q,, expec-
tation for all £. It should be interesting to find an example of an invariant measure
which does not satisfy this condition. Unfortunately ( or fortunately ) we did not
succeed in building such a counterexample.






Chapitre 4

The case of a General Diffusion
Matrix
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4.1 Introduction

The present paper is the sequel of chap 3, and contains generalizations of some results
proved therein. So before presenting these generalizations, let us first recall the
contents of chap 3.

Our reference Dirichlet form, there, was the form £(f,¢) = [re Vf.Vg dz with
domain D(E) = H'(IR), and our reference process was its associated Hunt process,
that is, the standard Brownian motion in IR?. For a fixed ¢ € H'(IR?) ( or even
¢ € HL (IR?) ), we studied the form defined by £,(f,9) = fre Vf.Vg ¢? dz on the

space D(E,) = H'(¢). Like the usual Sobolev space H'(IR?), the space H' () can be

defined in two different ways. The first one by using an integration by parts formula :

| FELRLG) | 3VF € LR ) | Y€ CHOR)
(@)_{/U(Vf)4,92dx:—/f(Vu)cpzdx—Q/uf(ch)cpdx }

and the second one in terms of Gateaux-derivatives :

f € LR, p*dz) | Yk € R" for vy almost all x € k*
( where vy, is the projection of p?dx on the orthogonal set k* of &k in IR?)
H'(¢) = the function s — f(a + sk) has an absolutely continuous version f,

on {s / ¢*(z +sk) >0} and % € L*(IRY, p*dx)

S

Using this second definition of H'(¢), we first gave a purely analytical proof of Markov

uniqueness for the form (€,,C(IR%)) ( i.e. it has only one Markovian closed ex-

tension ), already proved by Rockner and Zhang ( [RZ92], [RZ94] ), and by Song

( [Son94b], [Son94a] ) using more complicated methods. We then presented a ”quasi-

only-probabilistical” proof of the same result. Therefore, we studied the Hunt process

associated with the smallest closed extension (&,, H!(¢)) of (€,,C>(IR?)), which is
Ve

a Brownian motion with singular drift - We showed that this process does not

attain the set {» = 0} within a finite time, and deduced the density of C>°(IR%)
in the set H/(¢) of bounded elements of H'(p). The density of H}(¢) in H'(y)
was immediate, because (£, H'()) is a Dirichlet form ( the "integration by parts”
definition of H'(y) implies that it is closed, and the Markov property comes from
the ”Gateaux-derivatives”definition ). The maximality result proved by Albeverio,
Kusuoka and Rockner [AKR90] then implied Markov uniqueness.

The first part of the present paper contains similar proofs, in the case of a diffusion
matrix which is no more the identity matrix, but a general ( sufficiently smooth )
matrix o which we do not assume to be non-degenerate.

In section 4.2, we introduce the spaces H(dx,adxz) and H(¢*dx,ap?dz) which
replace here the spaces H'(IR?) and H'(p) of the "o = Id” case. Both spaces are
defined by integration by parts :

feL* R de) /| F3oVfe L) (R dx) | YuecCP(IRY)
H(dw,adr) = { u(oVf)de= —/f V.(o™u) dx }



and for a ¢ in H(dz,adz) :
e [TEDRLG) | T7Vf RGP | e R
(pode, apde) = /u(Wf)cfdx:—/fv.(o*u)Lpzd:z:—Q/uf(Wg@)cpdx

Because the twisted gradient oV is not point-wise defined, we first have to show that
some usual analytical properties ( action on smooth functions, on products, etc ) hold
( as for the usual gradient V ). This is done in section 4.2.3 by using results of a
previous work ( chap 2 ) on reflected processes ( in particular prop 4.2.4 ).

The main analytical problem is the absence of characterization of these spaces
in terms of Gateaux-derivatives ( o twists the Euclidean space ). In particular, the

forms (€7, H(dx,a dx)) and (£7, H(*dx,a p*dx)) defined by

E(f,9) = [ V. oVgde and  E(f.g)= [ 7V[.oVg o da

are closed, but their Markov property is not immediate ( It is not so clear that
the composition of an element of H(p?dr,a¢*dx) with a smooth function lies again
in H(¢*dr,ap*dz), i.e. that the chain rule holds ). In chap 2, we proved that
(€7, H(dx,a dx)) is Markovian. As far as we know, the question whether (€7, H(p?dz, a p*dx))
is a Dirichlet form or not is open. For the same reason, we have not been able to
extend the analytical proof of Markov uniqueness to our general case. But where the
analytical methods fail, the probabilistical methods still work :
Indeed, the form (€7, H(dx,adx)) is a regular Dirichlet form ( see chap 2 remark
2.2.18 ), thus has an associated Hunt process W7 which will play here the same role
as the Brownian motion in the case "o = Id”. In section 4.3, we adopt the proofs of

chap 3 in order to show that the symmetric process obtained by adding the drift @
to W7 is associated with the smallest closed extension of (£7,C2° (IRY)) ( when ¢ # 0

dz a.e. ). Asin chap 3, its hitting time of {p = 0} is a.s. infinite, and C®(IR?) is
a dense subset in the closure H,(p*dx,a?*dz) of H(p?dx,ap*dx) N L= (p?dz) ( see
th 4.3.4 ). This implies that (€7, Hy(¢*dx,a p?dx)) is a Dirichlet form, and that it is
regular, i.e. C.(IRY) N Hy(p?dx,ap?dz) is a dense subset in C.(IR?) for ||||., and in

Hy(¢*dz, a p*dz) for its natural norm w|'”i2(w2dx) + H oV ;( 2 ey’ All this can be
©*dx

extended in order to remove the assumption 7 ¢ # 0  dx a.e. 7, as done in section
4.3.5.

At the present state, the last step for the proof of Markov uniqueness, i.e. the
maximality of H,(p?dz,ap?dz), is not done.

The last part of chap 3 dealt with invariant measures. We essentially proved,

using potential theory and an entropy characterization due to Cattiaux and Léonard
[CL94], that the invariant measures for the Hunt process associated with (&€,, H'(¢))
are reversible as soon as they are of finite energy. In section 4.4 of the present paper,
we prove similar results in the case "o # Id”, by using the same methods. However
here, we need stronger assumptions on ¢ and on the invariant measure we consider,
because the results from the first part which we are using in this proof are weaker
than the corresponding results in chap 3. In particular, since we only proved the
regularity of €7 on Hy(p’dz,a’dr) and not on H(e?dz,ap’dr), we have to do
some boundedness assumptions.



4.2 Functional spaces

4.2.1 Notations

In this whole paper, we will work in IR, for d > 1. For a subset D of IR, C(D) and
C™(D) will denote the sets of the continuous and the n times continuously differen-
tiable real functions on D. We will add the subscript ¢ ( respectively b ) when we
only consider the compactly supported functions ( respectively the bounded functions
with bounded derivatives ). When an IR? or IR***-valued function is said to belong
to C"(D), this means that all its coordinates functions belong to C*(D) ( idem for
e (D). ¢ (D), (D), etc ).

The gradient of a real function f is denoted by V f = (0; f)1<i<4. For an IR?-valued
function ¢ = (¢;)1<i<d, V.g = ¢ | Dig; is the divergence of ¢. If a is a function from
IR? to the space of d x d matrices, V.a = (Zle Oiaij)1<j<d-

As long as this does not generate any confusion, we will use the same notation for
a measure p and its infinitesimal version dg. In particular, the Lebesgue’s measure
on IR? will be denoted by dz, and ¢?dz will denote the measure having density >
with respect to dz.

When D = IR?, we will systematically drop the symbol D and simply write C,
L*(dx), H, ...

C([0, +oo[, D) will denote the set of continuous paths on [0, +o00[ with values in D,
(Ft)tefo,+o0] and (Xy)eg[o,+00[ Will be respectively the canonical filtration ( regularized
as usually ) and the canonical process on C([0,+oc[, D).

4.2.2 The space H(D,dx,adx)

Let us first introduce a Hilbert space which will replace here the space H! of the
Brownian case. This space has already been introduced and studied in chap 2. We
will recall here some results we shall use later.

In this whole paper, o will denote a C} function defined on IR with values in M?,
the space of the d x d matrices. We shall use the notation a = o*o.

Let D denote an open subset of IR?.

Definition 4.2.1 A function f € L*(D,dx) will be said to have an L*(D,dz) o-
derivative if there exists an R®-valued function g € L*(D,dx) such that

Vu € CF(D) /Dugdx:—/DV.(U* u) fdx

The o-derwative g of f will be denoted by def, or simply oV f if there is no
ambiguity.
The space H(D,dx,adz) is defined by

H(D,dz.adz) ={f € L*(D.dx) | oV" fe LD, dx)}

and ts equipped with its natural norm

2

2 2 —=dz
1 ez D aradey = 12 0,0y + H oV f 12(D,d)



The following result justifies the notation Wdr, without any reference to D :

Proposition 4.2.2 If D' is an open subset of D, and if [ belongs to H(D,dx,a dz),
then its restriction f , to D' belongs to H(D',dx,adz), and their o-derivatives are
equal on D’.

Proof: obvious, since C>(D’) is dense in L*(D',dz). Il
Proposition 4.2.3 The space H(D,dx,adx) is an Hilbert space.

Proof: see chap 2 prop 2.2.7 and remark 2.2.9 il

The preceding proposition exactly means that the form (€7, D(£7)) defined by

{ D(E”)=H(D,dx ad:z;)
. —=dx
E7(f,q) 2/ PAvA oV g da

is closed.
The following proposition implies that it also is Markovian :

Proposition 4.2.4 C*(D) is dense in H(D,dx,adx).

Proof: see chap 2 th 2.2.8 and remark 2.2.9. Also remark that for a bounded
[ € H(D,dz,adx), the approximating sequence of C*(D) functions may be
chosen uniformly bounded by 3||(f)]|., in the proof of th 2.2.8.

Hence (£7,D(€7)) is a Dirichlet form.
This Dirichlet form is not a priori regular. For example, when o is uniformly elliptic,
H(D,dz,adx) is equal to the Sobolev space H'(D), and it is well known that the
compactly supported functions are not dense in H'(D) when D is regular, except
in the case D = IR%. So we introduce the following subspace H,(D,dz,adz) of
H(D,dz,adx).

Definition 4.2.5 H,(D,dz,adx) will denote the closure in H(D,dx,adx) of the
space C*(D).

Clearly, the form (€7, H,(D,dx,adz)) is a regular local Dirichlet form.
In order to define a third space related with H(D,dxz,adz), let us study the
operator oV Thought a function may have a o-derivative and no derivative in

Schwartz distributions sense, the operator oV behaves like a usual differential
operator. In particular, it has the following properties :

Proposition 4.2.6
i. HY(D) C H(D,dz,adx), and for every f € H'(D) the o-derivative def
is the product of o and the usual derivative V f. Moreover, the integration by
parts formula in def 4.2.1 holds for every v € HX(D).



i. If f,g € H,(D,dx,adx) verify fg € L*(D,dx) and fﬁdrg + g Wdzf €
L*(D,dz), then fg € H(D,dz,adz) and Wdag(fg) =f deg +yg Wdzf

wi. If f € H(D,dv,adz) and g € C} are such that go f € L*(D,dxz), then go f €
H(D,dz,adx) and de(g of)=1(g"0f) def

Proof: Since o and V.o™ are bounded, ¢ is immediate. i also is clear by using a
sequence of C*°(D) functions converging to f in H(D,dx,adx). To show iii, first

remark that (¢’ o f) def € L*(D,dxz). Now let (f,), be a sequence of C**(D)
functions converging to f in H(dxz,adz). Up to a subsequence, we may assume
that f, converges to f dx a.e. on D. Then for every u € C2°(D)

/ V.(o"u) (gof) da
D
= lim /V.(J* u) (g o f,) dx ( using the bounded convergence theorem )

n—+oco

= lim /u (¢'o fn) oV f, dx , because f, and ¢ are C'

n——+oo

= /u (g’o f) oV [ dx since u (g/Of) € LQ(Dadfﬂ)

Thanks to this proposition, the following definition makes sense :

Definition 4.2.7 Let

Hipo( D, dv,ade) = {f € L} (D,dz) | VgeCX(D) fg€ H(D,dv,adr)}

loc

For such a function f € Ho(D,dz,adx), the o-derivative def € L} (D,dx) of
[ is defined by

VK compact subset of D YgeCX(D) /[ g=1on K decf = de(gf) on K

Clearly, lemma 4.2.6 still holds with Hy,.(dz,adx) and L}, (D, dx) replacing H(dz, a dz)
and L*(D,dx).

Before ending this section, let us consider the special case : D = IR In this case,
we will drop the notation D and simply write : H(dx,adx), Hy,.(dz,adz), ...
We have the following fundamental result :

Theorem 4.2.8 TheC functions are dense in H(dx,adz). In particular, the spaces
H(dz,adx) and H,(dz,adx) are equal and the form (€7, H(dz,adx)) is regular.

Proof: see chap 2 remark 2.2.18. il



4.2.3 The space H(D, p*dxv,a p*dr)

Let D denote an open set of IRY and ¢ be an element of Hy,.(D,dz,adx).
We will introduce and study in this section the analogous H(D,¢*dz,ap?dz) of
the space H(D,dz,adx) when Lebesgue’s measure dz has been replaced by p?dz.

—=dz

(D, dz), thus the IR%valued function AU
¥
—=dx

is well defined ( setting A Lp(:p) =0 if ¢(z) =0 ) and belongs to L? (D, ¢*dx).
¥

The o-derivative decp is in L}

loc

loc

Definition 4.2.9 We will say that a function f € L*(D,¢*dz) has an L*(D,¢*dx)
o-derivative if there exists an IR?-valued function ¢ € L*(D,p*dz) such that

——dx
TN P 20p(4.2.1)

Vu € C¥(D) /Dugcfd:z;:—/DV.(a*u)fc,on:z;—Z/Duf

The o-derivative g of [ with respect to p>dx will be denoted by oN' f, or simply
oV f if there is no possible confusion with oV
Let us define the space

H(D,¢*dz,ap*dr) = {f € L*(D,¢*dz) | oV'fe LZ(D,QO2dl')}

and its norm

2
L2 (D,¢?dx)

Hf”i](D,(ﬂdx,a p?dz) = Hsz?(DM?dl’) + H ijf

As in the previously studied case "o = 17, the notation oV" is justified by the
fact that the o-derivative of the restriction of f € H(D,p?dx,ap?dz) to an open
subset D' of D is the restriction to D’ of the o-derivative of f.

Let us first establish some properties of the operator oV’ and of the space
H(D,¢*dx,ap*dz).

Proposition 4.2.10 The space H(D,p*dx, a p*dz) is an Hilbert space.

Proof: Let (f,), be a Cauchy sequence in H(D, p2dx, a p*dx). (f,)n and ( oV" fo)n
are Cauchy sequences in the complete space L*(D,p?dx), thus have limits f.,
and ¢., in L*(D, p*dz). But

Vu e C¥(D)
U Goo @ dx = nl_l}&n()()/u oV, ¢* dx
oV
= — li_an /V.(U*u)fngozdx—l—Q/ufn 7 sOa,ozal:r
. P i
= —/V.(J*u)f(fd:l;—?/uf Ucp 99992612}

thus fo € H(D,¢?dx,ap*de) and oV’ fo, = goo. Consequently, H(D, p%dz,a p*dx)

is complete.



Proposition 4.2.11 C*(D) is a subset of H(D,p*dr,ap?dx) and for each f €
C=(D) oV'f =oV/.

Proof: Fix a function f belonging to C2°(D). Let u € C2°(D) and let (¢,), be a
sequence of C*(D) functions converging to ¢ in H(D,,dx,adz), where D, is a

relatively compact open subset of D containing the support of w. Integrating by
parts in H(D,,dx,adz), we have

/DV(U [ on J*)godx:—/l)uf@n(ﬁdxgp) dx

Since ¢, converges to ¢ in L*(D,,dz) and detp € L*(D,,dz), the right hand
term converges to —/ u f( detp) @ dx as n — 4o0.
D

The left hand term is equal to

/v c,onc,odx—l—/ F (6Vpn) ¢ de
which tends to
/v da:—}—/ F(oV™0) ¢ de
as n tends to infinity. Thus
/D w (6Vf) ¢ /Vua = dx—Q/ (oV™0) ¢ da

which implies that f € H(D,¢*dx,ap?dz) and oV f =0V f. B

Proposition 4.2.12 [f ¢ belongs to H,(D, p*dx, a p*dx) and is bounded, then H(D,dx, a dx)
is a subset of H(D, p*dx,ap*dx) and for each f € H(D,dx,adz) : oV’ f = def.

In particular, for such a @, H'(D) is a subset of H(D, @*dz, a @*dz) and oV’ f =
oV [ for each f € HY(D).

Proof: Since || |7, (D,o2de) < el ] HL2 (D,dr): the L} (D,dz) functions ¢ and

Pave "¢ belong to L2 (D, 4,92d:1;). Let u be a C*(D) function, and (¢, ), be a uni-
formly bounded sequence of C**(D) functions converging to ¢ in H(D,dz,adz)

on the support supp (u) such that ¢, and oV, also converge to ¢ and WdaELp
dx a.e. on supp (u)

Using bounded convergence theorem, we have :

/V.(o* u) f ?02 dx
= lim /V.(J* u ) f de — /u oV (¢2) f dx

n——4o00

— _ lim /Wg(W“f)dxmfu(awn)f%dx

n—-+oo

_ _/u(ﬁdxf)gﬁdx_z/u(ﬁd%)f@dx

thus f € H(D,p*dx,ap*dz) and oV’ f = AV |
w ¥



The form (€7, D(E7)) is defined by

D(&7) = H(D,p*dz,a*dr)
1 - -
E(f9) = §/D oV f. oV g p? dx

Prop 4.2.10 exactly means that this form is a closed form. We do not know if it is a
Dirichlet form, because we do not know if it is Markovian.

The form (£7,C2°(D)) is obviously Markovian. It is not closed, but it is closable,
because (£7,D(£7)) is closed, and we will introduce

Definition 4.2.13 The closure in H(D,¢*dz,a *dx) of the space C°(D) is denoted
by Hy(D, p*dz,a¢?dz).

The form (€7, H,(D,¢*dx,ap?dx)) is a Dirichlet form, as the smallest closed
extension of a Markovian form. It is regular by construction.

We will prove here some properties of H,(D,¢*dz,a@*dr) which will be useful
later.

Proposition 4.2.14 If f € H(D, p*dz,ap*dz) and g € H, (D, p*dr, a p*dz), and if
one of them is bounded, thus (fg) € H(D,p*dx,ap*dz) and oN(fg) = f oVg +
g oVf.

Proof: There exists a sequence (g, ), of C° functions converging to g in H(D, ¢*dx,a p*dx)
( this sequence may be chosen uniformly bounded if ¢ is bounded ). For each
u € C°, use the integration by parts formula to get

/V-(U*U)gnffdl’Q/“gnfM@Q dx
@

:/(Wf)gnugo2dx+/f(0Vgn)u<,92d91;

and let n go to infinity, using the boundedness of f or (g,) to apply bounded
convergence theorem. il

Definition 4.2.15 Let us define Hy(D, p*dx,a p*dz) as the closure in H(D, p*dx,a p*dx)
of the space H(D,p*dx, a p*dx) N L>(D, p*dx).
As in section .2.2, the space Hy,.(D, p*dr,a p*dx) is defined by
loc

Hioo(D,¢*dx,a¢*dx) = {f € LL (D, ¢*dx) | Yge€CX(D) fg € H(D, @ dv,a s dr)}

and for all f € Hyo(D,*dx, ap*dz), the o-derivative oN° f € L} (D, p*dz) of [ is
defined by

VK compact subset of D Yg€C*(D) /g=1on K oV f= oV(gf) on K



Thanks to prop 4.2.11 and 4.2.14, Hy,.(D, p*dz, a p*dz) also is the set of the func-
tions f € L%, (D, p?dz) such that there exists an IR%valued function g € L? (D, *dx)

loc loc

such that [ and g verify the integration by parts formula (4.2.1). Of course, for
f € Hipo(D, p*dx,a p*dx) :
f € H(D,p*dr,ap*dr) < feL*D,p*dr) and oV f e L*(D,p*dr)
The following theorem is a very important tool for the proof of our main theorem (
th 4.3.4 ). Tt essentially says that the o-derivative of a non-negative function belonging

to H,(p*dz, a p*dr) vanish where the function itself vanish. It is not clear that this
property still holds for all functions in H(¢*dx, a p*dz).

Theorem 4.2.16 If f belongs to H,(D, ¢*dx,ap*dz), then for each g € C;°(IR)
go f € Hp (D, p*de,ap?dr) and oV (gof)=(40f)aV'f

As a consequence, each non-negative element f of H,(D,p*dx, a p*dz) verifies oV’ f =
(oV7f) Iiso @iz as.

Similarly, if f € H,(D,p*dx,a@?dx) verifies f < M on D for an M € R, then
o f=(oVf) T;cnm @ as.

Proof: Let f € H,(*dx,ap?dr) and g € C®. First remark that (¢' o f) oV” f
belongs to L*(D,p*dx). Then take a sequence (f,), of C>°(D) functions con-
verging to f in H(D,¢*dz,ap?dzr) such that f, and oV f, converge to f and
oV f ¢?dr as. As aC®(D) function, go f, belongs to H(D, p*dx,a p*dz) and

verify the integration by parts formula :

vuecE (D) [ u(gof) (oVF) ¢t do

== [Viow) (g0 fu) ¢* de =2 [ (g0 f.)

Using the bounded convergence theorem to pass to the limit in this equality, we

obtain that g o f € Hy,(D,¢*dz,a*dz) and oV(go f)=(g' o f) aVf.

Let us now prove the second assertion of the theorem. For ¢ > 0, we may find out
an increasing g. € C;°(IR) such that g.(z) =2e if v < ¢, g.(v) =2 if 3e <z < 1,
gele) = 2if a2 2, and ]l <1

For all f € H,(p*dz,ap?*dz), we have
Vuec (D) [ ulgof) (oVf) ¢t do
y oV
=~ [ Vi) g0 )¢ de =2 [ulg.of) [ TE G da

If f>0o0n D,then g.o f and ¢/ o f converge, p?dz a.s. , to f and 1;5¢ when &
goes to 0, and this equality becomes :

/D u Tiso (6Vf) o dx:—/v.(a*u)ngQ dx—Q/uf

which proves the second assertion.

Ve

©* dx

Ve
¥

©? dx

The proof of the third assertion is similar, replacing g. by M — g.(M — ). I

In particular, th 4.2.16 means that the form (€7, H,(D,¢*dr,ap*dz)) has the
local property.



4.2.4 The process associated with H(dz,adx)

In chap 3, our reference process was the Brownian motion. Since the reference form
(€, H'(dx)) has been replaced here by the regular local form (€7, H(dz,a dxz)), the
Brownian motion ( i.e. the process associated with (€, H'(dz)) ) has to be replaced
by the process (C([0, +oo[, IRY), (F})s, X, (W2),ere) associated with (€7, H(dx,a dx)).
Let us briefly describe this process :

We know that it is a solution of the martingale problem M(A?,C), where
(A7, D(A7)) is the generator of (€7, H(dx,adx)). Using the integration by parts
formula, we obtain
V.(aVf)

2

This means that W7 is the ( unique ) solution of the s.d.e.

VielCr A°f=

T 1
X, :x+/ (X,) st—i—/ %(XS) ds

The reversible measure for the Brownian motion, i.e. the Lebesgue measure dx, is a

reversible measure for this process too : Wg, = | W dx is time reversal invariant.
R

4.3 Regularity of (£7, Hy(p*dx, a p*dz))

Our aim here is to prove that, under assumption (H) below, the form (7, Hy(¢*dz, a p*dx))
is a regular Dirichlet form. More precisely, we will show that C> is dense in Hy(p?dx, a @*dx).
We first work under the assumptions

(H) o€ C}, ¢ € H(dz,adx)
and
(H") e #0 dzae.

and we later will remove hypothesis (H’).
The idea consists in showing that (€7, H,(p*dzr,ap?dz)) is the associated form

of a certain p?dx-reversible Probability measure Q_‘; on C(]0, +oo[, IRY) which solves

a martingale problem M(A7,C), then in constructing the law Q7 of the process

obtained by adding the drift UZ@ to the reference process (W7), starting from ¢*du.

Q7 is then a solution of M(AZ,C°) and the uniqueness of the ©w?dz invariant solution

of M(AZ,C) will imply that Q7 = Q_g. Using these two descriptions of Q7, we show

o “e
that the p*dz reversible process associated with (£7, H,(¢*dx, a ¢*dx)) does not hit

the set {¢ = 0} within a finite time, and deduce that C2° is dense in H,(p?dx, a p*dz).

4.3.1 The process associated with H,(p*dr,a p*dr)

From now on, we fix a ¢ and a  verifying

(H) o€}, ¢ € H(dx,adx)

Since p € L*(dz), after dividing by +/[ ¢? dv if necessary, we may assume that
[ @? de =1, so @2dz is a Probability measure on IR”.



Until the end of section 4.3, we also assume
(H") e #0 dzae.
This assumption ensure that the support of the measure p?dz is the whole R,

Since the Dirichlet form (€7, H,(¢*dx, a p*dr)) is regular and local, th 4.5.3 of
[Fuk80] says that it has an associated @*dx symmetric Hunt process which is a diffu-
sion process, thus it define a Probability measure Q_g on C([0, +oo[, IRY).

Here, we want to prove that Q_; is a solution of M(A7,C>). We first study the
generator (A7, D(AZ)) of the Dirichlet form (€7, H,(¢*dz, a p*dz)).

Fix an f € C°. By definition of A7 :

Vg€ D(A7)  EX(f.9) =~ (f.ALg)

(¢?de)

But
d

£1(1.0) = 53 [(599) (09 1) & d

=1

and

Vg € H,(p*dz,ap?*dr) Yuell Vie{l,---,d}

, __
/(Wg)iuefdx:—/ Zak(aiiuweo?dx—?/ug(a:@) p? du
k=1 7

( In order to prove this last formula, take a sequence (g,), of bounded functions
converging to g in H,(p?dz,a p?dz) and a sequence (uy); of C2° functions converging
to u in H'(dz) and dz a.e. such that the uj and Vuy are uniformly bounded. Apply
the integration by parts formula in H(p*dz,a ¢*dz) to g, and uy and let first k, then
n, go to +o0o. )

Thus

2 =52 [ [ o 9+ 2w (720 |o

=1 k=
ie.

1 oV

Vg e D(A%) (f,Aig)LQ(V,%):§<V'<"*"W>“<UW)'( - )’g)m( "

This exactly means that f € D((Af)*) = D(A7) and that

V.(o*aVf) Wap)

AGf = ==

+ (oY) (

Consequently,

Cx C D(Ag) and A7 = V.(aV) + ( Uv@) .oV on(C>¥



On the other hand, for all f € C°, we have
Q_U 1
B9 ([ 160 - 5(X0) = [ AZf(X,) du] 1Y)

t—s
-/ [T;_Sf_f_ o TjA;jfdu]h(pz do

where (T7); is the semi-group associated with A7

t—s
_ /d[Tf_sf—f—/ d—ijdu]hapzdx
R o u

because £ 0. = AJT on L*(p*dx)
=0

So Q_g is a solution of the martingale problem M(A7,C).

4.3.2 An explicit form for Q—g

Our aim in this section is to find an explicit expression for Q_g. To begin with, we
construct a solution of the martingale problem M (A7, C).

A simple idea to construct a solution is to use a Girsanov theorem and take the
Probability measure having exponential density with drift ” % 7 with respect to W7.

So we first want to give a meaning to the notation ” Y£ ”. Since ¢ only belongs to

H(dz,adz) and not to H'(dx) a priori,” Vi 7 may be not defined, but there exists a
sequence (¢, ), of C2° functions such that oV, converges dx a.e. to V. For each
x € R, o(x) is a one-to-one endomorphism from a complement space V(z) of its

(Vo) ()

kernel onto its image, so the sequence Vi, (z) converges to (o(xz)
for almost all z in IR?. The function B, defined by

|v(r))

(0(2)y0) " (V0 ()

B, = if e #0
¥
B, =0 if =0
is Borelian ( as a limit of Borelian functions ) and verify o B, = de(p dr a.e. This

function will play the same role here as % inthe” o0 =1d”7 case.

Remark 4.3.1 : There may be several such B,’s, but this is not relevant since they
all will define the same Probability measure @7, ( see prop 4.3.2 ).

Let us now introduce the stopping times
Ve

¢
7, = inf t>0//
o | ¢

¢
T:suan:inf{t>0 / /

‘ 2

(X5) ds > n}
mor
¥

(X5) ds = —I—oo}




and the process 7,7 defined by

70 = ifr>r,forallnand t > 1
tAT V. 1 AT \V4 2

79% = exp (/ B,(X,). [dXS — TQ(XS) ds] -3 7 ('9‘ (Xs) d.s) elsewhere
o o ¥

on the space Qp = C([0,T], IR%). W¢ will denote the Probability measure / W p* dx

on 7, ( or more exactly its restriction to [0,77] ).

The (B,,C?) weak Fokker-Planck equation is verified, i.e.

Ve C®(RY x[0,T]) Y0<s<t<T
/]Rd (fla,t) = f(z,5)) p*(z) de = / /]Rd (Aif(-w + %(W)) (2)¢*(2) d du

thus according to theorem 4.18 of [CL94], the process Z7¢ is a W7 martingale, and
the measure Q7 defined by dQ7, = Z7¥dW7 is a ©? dx stationary strongly Markovian
Probability measure on 7, with relative entropy ( cf [CL94] prop 2.1 )

(XS) ds) - Z/}Rd

. - 1 Qs T
H(QL, W) = S B% /

Ve
¥

Wap‘z dx < +o0

‘ 2

Moreover ( cf [CL94] prop 4.6 ) :
¢
VfeC®(RY  f(X))— f(X,) —/ A7f(X,) ds isan L* Q7 martingale
that is, Q7 is a solution of M(AZ,C), and

@I c

Ve

Qo(T = +00) = Q7 (/OT ‘Z(Xs) d3<—|—oo) =1

because
oV
¥

< 400

Jock (/T

Thus applying [Jac79] th 12.57, we obtain

‘2 (X5) ds) = TH oV

2
L?(dx)

Proposition 4.3.2 Q7 is the unique solution Q of M(AZ,C) such that Qo X' =

@1 e
w*dx and Q(1 = +o0) = 1. In particular, Q7 is the unique w*dz stationary solution

of M(A7.C).

I Ye

Since the distribution @ of the ¢*dx symmetric process associated with (€7, H,(p*dx, a p*dz))
also is solution of M(AZ,C2?), this means that Q_g = Q7.

©w ~e



4.3.3 Hitting time of {¢p =0}
Let us now define the stopping times

0, = inf{t >0 | o(X,) & [L,n])
and 0 =sup,¥,

In [MZ85], Meyer and Zheng showed that Q7(0 < +o00) = 0. For the sake of

completeness, we shall reproduce here a slightly modified proof of this result ( see the

proof of prop 3.4.3 in chap 3 ).
Proposition 4.3.3 Q7(0 < +o0) =0

Proof: We first fix an n € IN* and a C°(IR) increasing function 0,, verifying :
197]|.. < 1,0,(x) = ﬁ on |—oo; n%l_?], O,(z) = zon [L;n]and O,(z) = n+1on
[n =+ 2; 4o00[. Consider the function ¢, = 0,, 0 ¢ which belongs to Hj,.(dx,a dx)
according to th 4.2.16. One may find a sequence (¢¥); of C> functions with
values in [nl?, n + 1] such that

tpfi — ¢, in L} (dz) and dx a.s.
oVt — oV, = (0, 0¢) oV in L*(dz)

( See the proofs of th 2.2.8 and prop 2.2.17 in chap 2 )

Using Ito’s formula with the C> function In ¢*, we get

KE = )00 - a6 - [ (2250 v,
—%/Ot Tr (aDz(ln 305)) (X;) ds
t Vit V.a "
_ /099—7,2(&) [dXS—T(XS) ds] Vi e[0,7] W as.

and applying the forward and backward version of this result at the instants ¢,
T and t — T, we obtain

2 [(Ingk)(X)) — (In@h)(X,)| = Kf + K org + Kfory VL €[0,T]

where r7 denotes the time reversal operator on C([0,7],IR%).

Since W7, = [ W7 dx, we also have

t k

Kf :/ V—in(Xs) [dXs — %(Xs) ds] Vte[0,T] Wi as.
o Py

V.a

chpn)(Xs) [dXS - T'(Xs) ds]7 the bounded convergence

Pn

T
Thus if K; = / (



theorem, Doob’s inequality and the stationarity of W7 give that :

EVi ( sup |KF— Kt|2>

0<t<T

T
S Cste EWdO:T (/

1 — — 2
< CTeT (/ (o VE — oVp,) — (oY) (eF — o, dx)
i oo ol ) = (Vi) )

aVapr Wapn
ok ©n

2 (X5) ds)

N 2 N
< Cfter (2 (n+ I)GHUV@Q — oV, £2(ds) +2(n + 1)* /]Rd | oVl? |pF — @l d:z:)
k—+4o00

Up to a subsequence, we may assume that this convergence also holds W7, a.s.,
and W7 ory! since WY, is symmetric. This implies that

Ktk + Ké“«_t orr + Kéi orp ——— Ky + Ky_orp+ Kyorgp

k—+o0
Ve [0,T] Wi, as.

On the other hand, for a fixed ¢ € [0,7], the convergence dz a.s. of p* to p,
implies the convergence W7 a.s. of (In@*)(X;) to (Ing,)(X;), and since X and
K are continuous processes, it follows

(In gafz)(Xt) — (In @i)(XO) =K, +Ky_,orp+ Kpory
Ve [0,T] W7 as.

This equality also holds @7, a.s. because ()7, << W7 << Wg,. We know that
Q7 is a solution of the martingale problem M(AZ,C2), thus

X —-X, - /O %(Xs) ds is an L? Q7, martingale

and <X - X, - /O VQ'CL(XS) d3> = /O.a(XS) ds

This implies that K is an L2 @7, martingale and

— 2 2
|7V _ [ leoe —
<1s>_/0 _E () ds_/o oo V| (Xo) ds




Then using the symmetry of ()7, and Doob’s inequality :

Q2 (sup (m o)) = (n )X,

[0,7]

)

, A
< Q7 (squ] | K| > 5)

[07

IN

4 |2 ¥ ’ ’ 2
XT/]Rd|UVLp\ <® > (0 0¢)* dx

n O @

4 n+ 2\ 2 — 9
b () e

< Sr)v,

IN

2
L2?(dzx)

And we now can conclude this proof :

Q7 (0 < +o0)

<

<

IN

IN

IN

Q7 (¢(Xo) = 0) + QF ({(Xo) > 0} N {0 < T'})

0+ 1lim lim Qf ({p(X,) >a} N {0, <T})

a—0n—+oo

lim lim QF ({(Iny,)(X,) >1Ina} N {3t <1/ (Inp,)(X;) € [~ Inn;Inn]})

a—0n—+oc

i tim_Q (sup (1 ££)06) — (1 2£)X)

> |lna+Inn|A|lna — lnn|)
[0,7]

. . 16T —— 2
‘%E%”l_l*g'noo lIn(rna)| A ‘ln (g) H Ve L?(dx)

0

4.3.4 Density of C in Hy(p?dv, a p*dx)

We now can state and prove the result we wanted.

Theorem 4.3.4 C° is dense in H(¢*dx,ap?dx) N L>®(p*dx), i.e. Hy(p*dr,ap?dz)
is equal to H,(@*dx, ap*dx). In particular, (£, Hy(p*dz, a p?dzx)) is a reqular Dirich-

let form.



Proof :
Consider the regular local Dirichlet form (€7, H,(p*dx,ap?dx)) and its associated

Hunt process (C([0, +00[), (Fi)i, (Xi)t, (QF)peme-  As said in §4.3.1, Q7 = Q_fo =
7% du.
Let x,, be the 1-equilibrium potential of the Borelian set {¢ ¢ [L,n]} with respect
to this Dirichlet form :

Cap (1 # [ronl}) = Il + €200 )

where C'ap denotes the associated capacity.
Like every element of H,(p*dx,a ¢?dx), y, is defined p*dz a.s., and we can choose
the version

Vo e R*  y,.(z) = B9 (6_0")

( see [Fuk80] th 4.3.5 and definition (4.1.5) )
According to [Fuk80] (3.3.2) and (3.3.3), we have

1
0Su<1, u=1 ¢z as.on {p &[]}
n

and C'ap ({Lp ¢ [%,n]}) — /Xn ©? dr = EQZ(e—en)

1
thus prop 4.3.3 implies that lig_n Cap ({ap ¢ [—,n]}) = 0, which in turn implies
n—+co n

that y, and oVy, converge to 0 in L?(p%dz). In the sequel, we will assume that
these convergences also hold ¢?dx almost surely ( after extracting a subsequence
if necessary ). Moreover, y, verify the hypothesis of th 4.2.16 with M = 1, thus
wan = Wan ]IXn<1-

Take an f € H(p?dr,ap?dz) N L= (p*dx). We may, and will, choose a ¢?dx
version of f which is bounded. We want to show that f is the limit of a sequence of
elements of H,(¢*dz,a @*dx).

First remark that (x,.f) € H(p?dz,ap?*dz) and oV (x.f) = f oVxn + Xn oV f
thanks to lemma 4.2.14.

For n large enough, the distance between f and (1 — y,,)f in H(p*dx,a*dx) is
as small as we want because

Hf - (1 - Xn)inI(Lp2d.'L'7a w2 dx)

2
- HxanH(Qde,anQda:)

A

JE— 2 _
< M (Voo +2] 790 ) 2 [l 7901 5%

IN

912 4 Cap ({o Lnl)) +2 [ 1o oV & da



( recall that y,, — 0 @?dz a.s. and use bounded convergence theorem ).

So we only have to find out elements of H,(p?dx,a ¢*dz) which are as near as we
want from (1 — y,,)f, for n large enough.

The function (1 —x,)f € H(p*dz, a¢*dx) is bounded. It vanishes on {¢ & [+, n]}
( because x, =1 a.s. on this set ), and its o-derivative also vanishes on {¢ & [, n]}
because

Thus (1 — x,,)f satisfy the hypothesis of the following lemma, which will be proved
later.

Lemma 4.3.5 If g € H(p*dx,ap?dx) is bounded and if ¢ and oVg vanish on {p &
[2.n]}, then g € H(dz,adx) and oVig = Wd'rg.

According to this lemma, since C° is dense in H(dx,adz), we can find out a
sequence (¢F); of C2 functions such that

H(dw,adz)

hr ———— (1= xa) f

k—+o0

and we can choose (¢¥);, uniformly bounded by || f]|...-

For all n and all k, the function (1—y,,)¥ is a bounded element of H,(p?dz, a p*dz)
vanishing on {¢ & [L,n]}, with o-derivative oV ((1— v,)¥F) = = oV x, +(1—
Xn) oV 1% also vanishing on {¢ € [1,n]}.

Moreover
L 2
[0k = (x| o

< 2 (6= =0)f)" (e #) dot2 [ (v vh) ¢ de

< 2n2\ W — (1= xn)f

2 ) ,
and

| 592 ((1 = v)l) = a7 ((1 = v )

2
L2 (¢?dx)

= 2/ ‘(1 — Xn) [UV;/JZTL - Ww((l - Xn)f)}

— e (L= xa) OV 4 (0 £ =05 oV | (T ) do

2

3 nZHJVL/JS) — de((l — Xn)f) L2(dx)
+3 [ 9% do w32l 7

IN

2
L2 (¢?dx)

Thus for n large enough, we can find a k depending on n such that (1 — y,,)¥F is as
near as we want from (1 — y,,) f in H(p?dz,a¢*dx).
It only remains to show lemma 4.3.5 and the proof of th 4.3.4 will be complete.



Proof of lemma 4.3.5 :
First remark that oV g € L%(dx) since

/| aV7g* dx < n? /| oV7gl* ©* dr < 400

For the same reason, ¢ also belongs to L*(dz).

Consider again the function ¢, = 0, o ¢ introduced in the proof of prop 4.3.3. This
function belongs to H,.(dx,adr) and we know that oV, = (0, 0¢) ( V).
Take a C°(IR) function = verifying =(x) = % on {¢ € [nl?, n + 1]} and apply prop
4.2.61ii to get

1
=0, = P € Hie(dz,adr)
—=dr ,—

- — —2 S
and oV (Eop,) = (Eop,) (0, 00) (oVy) = Py (07 0¢) (V)
It follows that for each u € C*°

u
— € H(dz,adx)

n

de [ U —2u - 1
and oV | =)= O o) (oVy)+— oVu
(99%) & ( SV i
Hence % is the limit in H(dz,adz) of a sequence (uf) of C*° functions. As usual,
¥n
we assume that this convergence also holds dz a.s. and that ‘ufb < |—| forall
k. h
Let us write the integration by parts formula in H(p?*dx,a ¢*dx)
A
/uﬁ(ﬁwg) ©° d:z;:—/(UVui—I-uiV.a*) g ¢’ dx—2/uﬁg A 4 @ dx
¥

and let k£ go to infinity :

—=dz

. o \V;

/% (oVig) ¢ de = —/ ( Ve (%) + %V.U*> qp° d:z;—Z/%g ucpz dx

@n n ¥n ¥n ¥

Since ¢ and oVg vanish on {p, # ¢}, this could be rewritten :

Wa’wgp
Pn

dx

_ I
/u(avwg)dx:/( il Uvdap+aVu+uV.a*)gd:}c2/ug

n

and reduces to

/u (oV79) dx:—/v.(a* u) g dx

Consequently, ¢ € H(dz,adz) and deg = oV 1



4.3.5 When ¢ is allowed to vanish

In this section, we will extend the results of sections 4.3.1, 4.3.2 and 4.3.3 to the case
of a general p € H(p*dr,ap?dx), assuming no more that ¢ # 0 dz a.e. So we work

under the only assumption :
(H) o e, ¢ € H(dx,adx)

Remark that in section 4.3.1, assumption (H’) was only needed to ensure the
existence of an associated diffusion for the form (£7, Hy(¢?dx,a p?dx)) via th 4.5.3
of [Fuk80]. Then the law of this diffusion solved the martingale problem M(A7,C2)
and the uniqueness of the solution of M(AZ,C2°) gave the reversibility of Q7.

We will follow the same idea here, using results of [FOT94].

Let T denote the support in IR? of the Probability measure ¢?dz, i.e. T is the
adherence of the union of all open subsets O of IR? verifying (¢*dz)(©) > 0. The
Probability measure o2dz on IR? clearly define, by restriction, a Probability measure
on T', still denoted by p?dx.

I is a closed subset of the Lusin space IR?, thus it is a Lusin space. Consequently,
I' and @*dx verify hypothesis (7.3.1) of [FOT94].

Define the form (&', D(E")) on L*(T', p%dz) by :

D(E") = {@F | | € H(p dr,a dr)}
E(fg) =5 [ TV oV e da

where f|. denotes the restriction to I' of a function f € L*(¢*dx) and f denotes, for
f € D(EY), an element of H,(p*dx,a?dx) verilying fi. = f. Of course, E'(f,g)

does not depend on the choice of f and ¢.
, All2
Since HfHQD(gF) = Hf||%2(ryw2dz) + () = HfHH( the closeness of

p?dz,a p?dr) ’

H,(¢*dz,a p*dx) implies that (€', D(E")) is a closed form. Moreover, the density
of C in H,(p*dx,ap*dx) implies the density of

e ={h /| recz}

in D(E") for || ||p(er), which implies the Markovianity of (€', D(E")).
Consequently, (€Y, D(E)) is a Dirichlet form.

Proposition 4.3.6 The space H,(p*dx,a*dx) is separable, i.e. it has a countable
dense subset.

Proof: There exists an isometry ( f — (f, oV f) ) between H,(¢?dz,a p*dz)
and a subset of the separable space L*(@?dx) x (L*(@*dx))?, thus H,(p2dx, a p>dz)

is separable. |

Consider a countable dense subset U of H,(¢*dz,ap*dzr), a countable subset V
of C>° which separates points of IR, and let (un)n be a sequence of C2° functions
which approximate u in H(@?dz,a p?dx), for each u € U. The sub-algebra A of C°
generated by V U {u, / v € U,n € IN} is dense in H,(¢*dx, a p*dz), and the set Aj,
verify condition (C) of [FOT94] section 7.3, that is



o A, is a countably generated sub-algebra of D(E") N Cy(I).
o Aj. is dense in D(E") for || ||per).
o A separates points of I'and Yz € I' If e A, / f(z)#0.

Let Capgr denotes the capacity associated with (€1, D(EV)). We claim that this
capacity is tight, i.e.

Ve >0 dJK compact of I' [/ Caper(I' = K) <e¢

Proof: For n > 2, let B(0,n) denotes the closed ball with center 0 and radius n,
and let f, be a C° function with value 0 on B(0,n —2) and 1 on B(0,n)¢ such
that || f]|., <1 and |V f]. <1. For all n, B(0,n) NI is a compact subset of I'

and
Caper(T — (B0,n) NT)) < || fup 2 2i0) + E (Fulps falr)

1
< 2 e 4+ = 2’/ 2
< /B N AR

which proves the tightness of Caper. il

The form (Y, D(EY)) complies with conditions (7.3.1), (C) and (7.3.2) of [FOT94].
Moreover, it is local in the sense of [FOT94] (7.3.12), thanks to th 4.2.16.

Thus we may apply th 7.3.2 of [FOT94] :
There exists a p?dz symmetric Hunt process on I which is associated with (€', D(E)).
This process is a diffusion in the sense of [FOT94] (4.5.2).

We denote by Q' the law of this process starting from p?dz. Q' may be considered
as a Probability measure on C([0, +oo[, IR?) because if ¢ denotes the explosion time
of the paths :

Q"€ = +oo) = lim Q(X, € 1) = (Pde)(1) = 1
For the same reason as in section 4.3.1, we have that :
¢ Cé)O'F C D<AF) and \V/f € Cso Ar(fh“) = (Agf)lr‘

e Q' is a solution of M(Al,C> )

e |p

Thus Q" considered as a Probability measure on C([0, +oc[, IR?), is a p?>dz-symmetric
solution of M(A7,C) with paths in I'. Th 4.3.2 then says that Ql = 7, and
according to prop 4.3.3 Q' (# < +o0) = 0.
Now consider the Hunt process (Q, (Ff):, Y, (QL)zer) associated with (EV, D(ET)),
and let x1, denote the 1-equilibrium potential of {¢ & [, n]} with respect to (€7, D(ED)).
According to (i) of [FOT94] p 307, we may choose this version of x. :

Ve el x(x) = B9 (7m0 / w00l



and we have

1 2 S
Caper({ & [} = ] ey T € (00 X0)
= /XE p? dx
_ per (e—inf{wo / w(Xt)g[%,n]})

This last equality, and the fact that Q" (0 < +o00) = 0, proves that

i Caper({g ¢ [1n]}) =0

Thus if, for each n, we choose a x, € H,(¢*dx, ap?dz) verifying .. = yL, this yn
will have the same properties as the y, used in the proof of th 4.3.4 :

o . € Hy(p?dv,ap?da)
e \, and oV, converge to 0 in L*(¢*dx)
e 0 <y, <landy,=1on{p¢&[Ln]}

Using exactly the same proof, we obtain the same result :

Theorem 4.3.7 Ifo € C} and p € H(dx,adz), then C=° is dense in Hy(p*dz, a p*dz),
i. e. Hy(p*de,a?dr) = H,(p*dx,ap*dx). In particular, (£7, Hy(p*dx,a p?dzx)) is

a reqular Dirichlet form.

4.4 Invariant measures

We now want to apply the preceding results about Hy(p?dx,a¢*dz) to the study of
the invariant measures for the associated process.

Framework :
In this last section, we will work under the assumption :
(HAC) Vz, € RY Vte[0,T] WZoX/[' <<dx

A measure g on IR? will be called invariant for the process (C([0, 7], R, (F;)i, X, (Q%).)
if the measure @ = [ra ()7 dp(x) is stationary. It will be called symmetric if Q7 is
time reversal invariant, that is Q7 ory = Q7.

To begin with, we have to choose a good disintegration (QZ), of the Probability

measure Q7. The first step consists in choosing a good ( dz a. e. ) version of .

4.4.1 Choice of a nice version of ¢

Consider the solutions W of the s.d.e.’s

: (V.
X, :x+/ o(X,) st+/ T“(Xs) ds



and their associated regular Dirichlet form (€7, H(dx,adz)). According to [Fuk80]
th 3.1.3 and th 4.3.2(i), since ¢ € H(dz,adz), there exists an L*(dxz) version ( still
denoted by ¢ ) of @, and a properly exceptional set ; C IR?, such that

Vo & My t — o(X;) right continuous W7 a.s.

Since N, is dz-negligeable and IR? — A} is invariant by the diffusion (W?),., we may
assume that this version of ¢ vanishes on Ny, i.e. A7 C {¢ = 0}. From now on, we
will use this version of ¢.

Lemma 4.4.1 The set {¢ = 0} is finely closed ( for the fine topology defined by
(W) ).

Proof: Let {¢ = 0}" be the set of regular points of {¢ = 0}, i.e.
re{p=0} & Wg(T{@:o} = 0) =1  where T{wzo} =inf{t >0/ @(Xt) =0}

We only have to prove that {¢ = 0}" C {¢ = 0}. But for all z in {y = 0}" and
not in N7 :

W7 (Tio=0y =0 and t — p(X;) right continuous ) =1
which implies that
Wi(p(Xo)=0)=1, ie ¢(z)=0

and this means that {¢ =0}  C {p =0} UN; ={o=0}. I

4.4.2 The family (Q7), g«

Let us introduce as in the section 4.3.2 the processes (Z7"7); and (Z{%); defined by

AT AT +\,
77 = exp ( [ B Jax, - 00 as] - 2 UW\ (X.) ds)
0 2 2 e} g@
t . 1 rt| oV
777 = e, exp ( [ Bk fax, - Sty as] -5 UW‘ (X.) ds)
o 0 ¥

for t € [0,T] and by 777 = Z]¥ and 7Y = Z]¥ for t > T. Both Z7¢ and Z7% are
W? supermartingales, and of course

77% WZ-martingale < E"% (Z%’w) =1 (idem for Z7%)

— 2
Uv@‘ (X5) ds < —}—oo},
¥

Also remark that Zo¥ < 7% and that they only differ on {/T

ie. {Up(m =71)}, for t > 7. Thus

W (Up(r=m)) =0 = Zoe =277 W7 a.s.



Moreover, Z7%¢ is W7 a.s. continuous, while Z7¢ is only W7 a.s. right-continuous,
but is a strongly multiplicative functional.
Now let us introduce the sets

N ={remR! | E" (Z7%) <1}
Ny ={z e R" | W (Up(r = 7)) > 0}
N' =N UN,

They are borelian sets because * — W/ is measurable.

Lemma 4.4.2 The set N7 is p*dx negligible and finely closed ( for the fine topology
relative to (W7), ).

Proof: We know that WJ(Ux{7 = 71}) = 0 ( see the correction of [CL94] ).

Consequently, (¢*dx)(N}) = 0 and Z7¢ = Z7¢ W7 a.s. As said in section
4.3.2, Z7¥ is a W7 martingale, thus E"¢(Z7%) = E"¢(Z7%) = 1 and this
implies that (p?dx)(N]) = 0.
We just proved the first assertion of the lemma, let us now proceed with the
proof of the second one. Ty will denote here the hitting time of the Borelian set
A: Ty =inf{t >0/ X, € A}, and for each x € R?, (K,(z,A)), will be an
increasing sequence of compact subsets of A such that Tk, (. 4) \, T4 ( such a
sequence exists thanks to th 1.10.12 of [BG68] ).

Pick an € IR? which is regular for N”. Either z is regular for N7, or it is regular
for NV3.

First suppose it is regular for N7 : W7(Tyr = 0) = 1. If in addition = ¢ N7,
then WZ(7 > 0) =1 and it is possible to find an n € IN such that

W;(TK”(LN{) <TA T) >0
, € K, (z,N]) C NV}, thus

Since X is a continuous process, X ,
I\'n(:t,./\/l

a

Wz, i R —
FE e (ZTM) <1 W] a.s.

Consequently, applying the strong Markov property of (W7), and the strong
multiplicativity of Zo% :

we (aw
F (ZT HTI(W(IYNI/)<T/\T>

wa o0
= K" (Z I
T+ T (o) Tz nty<TAT

because 7" = 47 for t > T

wo 7,0 W;Tr NI 7,0
= B | 27 2 e (ZT7) ]ITKn(z,N{)<TAT

Kn(z,N])

wg (o
< b (ZTKn(r,./\/l’) ][chn(z,Nl')<T/\T)



thus = € N because
o (7

w7 (13 w7 7,
< FB (ZT I, ($7N1)<TAT) + B (ZT ][TI\,'”(ZVN{)ZT/\T)

I\"n(m,j\/ll) Kn
Wg (7o,
< E (ZT/\T)
< 1

It remains to consider the case where z is regular for Ny : W7 (T = 0) = 1.
Take such an z and suppose it is not in Nj. Then W7(7 > 0) = 1 and there
exists an n € IN such that W;(Tf(n(x,Né) <7AT)>0. Since Xg_

Kon(oND) belongs
to N :

W7 (Ul = 72})

> W;,j ({TB"(T,A@’) < TN T} N {Uk{T = Tk}}>

W o _
> F (]ITKH(LNé)<T/\T WXTI(n(r,Né) (Up{T = Tk}))
> 0

which is in contradiction with = & AJ. We thus have proved that every regular
point for A7 is in A/, which exactly means that A" is finely closed.

Now define Q7 by

dQ7 = 73 dW?e  ita g NUN'
ng:(S{x} ifze NUN’

where 6, is the Dirac mass on the constant path X; = 2 Vt € [0,T]. (Q7),cpe is a
family of Probability measures on C([0,77],IR?) and it is clear that

@z ) do = Q2

Proposition 4.4.3 Let ' =0 Ainf{t >0 /| X, e N'}.
Forallz ¢ NUN',  QI(0 < +o0)=0.

Proof: We first show that

Ve g NUN' Q(inf{t >0 / X, e N'} <+0)=0



Fixaz @ NUN', let Ty =inf{t > 0 / X, € N'} and let Ty, Ty; denote the
corresponding stopping times for N, V. Since x ¢ NJ, the supermartingales
Z7¢ and Z%% are equal W7 a.s., and since Zy¥ =0 for t > 7 :

QI(r < Ty < +00) < EYY (Trcrycpon Z275) =0
thus we only have to prove that
Q;(TN{ < T) =0 and QZ(T/\G < T) =0

First suppose that Q7 (Ty; < 7) >0 :
Then

Q7 (Uk(t = 7))

> EWs (Z;:fTN, Ty (r=ry) ]ITN2,<T) since Z;¥ = Z3¢ for t > T
2

wg
X

> N (Z%’w Huk(fzrk)) HTN2,<T)

> p (Z;W E
N
and we showed in the proof of prop 4.4.2 that A is finely closed, which implies
that X7, € N7 W7 as. Thus, since Z7¥ = Z7% > 0 on Up(1 = 1)
2

W
X,

E ™ (Z;’@ ﬂuk(fzm) >0 W7 as.
The fact that
EWZ (Z%;\Z ]ITN5<T) > Qg(TNé <7)>0

then implies that
Q7 (Ue(T =74)) > 0

Using again the equivalence between Q)7 and W7 on Ui (7 = 71), we obtain that
x €N

Now suppose that Q7 (T <7) >0
There exist an n such that Q7 (T, < 7) > 0 ( using again the K, := K, (z,N)
defined in the proof of prop 4.4.2 ).

o (77)
< B (g, o, 75% B *tin (75%) + 1, o, 7257
< Tr,<m “Ty, n\ 27" )+ lag > L7

Now recall that X7, € N, thus
EYE(Z77) < BYY (g, <r 257 + My 5r 277) <1

thus = € V.

It remains to prove that

Ve g NUN' Q%0 < +0) =0



First remark that
Vo g NUN' Qir = 400) = W] (I=yoe Z77) = W] (Z77) = 1
because I, <t W = 0 by definition of Z7¢. So we only have to prove that
Ve g NUN' QI(T A0 < +o0) =0
Suppose we can find an x ¢ A" U N such that
QUTANO < +o0)>a>0
By definition of N :
Vne IN* Wi(r, <71)=1

and for n large enough

W (0<m <7)=1

thus
QI0<T, <TAO<40)>a>0

Moreover, since t — ¢(X;) is W7 a.s. right-continuous and since p(z) # 0, we
have

Wwe(o, > 0)

n—-+oo

thus for n large enough
QIO0O< T A0, <TANO<+o0)>a>0
and there exists a t, > 0 such that
vt <t, Q;(t<rn/\9n<r/\9<+oo)>g>0

But
QI(t <7, Nb, <TNO < +00)

= [ Mecrunsucrncro() ZT5(0) AW ()

= /]It<7n/\9n<7/\9 Al /]Ir/\0<+oo m( ) dW;{t(w)(W/) dW; (w)
— [ Miconsucons Z77 H(X0) AW

where h(z / Lopoesos 207, AW?
— / ocring, 27705, h(Xe) dW?

— / 77%  h(X;) dW?



Now recall that we assumed that W2 o X;' << dz for all ¢ € [0,+00[ and

all z, € IR®. Thus (Z:;f\gndwgo) o X;' << dx, and letting p}(z,-) denote its
density, we obtain :

Qt<T ANb, <TANO<+00) §/dh(y) pr(x,y) dy
R

But h(z) = Q(T N0 < +o00) on (N UN')°, thus ¢*dz a.s., and since Q7(T A0 <
+o0) = /h(x) ©*(x) dv = 0, h vanishes dx a.e. on {¢ # 0} and the last

inequality reduces to
QIt <1, N0, <TANO<+00) < /N h(y) pi(x,y) dy

Thus
(8% o - 0,0
Vi<t 5 < B (Lxer Z77,)

which implies

W7 (inf{t >0/ X, e N} =0) >0
This is a contradiction with the fact that A is finely closed.
|

Corollary 4.4.4 The family (QF),cpe is strongly Markovian.

Proof: This is immediate using prop 4.4.3 and the strong multiplicativity of Z%.
|

4.4.3 Study of a bounded invariant measure

Let 1 be a bounded invariant measure for (Q7),cpe. We split p into p = pq + 0
where

pry = plyonne  and g, = pliyon

Proposition 4.4.5 The measure py is absolutely continuous with respect to Lebesgue’s
measure.

Proof: For each Borelian set A :

Ay=[ BV (Ixea Z57) d
e (A) o (Ix,ea Z77) dp(z)

thus the absolute continuity assumption on W2 o X; ' implies that :

de(A)=0 = VeeR! WX, €A)=0 = pu (A)=0



In the sequel, ¢ will denote the square root of the density of y, that is duy(z) =
Y?dx. Since py is bounded, v belongs to L*(dz). So without loss of generality we
may assume that [?dr = 1 ( dividing by a constant if necessary ).

The bounded measure p, is obviously symmetric. We want to prove that, under
some assumptions, p4 also is symmetric. Let us first present these assumptions.

Framework :

We assume here that :

/d
(H1) o= % is bounded, and Int € L*(uy)

(H2) ¢ is bounded and
(H3) ¢ € H(dx,adx)

Our main result in this section is

Wdz’ 2

€ L*(py)  ( finite energy hypothesis )

Theorem 4.4.6 Every bounded invariant measure satisfying assumptions (H1), (H2)
and (H3) is symmetric.

Let us now prove this theorem.
Proof :
The Probability measure () is defined by /Q; dpy(x). Since py is supported

by (N UN)°, we have
AQ;, = Z§° AW where W] = [ W dps(a)
and according to th 5.3 of [CL94], the following proposition holds :

Proposition 4.4.7 The function H(-,W7) has a unique minimizing element on the

set A, of V*dx stationary Probability measures. This minimizing element is equal
—=dx

to Q7, if and only if A belongs to {oVf; felCx}
¥
L2(Yp*dz) of the set {oV f; feCx} ).

L2 (2 dw

) ( the closure in

dx
v o) L2 2dl’
So we now want to prove that oy ¥ ce{oVf; fecCx} v )-

Therefore, we use again the functions ©,, defined in the proof of prop 4.3.3. Since v
belongs to H(dx,a dxz) and is bounded, H(y*dx, a ¢)*dz) is well defined and, according
to prop 4.2.12 :

o € H(*dz,avp*dz) and oV g = dego

Moreover, th 4.3.4 implies that  is the limit in H(¢*dz, a ¢»*dx) of a sequence of C2°
functions. Using th 4.2.16, we obtain for each n € IN* :

Ino®, o € H( dr,av’dr)

and oV (Ino®, 0yp) = 9.0¢ oV p
O,0¢



Since In 00, o ¢ is bounded, th 4.3.4 again implies that

FavAd (Inc®,0p)e{oVf; fe COO} )
But
—vdx 2 o —vdx 2
AN W¢(lno@no¢) = /( @ ) A & ? dx
o L o o
) O oy ) ) .
The difference |1 — @| converges dx a.e. to 0 and is uniformly bounded in
n 0¥

K

Ou(z) — n+1

——=dx

x O (x) - n+2

n ( because Ve € IRL ) thus hypothesis (H2) implies that

oV (In0O, o ¢) converges to ?in L*(Y*dx).
—=dz
Consequently, A 4 e{oVf; fe COO} (i) and
H(Q7,,W7) = inf{H(Q,WJ); Q€ Ay}

Since H(Q,W7,) = H(Q, W)+ [(Inv?)p? dxfor all @ € Ay, and since [(Inep?)p? dx <

+00, QF, also is the unique minimizing element of the function H(-, W) :

H(Q7,, Wi,) = mf{H(Q, W) ; Q€ Ay}

p?

Relative entropy is time reversal invariant and the measure W7, is symmetric, thus

H(QZ+ © TT 7Wd$) - H( [Ty de)

which implies @7, o ro = @7, because H(-,W7.) has only one minimizing element.

Consequently, sy is a symmetric measure for the family (Q7),cpa. |
Proposition 4.4.8 Under the assumptions of th 4.4.6, we also have
degﬁ B de¢

¥ W

Proof: Consider the generators

Vidx a.s.

Asf = V(aVf) | T‘Q.aw fecx

2
and —
ALf = v'(‘;w) + UZ¢.UVf fece

The operator A7, is symmetric in L*(¢p*dx) by construction, and A7 also is sym-
metric because it is associated with the symmetric Probability measure (),

Thus

Vaecr [lgoVi-foV) ( T Uﬁ) Y2



oV

We know that L2 (v*da)

€ {oVf; feCr}

and since 1 is assumed to be

o |
Ve oV FecEr v

since g oV f — foVg=0oV(fg) —2f cVg, we get

bounded, we also will have Consequently,

Wgo_ oV
0

Choosing f’s which are equal to the coordinates functions on the support of ¢
and using the density of C>° in L?(+)%dx), we obtain

Vf,g el /fan.( ) Wz

Vie{l,---,d} oe. ( AL UW) =0 e ae.
@ W
where {e1,---,eq} denotes the canonical basis of IR?. So the term in the paren-

theses belongs 1?dz a.s. to the orthogonal of the range of . It also belongs ?dx
a.s. to this range, as an element of {cV f; f € CgO}L (2 dx)

, thus it vanishes a.s.

4.4.4 A sufficient condition for (H3) to hold

In the "o = Id” case, (H3) has been proved to always hold, using Follmer’s time
reversal results. This time reversal techniques have recently been extended to the
case of a general diffusion matrix by Cattiaux and Petit ( cf [CP95] ). We will use
this generalization here to show that ¢» € H(dx,adx). However, this result essentially
says that 7a*o Vi € L*(p?dx)”, and we need more, since we need "oV € L?(2dz)”.
S50 we have to assume that o is non-degenerate out of a dax-negligeable set, which is
a very strong assumption ( thought weaker than the usual ellipticity assumption ) :

Proposition 4.4.9 If (H1) and (H2) are verified, and if o(x) is invertible for dx
almost all = in R?, then o € H(dx,adz).

Proof :
We will use the integration by parts formula proved by P. Cattiaux and F. Petit in
[CP95]. Therefore, we need to have :
(i) HQ7 ,Wi)<+o0

(i) Ve>0 VkeN* /T/| (V) 92 (e) do dh < oo

These assumptions are clearly verified here ( thanks to (H1), (H2) and the fact that
V.a is bounded ).

So according to [CP95], since Q7. is Markovian, we can find a Borel function B8
such that

Jom (/OTE(S,XS).G(XS)B(S,XS)) < 40
d(Qs, ory!) t_ V.a

tt

dWy,

5, = 03(X,) exp (/ Bl Xo).(dX, = ~S2(X0) di) %/Otﬁ(s,Xs).a(Xs)

B

(s, Xs) ds)



and for dt almost all ¢ €]0,7], for all f,u € C*, the function 3 verify :

—EY%+ ((Vu.aV f)(Xy)) o
— E9% (f(Xt) Vu(Xy). [ QG(Xt) +a(Xe)(By(Xe) + (1~ t’Xt))])

In our case, this relation reduces to :

Vio'o) .7V . . - :
5 +o p —I—Jaﬁ(l—t,-)]gb(x)dx

/le Vu.aV f p? dx = /le f Vu [

Choose a ¢ such that the preceding equality holds and let B=o0opB(1—1, ) (actually,
o3 does not depend on ¢ ). Thanks to the finite energy result verified by 3, we know
that B € L?(y»?dx). This equality becomes :

Vu, f € CF /}Rd(UVu).(an) 2 de = /]Rdf (oVu) [V.(a*) oV

+ +B] ? dx
¥

that is O (o —~

Yu, f € C /avu.[ '(; Ny ng“ﬂfﬁ] V() da

Applying this equality with (u, f) replaced by (v, fh) , (—h, fv) and (hv, f), and

summing up the results, we obtain :

Vf v heC™ /haVv [v(;f)ﬂf +fB} P* dx

then choosing v € C2° such that v(a) = x; on the support of h, for eachz € {1,---,d},
and using the density of C2° in L*(¢*dz), we get :

Ve

+f F] =0 Lide a.s.

Since we assumed o dx almost everywhere invertible, this implies

V(0" f)
2 +/ @

Ve

VfeClr +fB=0 <*dza.s.

and

Vfecs /v.(a* ¢dx__2/f¢(aw+ﬁ) dx

We already know that (;/JJ—W + 1/)§) belongs to L?(dx), thus this means that
¥

Y € H(dx,adx) and deg/) = ( A —|—F>
¥
|
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Titre : Diffusions dégénérées, réfléchies ou a dérives singulieres :
étude des lois et des formes de Dirichlet associées.

’, ’ . . N -
Résumé : Sur un domaine D de IRY, pour une fonction & valeurs matricielles
o et une densité de probabilité p fixées, on étudie les processus associés a différentes
extensions de la forme bilinéaire symétrique positive

§(1.9)= 5 [ (VI oVa) pde f.g€CERY ou G (D)

La fonction o est toujours supposée lisse (Cy). On s’intéresse particulierement au cas
ou o peut dégénérer.

On se place d’abord dans le cas ou D est borné et a bord peu lisse, p réguliere
(C}) et o quelconque (lisse, autorisée a dégénérer). On construit par intégration par
parties Uextension oV de lopérateur oV, et on définit Pespace de Sobolev généralisé

H(D,pde,apde) = {f € I3(D,pds) | 5 € L*(D, pd)}
La forme (€, H(D,pdx,apdx)) est une forme de Dirichlet, non réguliere a priori
sur D. Grace & une suite d’approximations par des formes régulieres, on prouve
que le processus réfléchi dans D associé est une semi-martingale. Sous I’hypothese
que (€, H(D,pdzx,apdz)) et la forme associée au mouvement brownien réfléchi sont
régulieres sur une méme compactification de D, on montre que la réflexion se fait
dans la direction conormale o*o7i, ou i est la direction de réflexion du brownien.

On travaille ensuite dans le cadre : D = RY, 0 = Id et ¢ = VP € H'. Dans
ce cas, I’extension maximale (€, H*(p?dz)) de (€,C2°) est connue. On présente deux
nouvelles démonstrations de 'unicité Markovienne pour cette forme. La premiere
est élémentaire et purement analytique. La seconde est probabiliste. Elle repose
sur I’étude du processus associé a l'extension minimale (&, H!(p?dx)), qui est un
mouvement brownien avec un drift singulier %. Comme application, on démontre
que toute mesure stationnaire d’énergie finie pour ce processus est réversible.

Enfin, dans le cas o D = IR? et ot o peut dégénérer, on construit les es-
paces H(dx,adz) et H(p?dz,ap?dr), respectivement analogues & H' et H'(¢*dx),
pour ¢ € H(dx,adx). Les résultats de la premiere partie assurent la régularité,
cruciale ici, de la forme (1 [ oV . 0Vg dx, H(dx,adx)). 1analogue de la démon-
stration probabiliste précédente montre alors la régularité de & sur la fermeture de
LN H(¢*dx, a p*dz) (mais non 'unicité Markovienne, faute de résultat de maxima-
lité comme celui du cas elliptique). Sous des hypotheses de bornitude sur les densités,
on en déduit a nouveau la réversibilité des mesures stationnaires d’énergie finie.

Mots-clés : Forme de Dirichlet, Processus réversible, Diffusion réfléchie, Dérive
singuliere, Unicité Markovienne, Matrice de diffusion dégénérée.
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