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Chapter 1

Introduction

1.1 Les fluides non newtoniens ; des phénomenes
aux équations

Les matériaux utilisés dans la vie de tous les jours ont une microstructure, que ce soit
au niveau moléculaire, cristallin ou a une échelle supérieure. Pour leur étude mécanique,
on a pu penser qu’on n’avait pas besoin de spécifier dans tous ses détails la microstruc-
ture. En effet, on s’intéresse d’habitude aux phénomenes macroscopiques qui ne sont
que des moyennes locales de grandeurs microscopiques supposées uniformes. On a donc
eu l'idée de décrire les matériaux dans les termes de la mécanique des milieux continus,
pour laquelle les propriétés sont continues et non discretes. Cette théorie a eu quelques
succes éclatant comme la théorie de I'élasticité (petites déformations) ou la mécanique
des fluides newtoniens. En effet, Stokes [4] et S* Venant [3], proposent ’équation dite de
Navier-Stokes en 1843 uniquement sur la base de considérations de mécanique des mi-
lieux continus. Il est a noter que Navier [1] et Poisson [2] avaient déja trouvé, séparément,
a partir de considérations sur l'action des forces intermoléculaires 1’équation dite de
Navier-Stokes des 1827 pour Navier et des 1831 pour Poisson. Hélas, quand la com-
plexité de ces matériaux et de leur sollicitation augmente, la Mécanique des Milieux
Continus ne peut plus tout prévoir seule. D’ou I'idée tres transversale de faire travailler
ensemble des spécialistes du génie des molécules et des procédés, des chimistes, des physi-
ciens et des mathématiciens pour modéliser les différentes microstructures de matériaux
qui ne sont pas continus. Cette modélisation produit une (ou plusieurs) équation appelée
équation constitutive ou loi de comportement censée traduire a un niveau plus élevé la
complexité des molécules et de leurs relations. Cette loi “macroscopique” trouvée, la
mécanique des milieux continus reprend tous ses droits.

Suivant Larousse, nous appelerons rhéologie la science des lois du comportement des
matériaux liant les contraintes aux déformations. Le développement des molécules de
plus en plus compliquées et grandes (on parle de macromolécules) a notamment fourni
des matériaux plus légers et plus résistants, mais qui ne suivent pas les équations de
Navier-Stokes. Nous les appelerons “fluides non newtoniens” et nous montrerons en quoi

bt



6 chap. 1 Introduction

ils different des fluides newtoniens (ils obéissent aux équations de Navier-Stokes) plus
loin. Citons des a présent comme exemples de tels matériaux, les matieres plastiques,
les fibres de carbone, les peintures, les gels, ... etc Tous ces matériaux non métalliques
dépassent aujourd’hui en volume d’échange commerciaux les matériaux ferreux auxquels
étaient habitués nos grands-parents. Ils touchent toute I'industrie, que ce soit les produc-
teurs (Rhone-Poulenc, Michelin, Vallourec, ...), ou les consommateurs directs (Renault
pour les équipements en plastique, Thomson pour les équipements sous-marins, ...).
Dans la suite de cette section, nous montrerons quelques effets spécifiques aux fluides
non newtoniens. Nous ferons une breve description physique des polymeres et définirons
les principaux comportements manifestés. Ensuite, nous donnerons des exemples con-
crets d’applications industrielles. Enfin, nous présenterons différentes lois constitutives
couramment utilisées.

Nous continuerons le chapitre en rendant les équations sans dimension, donnerons di-
verses formes équivalentes, puis les expresssions en coordonnées cylindriques et sphériques.
Enfin, nous résoudrons exactement une équation constitutive choisie.

1.1.1 Quelques effets non newtoniens

Nous qualifierons de non newtonien un effet qui ne peut étre expliqué par les équations
de Navier-Stokes. Plusieurs de ces effets, et d’autres, sont décrits dans [5].

Effet Weissenberg

Si 'on met du fluide dans un bécher, avec une barre verticale en son milieu tournant
a vitesse constante, un fluide newtonien, a cause de l'inertie aura tendance a s’écarter
vers les parois. En revanche, un fluide composé de macro-molécules, fut-ce en solution,
va remonter la tige comme on le voit sur la Figure 1.1.

NEWTONIEN NON -NEWTONIEN

Figure 1.1: Effet Weissenberg

Ce phénomene est lié a la différence des contraintes normales, qui est non nulle. On
a pu proposer une interprétation au niveau moléculaire, selon laquelle quelques macro-
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molécules se collent a la tige et ratissent alors comme un filet celles qui sont un peu plus
loin. En attirant a elles ces molécules, elles en compriment d’autres dans la direction
normale a la tige. Celles-ci s’étendent donc dans la direction de la tige, ce qui explique
la remontée de fluide. A un niveau plus macroscopique, [5] interprete ce phénomene
en disant qu'on a, en fait, des écoulements de cisaillement entre des cylindres coaxi-
aux. Parcequ’il y a une tension dans la direction du cisaillement, il y a une sur-pression
interne qui constitue, entre les différents cylindres, un gradient de pression, ce qui se
traduit par une remontée de la surface libre vers le centre.

Les deux interprétations proposées, loin de s’exclure, sont en fait un peu les deux faces
de Janus.

Relaxation des contraintes apres cessation des déformations

Un fluide newtonien cesse d’avoir des contraintes internes (d’origine moléculaire) des
que l'on cesse de le déformer. Ce n’est plus le cas pour un fluide non newtonien en
général qui amortit le rapport entre contrainte et déformation. Il faut donc en déduire
que le champ des contraintes tient compte non pas de la seule déformation que subit un
élément de volume, mais en fait de toute I’histoire de ses déformations. C’est ainsi un
gros probleme dans tous les procédés de moulage ot 'on doit attendre que le fluide ait
“relaxé” ses déformations avant de retirer le moule, sinon, il risque de ne pas prendre la
forme du moule, et prendre une forme intermédiaire entre celle du moule et celle qu’il
avait avant le moulage. On voit ici un effet de mémoire. Pour une description plus
expérimentale, on consultera [5].

L’écoulement de Poiseuille stationnaire dans un tuyau

Les équations de Navier-Stokes d’un fluide newtonien permettent de lier le gradient de
pression, entre la sortie et ’entrée, d’'un tube circulaire rectiligne et le débit. Ce lien est
linéaire, mais plusieurs fluides industriels ne vérifient pas cette relation.

Gonflement en sortie de filiere

On peut calculer, sur la base des équations de Navier-Stokes le facteur d’enflement
(x = % : rapport du diametre du jonc de sortie sur celui de la filiere) a la sortie d’une
filiere, qu’elle soit ronde ou carrée, par des méthodes d’éléments finis (cf [6], [7]), de
développement en série (cf [8]) ou expérimentales (cf [9]). Plusieurs de ces méthodes
sont comparées dans [44] p 159 a 193. Les résultats sont & peu pres uniformes et
donnent un facteur d’enflement d’environ 1,13 et 1,19 dans les cas axisymétriques et
plan respectivement. Il n’en est pas de méme pour certains fluides non newtoniens pour
lesquels on va jusqu’a trouver expérimentalement des facteurs de 4 !!' Qui plus est, la
forme de la filiere ainsi que de ce qui la précede compte beaucoup.

Ce qui est encore plus frappant est que pour certains fluides, si I'on augmente le débit,
on voit un retard a 'enflement (cf [10]) dessiné en Figure 1.2.
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= e

Figure 1.2: Enflement et retard a ’enflement

D.D. Joseph et al. [10] ont essayé de voir dans le changement de type de I’équation
de vorticité (cf [11]) la cause théorique du retard a 'enflement. V. Delvaux et al. [12]
ont tenté de retrouver numériquement ce phénomene. Cependant, pour des raisons
numériques, ils font une hypothese (viscosité de solvant non nulle) qui, normalement,
interdit le changement de type des équations.

Le siphon sans tube

Il est bien connu pour les fluides habituels que si 'on amorce un siphon, alors tant que
la partie dans le bac initial est immergée, le siphon continuera de vider ce bac.

Dans le cas d'un fluide non newtonien, on peut voir I'effet de siphon continuer méme si
le tuyau ne reste pas immergé dans le bac comme on le voit sur la Figure 1.3.

Pour cela, il suffit de mettre tres peu (50 p.p.m.) de polymere pour augmenter suffisam-
ment la viscosité et laisser le siphon amorcé.

La peau de requin et autres défauts de surface

Plusieurs expériences (cf [13], [14], [15] pex) ont bien montré I'allure du jonc d’extrusion
d’'un polymere en fonction du débit. A petits débits, 'extrudat est lisse. Puis, quand le
débit augmente, des oscillations latérales de faible période apparaissent. Cet effet porte
le nom de peau de requin (sharkskin) et dépend du débit, de la température, de la masse
moléculaire ... Dans certains cas, on observe une succession de zones lisses et de zones
de “peau de requin”. Ce type de défaut est souvent désigné par “écoulement bouchon”
(cork flow). A des débits plus grands, la “peau de requin” disparait et I'extrudat est
lisse. Dans le cas du polystyrene et du polypropylene, Quand le débit augmente encore,
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FLUIDE NEWTONIEN FLUIDE NON NEWTONIEN

Figure 1.3: Effet siphon

les oscillations croissent en amplitude et en période pour présenter une allure de jonc
régulier entouré d’anneaux ou d'une hélice (cf Figure 1.4).

Enfin, pour les grands débits, la sortie est complétement chaotique. Ce dernier phénomene
est amorcé par un perturbation axiale en amont. Il est a noter que ce phénomene se
produit & des nombres de Reynolds Re de l'ordre de 107" Il (cf [16] cité par [37]).
L’inertie n’est donc pas en cause. Peut étre la compressibilité ?

On trouvera dans [5] une description plus complete de ces instabilités p 450 a 465, et
une discussion des interprétations.

Couper un fluide non newtonien !

Si l'on fait P'expérience de couper avec des ciseaux un fluide (silicone pex) a la sortie
d’une filiere verticale, la partie qui reste proche de la sortie de la filiere va remonter,
manifestant ainsi un comportement élastique comme on le voit sur la Figure 1.5. Cette
expérience montre qu’'un liquide non newtonien se comporte, en un certain sens par-
tiellement comme un élastique. Il garde donc une forme de mémoire qui n’empeche pas
que, mis dans un récipient, il épousera sa forme comme tout liquide.

La viscosité d’un fluide non newtonien

Enfin, nous allons voir un effet un peu plus expérimental mais certainement le premier,
historiquement a avoir justifié de chercher d’autres modeles que les équations de Navier-
Stokes. On définit la viscosité en cisaillement n comme le rapport de la contrainte de
cisaillement 7 sur le taux de déformation 7. Les équations de Navier-Stokes prévoient
une viscosité constante que ne confirme pas 'expérience. Cette viscosité dépend en
fait tres souvent de 4. On a ainsi un effet rhéofluidifiant (shear-thinning) dans lequel
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3
SRS
= C—D ]

Figure 1.4: Evolution des allures du jonc d’extrusion

%i@ !

Figure 1.5: Verser du silicone
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n(¥) — 0 quand 4 — oo. Ceci signifie que sous forte déformation, la contrainte tend a
étre sous-linéaire. C’est souvent cet effet qui est le plus important dans les applications
industrielles. Plusieurs lois (Carreau, ...) traduisant la dépendance de n(¥) ont été
proposées pour garder la forme générale des équations de Navier-Stokes. Hélas, les
phénomenes exposés ci-dessus ne peuvent étre décrits par ces équations qui ont un
domaine de validité qui ne recouvre pas l'objet de cette these.

1.1.2 Les niveaux moléculaire et macroscopique

Nous définisssons un polymere comme la répétition un grand nombre (104 10°) de
fois d'une séquence moléculaire appelée monomere. Nous nous intéresseron, ici, aux
solutions de polymeres, ou aux polymeres seuls.

Un polymere peut étre linéaire, ramifié ou réticulé (cf Figure 1.6). On devine que la
réticulation augmente la rigidité.

/ﬁ\\ Q»
[ 7

LINEAIRE RAMIFIE

RETICULE

Figure 1.6: Différents polymeres

On distingue divers type de comportement :

e élastique : le corps reprend sa forme initiale apres le déchargement.
e plastique : le déchargement est accompagné d'une déformation résiduelle.

e ¢lastoplastique : le comportement reste élastique, tant que les contraintes restent
inférieures a un certain seuil
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e visqueux : les déformations évoluent dans le temps avec une vitesse qui dépend
des contraintes

e viscoélastique en petites déformations : la réponse a une sollicitation donnée com-
porte une partie instantanée et une partie différée : le corps reprend sa forme
initiale avec un temps de retard apres déchargement.

Les polymeres se classent selon leurs propriétés physiques :

e Thermoplastiques : polymeres linéaires ou ramifiés rigides a température am-
biante. Ils se ramolissent a 7" > 300K . Par exemple : les jouets en polypropylene
eltex P (société Solvay)

e Elastomeres (caoutchouc) : polymeres linéaires ou ramifiés ou faiblement réticulés.
IIs sont élastiques a température ambiante (pneus, ...)

e Thermodurcissables : polymeres fortement réticulés. Ils sont rigides a température
ambiante cause du réseau bati au cours de la polymérisation. On ne peut pas les
faire fondre. Ils se dégradent & température haute (parfois supérieure a 120°C").
Par exemple, le répartiteur d’air pour moteur diesel (PSA/ Rhone-Poulenc). Les
polymeres ont 'avantage sur les matériaux ferreux d’étre, s’ils sont bien concus,
légers et chimiquement indifférents.

Les propriétés des polymeres dépendent d'une part de la structure chimique des monomeres
et de la régularité de leur assemblage, d’autre part de la longueur des chaines et de leur
distribution (polydispersité) enfin de I'arrangement des chaines entre elles (linéaires,
ramifiées ou réticulées). Par exemple, 'amortissement d'une lame composite polymérique
peut étre rendu beaucoup plus rapide que celui d’'une lame en métal en jouant sur la
réticulation. En plus, si le poids du matériaux composite est plus faible que celui d’un
métal, a caractéristiques mécaniques égales, cela peut avoir de 'intéret pour les indus-
tries de pointe (les rotors d’hélicopteres sont en matériaux composites).

De plus, le comportement d'un polymere peut changer du tout au tout selon la nature
des molécules. Sil'on chauffe un polymere, il peut se contracter (chaleur, donc rupture
des liaisons, donc les chaines se repelotonnent) ou se dilater (chaleur, donc les chaines
s’allongent).

Pour ce qui est de 'influence de la sollicitation, a température donnée, si elle est rapide,
les chaines n’ont pas le temps de réagir. Elles semblent figées. Le matériaux est dans un
état vitreux, rigide (cf le verre). Si la sollicitation est plus lente, les chaines se déforment
avec difficulté. Le matériaux est viscoélastique amortissant. Si la sollicitation est tres
lente, les chaines peuvent suivre la déformation imposée sans effort. Le matériau est
dans un état caoutchoutique souple, élastique.

Bien sur toutes ces possibilités peuvent partiellement se combiner. Ainsi, dans I'industrie
du pneumatique, on essaie d’avoir un comportement amortissant, pour une bonne
adhérence, et élastique pour une faible consommation d’énergie. Un pneumatique utilise
jusqu’a 200 matieres premieres dont I'interaction est un défi a la compréhension des sci-
entifiques.
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1.1.3 Quelques exemples d’applications industrielles

Nous avons déja énuméré quelques matériaux qui, lors de leur mise en forme, sont
non newtoniens. Rappelons uniquement 'exemple des plastiques (textiles, ..) pour
convaincre le lecteur de leur importance.

De fagon plus anecdotique, rappelons que ’on produit des fusibles recyclables en utilisant
des grains de carbone. Pour cela, on place des grains de carbone sur la surface des
cristaux d’un polymere cristallisé. A courant faible, les grains de carbone font passer
le courant. Si le courant dépasse une certaine valeur, par effet Joule, le polymere cesse
d’etre a I’état cristallin, disperse les grains de carbone et le contact électrique ne se fait
plus. Des que le matériau a retrouvé sa température normale, la structure cristalline se
refait et le courant passe.

Un autre exemple amusant est celui de la piezo électricité. Certains polymeres pro-
duisent un faible courant si ils sont déformés. D’ou I'idée de détecter ce courant pour
mesurer de petites déformations. On utilise cette méthode pour les sonars qui détectent
les variations de pression (Thomson-Sintra).

Les polymeres s’appliquent aussi a la pyro électricité. Certains produisent un courant
sous l'effet de la chaleur. On s’en sert pour détecter de tres faibles variations de
température. Par exemple, on fabrique des caméras a infrarouge basées sur un polymere
qui détecte ce rayonnement.

On a déja souligné I'importance de la présence de polymeres pour diminuer la viscosité
et éviter que le siphon ne se désamorce. De méme, par 'adjonction de petites quantités
de polymere dans I'eau qu’utilisent les pompiers, on permet a une lance d’envoyer ’'eau
au douzieme étage au lieu du huitieme. Ce phénomene est aussi utilisé pour augmenter
jusqu’a 30 % le rendement des pompes qu’on installe dans les régions désertiques.
Enfin, les silicones vulcanisables a froid permettent aux dentistes, a température am-
biante, de prendre une empreinte dentaire.

Remarquons que les possibilités qu’apportent les matériaux non newtoniens, méme con-
nues, ne sont pas toutes exploitées. Ainsi Saint-Gobain sait faire des verres deux fois
moins lourds et aussi résistants pour les bouteilles de Champagne, mais le consomma-
teur n’aurait pas la méme impression de qualité si la bouteille était aussi légere que celle
d’un mousseux, ce qui explique que cela ne soit pas développé.

1.1.4 Quelques lois de comportement

Il existe un nombre important d’équations constitutives dont nous ne présenterons que
les principales. Nous donnerons également quelques justifications de ces modeles. On
retrouvera dans [18] un étude plus complete.

On peut classifier les modeles de la maniere suivante :

e modeles de réseaux (Rouse ou Green Tobolsky, Johnson Segalman, Lodge ou
Maxwell, Phan-Thien Tanner, ...)

e modeles de reptation (Doi Edwards, Larson)
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e modeles thermodynamiques (K-BKZ, Leonov, ...)

Par la suite, seuls Johnson Segalman, Maxwell et Phan-Thien Tanner nous intéresseront.
Avant d’expliquer quelles sont les principales lois, nous allons définir quelques termes
qui nous seront utiles. Nous soulignerons, dans toute la suite, d'une barre les vecteurs,
et de deux barres les matrices.

Quelques notations

On note x(X, s;t) la fonction qui, étant donné le champ des vitesses u, transforme le
point qui était en X dans le domaine €2, a l'instant s, en le point correspondant a
Iinstant ¢ (cf Figure 1.8). Cette fonction a un gradient Vy, qui permet de définir le

tenseur de Finger : g;l(t’) = (2)1 (2) 7T. o

Nous aurons également besoin de D[u], la partie symétrique du tenseur des taux de
déformations Vu.

De plus, la contrainte interne du matériau, que 'on veut modéliser, est représentable
par un tenseur (d’ordre 2) symétrique. Nous le noterons . La contrainte qui s’applique
sur un élément de volume infinitésimal ne dépend que de la normale n & sa surface
infinitésimale dS et vaut donc gn. Ce tenseur se décompose en un terme de pression
—pl, un terme de viscosité 277801_@[@] ol 7,0 est la viscosité du solvant, et un terme dit
d’extracontrainte noté T sur lequel portera plus particulierement la loi constitutive.

Une nécessité théorique qui s’exerce sur les lois constitutives est 'objectivité. Celle-ci
impose que les grandeurs mesurées soient les mémes dans tous les reperes. C’est un
genre de principe de relativité qui fait que la contrainte mesurée ne doit pas dépendre
du repere dans lequel on se place.

Avec cette nécessité, la dérivée particulaire d’'un champ de matrices n’est pas objective,
ce qui limiterait singulierement les lois, si on ne pouvait montrer qu’une famille de
dérivées plus compliquées (les dérivées dites de Gordon Showalter [20]) respecte cette
objectivité. Ces dérivées, que 'on rencontrera partout se définissent comme suit :

(z¥u" +Vur). (11

On trouvera dans [5] la justification tant mathématique que physique de cette expression
(annexe FI, FII).

En notant Q la partie antisymétrique du tenseur des taux de déformations, trois cas
particuliers importants sont :
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Dz Oz T
—==_=4u-V7— (I u + Vu z) Upper Convected Maxwell
Dt ot = === ==
Doz Or . .
D = B +u-Vi+1z2-9Q71 Dérivée corotationnelle de Jauman
Doz _Z. v Vu+ VuT7) Lower Convected Maxwell
i = Bt +u- V1 + (; u+ Vu ;) ower Convecte axwe

Les principaux modeles

Nous présentons principalement les modeles de réseaux sur lesquels nous avons travaillé.
On trouvera une bonne introduction a plusieurs autres modeles dans [18]. Ces modeles
de réseaux introduisent la notion de points de jonction ou noeuds. Les segments de
chaines sont des portions de chaines macromoléculaires reliant deux noeuds. Green et
Tobolsky en 1946 [17] ont proposé une théorie dans laquelle les jonctions entre les chaines
sont temporaires. Ils font les hypotheses suivantes :

Les segments de chaines suivent une statistique gaussienne

Les segments de chaines se déforment de maniere affine jusqu’a rupture des noeuds

La probabilité de rupture des noeuds est constante et indépendante de la déformation
du réseau

Le nombre total de noeuds reste constant

Les segments se reforment dans une configuration d’équilibre.

Apres différents calculs, ils arrivent a 1’équation sous forme intégrale :

A

ol A est la durée de vie moyenne des noeuds ou temps de relaxation, G une constante,
C 1(t') le tenseur de Finger et 7 le tenseur symétrique des extracontraintes, qui traduit
I'i 1nteract10n moléculaire. Ils obtiennent également une forme différentielle équivalente

t
r=G / le’(t’t/)/AC_l(t/)dt’
= B _—t

)\——2 AD
T+ D GAD|u],

ou A garde la méme signification ainsi que G, et ou Dlu] est la partie symétrique du
tenseur des taux de déformation. B

Hélas, ce modele ne décrit pas la pseudo plasticité des polymeres fondus, c¢’est a dire la
chute de la viscosité quand les vitesses de cisaillement deviennent importantes, dont on
a parlé ci-dessus.
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Johnson et Segalman [19] reprennent les hypotheses de Green et Tobolsky en supposant
que les chaines ne se déforment plus de maniere affine. Un parametre ajustable &
caractérise cette perte d’affinité. Ils obtiennent I’équation :

D,t

T+ A Dt_ = 2G\D|[u], (1.2)

a-

ou a = 1 — & est ajustable entre -1 et 1 et est la dérivée interpolée de Gordon

Schowalter (1.1) [20]. On retrouve le modele de Green Tobolsky comme cas particulier.
Cette fois, la pseudo-plasticité, ainsi que le fait que la deuxieme différence des contraintes
normales Ny soit non nulle, peuvent étre décrits par ce modele puisque la viscosité en
cisaillement simple et la deuxieme différence des contraintes normales valent :

\ GA
77(7) - 1 + )\2(1 _ CLQ)"}/Q
. —(1—a)GN
NQ(’Y) - 1 +<)\2(1a_) a2),j/27

en fonction de la vitesse de déformation # (vitesse du plateau supérieur / distance entre
les deux plateaux).
Phan-Thien et Tanner [43] introduisent une fonction g qui mesure une probabilité de
création ou de déstruction des noeuds et dépend de la déformation du réseau. Ils arrivent
a
D,r

e (;); + Aﬁ = anolg[ﬂ]a
avec ge(7) = 1+ 6étr T ou gu(T) = exp 6étr T.
Concluons en soulignant que, dans la réalité, nous souhaitons modéliser des polymeres
en solution. Il y a donc un solvant dont 'effet n’est pas pris en compte pour I'obtention
des équations ci-dessus. L’hypothese couramment faite a ce niveau consiste a supposer
que les effets du polymere et du solvant se superposent, sans interagir. La contrainte
globale est alors la somme de la contrainte newtonienne et de la contrainte polymérique,
quelle que soit les lois que celles-ci vérifient. En général, on représente la viscosité du
solvant par la loi newtonienne, ce que nous ferons également.

1.2 Non dimensionnement des équations

Nous partirons des équations de Johnson Segalman que l'on vient de voir. Celles-
ci essaient de traduire 1’évolution d'un fluide tel que ceux décrits ci-dessus, soumis
éventuellement a des forces d’interface, a des forces de pesanteur et a l'interaction des
molécules qui le composent (par le biais de I’équation constitutive du solvant et du
polymere).

Nous noterons u la vitesse de 1’écoulement, p la masse volumique, g 'attraction uni-
verselle (= 9.81Nkg™1), o l I'extracontrainte du solvant, ¢ le temps et la pression p. De

S0
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plus, nous noterons 7,4 la viscosité du solvant £ qui sera supposé newtonien, 7,0 la
viscosité du polymere k, 1, la somme des viscosités du polymere et du solvant, F' la
force massique, D|u,| la partie symétrique du gradient des vitesses dans le domaine k,
Ai le temps de retard de I’équation constitutive dans le domaine k et g la fonction ten-
sorielle qui contient des termes non linéaires, mais au plus quadratiques, qui permettent
a ’équation constitutive d’étre objective (les grandeurs mesurées sont indépendantes du
repere). Enfin, nous noterons x un point courant du domaine ;. Les valeurs de ces
grandeurs, pour différents fluides sont donnés en annexe B.

On veut trouver les équations non dimensionnées pour deux fluides s’écoulant avec une
interface commune. Quand le contexte le permet, nous n’écrirons pas l'indice £ du
domaine sur les grandeurs u, p, g, p, €, a. Les équations dimensionnées sont les suivantes
dans chaque domaine Q, pour k = 1,2 :

( ou .
P(a—tk +w, - V) + Vpp = ppF + div (gsolk T gpolk) ) (1.3)
divy, = 0, dans € (1.4)
g = 20sorkDluy] dans Qy (1.5)

do
—pol k
gpolk A ( 8pt U Vg1!201k - g<—@k’gpolk>> - 27]1’01 kQ[Qk]

avec Dlu,| = (&+V:uf)/2 et & _ <8wk> (1.6)

et g(Vu,0) = (a 5 1(V’UT0'+22) + GTH(QQT +ﬂ£))

\

I1 faut adjoindre les conditions d’interface qui traduisent 'interaction de ces deux fluides.
La premiere est mathématique et se déduit aisément (cf [55]) en imposant aux formula-
tions variationnelles de I'incompressibilité dans €2y et €2y d’étre également formulation
variationelles de I'incompressibilité dans Q; | J Q2. On trouve alors :

[o(w = Yipgerface) - 2] =0,
en notant [.] la différence de la grandeurs entre les domaines 1 et 2 (.); — (.)2. La
deuxieme condition est également mathématique et traduit la méme condition de for-
mulation variationnelle globale pour la conservation des moments. Son expression, si u
est continue, est :

e -n] = —-2HTn.

D’un point de vue plus physique, pour deux fluides non miscibles, la vitesse normale
u, - est égale a la vitesse normale de l'interface. La vitesse normale est donc a fortior:
continue ; (u; -n = Uinterface 1L = Ua " n), ce qui nous donne des conditions “physiques”
d’interface qui rendent la premiere relation mathématique automatiquement vérifiée.
De plus, si la viscosité du solvant est non nulle, nous pouvons supposer que la vitesse
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tangentielle sera elle aussi continue. Cette hypothese est tres rarement soulignée (on la
trouve dans [48]). En résumé, nous prenons les conditions :

[u] = 0 (L.7)
[(~pil + 200k Dlug] + @, )= ~2HTn, (1.8)

ou 2H est la somme des courbures principales et 7" la constante de tension superficielle.
Les conditions de bord sont les suivantes :

{@1 r, = 8' (1.9)

Ug |F2 -

Par exemple, si la géométrie est plane et est celle d'un écoulement de Poiseuille :

Figure 1.7: Exemple de géométrie simple

Si I'on se donne une vitesse caractéristique Uy (la vitesse stationnaire de l'interface dans
le cas d'un écoulement de Poiseuille de deux fluides par exemple), et une distance, elle
aussi caractéristique de I’écoulement (la largeur d’une tranche de fluide pour plusieurs
fluides), on va essayer de non dimensionner.

A cette fin, nous allons utiliser des constantes physiques d’un domaine que ’on privilégie.
Les relations de continuité resteront des relations de continuité, ce qui nous donne plus
de chance de faire converger les algorithmes numériques. Ce non-dimensionnement est,
de toute facon, plus conforme a la littérature.

Dans le cas de deux fluides les équations dans chaque domaine différent des équations
trouvées pour un seul fluide car le non dimensionnement se fait globalement. Les con-
stantes dépendent donc de la grandeur globale de non dimensionnement choisie, ce qui
explique la différence.
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Nous posons :

o U * 0 U * ]_ * *
UOuk‘ b pk - nt &1 Op b _SOlk? - nt zli 0 SOlk‘ 9 2H —_— dl 2H 9 & f— dl&
= dl t* ntotlUO
Uy Cootk —  dy Zpolk’
(1.10)
Nous notons
_ p1diUy _ MU _ Pk _ MNtotk
Re = Niot1 Wey, = dy " = pr > " = Try
(1.11)
Tlpol k @ S = T F = 0
Motk 7 dy’ Niot 100 Vgdy

les constantes de non-dimensionnement et notons k£* un vecteur unitaire aligné et selon
le sens de la force extérieure (le plus souvent verticale).
Si 'on reprend (1.3) avec ces nouvelles notations, on a :

ou* .
pkgf Lo v +U0n7§0tlv*p*:pk”EHE*—l—%dlv< g )

ot - d =pol
pr ((PrdiUg « 2
< n ( Ntot 1 ) (Dt*) +Vipk = rmeRe PR 4 div? (: _'_gpolk;)
UoMtot 1

en divisant par . On oublie a partir de maintenant les * et on écrit donc I’équation

dy
de conservation des moments non-dimensionnée :
Re 2% 4 W, — roReF~2k + di dans 1.12
Tk eD—t+ P = riRelF ™k + 1V(gsolk+g lk) ans €y, (1.12)

L’équation (1.4) se transforme sans probléme en :

divu = 0 dans €. (1.13)

Quant a (1.5), on utilise les définitions (1.10) et (1.11) pour la réécrire sous la forme (on
laisse tomber les %) :

o .= 2(1—ag)mpDlu]. (1.14)

L’équation constitutive n’est pas beaucoup plus compliquée (on laisse encore tomber les

%)

0o
ol k
T i T Wen ( ap TV g<vuk’gpolk)> = 2apmy D]y (1.15)

Enfin, les équations d’interface s’écrivent (cf (1.7), (1.8)) :

[

u] = 0

{ [[( —pL +2(1 — ag)my D], ] + crpolk>]]n — —2H Sn, (1.16)
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et les équations de bord :

=0 )

Pour un seul domaine, les équations sont (my = 1,7, = 1) :

Re(% +u-VYu)— (1 —¢)Au+Vp = divz
divu =0 (1.18)
or
L+ We(gr+u-Vu+tzQ-01-a(Dr+2D)) = 2eD.
Nous noterons dans la suite :
Doz _ 01 0-0 Dr+1D 1.19
ot~ g te NI+ -0 —a(lz+zD) (1.19)

la dérivée dite d’Oldroyd interpolée.

1.3 Dérivation de diverses formes équivalentes

Nous allons utiliser principalement deux outils. Nous ne donnerons qu’une référence
[23] pour le premier qui est signalé dans tout livre sur les fluides viscoélastiques. Le
deuxiéme est peut-étre moins bien connu. On pourra consulter par exemple [22].
Partons donc de I’équation constitutive typique d’Oldroyd telle qu’elle est apparue lors
du non-dimensionnement précédent dans le cas d'un seul fluide (1.18) :

D1

We——= = 2eD|u]. 1.20
. Dol . .
Si I'on remarque, comme le font [23] que ﬁ = —2aD, ou [ est la matrice unité¢, on
pense a poser :
, €
=7 — I
7L 7 Weas'
et I'on a ’équation équivalente a condition que a # 0 :
welE _ € 1.21
L+ “Dt T Wea=" (1.21)

D’un premier point de vue mathématique, cette équation est pratique car son second
membre est simple, mais d’un autre point de vue, malaisée a manipuler car I n’appartient
A aucun espace classique de type L? pour un domaine non borné. a

Le deuxieme truc que nous allons utiliser consiste a transformer la dérivée interpolée

D. 0.
—2 en une dérivée particulaire (=— = — + u - V.), via un changement de base des
Dt vee p (¢ = o Tu Vo s

formes quadratiques associées aux matrices symétriques. Nous nous contenterons d’une
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présentation mathématique, en évoquant la signification physique la ou cela semble
nécessaire (cf [5] pour U'interprétation tant mathématique que physique). Commengons
par remarquer que :

DL DL @—aD)+ (-9 —aD

I

On pose m (z,1) = Q(z,t) — aD(z,t), et on introduit Ea(l, s;t), qui est un flot, a u
donnée :

(X sty mI (v (X s51), 1) (1.22)

|

IS

|
I~ ||=.

ou y est 'application qui au point qui est en X a l'instant “initial” s fait correspondre
sa position z, a 'instant ¢, dans §2; (cf Figure 1.8).

t
QS X (X ’S;t)

Figure 1.8: Définition de y

Enfin, on pose ﬁa(g,t; s) = Ea(x(g, t;s),s;t), alors ;

DR OR Oy OR
= (x,t;8) = —2 (x(z,t; 8), ;1) + == (x,t; s) === (x(z, t; 5), s;t) | +

Dt ot ot = 0X},
8@@ OXk
~ +Ui an 695, (£’ t’ S)
= R (x(zt;s),sit)m] (z, 1)+
aga an an
_'_ Xk (X(£7 tv 8)7 87 t) <W(£u tu S) _'_ uza—xl<£7 t; S))

_ . T
= R (z,t;s)m (z,t)
(1.23)
on a ainsi une fonction de z,t, s ol s correspond a une condition initiale. C’est un genre
de flot. Avec cette notation, la dérivée d’Oldroyd s’exprime plus simplement:
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D.T
R, —=E = R =R +R tm R +Rm TR
R D;RT R Dﬁf Déa RT
o —aD_t: _'_:a; Dt + Dt T:a
D(R zR!)
B Dt

D.
On remarque ici que 'on a besoin du parametre s, car intervertir lim,_,; et D donnerait

une absurdité. Par conséquent, si I’on multiplie I’équation constitutive sous sa forme
(1.20) ou (1.21) par R & gauche, et par @f a droite, on a, en posant ﬂa@’t; s) =
R (z,t;8) TR (2,t;5) et W (z,6;8) = R (2,t;5) 7 R (2,4;5) ;

—a —=—q —a —a = =q

DWW .

W, +We—p= =2eR Dlul B (z,t5) (1.24)
W We e = £ R Rt 1.25
2, Ve, _m:a:a@v 5)- (1.25)

—=t=t = —2aR (x,t;s) Dlul(z,t) R’ (z,1; )
R R'(z,t;t) = I

Quant & R" R , il vérifie :
DR" R
5~ LB R R m

Dt
R'R (z,1;t) =

I~

On a ainsi obtenu des équations équivalentes, plutot plus maniables dans certains cas
que les équations initiales. A notre connaissance, elles n’ont quasiment pas été utilisées
mathématiquement et trés rarement numériquement [22].

1.4 Les équations constitutives en coordonnées cylin-
driques

Nous partirons de 1'équation d’Oldroyd (1.20). On note My la matrice qui transforme
la base canonique de IR dans la base des vecteurs (é,,¢é,¢.), (0;;) la matrice des
extracontraintes dans la base cartésienne, et (7; ;) la matrice des extracontraintes dans
la base cylindrique. Alors ;
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cos) —sinf 0
My = sinf cosf 0 | et (1,;) =M_g (0:;) Mp. (1.26)
0 0 1

Partons donc de (1.20) que 'on multiplie par M_,4 a gauche et par My a droite, My ne
dépendant que de @ ;

d (1,
(Ti,j) +We |: (87—157]) -+ M,QQ 'Z(Uz‘,j> Mg—

g 0rs ) di(aL (G2 ) 30+ 00 (52) M0(ALe 1) 1) -

8uj
= ZEM_Q Q[Q]Mg

—

8ui

Lj

Si 'on pose maintenant DU = M_y < ) My = M_gNu My, on a:

(1:;) + We {8 (7i,) +M_gu-V(0;;) My— (a ; D) () DU + DU (1;)] —

ot
2 (1) DUT+ DU ()] | = (DU + DU

(1.27)
Il nous faut donc estimer M_g(u - V (0;,;)) My en fonction de u - V (7; ;). Pour cela, on
va développer et utiliser (1.26) :

u-NV(M_g (05;) Mg) =
= (u-VM_p) (0;) Mg+ M_g (u-V (0:;)) Mo+ M_g (0:;) (u- VM)
= (u-VM_g) My (1;;) + M_g (u-V (0,;)) Mg+ (75;) M_g (u- VMy).

I1 nous reste a évaluer (- VM _4) My et sa transposée : M_q (u- V. My). Pour cela, nous
utilisons le fait que, si u = ue, + véy + we, ;

_ 99 vop 09
v¢ﬂ'y¢_“ar+rae+waz

0 10 0 -1 0
(u-VM_g)My = % -1 0 0 et M_g(u-V M) = % 1 0 0
0 0 0 0 0 0

Grace a ces deux expressions, on peut extraire le terme que I'on cherchait, de (1.28), et
on a :

o

v

M_, (Q'Z(Uz‘,j))MG :Q'Z(Tm) - ; -1

o
O O =
O O O
—~
a
<
S~—
—
2
&,
S~—
O = O
o O
O O O
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6ui

aSL’j

En écrivant uy(z,y, z) = u(r(z,y),0(x,y), z) cosb(z,y) — v(r(x,y), 0(z,y), z) sinf(x, y)
et de méme pour les autres composantes dans la base cartésienne, on a, par les propriétés
élémentaires du calcul différentiel :

My.

Avant d’écrire I’équation constitutive, il nous reste a calculer DU = M_y

ou 1 ou
—_ _— _— ’I_} —_
7" 39 9
pUu=| 2 L 1y £ (1.28)
g'r’ 89 g'z
dw 10w Ow
or 790 0z
Avec cette formule, I'équation constitutive s’écrit :
0(Tij) (a—1)
( ) + We 815] +u- Z(Ti,j) — T [(Tﬁj) DU + DUT (Ti7j)] —
(a+1) 0 10 0 -1 0
) [(Ti,j) DUT + DU (Ti,j)] — % -1 0 0 (Ti,j) — % (Ti,j) 1 0 0 ==
0 00 0 0 O
=¢(DU + DU?T).
(1.29)
Trr Tro Tzz
ou (7;;) = | 7or 70 To. |. Nous devons également écrire I’équation de conservation

Tor T20 Tzz
des moments (cf [24]) avec, de nouveau, le £ qui contient la partie solvant et la partie
polymere. La formule ci-aprés est valable également pour 7 non symétrique.

Re {%+U%+U@_U_2+w@
” 0 J 188“2‘ ) ' 187‘8z or, T
p T ro rz 00
_:_E+ ror +;80+8Z_T:| T fiext
ov dv vodv wv ov
o Yo T T TV (130
18p+ i@(r Tgr) 167’99 ang +7’9r—7‘r9} +f .
) 00 r2  or r 00 0z r 2ext
ow ow wvow ow
ot g“ar *;(%)*wa—g ;
p 1 T 1 T20 T2z
:_$+l¥ T, *az%f?’ext‘

Il nous faut remarquer que cette formule differe de celle de [24] pour deux raisons.
ou,;

D’abord, les notations pour le gradient des américains sont Vu = (—]) .

- 9xi ) ; lignes et j colonnes

d’autre part, [24] donne les formules pour un 7 symétrique. Notre formule est valable
pour tout T.
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Comme nous aurons également besoin de la condition d’interface en géométrie cylin-
drique, nous écrivons la condition en coordonnées cartésiennes :

[[_pi + 27]5012[@] + (Oij)]] (ﬂ)cartésien - _QHS(ﬁ)cartésien~

Puisque M_y = M/] est une grandeur géométrique et My(n)eyiindrigue = (1) cartésiens €N
multipliant a gauche par M_4 I'équation précédente ;

[[—Pi + 27780lDU + (Tij)]] (ﬂ)cylindrique = _ZHS(ﬂ)cylindriquea (131)
ou DU est donné par (1.28).

1.5 Les équations constitutives en coordonnées sphé-
riques

De méme que dans le cas cylindrique, nous définissons les matrices :

sinfcos¢ cosfcos¢p —sin¢
My, = sinfsing cosfsing coso ,
cos 0 —sin 6 0 (1.32)
Trr Tro  Trg .
(Tig) = | Tor Too Too | =My, (0i5) Mo,

Tor To0 Too

ou 0 €]0, 7| désigne I'angle de 'axe (Oz) avec le rayon vecteur, et ¢ € [0, 27| 'angle
de la projection du vecteur rayon dans le plan (Ozy) avec (Ox). Cette matrice Mpy 4
(ou M) permet donc de passer de la base sphérique €é,, &, €, a la base cartésienne ;, f, k
comme on le voit sur le Figure 1.9. C’est également ce que traduit la premiere relation
de (1.32) dans laquelle (7;;) est la matrice de 'extracontrainte dans la base sphérique,
dont nous cherchons quelle loi de comportement elle suit.

De méme que dans le cas cylindrique, nous multiplions (1.21) par MT & gauche et par M
a droite. Il nous reste alors a évaluer (Q-Zngd)) My 4 et sa transposée : Mg:¢ (u-VMyy).
Les calculs se font de la méme facon que dans le cas cylindrique. Il suffit de montrer
(u = ue, + vey + wey) :

0 v 0. w 0.

V=u—+——4+ ————. 1.33
u-¥ U8T+T80+Tsin98¢ (1.33)
On a alors :
v 0 0 sin 6 v 0 10
(u-V My 4) My = 0 0 cosf |+—| =1 0 0 (1.34)
rcos ¢ —sinf —cos@ 0 " 0 0 0
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o

Figure 1.9: Coordonnées sphériques

I1 nous reste alors, par les mémes méthodes que dans le cas cylindrique, a calculer (grace

a MAPLE) :
ou Ju 0
or r rsin 6
r  Ou; u+ @ @ _ w cos 0
DU = M97¢ % M97¢ = @ 90 a(b . (135)
J or r rsinf
ind + ow + vcosb
Ow B u sin %
or  rdf rsin 0

Avec cette notation-formule, I’équation constitutive s’écrit :

0 Tiq a—1
(1:5) + We (8t7]> +u-V(7,) ( ) ) [(7'”) DU + DUT (T,j)}
0 v w
(a+1) T —v 6 w cos
5 [(7:;) DUT + DU ()] T rsin® | (7is) (1.36)
—w —wcosh 0
r rsinf
0 2 —&
- 0
)| 7 0 S5y || =e(PU+DUT)
w  wcosh 0
r  rsinf

Nous retrouvons alors les formules de [24] pour la partie symétrique du gradient des
taux de déformations. Cependant, il nous faut faire la méme restriction que pour le
cas cylindrique. Notre notation du gradient est transposée de celle des américains, et
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en particulier de [24]. Si l'on utilise ses formules et les notres, il faut transposer les
gradients, et les formules de divergence.

1.6 Une résolution exacte de I’équation constitutive
lagrangienne

Quand on passe en coordonnées lagrangiennes, il est bien connu que les nouvelles fonc-
tions ne vérifient plus la méme équation. En particulier, le terme u - V1 disparait dans
(1.20). Si l'on connait Vu(z,t), on peut utiliser la fonction x(z,t;s) = X qui nous
donne le point X ou était la particule a 'instant s, qui est en z a t. On indicera par lag
les grandeurs qui sont définies sur 4 x (0,7"). Typiquement ;

D (X t)=D,  [ul(x(X,0:1),1).

=lag —Fuler

On obtient alors une autre formulation de ’équation constitutive justifiée en p 20 et
suivantes :

/ ~

OR (X, s;t) -
=S = EXsim,
%alag (X’ t) - glag N anW(X’ t)
R (X,t;t) = I.
—a ~ ~T (137)
=R T

—alag —a =lag=—a

W+ We——9y — 2R (X,0;1)D, R (X,0;t)

—alag Dt =g\ 7 =lag=a " 7’

\ ;lag<0) - ;0(X>’

ol Qlag est la partie antisymétrique du gradient des vitesses et Qlag la partie symétrique
du meéme tenseur. Afin de résoudre (1.37) explicitement, nous allons montrer que
det @a(g,t; s) = 1. Une simple dérivation par rapport au temps du déterminant nous
donne :

. ORy - . OR
ddet R = Ris Ry 2
=a _ at + &t
ot 8R21 é é 8R22
o 22 2
= tr (glag - anag (2,1)) det R
= 0,

car on suppose l'incompressibilité. On a donc bien det Ea(g, t;s) = 1 et nous pouvons
exprimer Ea en dimension 2, si w,, € L*(0,T; H*""()) ot r est strictement positif.
En effet, la structure d’algebre de H'*" en 2D permet d’écrire
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é(mlag) (£7 t,)dt,

g - o] A 1

ol A est le tenseur d’ordre 3 traduisant I'application linéaire Ea — Ea(g, t; s)@a de

(1.t37). Si la vitesse est telle que w,, € H(0,T; H**"(€)), alors, pour s fixé, I'intégrale
/ AN, )(z,t")dt" € H(0,T; H'*"(€)) qui est une algebre. L’exponentielle de (1.38)
a donc bien un sens. De plus Ea e HY(0,T; H™(Q)).

Nous pouvons alors, connaissant R résoudre (1.37) comme une simple équation différentielle
ordinaire :

t
~ 1 ~ -7 __L
glag(i’ t) - éa (X;O’ t)go(i)ﬁa e We
~ ~ ~ et

(X.0:)R (X,0:4)D, B (X,0:t)R " (X,0;t)e Wedt'.

(1.39)
Remarquons que le z, solution que I'on vient d’exhiber, est dans HY0,T; H(Qp)) si
Uy, € LP(0,T5 H*™7(Qp)). Donc le div 7 de ’équation de conservation des moments sera
dans H'(0,T; H"(9)) et sera donc plus régulier en temps que le Au € L*(0,T; H"). Cela
découle de I'équation constitutive qui est fondamentalement une équation de transport.
On utilisera abondamment cette remarque en chapitre 3 sur les frontieres libres.

2e
e ), &

~ -1
a



Chapter 2

L’écoulement de Poiseuille de
plusieurs Fluides Viscoélastiques

2.1 Introduction

Notre but est de démontrer I'existence, 1'unicité et d’étudier la réponse a une classe
de perturbations de 1’écoulement de Poiseuille de plusieurs Fluides Visco-Elastiques
obéissant a des lois de type Jeffrey. Ceux-ci occuperont des tranches dans lesquelles
nous supposerons qu’ils vérifient les équations volumiques suivantes :

Re(a—f tu-Vu) = (1-c)Au+ Vp = f+divz (2.1)
divu =0 (2.2)

0
;+We<8—f tu-Vi+zQ-Q71—a(D1+z1D))=2D, (2:3)

ou u est la vitesse du fluide, 1 — ¢ sa viscosité non-dimensionnée et 7 est le tenseur
des extracontraintes traduisant les effets visco-élastiques. Tous les termes des équations
(2.1) seront indicés par i dans la i tranche de fluide, y compris f dont la valeur dimen-
sionnée est constante dans tout le domaine, mais que le non-dimensionnement peut ren-
dre différente dans chaque sous-domaine. On suppose donc avoir fait I’adimensionnement
de facon locale, dans la i tranche au contraire de ce qui a été fait dans I'introduction.
Quand il n’y a pas d’ambiguité, nous n’écrirons pas les indices 7. Au moment d’écrire
les relations de continuité, qui sont justifiées a partir des variables dimensionnées,
nous devrons en tenir compte. L’équation constitutive suivie par le fluide est celle
d’un fluide de type Oldroyd (cf. (2.3) ou [25]). Comme précédemment, nous notons
Dlu] = (Yu + Yul)/2 et Q = (Yu — Vul)/2. D est donc la partie symétrique du
tenseur des taux de déformations ou gradient des vitesses. Nous utilisons la notation

Ju;
commune a la plupart des mathématiciens pour le gradient (Vu);; = —. Avec ces

81‘]‘

29
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notations, le tenseur Vu se décompose en D + ). De plus, nous réutiliserons la notation

Dz _ O Q-0 Dr+1D
D = T M+zQ-0r-a(Dz+zD)
0 -1 1

= 4w V- (Yt Vo' ) - e T + Yug)

On reconnaitra dans la dérivée temporelle objective, dont la définition vient d’étre rap-
pelée, 'interpolée (avec le parametre a € [-1,1]) entre les dérivées sous-convectées (a=-1;
Lower Convected Maxwell) et sur-convectées (a=1; Upper-Convected-Maxwell).

En premiere partie, nous étudierons 'existence stationnaire dans une géométrie plane
pour laquelle nous reprenons 'esprit de 'article de Guillopé-Saut [21]. Nous montrerons
que les équations non-linéaires d’'un écoulement de Poiseuille/Couette perturbé de fagon
monodimensionnelle n’explosent pas. Rappelons que [21] avait déja obtenu la stabilité
1D non linéaire inconditionnelle L2, pour tout e, d'un écoulement de Couette. Nous

2
trouverons, avec une premiere méthode un résultat assez faible (¢ < ﬁ). Une

deuxieme méthode, qui repose sur la formulation de [22] [25], réexpliquée en introduc-
tion (cf page 20) nous donnera tres simplement le caractere borné L? de perturbations
monodimensionnelles pour tout € (si a # 0).

En deuxieme partie, nous faisons la méme étude d’existence-unicité pour une géométrie
cylindrique. L’existence globale démontrée sera toujours a interface (plane ou cylin-
drique) fixée. Nous ne perturberons I’écoulement que dans la direction de propagation
et obtiendrons le méme caractere borné des solutions axisymétriques.

Puis nous regarderons le probleme de I'existence et de I'unicité des solutions du probleme
d’un écoulement de Poiseuille/Couette de plusieurs Fluides Visco-Elastiques obéissant
aux lois de PTT, PTTm. Nous exposerons alors quelques arguments principalement
numériques pour améliorer ces lois. Enfin, nous livrons le shéma de démonstration de la
stabilité linéaire de 1’écoulement de Couette d’un fluide de type PTT ou PTTm soumis a
des perturbations 1D. Cette démonstration, trop longue pour étre reproduite ici, repose
sur une étude du spectre d’un opérateur.

2.2 L’écoulement de Poiseuille/Couette en géométrie
plane

2.2.1 Géométrie, modélisation, hypotheses
Poiseuille

D’un point de vue physique, un écoulement de Poiseuille est un écoulement dans un
tuyau tres long, vu dans la partie éloignée des bords. La cause du mouvement est,
d’une part, un piston qui pousse a l'entrée et, d’autre part, la pression en sortie qui
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est moins forte qu’en entrée (par définition de la sortie !). La différence entre ces deux
pressions donne ce que les physiciens appellent la perte de charge.

Pression exterieure

Partie

Poiseuille

Piston Sortie

Figure 2.1: L’expérience physique

Cette force de surface se traduit, d’'un point de vue mathématique, en une force volu-
mique (Vp) dont la propagation est instantanée a cause de l'incompressibilité, et qui
s’ajoute aux autres forces. Celles-ci se réduisent a la force de pesanteur que 1’'on peut a
peu pres toujours négliger, ce que l'on fera. En effet, si p ~ 103kgm =3, g ~ 10S.1.,n ~
102S.1.,V ~ 1ms~!, alors, on cherche 'ordre de grandeur de np_‘g/ Dans le cas de
2
I’écoulement, de Poiseuille, L ~ 1072 (ou moins), le rapport est de]i’ordre de 1072 On
négligera donc la pesanteur. En revanche, pour du filage ot les longueurs sont de I'ordre
du metre, le méme rapport est de I'ordre de 100.
Le probleme de la modélisation de cet écoulement vient de ce qu’on ne peut pas traduire
de facon satisfaisante les conditions aux limites physiques qui sont mathématiquement
incompatibles. Le piston impose en effet une vitesse en entrée uniforme et non nulle.
Mais la vitesse du fluide a la paroi est classiquement nulle ! Des théoremes de mécanique
nous permettent néanmoins de dire que les effets sur la vitesse de ce genre d’effets de
bord restent localisés a I'entrée. Ce n’est hélas pas le cas pour la pression !
Cependant, pour notre modélisation mathématique, nous négligerons les effets de bord
comme tout le monde le fait dans la littérature. On supposera 1’écoulement venant de
'infini et allant a U'infini entre deux plaques. L’écoulement est donc bidimensionnel (cf
Figure 2.2).
L’écoulement étant invariant par translation selon Ox, la vitesse ne peut dépendre que
de y. Supposons donc que la vitesse ait pour composantes (u(y),v(y)). La condition
de divergence nulle nous donne v, = 0. Donc, v est constante et la seule constante
acceptable étant nulle, on cherchera le champ des vitesses sous la forme u = (u(y), 0).
La condition d’incompressibilité (2.2) est alors vérifiée.
Pour ce qui est de 7, on supposera qu’il s’écrit sous la forme :

11 T12
T = .
= T21 T22

Les fonctions 7;; qui interviennent ci-dessus sont, par suite de I'invariance, indépendantes
de x et ne dépendent que de y.
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y
=
__________________________________________________ y
- n
..... yn-1
1
"""" e y2
O X
yl

Figure 2.2: La géométrie du domaine mathématique

Quant a la force f, seule force extérieure volumique, elle traduit I'effet de la pesanteur

0
que 'on a convenu de négliger . Un terme du genre de f, venant de P eviendra plus
= x

loin. Il traduit la perte de charge qui s’applique au fluide, force extérieure surfacique d’un
point de vue physique (ou d'un point de vue formulation variationnelle), et volumique
d’un point de vue mathématique en formulation classique.

Avec toutes ces hypotheses, (2.2) étant vérifiée, les équations (2.1) et (2.3) s’écrivent :

( —(1— o) (y) + g—i . (2.4)
0 + g—z = T2y (25)
| 2= We/2l(a— 1)(z u+ T 1) + (a+ )z VuT + Vur)] = 2(Tu+ VuT) (26)

Nous aurons a considérer des fluides dont, en cas d’ambiguité, nous indicerons par 7 les
grandeurs u, 7, p, €, a, -. Ceux-ci s’écoulent entre les plans y = y; et y = y,,.1. L’interface
entre le fluide d’indice 4 et celui d’indice i + 1 est située en y = y,,1. Les conditions en
y; dépendront alors de si y = y; est la paroi (vitesse nulle) ou si c’est l'interface avec
un autre fluide auquel cas, nous imposerons la continuité de la vitesse et celle de la
contrainte normale.

Couette

Un écoulement de Couette plan est un écoulement de cisaillement entre deux plans infin-
iment longs dont la vitesse du plan supérieur est imposée. La principale différence avec
I’écoulement de Poiseuille vient de ce que le mouvement n’est pas causé par un piston
qui induit une force volumique en Vp, mais des conditions aux limites non homogenes
en vitesse (en y = y,,1 pour I'écoulement de plusieurs fluides). On a donc encore f = 0,
et Vp = 0 (pas de perte de charge). B
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Nous tenons a remercier A. Poitou pour de fructueuses discussions sur la compréhension
de la modélisation de ces écoulements.

2.2.2 Existence

Nous voulons montrer 'existence de 1’écoulement de plusieurs fluides avec interface
droite. Pour cela, comme on l'a dit en introduction de chapitre, nous rendons les
équations sans dimension localement & chaque domaine ol les constantes €%, Re’, - ont
la méme forme. Nous n’écrirons donc pas les indices i du domaine. Apres la résolution
volumique, nous étudions les conditions d’interface. Nous allons extraire de (2.6), qui
est donc I'équation constitutive sans dimension, I'extracontrainte en fonction de u. Pour
cela, projetons la relation (2.6), en tenant compte de la symétrie de 7 :

T11<y) = WG(CL -+ 1)7/7'12
We

T12(y) = 7((61 — D'ty + (a+ 1)u'0) + eu'(y)

Toa(y) = We(a — 1)u'r15.

On peut exprimer toutes les composantes de 7 en fonction de u et des parametres. Apres
réduction ;

( (1 + a)eWeu?(y)
H 14+ We?(1 — a®)u?(y)
_ eu'(y)
=gy We? (1 — a®)u?(y) (27)
o (a — 1)eWeu?(y)
([ # 1+ We?(1 — a®)u?(y)
Suivant les notations de [21], nous appelerons k* = We*(1 — a?) > 0. Revenons a
(2.4,2.5). Il résulte de (2.5) que la pression du fluide s’écrit :

p(z,y) = To2(y) + ¢(x),

ou ¢ est une fonction de méme régularité que p. En la dérivant, au besoin au sens des
distributions, on trouve, en la reportant dans (2.4) que sa dérivée est constante. Nous
appelerons —f cette constante, qui dépend, a priori du domaine ¢ ot on la considere.
Donc ;

p(,y) = m2(y) — fo+ Ry (2.8)

. . 0 .
Ayant calculé la pression, nous retiendrons que o est constant. Ce terme, si il est

x
non nul, traduit la pression motrice qui vainc l'inertie que 1’'on a négligée pour imposer
un mouvement au fluide. La premiere composante de la force ainsi produite est donc
f. Elle n’a rien a voir avec la force volumique du début, qui est nulle. Dans le cas de
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Couette, cette perte de charge est nulle. On peut alors prendre une intégrale premiere
de (2.4) comme le font Guillopé-Saut [21] :

—(1—e)(y) = fy—a+ed(y)/(1+ku>(y)),

oll « est une constante d’intégration. Apres réduction, et en notant Z,(y) = fy — «
encore noté Z par abus de notation, on a I’équation :

K (1—e)u®(y) + K Z(y)u>(y) + v/ (y) + Z(y) = 0. (2.9)

A ce niveau, nous devons distinguer plusieurs cas. Si k% = 0 (a = £1 ou We=0), alors,
I’équation précédente est du premier degré et on a l'existence et 1'unicité de solution
dans chaque domaine, en fonction de deux parametres. Nous reviendrons brievement
sur ce cas lors de la discussion de I'existence du Poiseuille & plusieurs fluides. Si k% # 0
(a €] —1,1]), I'équation (2.9) est alors (¢ # 1) du troisieme degré. Par la méthode
de Cardan, on peut avoir des formules explicites des solutions. En effet, si on pose

X:’U/+L_€)’0na:

3(1
—k2Z? 273k Z(32—2)
31—2) D+ (27(1 —e)2 3(1—¢)

Mise sous cette forme X3 4 pX + ¢ = 0, ’équation ainsi réduite admet un discrimant :

E2(1—e) X3 + X( ) = 0.

1 k*Z?%(y)(27¢? — 36e +8)  4k*Z*
§=4p®+27¢° = ——[4 :
P+ 20q 15(1 — 5)3[ + + ]
L’étude de I'annulation du discriminant ci-dessus fait apparaitre une équation bicarrée
en Z dont le discrimant est :

1—¢ 1—¢

_ e(9e—8)?
A= (1—¢)* "

La méthode suivie est quasiment la méme que celle de Guillopé-Saut [21]. De plus, il est
montré dans [21] que si e 6]%, 1[, on a multiplicité de solutions (si f est quelconque), cas
que 'on n’étudiera pas ici (si € €] %, 1[, un f suffisament petit permet d’avoir existence et
unicité). Donc, si I'on se restreint a ¢ € [0, %[, A est négatif pour tous les choix de perte
de charge f et donc 6 est positif, et donc (2.9) n’admet qu’'une et une seule solution P :

u'(y) = ©(Za(y))

Il résulte facilement de (2.9) que ® est impaire, et on sait que la solution d’une équation
polynomiale est une fonction continue de ses coefficients. Donc ® est continue et u est
C!, bien que 1'on ne lui imposait que d’étre dérivable presque partout. On a donc trouvé
de fagon nécessaire dans chaque tranche i et pour tout y € [y;, yiy1] :

W) =)+ [ "2y Ay y € [y yor] (2.10)

Yi
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Grace a la formule (2.10), nous pouvons dire que I'on a la vitesse dans la i tranche de
fluide en fonction de deux constantes : u’(y;) et a'. Nous avons donc résolu le probleme
a l'intérieur de chaque sous-domaine. De plus, on a un résultat de régularité qui, lui, ne
dépend pas de 'unicité : u"(y) € CO([ys, yir1])-

Pour i = 1, c’est a dire pour la premiere tranche de fluide, on a u'(y;) = 0 car on
suppose 'adhésion a la paroi. Cette hypothese sera valide, qu’on étudie I’écoulement de
Poiseuille ou celui de Couette. Nous avons ainsi amorgé la “récurrence”.

Nous allons maintenant garder le parametre o' et montrer qu’on pourra, en fonction de
ce at déterminer des o, u'(y;), dans les tranches de fluide successives grace aux relations
d’interface. Dans le dernier sous-domaine, nous utiliserons un lemme qui prouve que si
' € [0, 3], imposer u”(y,+1) (en particulier 'imposer nul dans le cas Poiseuille) peut se
faire par un unique choix de a! qui est le seul parametre libre (cf 2.3).

Figure 2.3: Détermination de o' & partir de la condition d’adhésion & la paroi

Nous disposons donc des 1’ :

Vy € o yin ui(y) = ui(ys) + / "9 (Zas(y)) .

Yi

ainsi que des expressions (2.7) de 7 et (2.8) de p.

On rapelle (cf introduction p. 17)_que I’hypothese “physique” de non miscibilité rend
la condition de continuité du débit automatiquement vérifiée. De plus, si la viscosité du
solvant est non nulle, on peut supposer que la vitesse tangentielle sera elle aussi continue.
Comme c’est souligné dans [48], ceci ne constitue qu'une hypothese. Les conditions que

nous imposerons aux grandeurs physiques sont :

[u] =0
[[(‘]%i + 2Ng01 k D]uy,] + gpolk> Jn=—2HTn.

Dans le cas plan, et a interface non perturbée, 2H = 0. Nous allons donc imposer
la continuité de la vitesse physique a l'interface ainsi que l'égalité des forces réelles
exercées par chacun des fluides sur 'autre. Le choix du non dimensionnement basé
sur les grandeurs locales a chaque domaine nous interdit de n’écrire ces continuités que
sur les grandeurs u, p, 7. Nous les ecrivons donc sur Uy t, Tgimp, TaimT. La premiere
relation physique de continuité des vitesses nous donne : a
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) ) Yi+1 )

UL () = UL (u%y@-) [ e <y'>>dy') | (2.11)
Yi

et la deuxieme :

[o'].n =0, (2.12)

ou [.] désigne le saut du domaine 7 au domaine i+ 1, n est la normale choisie du domaine
i au domaine i + 1, et o’ = T, ( —p'L+(1—¢ )DZ +T ) est le tenseur des contraintes
globales.

Par conséquent, en remplacant la pression grace a (2.8), et 'extracontrainte grace a
(2.7), nous trouvons pour (2.12) :

i (0 (1= (i) + o (mi0) ) = Tand (0 (1= )™ (i) + i (9ien)

dim (—pi(% Yis1) + 0+ Tﬁz(yz‘ﬂ)) =T (—PiH(% Yiy1) + 0+ Tgl(yiﬂ))

=
P (0 (0142)) = Tt P (0 (i) 2.13)
dzm(flx + PZ) dlz;:zl(fl—‘_lx + Pl+1) V$ .
ol FI(X) =X % Apres remplacement de 75, la deuxieme équation de

(2.13) nous donne immédiatement :

Pz
i+1 dzm i z 1_ dzm
f =T flet Py* i (2.14)

La pression dimensionnée sera donc uniforme, de la forme ax + Py + fct(y). Revenons a
(2.13). Grace a (2.9), on voit que F7(®/(y)) = —Z,i(y). Donc la premiere équation de
(2.13) se simplifie (aussi grace a (2.14)) en

dimZai (Yir1) = Taim Zai+1 (Yirn)
& Tgim(—0') = Tyt (—a'™)
i lem i

o't = T{Ha (2.15)

dim

En particulier, on remarquera que o'*! dépend de facon croissante et simple de «of, donc
de ol.

Nous avons donc démontré qu'a o' donné, on détermine les u’(y;) et a’ de toutes les
tranches de fluide, jusqu’a la derniere, a laquelle on a une condition de plus a faire
vérifier a cause de I'adhésion a la paroi.
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y
Dans cette n®™¢ tranche, on a u™(y) = u™(y,) +/ O"(Zaon(y'))dy'. Or on a remarqué

ci-dessus que " était une fonction strictement croissante de o!. Il va nous suffire

de démontrer que u"(y,.1) dépend de fagon croissante en a!. Pour cela, nous allons
démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.1
Ve €]0,3[ V(y,z) € IR’ Jy < z et Vf € IR, si ®(x) est 'unique (0 < e < §)
solution de :

(1 —e)®(z) + k*2®*(z) + ®(z) +2 =0 (2.16)

4
alors, ¥ : o / O(fy — a)dy' est une bijection strictement croissante de IR
Yy
dans IR.

Démonstration du Lemme 2.1:

Si f # 0 (Poiseuille), par un changement de variable immédiat, on a une autre expression
fz—a
de ¥: V(a) = %/ O(z)dz. Sa dérivée vaut alors : V'(a) = O(fy—a) —P(fz—a).
Jy—a

On se convainc aisément a partir de ’équation (2.16) vérifiée par ®, que P est non
seulement continue, mais dérivable. Puis on utilise le théoreme des accroissements finis,
pour ramener le probleme de croissance de ¥ au signe de @'.

Si f = 0 (Couette), on doit regarder la monotonie de ®. Les deux cas se ramenent en
fin de compte a 1’étude du signe de @' :

B 1+ k202 (x)
1+ 2k%2®(x) + 3k*(1 — &)®*(x)

P'(x) =

En réextrayant = de 1’équation (2.16), que l'on réinjecte dans ®'(z) telle qu’écrite ci-
dessus, on a :

~(1+ K3(x))’

V' (z) = .
) = P ® - 20 (2 (1 = )32 + 1) + 3%(1 — )3 (1 & 207

On a apres réduction, un dénominateur en polynome bicarré en kP, dont le discrimant
est & = 9¢(e — 8/9) < 0. Donc, ® est strictement décroissante, et U est strictement
croissante. Il reste a préciser dans quel intervalle W envoie IR.

Puisque ® est strictement décroissante et que x = —@(z)%, ®(x) - —oo quand
x — +oo et méme ¢ ~ —x/(1 — ¢). Donc, pour z assez grand, ®'(x) sera supérieur a
—1/(2(1—¢)). La fonction ® étant impaire, et, puisque V' (a) = f(y—2)®' (—a+ fO(y —
z)), pour —« assez grand, V' (a) < ;{g‘:;) (y < z). On en déduit donc que ¥ tend vers
—o0 en —oo. On raisonne symétriquement en +o0o pour avoir le résultat annoncé.

H
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Remarque 2

On pourrait aussi obtenir les renseignements sur ® en utilisant la relation x =
D(1+k2(1—e)®?)

zer — comme le font Guillopé-Saut [21].

2
Revenons & notre objet. u'(y,)(= gﬁzm u?(ys)) est une fonction croissante de a! par le
dim

lemme. De plus, a2 est également en fonction de . Par récurrence et par lemme 1, on
b n )

voit que u" (y,) = %u"(yn) et o™ sont aussi des fonctions strictement croissantes

dim
de a'. De méme, le terme

W) = (o) + [ " (Zan )y

Yn

en tant que fonction de ! est une bijection strictement croissante de o' € IR dans IR.
Il n’existe donc qu'un seul ! réel tel que u™(y,,1) prenne une valeur donnée (0 dans le
cas de Poiseuille). On a donc montré le résultat d’existence et d’unicité de 1'écoulement
de Poiseuille/Couette de n fluides d’Oldroyd avec viscosité si a €] — 1, 1].

Si a = £1, les relations d’interface sont (2.14), (2.15) et

) ) ) ) Yit1
Ui (i) = U, (u@(y» = [ zuta y,) |

Yi

On a donc par des calculs simples le méme résultat.

Théoreme 2.2
Les équations (2.4,2.5,2.6) avec a; = £1 ou a; €] — 1,1] et &; € [0, 3|, des nombres
non-dimensionnés We; et des forces motrices de perte de charge f; > 0 admet-
tent une unique solution. Les grandeurs non-dimensionnées vérifient dans chaque
tranche y € [y;, yit1] :

play) = Ty + [+ By
wy) = )+ [ Sy (217)
o , yi
Ti1, Tia, €t Tyy vérifient (2.7)
La relation (2.14) détermine P} a un P, prés (la pression extérieure), et f* a un
terme prés qui est, lui, donné par la perte de charge globale. Les o' sont tous

(sauf o) déterminés par la relation (2.15), et les (u'(y;))i=2. le sont par (2.11)
en fonction de u'(y;) = 0 et a'. Celui-ci est la solution (unique) de u™(y,y1) =

Udonnée-
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Remarque 3

Il peut sembler plus simple de non-dimensionner avec des paramétres globaux.
Hélas, nous n’aurions pas, alors, abouti a des paramétres (1 — €), Re, We qui nous
ont permis de faire une résolution identique dans tout sous-domaine. En partic-
ulier, on n’aurait plus un (1—¢") devant Au’ et " devant D[u'] mais %(1 —e")Au’

pum— o
et %ezg [u']. Méme si les relations de continuité sont plus simples a ecrire, et sont
o= 2=

de simples relations de continuité, on peut penser que les calculs dans chaque do-
maine s’en seraient trouvé fortement alourdis.

Remarque 4

A titre d’information, nous donnons la formule explicite qui permet de calculer
la vitesse. Celle-ci s’obtient a partir de (2.9) par les formules de Cardan. Ces
formules n’ont d’intérét que pour a # +1, car on a des formules explicites bien
plus simples, que nous ne rappelerons pas, dans le cas a = +1.

u'(y) = 5 + 5 (2.18)

1 E2Z2%(y)(27c? — 36 +8)  4k*Z*
L B2 )
K°(1 —¢) 1—¢ 1—¢

( 273k Z<35 — 2))

1 (2.19)

o 27(1-¢)2  3(1-¢)
q = Pa=0) (2.20)

2.2.3 Perturbations 1D bornées pour I’écoulement de Poiseuille/
Couette 1

Commencons par restreindre la portée de cette sous-section. Nous n’étudierons pas ici la
stabilité de 'interface. Cette étude est reportée au dernier chapitre. Nous allons montrer
que la vitesse de 1’écoulement d’un seul fluide viscoélastique, soumis a des perturbations
monodimensionnelles reste bornée dans L>=(IR*; L?(0,1)) () L?(0,T; H'). Notons que ce
résultat est sensiblement le méme que le théoréme 3.2 de [21], mais qu'il est obtenu par
deux méthode tres différentes. De plus, les écoulements proches semblent pouvoir entrer
dans ce nouveau cadre. Ce résultat differe de la stabilité linéaire monodimensionnelle
d’un écoulement de Couette (cf. [21]) et différe aussi de la stabilité au sens de Lyapunov
inconditionnelle dans L? et conditionnelle dans H? du méme écoulement (cf [21]).

Parce que notre résultat est monodimensionel et n’est pas une vraie stabilité, il est moins
intéressant, mais il s’applique aux équations évolutives non linéaires, a I’écoulement de
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Poiseuille ainsi, probablement, qu’a des écoulements proches. Dans cette section nous
manipulons les équations tensorielles, et nous utilisons la formulation de [22], ou [25]
rappelée en p. 20. Le résultat de cette partie ne s’applique pas a a = 0. Une deuxieme
méthode sera utilisée en sous section suivante, qui inclut le cas a = 0 (cf p. 41). Le
théoreme de “non explosion” de I’écoulement de Poiseuille/Couette d'un fluide que nous
démontrons s’énonce :
Théoreme 2.3
Soit e € [0,1[, a # 0 et (u; = (us(y),0),7_,ps) une solution stationnaire du
systéme d’équations (2.1-2.3) complété par les conditions aux limites u(0) = 0
et u(l) = uqonnée- Toute perturbation (u,z,p) ot u = (u(y,t),0), est telle que
u € borné de L>*(IR"; L*(0,1)), € borné de L>*(IR"; L>(0,1)) et u appartient a
un borné de L?*(0,T; H'(0,1)) VT € IR".

Démonstration du Théoreme 2.3:

Nous démontrons le théoreme précédent par une méthode d’estimations a prior: qui
montre en méme temps l'existence sur ¢t € IR". En effet, les estimations sur 7 obtenues,
on est ramené a un probleme de Stokes. B

Nous connaissons ﬁfﬁa d’apres (2.38). Nous en déduisons son caractere L®(IR'; L>(0,1)).
Puisque nous avons exclu le cas a = 0, nous pouvons utiliser la formule (1.25) de
I’équation constitutive, déja vue en introduction. Nous devons donc regarder le com-
portement de (u = (u(y,t),0),7,p) solution perturbative de la solution stationnaire
(ug: T_sps), qui vérifie : a

Re% — (I —¢)Au+ Vp = divz (2.21)
0 1—a
m = ( 1y 0 ) (2.22)
DW’ g 3
! —a — T_ ’ 2.2
Ea + We Dt Wea (éas + ﬁa) (éas + ﬁa) Wealﬁas ﬁas ( 3)
W, = (B, +R) (o L+ L@+ 2 0) (B, + B ) B, (ol +z @) R,
(2.24)
L u(0) =0 =wu(1). (2.25)

On sait déja que R R ne dépend que de y, du temps ¢ et de s. Afin d’obtenir des
estimations ponctuelles nous faisons remarquer que, si on a une vision lagrangienne
de I'équation constitutive, W a y fixé, satisfait une équation différentielle qui est la
méme si t — s est le méme, pour tout x. L’information remonte des caractéristiques qui
sont sur les droites y = C'ste. Ea ne dépend donc que de y, de t — s et pas de x. La
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dérivée particulaire se réduit donc a une dérivée partielle. Calculons le produit scalaire
euclidien dans IR* (noté ( : ), de norme ||| R

’ 2 WeaHE;HQ € T /
Vyts [[W|*(y,t:s) + TT@’t; s) = Wogl&,EB, W)
<

T !
Wo Ta 1B BNy, 9)

Il est alors aisé de conclure (en choisissant par exemple s = 0) que :

2

bl (y)(1—e™) (2.26)

2 . € 9 —t 9
Yy, t W7 (y,40) <z, (y) + LIl €We+a27W2H_ Aol e R

Wea=
On a donc bien, comme [21] (Th. 3.2) une estimation E; € L>=(IR*; L>=(0,1)), ponctuelle
sur les contraintes . o
On peut également ne pas utiliser I’hypothese u - m; = 0 pour n’avoir qu'une esti-
mation dans L>®(IR"; L?(0,1)). La méthode est habituelle et ressemble a celle qui vient
d’étre employée dans L=(IR"; L>°(0,1)). Elle conduit en fait au méme résultat que si
on intégrait (2.26) en espace :

—t —t
W o S| 2g0) + oL o €% + 3 [RET 1 e ooy (1= €.
(2.27)
Dot le caractere L®(IR*;L?(0,1)) de = d’aprés (2.24). Etudions maintenant u =
(u(y,t),0). En partant de I’équation du mouvement (2.21), on a :

Red | u[?

2 dt
Grace a Young, Poincaré et Gronwald, on conclut que :

+(1—¢) [ VuP<[z]] Vu|

ue L®(IR"; L*(0,1))
Yu € L*0,T; L*0,1)) VT < cc.

De plus, ces estimations montrent I'existence sur tout temps de la solution (u, p, 7)

H

Aprés avoir démontré le caractere borné L? des perturbations non linéaires monodimen-
sionnelles pour a # 0 et tout €, nous allons montrer, de fagon plus pédestre, celui pour

1—a? o

< _— = 0.

0<e< 50+ al) dans la section suivante, sans exclure le cas a = 0

2.2.4 Perturbations 1D bornées pour I’écoulement de Poiseuille/
Couette 2

Notre résultat de “non explosion” de I’écoulement de Poiseuille Couette d'un fluide
viscoélastique s’énonce :
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Théoréeme 2.4

2
Soite € |0 ,et (u,, T ,ps) lasolution stationnaire du systeme d’équations
D FENIRY 2 Y q

l1—a
"2(1+ | a
(2.1-2.3) complété par les conditions aux limites u(0) = 0 et u(1) = Ugonnee. Toute
perturbation (u, 7, p) ottu = (u(y, t),0) est telle que u € borné de L*(IR"; L*(0,1)),

7 € borné de L>*(IR*; L>(0,1)) et u € borné de L*(0,T; H'(0,1)) VT € IR".

Démonstration du Théoreme 2.4:

Nous utilisons les équations (1.37) justifiées précédemment en des termes de mécanique
des milieux continus (cf [22] et p 20) :

m, (z,1) = Qu] — aDlu] = 1(1 — )YV u — (1 + )V u7)
)

m, (z,1) (2.28)

Nous savons alors (cf [22] et précédemment) que 1’équation constitutive s’écrit ;

W4 Werkt
2, Ve

© 2R (2,1 ) D[l B (z, 1; 9)

Nous indicerons par un s les grandeurs stationnaires. Seules, la vitesse u,, la pression
ps, et extracontrainte T, ne dépendront pas du temps. Le tenseur R s dependra lui,
du temps, de méme que W , > comme il est habituel en formulation lagrangienne. Nous
allons appliquer une méthode d’estimations aux équations stationnaires d’un écoulement
de Poiseuille/Couette :

DW
W +We aﬁ‘”—ZeR D[u,|R"

25(0) =0etu,(l)=

—as

\ Udonnée>

. , ) 0 1-—- X
qui montrera également l'existence sur t € IR". On notera mo={ _1_, 0 “ ) a

I'avenir. On a donc m (gs) =M X Usy /2 En lemme, nous allons résoudre 1’équation
qui détermine R , une e fois donnée u = (u(y,t),0). Nous en déduirons aisément R
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Lemme 2.5
0
Soit u = (u(y,t),0). Si a—u(y, t) € L,.(IR"), la solution de (2.28) existe, appartient
Y
a L>®(IR", L>=(0,1)) et vaut :

o) — . rsinw(y, t; s)
R (x,t;s) = Leosw(y,t;s) +m, o (22

t
Wyt 5) = Y / g—Z(t/)dt’.

De plus | R_ |

Lo (IR 22(0,1) = 1— a2

Démonstration du Lemme 2.5:

Vu la représentation de u = (u(y, t),0), et vu 'équation (2.28) vérifiée par R , celui-ci ne
dépend pas de x et donc, la dérivée particulaire se réduit a une simple dérivée partielle.
On est ramené a résoudre une équation différentielle ordinaire :

OR, 7 Ou

o L,

On vérifie aisément que (2.29) satisfait aux conditions de 'équation différentielle or-
G_Z(y’t) € L, .(IR"), le théoreme de Cauchy-

Lipschitz nous permet alors de reconnaitre en (2.29) la solution de (2.28).

dinaire qui vient d’étre écrite. Puisque

Un calcul rapide permet de trouver les deux valeurs propres de R : exp(iw(y,t; s)) et sa

conjuguée exp(—iw(y, t; s)). Sil'on considere R comme un vecteur de L®(IR*, (L2(0,1))")

2(1 + a?)
1—a®

[

muni de sa norme, on calcule aisément sa norme qui est bien inférieure a

Remarque 5
Le fait que R appartient a L®(IR", L>=(0,1)) repose sur le fait que I'opération
@a — ﬁa @(IT est traduite, dans IR* par une matrice n’admettant que des imagi-
ou
naires purs comme valeurs propres a y fixé (£iv/1 — a26—). On pourrait espérer
Y

étendre ce résultat a des écoulements suffisamment proches d’un Poiseuille ou
Couette.

Etudions maintenant les solutions (u,+u = (us+u,0), ps+p, r+, W +W . ﬁas_'_ﬁa)
de :
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)
Re (W + (u, +u) - V(u, +u)) — (1= e)A(u, +u) + Vp, +p = div(z_ +1)
B 0 1—-a
D=\ —1-a 0
m u +u L””) m
=R +R)m (u + u)
(&, +R (z,t;t) = £
W AW = (R +R)((2)+z() (&, +R)
DW "+ ) .
\ Eas+ga+we —a]é‘)t — :2€(§as+§a)2[gs+g](§as+§a)

Les grandeurs “perturbatives” (u,p, T, ga,ﬁa ) du systeme précédent vérifient donc,
si on suppose que 'on ne perturbe la vitesse que dans le sens de propagation (u =

(u(y,1),0)) :

Re% — (I —¢)Au+ Vp = divz (2.30)

ot
DR, +R)

—as —a _ (

T
D R +R)m, (u +u) (2.31)
(B, TR )@ t0) =1

W, + Welee —2:(R, + R) (Dlu, +) (B, + &) - B, D] B, (232)
W, =&, +R)(@)+z(zt) (B, +B) B, 1(x)R (2.33)
\ w(0) = 0 = u(1), (2.34)

En utilisant le Lemme 2.5 on peut résoudre (2.31) explicitement en :

rsinw(y, t; s)

(ﬁa3+§a)(£at§ s) :icosw(y,t; 3)+@ N (2.35)

V—aZ taus_'_u / /
w(y, t;s) = 12“/ <8y )(y,t)dt.

On a donc, aussi en application du lemme 25 R+ R € L®(IR*,L>=(0,1)) et méme :

2(1+a)

2(1 + a?)
|’§a5HL°°(]R+,L°°(O,1)) S 1— :

HLoo(]R+ Le(,1) = 1— a2
(2.36)
Afin de traiter (2.32), on voit que nous avons besoin de résultats intermédiaires liant
| R _Dlu,] ﬁ:s |r2 et | D[u,] |r2. La constante de continuité qui interviendra nous servira
également a relier le | 7 | qui apparaitra dans l'estimation (2.30-u)z, a | W _|.

et |[R_+R
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On se pose donc le probleme de savoir quelle est la constante optimale C| si elle existe,
telle que :

R, TR P<C®|z].
—a —as
Ce probleme est résolu par le lemme suivant :

Lemme 2.6

Si R (z,t;s) = Leosw(y, t;s)+ T% et w(y, t;s) = Y32 / Oy ar
_a s
alors, V1 € (L*(0,1));

et pour la norme associée notée | . | :

sym

1+|a|

|R T R" |<
—a==—a \/7

Puisque B;l = E_a, on a de méme

_ _ 1+ | a |
R'W RT|< ——L
| @ |_\/1—a2

—a —a —

W | YW e (L)

sym

Démonstration du Lemme 2.6:
Commencons par définir la norme d’un élément de (L?)%

sym- On posera

aP= [ Ay

)

ol ||Al]? = Z a?; est la norme euclidienne de IR*. Une fois cette définition donnée, on

7.]
va chercher la constante optimale en faisant intervenir la fonction ¢ suivante;

¢(r)=|R TR P -C* |z |*.

Puisque la norme euclidienne dérive d’un produit scalaire, en un extremum de ¢, on a
nécessairement : RT R TRT R = 027' Donc le C? et le T correspondent a des valeurs

propres et Vecteurs propres de :

=R RTR'R.
= —a —a =—/—a —/a
Puisque ﬁf R est symétrique, on peut la diagonaliser (les valeurs propres sont notées
A1, A2) dans une base orthonormale et le probleme aux valeurs propres auquel on était
parvenu revient a trouver un 7’ (dépendant de £ via la matrice de changement de base)
tel que :
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(C* = X)riy =0
(02 — )\1)\2)7’{2 =0
(C? = A)m5, = 0.

Il nous reste donc a trouver les valeurs propres de éz R pour trouver le C? optimal.
Plutot que de calculer ﬁf R a partir de la formule explicite (2.29), nous allons calculer
directement @f ﬁa par I’équation qui la caractérise :

DR R) T oT
m B R + R R m (2.37)
L

Dt
(R'R )(z,t;t) =

La matrice R R ne peut, par les mémes arguments qu’avant, dépendre de z, mais que
de y. Donc, quand on met (2.37) sous forme vectorielle, on a :

(ﬁTﬁa)ll 0 1l—a 1l—a 0 (ﬁTﬁa)n
o| ER)n | | —ata) 0 0 1-a || @E)w
ot (ﬁ%ﬁa)m — Y —(1+a) 0 0 l1—a (ﬁ%ﬁa)m
(QZEa)QQ 0 —(1+a) —(1+a) 0 (ﬁzﬁa)m

On trouve alors :

- 1+4a cos 2w 0 asin 2w 0 1
. — 1+a _ Wolll s
(QR)(xtS) ( 0 M) /1—a2<10)

l—a

w(y,t;s) = Vl_a2/ 8u ") dt'.

Nous pouvons maintenant chercher ses valeurs propres qui sont les suivantes :

A:

1 —a?cosw \/(1—a2cosw)2_1.

1 —a? 1 —a?

Or z — x + a? — 1 est strictement croissante sur |1 1+ aQ [. Donc la plus grande

11—
(1+|“D , et est atteinte pour w = —1. La plus petite est égale a

1+ |a|

V1 —a?

valeur propre possible est
son inverse car le déterminant de @a ﬁa vaut 1. La constante optimale est donc
T | 1+ | a |

T V1 —a?

Nous aurons encore besoin, dans la suite de la constante optimale C” telle que | @;1 ﬂa @;T |<

Ve (L)em Rz

sym =4

|z | (2.39)

C" | W _|. Puisque §;1 = R, qui se voit bien & partir des formules (2.29), on a

O — 1+|a|
\/1—a2
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VW e (L), |R 'z

sym —=

<, (2.40)
Le lemme est donc démontré.

[]
Nous pouvons maintenant chercher des estimations a priori a partir de (2.30,2.32,2.34).
L’équation de conservation des moments (2.30) nous donne alors, grace a (2.34), et a
I’hypothese que I'on ne perturbe que dans la direction de propagation ;

Red | u |? 5 1
=21 - < .
5 d1 +(1 €)|Vu|_\/§|;||Vu|

Il nous faut donc traduire la dépendance de T en W . Pour cela, on utilise 1’équation
(2.33) et le Lemme 2.6 :

A\

lz|(t) < lz4+z, |+lz,|=[(B, +R)"W, +W)R +R)"|+]|z,|
I+ |a|

V1 —a?

II nous faut maintenant une estimation sur | T, |

< (W, I+ DIz ]

Le(IR*:12(01)) (évidente) et sur |

. On montre aisément grace a la relation constituti Srifi
w. . ‘LOO(]R+;L2(O,1)) On montre aisément grace a la relation constitutive que vérifie

—as '’

IV, + Wees = 221, Dlu] R,
dIW > 1 _ 14]|al 1
L, P S e e | Dl 7 5 1

que ce tenseur appartient & L>®(IR*, L*(0,1)) (car u, € L>*(IR",L?(0,1)), comme on
I'a vu en p 35 et puisque u, est une solution stationnaire). Par conséquent on peut
combiner ces estimations ;

Red | u |? 9 |z [ Vu |
5 1 +(1—¢)|Vul]® < NG
1
< el 1w v +I%x | Tu
21 —a?) —°
1+ | a| , W i 4 2
—_— Vul|"+—2)+ L+ - | YVu
s (B T ) 1 4 5 | P

ou on note L une fonction que l'on pourrait expliciter mais qui n’a aucun intérét a
part d’étre dans L>(IR") et oli 'on fait intervenir des constantes 3, 6 que nous réglerons
apres pour un résultat optimal. Apres réduction, on a :
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2 1+ ]al) | W |?
dlul B(1+]al) 0)|VU|Q<LOO+( lal) [ W, |

ar T Rec T - 21-a2) = V2(I—a®)Rep

Le traitement de 1’équation constitutive (2.32) est un peu plus simple. On utilise deux
parametres v, d que nous reglerons plus loin a leur valeur optimale.

(2.41)

y  Wed [ W, " 1+ |a|
o T _ﬁé\/l_—(\V(UﬁU)HWHIV%HW|)
2v/2e(1+ | a \/_el—l—a
< WEUIA) g, w4 ¥ELELED gy
Vi_a? Vi-a
<1+|a|>\f|v Nk s | Vu W Py
—_— V2 WP+ + =)
< (V2 W, P+ )

D’ou, apres réduction :

V2e(1+|al) | Vu

LW, P, 2V (a3 VEGY [aln
i We i@ Niere V= @y We
(2.42)
Nous allons maintenant chercher une combinaison linéaire de (2.41) et de (2.42) a co-

efficients positifs, qui nous fasse obtenir une inégalité différentielle simple. Pour cela,
nous faisons ((2.41)+(2.42) et nous notons X = ¢ [u [* +n | W _[*:

)| W, < L=+

ax | ¢ B+ lal)

ar TR~ V21— a?)

2V2e(14 | a)d  vV2e(1+|a \)v) A+ Jal)
Vi Vioa? V1= a?fRev/2

On cherche donc 3,7, 9, (,n, 6 tous strictement positifs tels que :

—0) —

2¢e(1
Va(t | a Do) | g e
V1 —a?yWe

o W pP< L.
We —=a

+ (2 -

oo BUtlal g A Lol

Re V2(1 —a?) V1— aQWWe

_TL(Q - 2/2¢(14 | a |)6 - V2e(14 | a|)y ) (4 a)¢
We V1—a? V1 —a? V1 —a2pBRev2

on voit tout de suite apparaitre deux conditions nécessaires :

(2.43)

> 0.

Btlall 4o
2(1 — a?

2v2e(14 [a )8 V2e(1+|a )y
V1 —a? V1 —a?

2(1—¢) —
(2.44)
9
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Ces deux conditions satisfaites, (2.43) équivaut a :

BV -, 22 s VE(t|aly)
(1+a)We Vi-a@ N

LI V2en(1+ | a ) |

Re ™ WeyT—a?(2(1 —e)— 2Utlal) g

2(1 —a?)

Or cette double inégalité ne sera vérifiée pour un couple (, n de réels strictement positifs
que si :

B-a) ) 2WE(E [0 V(o] :
(1+[al)? V1—a? V1—a? 7(2(1_5)_M_9)
2(1 — a?

(2.45)
A ce niveau, on va utiliser les deux conditions nécessaires (2.44) pour faire un change-
ment de variables :

2(1—5)—%>9>0 = 0=(2(1—¢)— 5%)(1—@)%9’6]0,1[
g — YRUHAD o UMD o o 220N _ (o VLA () — ) et o €]0, 1]

>

Avec ces notations, (2.45) se réduit a :

Byl =a®) ) V(A [aly o 50+ 1al),,
G lal?? ™ vima VI e e 09

On a alors deux conditions dérivées des conditions nécessaires (2.44) :

2> \/55\51141\;; D7 g = ﬁ‘iﬁtt; Dy _ 2(1

2(1 5) (1+ | a |) >0 = B(1+ | a |) — 2(1 —6)( 6/) et 6/ ] [

V2(1 — a?) V2(1 — a?)

(2.46) se réduit donc a trouver (3,7,48',8") €]0, 1[* tels que :

— ') et v/ €0, 1]

e2(1+ | a |)?
1 _ / / 1 A /5/9/ > )
( /8 )/B ( fy )7 16(1 o 8)2<1 _ a2>2
Or le membre de gauche de I'inégalité précédente prendra des valeurs quelconques pos-
itives et inférieures a 1/16 sur |0, 1[*. donc la condition équivalente & laquelle on est
—a?)? g2 1—6 (1+ |a|)
Itla)f  (T-c2 " ¢ I—a

arrivé est ( . Pour de tels €, on peut trouver
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des (B,7,6,0) tels que (2.45) soit vérifiée. En multipliant (2.45) par %E’ on pourra

alors choisir un % pour vérifier (2.43).

H
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2.3 L’écoulement de Poiseuille en géométrie cylin-
drique
On se pose le probleme de 1’écoulement de n fluides dans une filiere cylindrique. Des

théoremes d’existence stationnaire et de non explosion similaires a ceux du cas plan
seront énoncés et démontrés.

2.3.1 Géométrie, modélisation, hypotheses

Rappelons ’essentiel de la description de I’écoulement de Poiseuille, dont les détails sont
donnés p 30, a savoir le caractere invariant selon Oz des champs (sauf celui de pression
qui traduit la force motrice de ’écoulement):

T

=
__________________________________________________ r

- n

..... Th-1

B

__________________________________________________ r
2
_— =
0 f z

Figure 2.4: La géométrie du domaine axisymétrique mathématique

Si I'on suppose alors, comme on I'a fait dans le cas plan, que la vitesse u = (u,v,w) en
coordonnées cylindriques, est axisymétrique (u = u(r, z)) et si 'on utilise l'invariance,
on a u = u(r). La condition d’incompressibilité nous donne que u est constante. Cette
constante est forcément nulle a cause des conditions aux limites. Nous en sommes donc
arrivés a une représentation :

u = (0,v(r),w(r)),

qui respecte la condition de divergence nulle. Nous démontrerons ici que, sous 'hypothese
que la vitesse sur I’axe est non seulement intégrable, mais bornée, nécessairement, v = 0.
En ce qui concerne 'extracontrainte, nous remarquerons que l'invariance en translation
et en rotation de la géométrie nous donne : 7 = 7(r).

Comme en p 22, nous noterons (7; ;) la matrice des extracontraintes dans la base cylin-
drique (12 = 79 pex), (0;;) la matrice des extracontraintes dans la base cartésienne
et
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cosf) —sinf O
My = sinf cosf 0
0 0 1

la matrice de changement de base qui représente les vecteurs (€, é,€.) dans la base
canonique. On a alors (7; ;) = M_g (0;;) Mo.

Enfin, les forces extérieures seront supposées nulles, et on tiendra compte de la tension
superficielle.

2.3.2 Existence stationnaire

Vue la représentation de la vitesse, la condition de divergence nulle est vérifiée. L’équation
de conservation des moments sera donc, non dimensionnée localement :

—(1—¢)Au+ Vp =divr

(2.47)

et 'équation constitutive vérifiée par (7; ;) sera (cf 1.29) :

0 10 0 —1 0
+2f -1 00 |(my))+E%(myH|l 1 0 0 =¢(DU + DUT),
0 00 0 0 0

0
@
DU — gr
ow
or

En écrivant composantes par composantes (2.48), on trouve les valeurs de (7; ;) :
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( - eWe(a - 1)(A? + B?)
T 14+ k% (A% + B?)
_ cA

0= T K2(A2 + BY)
P eB
1+ K (AT + B?)
_ eWe(l +a)A?
0T T+ K2 (A2 + BY) (2.49)
S eWe(1+a)AB
b= T T+ k(A2 + BY)

eWe(a + 1) B?

=TT (A2 + BY)
ov v oY ow
L or r T@r ’ or

Si l'on réinjecte dans 1’équation de conservation des moments, en utilisant (1.30), on
obtient :

( vi Op  10(r7n.)  Teg
_Re 21 _ T 2.50
“r * or r Or r (2:50)
10p  10((1 —e)r*A+1r1y)
O=—+— 2.51
r 00 * r? or (2:51)
op 10(r1.,) 1—¢ed(rB)
0=—%+- . 2.52
\ 0z * r  Or * r  Or (2.52)
A partir de (2.52), on voit que p = —f(r)z + £(r,0), puis, a partir de (2.51) et de
I'invariance en translation et rotation, quep = — f(r)z+£(r). Enfin, (2.50) nous apprend
8 rr . ’ .
quep = —fz+&(r)oug'(r) = %%—@+Rev—, et f est constante, ce qui détermine
r r r

bien ¢ a une constante pres par domaine. f est la force motrice de perte de charge.
De méme que dans le cas plan, on prend une intégrale premiere de (2.52) et (2.51), ou
interviennent deux constantes d’intégration C et « :

(1—e)A+ 7= % (2.53)

—Zu(r) =1 —-e)rB+rr., (2.54)

avec Z,(r) = (fr?/2 — a). Nous pouvons maintenant utiliser (2.49) pour remplacer les
expressions de 7,9, 7. afin de calculer A et B. On trouve :

L+ (1 -e)(A?+B%) C
1+ k*(A*+B%)  r?
1+ k2(1—e)(A2+ B2  —Za(r)

= . 2.
1+ k*(A% + B?) r (2.56)

(2.55)
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Le quotient de (2.55) et (2.56) nous permet de réinjecter A en fonction de B dans (2.56)
et nous ramene a l'existence de solutions du probleme d’un écoulement de Poiseuille

plan (en cherchant B" = ,/1+ 72 C®.B). La méme équation du troisicme degré que

2.9) apparait donc avec le Z, de (2.9) remplacé par —0‘ = fL —« ) /r. Silon est
( pp placé p

dans le cas a = +1, (UCM, LCM), lequatlon comme dans le cas plan n’est pas du

troisieme degré mais du premier. Si 0 <e¢ < 2, on a donc existence et unicité de A et

B(e', We', a’, o, C", f?) par les mémes arguments que dans le cas plan.

Précisons les Valeurs des constantes C' et a. Dans la premiere tranche contenant 1’axe,

1+ k*(1—¢)(A% + B?)
1+ k*(A% + B?)

r peut tendre vers 0. Or A — est bornée dans IR. Dongc, si

C' #0, Or < p Squent —C"_ 1] est donc nécessai
r—C ~ ———— . Par conséquent, v ~ s=——=——. Il est donc nécessaire, que
o~ (1—e)? duent, U~ sa—e)r !
1 ) ) - ow —at .
C' = 0. De méme, si 7 — 0 et si @@ # 0, — ~ ——— et donc, vus les signes,
or r(l—e¢)
—allogr o N . ) ’A 4 1_
w ~ DR Si 'on impose a la vitesse sur ’axe d’étre bornée on a donc o = 0.
Remarque 6
Bien que =% logr soit non borné quand r — 0, T2< logr € L?. On pourrait donc

quand meme calculer un débit. L’existence de so]ut1ons plus faibles n’est donc pas
exclue, mais nous ne nous y intéresserons pas.

Ecrivons les conditions d’interface. On sait qu’elles sont de deux types : mathématiques
(se déduisent des formulations variationelles) et physiques. Dun point de vue physique,
la présence d’une viscosité (1, # 0) justifie d’imposer la continuité des vitesses tan-
gentielles. Quant a la vitesse normale, sa continuité résulte de 'hypothese de non mis-

cibilité des fluides qui impose donc : ' -1 = Ujyerface - 2 = @' - n. D’un point
de vue mathématique, la condition ([p(% — Ujtertace)] - 2 = 0) que I'on déduit de
I'incompressibilité se réduit a 0 = 0, et celle que 'on déduit de I’équation de con-

servation des moments se réduit a ’égalité de la différence des contraintes normales et

de la tension superficielle. Nous gardons donc, & la i — 1™ interface :
Ui (V' (11) € + w'(1:)€) = Uiy (v (ri)€ + w' (r1)€%) (2.57)

1 O Trr Tz 1
[Taim | —2| O |+ =) A |+ | 7 [=—7{ 0], (2.58)

0 B Tor "\ o

ol T% est la constante de tension superficielle a la i™ interface. La premiere équation
de (2.58) donne :

[Taim T =0 et [Taim (—Po +&(ri) + ;rr)]] - Zi, (2.59)

Ty
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et permet de déterminer les f* (forces de charge) & un pres (la perte de charge globale)
et les Pi & un pres (la pression en entrée). Les deuxieme et troisitme équations de (2.58)
se rééerivent plus simplement grace a (2.53 et (2.54) :

C : Cz‘+1
dlm 7,2 = dzjgwl T-2 (26())
i _Zaz (TZ> i a,z+1 (TZ>
o = T (2.61)

Sachant que C' = 0, on déduit facilement de (2.60) que C?* = 0 Vi et donc que

ov v i

Quant a (2.61), elle se réécrit comme dans le cas plan :

7’2+1 Z+1 (263)

dlm dim

Puisque 1'on sait que o' = 0, on en déduit que tous les a’ sont nuls.

Enfin, la vitesse est connue a partir de celle a la paroi, par les conditions de continuité
(2.57). Pour v, 'hypothese d’adhésion a la paroi nous donne la nullité de v dans chaque
tranche r € [r;, 7;41] & cause de (2.62). On conclut alors aisément a la nullité de v. Il
n’existe donc pas de solution stationnaire ayant une vitesse de rotation autour de I'axe
de propagation non nulle.

L’équation

k(1 —5)<I>3+/<;2%<I)2+<I>+% =0

permet de calculer les w'(r) = (ID(%) (o’ = 0). La relation (2.61) donne les pertes de

charge f* (méme relation que dans le cas plan) et (2.59) détermine les P} & une constante
pres. Nous avons ainsi démontré un théoreme similaire au cas plan.

H



56 _ chap. 2 L’écoulement de Poiseuille de plusieurs Fluides Viscoélastiques

Théoréeme 2.7

Pour des paramétres a’ €] — 1,1[, et €' € [0, %[ ou a' = +1, des nombres sans di-
mension We; et f* > 0, il existe une unique solution ((0,v,w),p,T) en coordonnées
cylindriques au systéme (2.47,2.48) complété des relations d’interface (2.57 2.58).
Cette solution a pour vitesse (0,0,w), et les grandeurs sans dimension vérifient
dans chaque tranche i, ( r € [r;,ri41])

"10rt,

— i Pz - d
(r,2) frfz+ 0+/n7’ 5 r
v(r) =0

w(r) = wi(m)—i—/ SN Z i (r"))d o’
et T, vérifient (2.49)(A=0).

(2.64)

\ Trrs Trz

La relation (2.59) détermine Pj & un pres et les f. Les w'(r;) sont déterminés par
la continuité de la vitesse :

) ) Ti+1 fiT/
w2+1<7“i+1) = ’IUZ(TZ‘) —|—/ (I)< 5 )dT/.

i

La solution donné par le théoreme précédent représente un écoulement de Poiseuille
cylindrique axisymétrique avec n fluides régis par des équations de type Oldroyd inter-
polé avec viscosité. On a aussi démontré que la composante orthoradiale de la vitesse
est forcément nulle.

Remarque 7

De méme que pour le cas plan, on donne les formules de la vitesse mais avec des
valeurs explicites pour o' =0 :

[ 5, 4p° 4p?
=g+ e+ P
w'(r) = + 5

2
4P + 274 = k6<11_5)3[4+ k*(fr/2) (y)1(2_7§ 36e 4+ 8) n 4k 1(]“_7“42) ]
2(fr/2)°k? _ (fr/2)(3 —2)
B (27(1—5)2 - 3 —¢) )
q(r) = 21 —e)

Un calcul d’intégrale permettrait de vérifier que le débit n’est pas une fonction
ayant la méme nature que pour un fluide newtonien.
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Remarque 8

Le fait que les o' soient tous nuls dans le cas axisymétrique et quelconques dans le
cas plan ne doit pas surprendre. Ces o' correspondent a la position d’un axe autour
duquel le champ de vitesse est symétrique. Dans le cas plan, on ne dispose pas
des symétries intrinseques au probleme axisymétrique. La répartition des tranches
planes de fluides peut n’avoir aucune symétrie.

2.3.3 Perturbations monodimensionelles bornées

Nous allons démontrer le théoreme suivant (identique au cas plan) selon lequel toute
perturbation monodimensionelle des équations non linéaires d’évolution reste bornée.
Théoreme 2.8
Soit e € [0,1[, a # 0 et (u,, T ,ps) une solution du systéme d’équations (2.47-2.48)
complété par les conditions aux limites u(0) = 0 et u(1) = Ugonnee- Toute perturba-
tion 1D (u,T,p) ott u = (0,0, w(r)), est telle que u € borné de L>*(IR*; L*(0,1)),
T € borné de L>*(IR*; L>(0,1)) et u € borné de L*(0,T; H'(0,1)) VT € IR".

Démonstration du Théoreme 2.8:

Les matrices seront exprimées dans la base cartésienne, bien que les calculs utilisent un
genre de passage a la base cylindrique. La présence d’opérateurs différentiels interdit
de faire commuter ces opérateurs et les matrices de changement de base. Nous pouvons
démontrer aisément que, dans le cas axisymétrique, la solution du probleme :

DR
—a __ T
Dt =8 m, ()
R (z,t;t) =1
ow 0 0 (1 —a)cosb
@Z:g—agz% 0 0 (1 —a)sind
—(1+a)cosf —(1+a)sinf 0

est la matrice suivante, qui appartient a L>*(IR", L>=((0,1))) :

cos w cos® ) cos wsin  cos ¢ Y (1 — g)cosf

R (r,t;s) = cos w sin f cos 0 coswsin? —SY (1 g)sinf

(1+a) (1+a)

_\/ﬁ sin w cos 6 \/ﬁ sin w sin 0 CoS W
(2.65)

— (' ow
avec w(r, t;s) = —12_“2 / 5 (r,t")dt'. La suite de la démonstration est, grace a la
r
S
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généralité de la démonstration p. 40 identique a celle du théoreme 2.3. On profite ici
de 'avantage qu’a constitué le fait d’étudier les équations vectorielles et non projetées.

[

2.4 Les modeéles de PTT/MPTT interpolés

2.4.1 Existence/unicité(s)

Rappelons les modeles de Phan-Thien, Tanner (PTT cf [43]), et Phan-Thien, Tanner
modifié (MPTT cf [44] p 109, 174), utilisant une fonction scalaire g qui dépend d’un
parametre € en plus par rapport aux modeles de Johnson-Segalman :

9o (T)T + We—= = 2eD[u] (2.66)

Pour le modele de PTT, §(X) = exp X et g(X) = 1+ X pour le modele de MPTT. Les
équations stationnaires d’un écoulement de Poiseuille/Couette sont projetées :

((1, — ].)7'11 = (a + ]_)7'22,

g(;)TH = Weu’(a + 1)7’12,
g(x)r2  =u'(e+ W€<a . 1)7'22 + We@’rll)u (2.67)
g(;)TQQ = Weu’(a — 1)7’12,

T12 = —(1 =)' (y) + Za(y).

On note « la constante d’intégration qui vient de l'intégrale premiere de I’équation de
conservation des moments, et Z,(y) = fy — « le terme qui tient compte de la perte
de charge quand elle existe (cas non Couette). De méme que dans le cas d’'un modele
de Johnson-Segalman, nous séparons les cas a = +1 des cas strictement interpolés
a€l—1,1[.

Si a = 1 alors 799 = 0. Apres élimination dans (2.67), et (2.67). de u’ grace a (2.67).. et
de 7y grace a l’'équation qui remplace (2.67), on est amené a résoudre en € Wery; :

h(€'Weryy) = € Wery; (e + (1 — ¢)g(e€ Wery1))? = 2e¢ We? Z2(y). (2.68)

Il est clair sur cette équation que 73 € IR". Si I'on dérive h, on trouve que, dans le cas
PTT comme dans le cas MPTT, h est strictement croissante. Donc on a existence et
unicité pour toute force f.

Sia = —1 alors 711 = 0. On élimine u’ et 715 pour n’avoir plus qu’une équation :

h(e'Weryy) = € Wery (e + (1 — £)G(€ WeTyy))? = —2e€' We? Z2(y) (2.69)

a résoudre par rapport a Ty. Puisque limy_, o h(X) = —oo et h(0) = 0, il y aura,
dans tous les cas, existence d’au moins une solution 755. Cependant, pour 'unicité, le
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PTT x Y

epsilon=0.23

h(T)

epsilon=0.35

PIT x epsilon=0.8

PTTm

M X

-20 -15 -10 -5 1

Figure 2.5: Allure des fonctions h

changement radical avec le cas UCM (a = 1) vient du second membre (la fonction h a
inverser est la méme) qui est négatif. Les fonctions h a inverser ont alors 'allure :

2
2 +exp %
membre e¢'We?Z2(y). Dans le cas contraire, on a multiplicité de solutions 75, pour une
gamme de ¢, We, f ou a.
Dans le cas MPTT, et comme on le voit sur la Figure 2.5, on aura toujours multiplicité.
En particulier, si le second membre est suffisamment petit (par exemple pour un fluide
presque Oldroyd :¢’ ~ 0), on a multiplicité. Ce qui n’est pas le cas pour ¢ = 0.
Ce caractere singulier qui fait que les modeles de PTT et de MPTT admettent plusieurs
solutions aux équations d’'un écoulement aussi simple que celui de Poiseuille ou Couette
quand € — 0" ou ¢ — 0 les rend non réalistes. Signalons que M. Renardy et Y.
Renardy [36] avaient déja cité une communication privée de A. K. Akbay selon laquelle
les écoulements de type LCM comportaient des instabilités, ce que I'on retrouvera dans
la section consacrée a la stabilité linéaire.
Si a €] — 1, 1]. Apres différentes éliminations, on trouve que, de fagon nécessaire, I’extracontrainte
est bornée, comme dans le cas Johnson-Segalman, indépendamment de u' = 7 :

Dans le cas PTT, on trouve que si € > ~ (.3, on a unicité pour tout second

—& 9

— << <0< < . 2.70
(a+1)We 22 = (1 —a)We (2:70)
On élimine alors v’ et 715 pour devoir résoudre en T = me €l —1,0]:
2ec'aT \ 2
TN=——(c(1+T)+ (1 —e)jg(=—) | =We*(a®>—1)7>. 2.71
W0 = g () + -3 ) W@ -zt e

Il est facile de voir que cette équation admet une solution pour les deux modeles
envisagés. Afin d’expliquer la suite de la démonstration, nous devons souligner que
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trr = a2—a 7722 et donc, selon le signe de a, le g(z) aura un effet attendu d’amortissement

des grandes valeurs de trz si a > 0 et un effet opposé si tr £ < 0 (a < 0).

Cas MPTT. La remarque précédente explique que ’on sépare les trois cas suivants

* / 1—(12 _
a>0 ¢ >—25(1—5)|a|<8

Nelloe}

) <unicité.

|co

2
% < ¢ 1—a . e
a<0 0<e <—25(1—5)|a|(9 £) <unicité.

*a=0 trz=0= mémes conditions que [21] : £ < % oue > % et f< fS
8 _
Remarquons que puisque % — < 1, la condition d’unicité assure en particulier

que ge(7) > 0, ce qui apparaitra plus loin comme une condition nécessaire pour

la stabilité linéaire.

Cas PTT. Les équations n’étant pas algébriques, on ne peut donner que des con-
ditions suffisantes :

*a>0 e’>1_7a2:>unicité
2a(1 —¢)
/
*a<0 SoitK:%<l. 3K0/0§K<Koetsi5<%, = unicité.

*a=0 tr£:0:>mémesconditi0nsque[21]:5<%0u52%etf< :

crit®

Remarque 9

Si f est réelle quelconque, alors T sera, qu’il soit unique ou pas, quelconque dans
Iintervalle | — 1,0]. L’estimation (2.70) est donc optimale. Nous aurons besoin de
cette remarque pour I’étude de stabilité en section suivante.

Il nous faut maintenant utiliser 1’étude volumique qui vient d’étre faite pour donner
des conditions d’existence et d’unicité de solutions au probleme de 1’écoulement de
plusieurs fluides viscoélastiques. Il est clair que si on n’a pas unicité pour un fluide,
alors ’écoulement de plusieurs fluides ne sera pas unique. On va donc supposer que les
conditions suffisantes pour I'unicité sont remplies. La vitesse s’écrit alors :

i) = ut (u: v (/v + ) /
) =) + [ e cren v A G
g( 2¢ Wearso (v ) )

a—1

ou l'on rappelle que §(X) = exp X pour PTT, g(X) =1+ X pour MPTT et (¢, )
est la seule solution de (2.67). Les conditions d’interface sont les mémes que dans le cas
Johnson-Segalman :
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dszl dzl—r’—nlfl—‘rl (273)
dzm ﬁzjnlpl—i_l (274>
dzm 732?211 Z+1 (275>

ou 74, est la contrainte sans dimension dans le domaine ¢ : Ty, = MUC&W
dim

Lgim, est une longueur caractéristique, Ug;,, une vitesse caractéristique, 15, et 7,0 les

viscosités du solvant et du polymere respectivement. Le lien entre a'*! et o' est donc

strictement croissant. De plus, comme :

o [t
/
Yi 8(1 + We<a + 1)7-22(y ,Oé))
— g
(1 8) _'_ §<26/ WiT_TQ(y/7a))

est strictement croissante dans les conditions d’unicité déja mises en évidence (les calculs
sont longs mais sans probleme) de IR a valeur dans tout IR, une récurrence identique a
celle du cas Johnson-Segalman nous donne le résultat énoncé ci-apres.
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Théoreme 2.9
Le systeme stationnaire (2.67) des équations d’un fluide de type PTT ou MPTT
dans chaque sous-domaine y € [y;,yir1] avec a' € [—1,1],&" € [0,1[,€" > 0 et
We', f > 0 complété par des conditions aux limites : u'(0) = 0, u"(yn) = Udonnée,
des conditions de continuité de la vitesse et de la contrainte normale aux interfaces,
a des solutions.

Pour un seul fluide de type MPTT :

, 1 — g2 8
ea>0 > —26(1—8)|a\(8 g) < unicité.
1—a?

ca<0 0<é< 8 — &) unicité.

%0 —2) [a]'

e a=0 trr = 0= mémes conditions que [21] : € < % oue > % et f <

£
crit”

Pour un seul fluide de type PT'T :

yo 1—a? L
e a>0 ¢ >26L(1—€) = unicité
/
e a<0( SoitK:%. 3K0/0§K<K0<1e1;s1'5<%, = unicité.

e a=10 tr;:():>mémesconditionsque[Zl]:e<%oue2%etf< .

crit*

De plus, si les paramétres dans chaque domaine assurent 1'unicité de la vitesse et
de la contrainte de ce fluide seul, alors, on a unicité de I’écoulement de ces fluides.
Sia' =1 il y a toujours unicité.

Si a' = —1, pour un fluide de type PTT, sie < 2 + =~ 0.3, il y a une gamme

2+exps

de e We? Z2 pour laquelle il y a plusieurs solutions. Pour un fluide de type MPTT,
si ee WeZZO% est suffisamment petit, il y a plusieurs solutions.

Remarque 10

Notons que dans les cas a = +1, 'extracontrainte est non bornée par rapport
au = 4. Ce n'est plus le cas pour les modeéles strictement interpolés grace a
(2.70). Cela semble un avantage de ces modeéles en plus de leur deuxieme différence
des contraintes normales non nulle. Cette propriété reste vraie en géométrie ax-
isymétrique.

Nous tenons également a faire remarquer que le critere d’unicité que nous avons donné
pour le cas MPTT a été retrouvé numériquement. En particulier au-dela de la valeur
limite, la multiplicité est retrouvée comme dans le cas Johnson-Segalman.
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Une nouvelle équation constitutive

Nous allons justifier de facon tres heuristique une amélioration des modeles de PTT,
MPTT. Pour cela, nous rappelons quune EDO du type :

df
T
pris =y

admettra les solutions :

_ -\t ! —A(t—s) ds.
F(8) = foe™ + / e N5 g(5)ds

Si A est strictement positif, le systeme est stable et une perturbation sera écrasée expo-
nentiellement. En revanche, si A est négatif, I'effet est opposé.
Appliquons ce résultat a un modele de type PTT ou MPTT :

D.z L (7) 2e
Dt We

e\T .
Par analogie, on voit que, si pour de grands tr 7 le gv\(/g) est grand, il aura pour

effet d’atténuer les valeurs de 7. Cependant, si go(7) peut devenir négatif, 1'effet est
catastrophique pour les solutions en 7. Or, dans le cas MPTT, 1 + ¢ Wetr 7 peut
devenir négatif au moins pour un écoulement aussi simple que celui de Poiseuille ou
celui de Couette (et si a < 0). Dans le cas PTT, le g (1) devient aussi petit qu’on veut
et le systeme tend vers une stabilité marginale. On peut tenter de régler ce probléme
en mettant une valeur absolue sur la trace. Cependant, un deuxieme inconvénient de
ces modeles est que le facteur d’atténuation que représente g. () ne jouera son role que
dans la cas d’'un écoulement en élongation puisque go(7) ne dépend que de tr 7 et non

des autres invariants de 7. Afin de tenir également compte du cisaillement, on propose
de remplacer les lois de PTT, MPTT par :

D,
g(€Wey /trrrT)T + We?t; = 2eDlul. (2.76)

En plus des deux avantages exposés ci-dessus que possedent ces nouveaux modeles, nous
avons démontré assez facilement l’existence et 1'unicité des écoulements de plusieurs
de ces fluides en géométrie Poiseuille/Couette pour toute gamme de parametre a’ €
[—1,1], €" € [0,1[, ,€” € IR™™ et pour toute fonction § > 0 strictement croissante sur
IR*.

Finalement, on peut se demander si I'unicité de solution est un avantage d’'un modele, si
elle est plus physique ou si elle traduit une pathologie des équations. On pourrait ainsi
soutenir que “expérimentalement, on ne voit qu’'un seul écoulement”. Cependant, d'une
part il n’est pas évident que certains écoulements n’oscillent pas entre deux solutions
physiques, expliquant ainsi certains phénomenes (cf introduction). D’autre part, nous
ne savons pas le degré d’adéquation du modele a la réalité. C’est donc le travail du
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théoricien, sur la base des équations, de tenter de prévoir des comportements qui, si ils
ne se produisent pas dans la nature, montrent que le modele n’est pas le bon.

2.4.2 Sur l'opérateur linéarisé de I’écoulement de Couette

Dans cette section, nous donnons des conditions pour garantir la stabilité linéaire de
I’écoulement de Couette d'un fluide de type PTT ou MPTT. Nous commencons par
dériver le systeme des équations linéarisées autour d’une solution de Couette d’un fluide
PTT ou MPTT, dont on sait par la section précédente qu’une telle solution existe.
On représente les champs sous la forme stationnaire 4+ perturbé monodimensionnel :

w= ) +ulr 0.0z = (77 )@+ (77 ) 00 = o) +plent) o

Ts s T 7
on part de :
( 0
Rea—% — (I —¢)Au+Vp=divz
divu=0

Weo _ 9
e (7')7' + eD—t = EZ[Q]

w(0) =0 et u(l)

\ = Ugonnées

avec ge (1) = g(€'We tr 1) et

g(X) =exp(X) pour PTT
9(X) =1+ X pour MPTT.

Apres linéarisation, et en notant ’ la dérivation par rapport a y, on obtient le systeme :

(Ou 1—¢ , 1 ,
gu _ = -0
ot Re “ ReT , o
o g (T ) + € Weo,g' (¢ We tr )
/ — —=s /
E — (a + ].)TSU + We g — (a’ + ]_)UST+
+eosg'(¢We tr 7 )y =0
or e+ (a+1)yWe , R (a — 1) 9(7,)
5~ We u + Eng(eWetr;S)—72 a+7we T+
/
+ <e/7'8§/(e’We tr ;s) _ (ot Dy, +21)u8) v =0
0
a—z —(a — D)rad + (€7, We tr £ ))o — (a — L+
+ <% + €59’ (€ We tr ;8)> ¥ = 0
{ u(0) = u(1) =0,

(2.77)
que 'on écrit de fagon symbolique sous la forme :
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ou
E+EU—O,

pour U = (u,0,7,7)" € HL0,1) x (L*0,1))° et £ la partie spatiale de 'opérateur.
Puisque 'on étudie I’écoulement de Couette, les grandeurs sont toutes constantes. Nous
définissons alors le domaine de £ comme :

D(L) = {U e HN0,1) x (L2(0,1))* /- (1 — e’ — 7' € L2} .

Par la méme méthode que pour le théoreme (5.1) de [21], on démontrerait le lemme

suivant qui donne des renseignements géométriques sur le spectre de £ (cf T. Kato [45]
pour les définitions) :

Lemme 2.10
Pour a € [-1,1], e €[0,1], € € IR™,
1. L est un opérateur fermé dans H = H}(0,1) x (L*(0, 1))’, & domaine dense

2. L est m-sectoriel, de sommet —A, pour un A > 0, et de demi angle au sommet %

Nous énoncons ensuite un théoreme sur la répartition des valeurs propres de £ pour
lequel nous donnons quelques définitions qui rendent les énoncés moins rébarbatifs :

2 ge’(I) _
A= —%(1 —€); B =— <2 wo + € (05 +7s)g' (€ We tr gs)) ;

2
2 e\ L e\ L
C = % (g\i(\%)% —(1— g)B) D = (gV(V%)) + dae'uyTsg' (€ We tr ) + u?(1 — a?);

<ge{2%5)) % i 96{}%5) (a+ 1)y, + (1 — e)D] :

(2.78)
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Théoreme 2.11
Pour a € [—1,1], e € [0,1], ¢ € IR™, et avec les notations (2.78),

1. si X\ est racine de
@—A (\>+ BA+ D) (2.79)
We ’ '
alors X\ est valeur propre de multiplicité dénombrable de L.

2. le spectre ne comporte que des valeurs propres. Celles-ci, a part les trois valeurs
propres sus-mentionnées sont de multiplicité finie. Le spectre de L, o(L), privé
de trois boules de centre les racines de (2.79) et de rayon suffisamment petit, est
un ensemble dénombrable de ), valeur propres de multiplicité finie, solutions qui
peuvent étre triples, de
N 4+ BM\, + D

"AN + O\, — E’

avec les conventions de (2.78). Ces A, vérifient \,, — An®> — 0 et donc :

n? =\

I >0/Vne€ N, | \ys1 — A\ |[> 1> 0.

e\ L
3. Si M ou D est nul, 0 est valeur propre de multiplicité dénombrable. Si E est

nul, 0 devient de multiplicité non dénombrable.

Démonstration du Théoreme 2.11:

Afin de rechercher le spectre, nous commencons par nous intéresser aux valeurs propres
de l'opérateur L. Pour cela, nous découplons les équations en, d'une part celles qui
résultent de 1’équation constitutive linéarisée, d’autre part I’équation de conservation
des moments elle aussi linéarisée. Nous résoudrons les premieres, pour réinjecter 7 dans
la deuxieme. Donc, nous cherchons quelle est I'extracontrainte solution de :

g / Og
u' ge(T)
A— )\ = — = 2.
(A— X We ol ;s , (2.80)

ot I'on a utilisé les propriétés (2.67) de la solution stationnaire et ot A est la matrice
3x3 des équations résultant de la linéarisation de I’équation constitutive (cf (2.77)). Le
polynome caractéristique de A est :

<% - A) (A2 + BA+ D) (2.81)

et nous étudions alors la premiere valeur propre de A afin de savoir si elle sera également
valeur propre de L.
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. e (;8)
Soit A = Wo

Im (A — ML) puis, que dim Ker(A — Al) = 1 pour a € [~1,1] et ¢ > 0. On en
conclut que (o, 7,7)T est de la forme

On montre aisément que (o, 7s,7vs) €

o o o! o!
To=d || +C | T | +Co| T,
v 7’ 7! 7!

ou I'exposant 0 indique une solution particuliere de (2.80), et ’exposant 1 indique un
vecteur qui engendre Ker(A — Al). Les constantes C,Cy sont a priori arbitraires (et
indépendantes de y grace aux propriétés de ’écoulement de Couette stationnaire). En

e\ T . .
réinjectant dans I’équation des moments, on voit que A = % ne sera solution que si
1— 04 Cyrt 1
(=04 G+ O 1

Rege(z,) nimw
gs’(;) C e e s 12 .

Donc, A = Wo o ost valeur propre de multiplicité dénombrable de L et les solutions
sont (A, € IR,Cy € IR), dans la base propre :

u sin(nmy) 0

o n cos mry)(a + Cy.not) o!

T Z nm cos(nmy) (70 + Cy nTl) + 0 !

Y n cos(nry)(1° + Cr 7)) y
Soit A racine de

N+ BA+D. (2.82)

ge (Z

Remarquons qu’il n’est pas exclu ici que WES) soit solution de (2.82), et que cela
arrivera si et seulement si

2ae'g' (¢ We tr 1 Juir, + ul(1—a%) = 0.

De méme que pour la valeur propre précédente, on démontrerait que la dimension du
noyau de A — A\I est 1. On peut alors conclure de la méme fagon que précédemment au
fait que A est valeur propre de multiplicité dénombrable.

Soit A non valeur propre de A. Par hypothese, il n’existe qu'un seul 7 solution de (2.80).

Pour ce 7(u’) donné, on veut savoir si il peut exister une solution au probleme :
(1—¢) u | A
“TRe ¥ T ReT T (2.83)
u(0) =0 = u(l).

On a donc besoin d’expliciter la dépendance de 7 en fonction de u/, dont on sait qu’elle
est linéaire. L’application des formules de Cramer donne :
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/ / / N
T=F(\ We,u., ¢ e a,0, 7 7s)u', oul

ML), %E . g)D) (ga(;) B A)

We We (2.84)

F(\ We,ul, €, ...) = <

(A2 + BA+ D) (%—A)

Les notations (2.78) permettent de simplifier la recherche des valeurs propres de £ pour
lesquelles, si A # 0 (= (1 —¢) + F(A,...) #0) :

(I1—e)+ F(\,We,...) 1

ReA o n27r2 (2.85)
& N+ A\ (An? + B) + A(Cn? + D) — n*E = 0.

On vérifie que si 'on fait € = 0 on retrouve bien I'équation (5.8) de [21] du cas Johnson-
Segalman.

Grace aux notations plus concises (2.78), nous pouvons rappeler que les A qui ne sont
pas valeurs propres de A, auxquels nous nous intéressons vérifient (cf (2.78)) :

(%—)\) (A>+ BA+ D) #0.

Ces valeurs propres sont donc telles que AN? + C\ — E # 0 et (2.85) réarrangée donne :
2\ M t+B\MAD
CTTAN L CON, - B

Il est clair que si on retire a cet ensemble de A, trois boules de centres les valeurs propres
de A, alors les autres A, sont telles que A, — An? — 0, ce qui permet bien de vérifier
que :

n (2.86)

I >0/Yne N, | Apy1 — A |[> 1> 0.

Cette fois, si A = 0 alors (1 —¢) + F(\,...) = 0 grace a (2.83), (2.84) et donc E = 0.
La multiplicité est non dénombrable car toute fonction u de H? (| H} convient, avec les
o, T, correspondants.

Montrons maintenant que le spectre ne contient que des valeurs propres. On prend
A # 0 tel que (£ — M) est injectif et on veut montrer qu'il est alors aussi surjectif.
Nous le faisons par une méthode d’estimations a priori pour laquelle nous supposerons
dans un premier temps la régularité nécessaire aux calculs satisfaite. On prend donc
u, o, 7,7, f,q,h,j tels que

(‘C - Ai)('l%o-a T, ’7) = (fagahaj)'

Le nombre A n’étant pas valeur propre de £ donc non plus de A, on peut résoudre en 7
la partie des équations correspondant a I’équation constitutive :
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7 =F(\ We,..)u' + Cig + Coh + Csj,

ou (1, Cy, Cs sont trois constantes explicitables dépendant des grandeurs stationnaires.
Cette expression, une fois reportée dans l’équation de conservation des moments, on
doit résoudre :

1-— F(\ We, ...
_( €)+Re( 9 e? )U/”:)\U+f‘|“olgl+02h/+03j,-

On obtient alors aisément :

puis

luh<C(f I+ Tgl+ThlI+151)

[ TISCAfI+Tgl+TRI+]71]).

L’opérateur (£ — AL)~" est donc un opérateur borné.

On a donc bien montré les deux premiers points du théoreme. Pour le dernier, 0 sera

valeur propre si la premiere valeur propre étudiée est ce 0 (

g9¢(z,)
We

=0), 0 est racine de

(2.82) (deuxieme cas du dernier point du théoreme), ou bien si une des valeurs propres
du troisieme type est 0 (i.e. £ =0).

[

Remarque 11

Bien que le systeme linéaire entier soit 4x4, on n’arive qu’a un polynome de degré

ge (T )

3 pour (2.85) car la valeur propre A = Wo du sous-systeme A (et du systeme

entier) a son terme correspondant dans le polynéme caractéristique qui se simpli-
fie pour arriver a l'expression de F' (2.84). On peut peut-étre voir 1a un début
d’explication supplémentaire a la différence d’efficacité des algorithmes découplés
et non découplés. En effet, dans un algorithme découplé, cette valeur propre est
intrinseque et change I’étape de résolution de l'équation constitutive en la sta-

e\ T
bilisant. En revanche, dans un algorithme couplé, on peut faire A — gv(vgs)

et la solution 7(u') tend vers une limite finie. Un algorithme numérique couplé
ge' (T )

ne profite donc peut-étre pas de cette valeur propre stabilisatrice ( VV:eS > 0).
Ceci ne doit étre considéré que comme une supputation car rien de sérieux ne
laccrédite, méme si cela pourrait expliquer plusieurs phénoménes particuliers aux

fluides viscoélastiques.
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2.4.3 Stabilité linéaire de 1’écoulement de Couette

Nous allons maintenant énoncer un théoreme qui donne des conditions suffisantes pour
garantir la stabilité de I’écoulement de Couette d'un fluide de type PTT ou MPTT pour
toute vitesse du plan supérieur. Plus concretement, si la vitesse de ce plan est quelconque
dans IR", alors la dépendance de u™(y, 1) en fonction de a! étant strictement croissante
de IR" dans IR et surjective, o' est quelconque dans IR' avec les notations du théoréme
9. Donc, I’équation ((2.68) pour a = 1, (2.69) sia = —1 et (2.71) si a €]—1, 1) a laquelle
on a ramené la résolution du systéme (2.67) a un second membre quelconque dans IR" si
a=1,(R siae[-1,1], e €]0,1], € € R"™, We # 0) et donc 741 sera quelconque dans
IR (739 dans le cas a = —1 sera quelconque dans IR~ et T sera quelconque dans | —1,0]
si a # +1 respectivement). Ainsi, la double inégalité (2.70) est optimale si a €] — 1, 1].
C’est sur des variations dans ces domaines, qui sont optimaux, que nous tenterons de
garantir que le signe de la partie réelle des valeurs propres est strictement positif.

/
€1€_| 32‘ et K_, K, les deux racines en K de 3(1 —e)K? — K(4 —

5¢) + (1 — 2 + (1 — €)k?) quand elles interviendront et donnons ci-dessous un tableau
de conditions sur K a vérifier.

Nous noterons K =
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71

Cas PTT Cas MPTT
a=-+1 pas de condition pas de condition
2e 2¢
0<ax<l1 K>3(1_€) K>3(12_€)0u
__ &
K < 30 —2) et
sie <4/5:
k2>%ou )
2 g — €
K< F :>30<K;<3(1_5)/
£
Ko< K< 3(1—5)
sie>4/5:
2 (2-¢)?
> 12(1 - ¢)?
2 (2—¢)
k* < (1= o) = JK, >0/
2e
Ko< K< 3(1—5)
a= e<8/9ouce>8/9et k*€)0,k_[U]k,, +oo| cf [21]
—1<a<0|3Ky<1/0< K <Ky |k >1/3et
2 2e—1 ;7.2 (2—¢)? .
et k* > F— si k >12(1—5)2(> 1/3): VK < 1/3
. 1 2e -1 2 2—¢)?
si Sup(z, F—=2) <k* < B e
K €]0. K- [0, 3 2
ool 2 2 (2-¢€)
si Sup(s, (1_8))<k < A= e
K €K 1/310)0, 5]
a=—1 € =0o0uWe=0

Théoreme 2.12
Sous les conditions sur K précisées dans le tableau ci-dessus, I'écoulement de
Couette soumis a des perturbations monodimensionnelles est linéairement stable.
Si ge(z,) <0 (cas MPTT a < 0), le méme écoulement est instable.

Démonstration du Théoreme 2.12:

Nous ne donnerons que le schéma de la démonstration. Celle-ci se décompose en deux
parties.

Dans la premiere, on cherche des conditions sur les différents parametres pour que le
spectre soit entierement a partie réelle strictement positive. Il nous faut alors étudier
séparément le cas ou A est une des trois valeurs propres de I'équation constitutive et
finalement étudier les valeurs propres solutions du probleme entier (2.85). Pour ces
dernieres valeurs propres nous utilisons le critere de Routh-Hurwitz [46] (p 490) qui
nous donne trois conditions que nous étudions successivement, sur les coefficients de
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I'équation polynomiale (2.85), qui équivalent a ce que la partie réelle des racines de ce
polynome soit strictement positive.

Voici ci-apres un schéma de cette partie de la démonstration point par point, sans que
le détail des calculs soit repris :

N e\ T
1. 1°7¢ valeur propre de I’équation constitutive A = gv(vgs).

2. 2¢me et 3¢ valeurs propres, racines de A\ + BA + D.

(a) a>0

(b) —1<a<0
i. modele PTT
ii. modele MPTT

(c) a=—1
3. Les valeurs propres du probléme entier, racines de (2.85)

(a) 17¢ condition An? 4+ B < 0
(b) 2°m¢ condition E > 0
i.a=1
A. modele de MPTT
B. modele de PTT
. 0<a<1
A. modele de MPTT
B. modele de PTT
iii. a=20
iv. —1<a<0
A. modele de MPTT
B. modele de PTT
v. a=—1
A. modele de MPTT
B. modele de PTT

(c) 3¢me¢ condition —(An? + B) x (Cn?+ D) —n?E >0V¥n > 1

.a=1
i 0<ax<1
. a=0

iv. =1 <a<0
A. modele de MPTT
B. modele de PTT
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v. a=—1

Dans la deuxieme partie, on montre grace a un théoreme de Renardy [47] que les résultats
que 'on vient de donner sur le spectre donnent bien la stabilité linéaire. Ce théoreme
s’énonce :
Théoreme 2.13
Soit H un espace de Hilbert, et soit A = Ay + B le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe continu d’opérateurs dans H. Supposons que Aq soit normal et B
borné. Supposons de plus qu’il existe un nombre M > 0 et un entier n tel que

1. Sid € o(Ap) et | A |> M — 1 alors A est une valeur propre isolée de multiplicité
finie

2. Si| z |> M alors, le nombre de valeurs propres de Ay dans le disque unité centré
en z (comptées avec leur multiplicité) n’excede pas n,

alors le principe de stabilité linéaire s’applique.

Ici, nous prendrons Ay = £ et B = 0. Notre Ay est clairement normal (AgAl = AL Ay).
De plus, par le théoreme 2.11 les hypotheses 1 et 2 sont satisfaites pour un M et un n
bien choisi. Enfin, en utilisant des développements en série de Fourier, on montre que
(2.77) définit un opérateur £ générateur infinitésimal d’un semi groupe continu de H
grace aux propriétés de I’écoulement de Couette qui font que le systeme est a coefficients
constants, en plus d’étre linéaire. Donc toute la longue étude précédente qui portait sur
le spectre permet de conclure sur la stabilité et acheve le schéma de démonstration du
théoreme 2.12.

H



74

chap. 2 L’écoulement de Poiseuille de plusieurs Fluides Viscoélastiques



Chapter 3

Existence avec frontiere libre

3.1 Géométrie, équations, théoreme

On s’intéresse a 1’écoulement dun fluide viscoélastique incompressible de type Jeffrey
(i.e. Johnson-Segalman avec une viscosité newtonienne non nulle: pour la laplacien) in-
terpolé comportant une surface libre et un fond solide, soumis a une tension superficielle
générale (cf [48]), en dimension 2. Dans la suite, on démontre 'existence en temps petit,
pour toute condition initiale, d’une solution aux équations traduisant cet écoulement.
Nous utilisons les résultats de G. Allain [49] qui a démontré le méme résultat pour un
fluide visqueux newtonien ainsi que certains résultats de J. T. Beale [52].

La géométrie est celle d’'un océan infini, de fond Sp fixe, représenté par une fonction
hauteur hg, de surface libre dénotée Sp(t) a t et Sp a l'instant 0, représentée par une
fonction h a t = 0 (h — 0 quand z; — 00). Ces deux surfaces ne se touchent pas (cf
dessin 3.1). Notre domaine est donc non borné mais d’épaisseur finie dans une direction.
Afin de se ramener a une géométrie fixée, pour traiter la surface libre, on représentera
les variables en coordonnées lagrangiennes (cf [51]). Suivant G. Allain, nous noterons (2
le domaine initial (ho(z1) < y < h(z1)) et Q(f) son transformé a l'instant ¢. De plus,
nous noterons X un point courant de €2, variable lagrangienne d’espace et x sa variable
eulérienne associée. Appelant alors 77(.,t) : Q +— Q(t) la fonction qui transforme le point
X € Q) en son image au temps ¢ suivant le champ des vitesses, on cherche les solutions
du probleme posé en variables eulériennes (v, p, 1) :

75
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Q(t) =n(2,1), (3

n/(X. 1) = v(R(X, 1), 1), (3.

Rev, +v - Vv — (1 —¢)Av + Vp = divz dans (Q(¢) x (0,7)), (3
dive = 0 dans (Q(t) x (0,7)), (3

D,[vlz
Dt
n—pn+2(1—-¢)Dv] -n—aldn=—Fn sur Sp(t) x (0,7,

T+ We = 2eD[v] dans (Q(t) x (0,T)),

=

y
h(x)= 6 (x.0) 000
,,,,,,,,, b e

Figure 3.1: La géométrie

Nous noterons

Daz[)gt]o la dérivée interpolée. La condition (3.6) exprime 1’équilibre
des forces entre la pression extérieure et la pression totale intérieure. Le terme —aHn
traduit la tension superficielle, avec H la courbure de la surface Sg(t) = 7(Sr,t) (ou
somme des courbures principales en 3D), « la constante de tension superficielle et n la
normale extérieure en x € Sp(t). Py est la pression extérieure supposée constante. Nous
noterons 7n(X,t) = (X, t) — X le déplacement du point X jusqu’a l'instant ¢. Pour la
modélisation de la surface libre, nous reprenons les notations de G. Allain [49] avec la

fonction ® qui traduit I’état de la frontiere libre. Celle-ci est telle que :

O(n2( Xy, h(X1),1))

M(Xy, h(X,)) € Si s ®(M) e 0X, - B (X2)
1 1)) € Or = — 1).
[ O (Xla, );éXl)’ Dy

Cette fonction ® est donc un accroissement par rapport a h’' et permet d’exprimer le
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terme de tension superficielle ([49]) :

(1+ h?)28, <(1 (D4 )% 2 < o Jlr h, ))

(3.11)

ou 0, désigne la dérivée tangentielle sur Sg (par rapport au vecteur tangent a Sg). On
utilise une expression en termes de dérivée tangentielle afin de ne pas avoir a transporter
la dérivée.

Le changement de variable : p(x,t) = p(z,t) — Py + goro fait rentrer les termes de
pesanteur et de pression extérieure dans la pression interne. Nous noterons alors :

Hﬁ(ﬁ(Xv t)? t) =

Q(Xa t) = Q(ﬁ(Xa t)vt); Q(Xa t) :ﬁ(ﬁ(Xa t)vt); g(Xv t) = ;(ﬁ()(g’_t)at);
N(X,1) = nff(X,0),0); 9 = 5% (€;) = (@) (X, 8); diy; = (X, 1)
N = (N1 — 0-12, Ny + 0-1m1). ]

Avec ces notations, nous pouvons écrire la version lagrangienne de (3.1-3.10) :

Reu;; — (1 — E)Ekjak@jui,l) + &,00q = al-j,kgkj dans (2 x (0,7)), (3.12)
&uin =0 dans €, (3.13)
do;;  a—1 — — a+1, - —
oij + We ( 8tj - T(Sziuk,ﬂkg‘ + onur€y;) — T(Uz‘kfzwm + Ui,zﬁlkakj))
= ‘C:(ui,k‘gkj + 1),
) ) (3.14)
oiiNj — aN; + (1 = &) (Ettin + Epiwin) N + go(h(X1) + 02 (X1, )N, —
M2y =L 1 3.15
a8T<(1+(q>+h)2)2 <®+h,)>20 sur Sp x (0,7), (3.15)
d, = M sur Sp x (0,7), (3.16)
N;
®(0) =0 sur Sp, (3.17)
u(0) = u, dans €, (3.18)
a(X,0) =g, (X) dans Q, (3.19)
\ u=0 sur Sg. (3.20)

Introduisons également le probleme intermédiaire correspondant aux termes d’ordre

0 dans un développement en 7,&; = & — &;; et linéarisé en ® de (3.12-3.20)(¢p =

(1+12)"1) :

ij
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( Re% — (1 —¢)Au+ Vg —dive = f dans Q x (0,7, (3.21)
divu = a dans Q x (0,7, (3.22)

g+ We (8_g - g(Vu,g)) —2eDu] =m dans Q x (0,7,

- o === - = (3.23)
avec g(Vv,0) = (45— (Yo' ¢ + g Vo) + GTH(QQT +Qg))
g-N—qN+2(1—-¢)Dlu]-N —ad-(¢N) = g dans Sp x (0,7, (3.24)

¢ — Oyu- N =k dans Sp x (0,7), (3.25)

»(0) =0 sur Sp, (3.26)

u(0) = ug(X) dans Q, (3.27)

o(0) =g, (X) dansQ, (3.28)

. u=0 sur Sp Vi, (3.29)
que nous noterons Pi(u,q,®,0) = (La,@,g,k,go,go). L’opération qui vient d’étre

faite a consisté a garder les termes d’ordre 0 en £ et a ne retenir que les termes d’ordre
1 en ®. G. Allain [49], partant des équations de Navier-Stokes, arrive par le méme
procédé, a des équations linéaires en ses variables primales. A cause de notre équation
constitutive, fondamentalement non linéaire, ce n’est pas notre cas. En effet, les termes
contenant des Vu et ¢ (avec conditions initiales non homogenes), ne peuvent pas étre
rendus assez petits pour avoir la propriété de contractance, méme pour 7' suffisamment
petit et doivent donc étre inversés. Ce n’est pas le cas de ¢ qui est nulle a t = 0. Jouer
sur T permet donc d’avoir une contraction pour les termes en ¢, mais pas sur g(Vu, o)

On pourrait résoudre ce premier “probleme intermédiaire” P; (3.21-3.29), apres annula-
tion des seconds membres dans Y. Cependant, le relevement des conditions aux limites
et initiales, a cause de la non-linéarité, nous force a résoudre le probleme noté P; tel que
Pyfu’, a°)(u, q, ¢, 0) = Pi(u’ 4+ u,q" + q,¢° + ¢, 6" + a) — Pi(u’,¢°,¢° ¢°) (on confond
volontairement l'opérateur et le probleme). L’inversion de P; avec un second membre
(u®, ¢°, ¢°, 0°) aux conditions initiales non nulles nous permettra de relever ces condi-
tions initiales comme on le verra en section 3.5 et de résoudre tout Py, apres résolution
de P,. Comme celui-ci a I'avantage d’avoir un second membre a conditions initiales
nulles, on pourra utiliser les théorémes d’injection (ce qui est le but) comme nous le
verrons plus loin.

Dans ce deuxieme probleme intermédiaire, nous avons ajouté des termes seulement
linéaires en Vu, 7 a I'équation constitutive. Le probleme Palu,, 21] (u,q,®,0) = (f,a,m,g,k,0,0)
sera, pour Uy, T, donnés, résolu lors de la résolution du premier probleme P; et résolu
avec, en plus, des conditions initiales non nulles en p 97 dans une section spéciale. Le
probleme P, s’écrit :
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( Ju
Rea—; — (1 =¢)Au+Vq—dive = f dans Q x (0,7, (3.30)
divu = a dans Q x (0,7, (3.31)

\

Dans la suite, nous aurons besoin des espaces suivants (r,s > 0) :

H™(Q x (0,T)) = HY(0, T H'()) () H*(0, T; H()),
HﬁS(SF X (OvT)) = L2(07T; HT(SF)) ﬂHS(OaT; LQ(SF))a

o+ We (% — g(@,g) - g(&l,a) g(@,gl ) —2eDlu] = m dans Q,
avec g(Vu,0) = (L7 (Yo" ¢ + ¢ o) + L (e Wu” + Vo))
g N —gN+2(1-¢)Dlu)-N - ad-(¢N) = g dans Sp x (0,7,
¢y — Ou- N =k dans Sp x (0,7,
»(0) =0 sur Sg,
u(0) =0 dans Q,
c(0) =0 dans €,
u=0 sur Sg Vi

ou H" est I'espace de Sobolev classique. De plus nous utiliserons la notation utilisée par

J.T. Beale [52] :

K"(Qx (0,T)) = H"2(Q x (0,T)).

Pour les propriétés de ces espaces, notamment les théoremes de trace, on pourra con-
sulter [53]. Nous noterons, sauf mention contraire, | . |, | . |,s les normes dans K" (€2),

H™*(Q2 x (0,7)) respectivement.
Nous aurons besoin également des deux espaces suivants :

Xp(Q2x(0,7)) ={(u,q,6,0)/
w€ H25H = k™2 oty = 0 sur Sp x (0,7)
Vg€ H" et qls, € H2t3(0,T; L2(Sp))
0r¢ € L*(0,T; H'"2(Sp)) 5 ¢y € H™ 2571 (Sp x (0,7)); 6(0) = 0

o€ K Q% (0,7)) }

(3.39)
(3.40)
(3.41)

(3.42)
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Yr(Qx(0,7) = {(f,a.m, g,k u,
feH"2((0,T) x
a€ L20,T; HY Q)N H=(0,T,0 H1(Q))
m e K™((0,T) x Q)

g, ke K™2(Sp x (0,7))
uy,0, € H™H(Q)},

a,)/
)

(3.43)

ot oH ! est le dual de °H' = {p € H'/p = Osur Sp}. On doit garder un tel
espace HzT1(0, T, H~1(2)) pour, en relevant la condition associée, avoir un champ
ve H3H(0,T, L2(Q)).

Avec les notations précédentes, nous allons démontrer le théoreme :

Théoréme 3.1

Pour 0 <r < %, ho,h € H™3(R), (2,0,) € H> Hg;}*; et si les conditions de
compatibilité div w, = 0 dans €2, u, = 0 sur Sp sont vérifiées, alors il existe Ty > 0
dépendant des données du probléme ; r, uy, I, h, hg, We, €, a et il existe un élément
(u,q, ¢, a) € X7 solution de (3.12, 3.20), version lagrangienne de (3.1,3.10).

Remarquons que dans la contrainte 0 < r < %, r > 0 est nécessaire pour que H!'"

soit une algebre et donc que 1’équation constitutive ait un sens. De plus, r < % est une
limitation imposée par la partie Navier-Stokes. Cette contrainte est nécessaire pour ne
pas avoir trop de régularité sur p qui imposerait de donner une condition initiale en
pression. Il serait possible pour la partie viscoélastique d’étendre a r < 1 sans trop de
probleme.

Dans un premier temps, nous montrerons que le premier probléeme intermédiaire (3.21-
3.29) admet une unique solution, qui dépend continuement des non-homogenéités. Pour
cela, nous introduirons un probleme annexe. Celui-ci sera résolu en découplant les
équations, résolubles séparément sur (0, 7p). Nous montrerons que la suite des solutions
découplées des deux sous-problemes est contractante. Apres étre passé a la limite,
nous releverons les conditions aux limites et conditions initiales. Nous montrerons la
continuité de 'opérateur non linéaire solution de ce systeme. Dans un deuxieme temps,
nous résoudrons le deuxieme probleme intermédiaire (3.30-3.38). Puis nous évaluerons
les termes qui disparaissent dans le développement qui conduit a P; afin de montrer,
que pour 1" assez petit, ces termes supplémentaires satisfont notamment des conditions
de contractance. Enfin, nous ramenerons 'inversion de 'opérateur entier a un probleme
de point fixe pour une application composée d'une application continue P, ' et d’une
application non linéaire (les F dépendant de &) dont des estimations nous permettent
d’exhiber une boule invariante d'un espace de Hilbert dans laquelle I'application est
contractante.
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3.2 Résolution du premier probleme intermédiaire

Dans cette section, nous montrons le théoreme suivant :
Théoreme 3.2
1

Soient 0 < r < 5 et B > 0 donné. Il existe un temps Ty tel que si T < Ty,
Popérateur défini sur la boule By (0, B) : (f,a,m, g, k,go,go) = (u,p, ¢,0) € X}
solution de (3.21-3.29) existe et est continu, si les conditions de compatibilité

div uy = 0,u9 = 0 sur Sp sont vérifiées :

i’, a—d,m __@/,g_— g k=K uy— @6720 _ g,0 \Y;:, (3.44)

ou C' = C(e, We, B, Ty, Re) désigne une constante qui ne dépend pas de T' < Tj.

3.2.1 Plan de la démonstration

On se donne u,, 7, dans K2 x K™ (L>(0,T; H'*"). Afin de démontrer le théoréme
précédent, on introduit le probleme associé a ’'opérateur non linéaire noté Py[u,, T 1] (u,q,®,0),
déja présenté, et de seconds membres nuls, sauf f,m. On inversera 'opérateur P, avec

un autre second membre dans une section prochaine.

Re% — (1 —-¢)Au+Vq = f+diva dans Q x (0,T) (3.45)

divu = 0 dans Q x (0,7 (3.46)

—qN +2(1 —¢)D[u] - N — ad-(¢N) +a- N =0 dans Sg x (0,T) (3.48)

¢y = O0u- N dans Sg x (0,7) (3.49)

»(0) =0 sur Sp (3.50)

u(0) =0 dans Q (3.51)

c(0) =0 dans (3.52)

\ u=0 sur Sp Vit (3.53)

On souhaite résoudre ce probleme en utilisant une suite de fonctions, dans les espaces
explicités plus haut, dont nous démontrerons que c’est une suite de Cauchy en montrant
qu’elle est contractante. On connait d’apres [49] 'existence d’un opérateur borné qui
donne (u,q, ¢) connaissant g, f,m. Afin de réutiliser cette propriété, on va tenter de
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résoudre (3.45-3.53) en découplant, comme 'ont fait Guillopé-Saut [26] la partie Navier
Stokes, résolue par G. Allain, de la partie constitutive. Le schéma proposé est donc le
suivant :

On se donne u° = 0,¢° = 0,¢° = 0, " = 0. Connaissant (u",¢", ¢", ¢") on cherche g"
tel que: B B B

+1

(3.54)
Un tel g"“ existe sur tout intervalle de temps sur lequel Vu" est défini. TI suffit en effet
de regrouper les termes contenant a"“ dans la dérivée, utiliser le changement de base

matriciel W =R, chT ol R est solution de I’équation différentielle ordinaire :

aﬁa Xt
o Kte) =
R (X,t;t) =

(X, tis)m”,
, m = Qu" + u)] — aD[u" + u,],

I~ ||m

et 'équation (3.54) revient a une simple équation différentielle résoluble explicitement
par rapport a W (cf introduction p 28). En effet, si m € L*(0,T; H™"), alors R
appartient & lalgebre H'(0,T; H1'™).

Puis on cherche u™*!, ¢"*1, gb”“ tels que :

( Reaﬂ;;l (1—e)Au" + Vg™ = f+dive"™" dans Q x (0,7)  (3.55)
divu™*t =0 dans Q x (0,7T) (3.56)
—¢""'N+2(1—¢)Du"""]- N — ad,(¢""'N) = """ - N dans Sp x (0,T) (3.57)
= (0,u") - N dans Sg x (0,T) (3.58)

¢"(0) =0 sur Sp (3.59)

Q"H(O) =0 dans Q (3.60)

\ u"tt =0 sur Sy Vt (3.61)

On sait, d’aprés le théoreme (4.1) de [49] pour @ = 0,9 = —¢"™ - N,k = 0,u, = 0,

que (u"!, g1, ¢"*t1) existe et est unique dans X7, si f + dive™! € K7((0,Tp) x Q) et
LN e K™ 2(Sp x (0,Tp)). Le Ty ne dépendra donc pas de n.

On a déja noté, en introduction (p 28), un gain de régularité de g par rapport a Vu

dans 1’équation constitutive lagrangienne. Celui-ci repose sur I'absence d’opérateur de

dérivée en temps sur Vu et sur absence de dérivée en espace sur g. Ce gain de régularité
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nous permettra, en jouant sur les normes en temps, de montrer que (u", q", ¢", ")
(w1, gt "t o™ est une contraction dans X7.

D’apres [49], on a :

a0 [ < O f 4 dive™ i 401 2 s

ou C' désignera pour le reste de ce chapitre une constante indépendante de T' < Tj. Le
probleme de Navier-Stokes étant linéaire par rapport aux variables primales (ce n’est
pas le cas de I’équation constitutive), on a aussi :

| Qn—l—l_gn’qn—l—l_qn’ ¢n+1_¢n’0 |X%§ C | div(gn—i—l_gn) |KT +C | gn+1_gn |K’"+%(pro,T)

Or, d’apres les théoremes de continuité, d’injections et de trace [53] ;

|d1V( ntl g ) ‘LQ(OTH’” <C‘ —O' |L2 (0,T;H+TY,
\dlv(”Jrl ol <C|a

) |H2(OTL2
|gn+1 _g

<C|g"t

‘Hﬁ (0,T;HL)
1 1 .
‘K’"+2 (SFx(0,T)) |L2(O,T;H1+T(Q))ﬂH%JrZ(O,T;H?)

Nous devons donc prouver pour la convergence (et nous voulons C' indépendant de
T S To) .

Ig’” —a" |20+ < cTe | u" — ! e,

|gn ‘H2(OTH1 < CTE |gn Qn—l |KT+2
/
| u”

+1
|gn _:n |H7+ (0TH2

| gn—l—l _gn |KT+1§ CTe’ | (Qn _Q ’q qn—l’gbn _ gbn—l gn _gn—l) |XT .

Pour cela, dans un premier temps, nous essayons d’obtenir les différentes estimations
uniformes en n et en T' < Ty :

3TV, S/ | o™ |er (£) < S ¥n,0<t<T (3.62)

| u",q",¢",0 [x; <V Vn. (3.63)

Dans un deuxieme temps, nous démontrerons que la suite est contractante (C' indépendante
de T S To) :
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o|o" —o" ‘L2(O,T;H1+T) < OT1¢ | gnH —a" ‘LOO(O,T;HHT) (3.64)
< CTY | Vu" — Nu" |20 mn) (3.65)

< CT | u™ — w7t |grse, (3.66)

ol " =" s orny, < CT 1" =a" lwiomrm (3.67)
< CTY | Vu" — Vu" " |20 (3.68)

< OT |u" — u™ b |grae, (3.69)

olg" —g" |H7+Z(0,T,H§) < Corf (g —a” |H1(0,T;H%) (3.70)
< CT9 | Yu' = Vu'™ |, 0k (3.71)

< CTY |u" —u"™" |gree, (3.72)

° g"“ —o" ‘H%(O,T;B) < CT¢ | g"“ — " | 0,;02), (3.73)
< OT" | Yu" — Vu'" | 20122 (3.74)

< OT | u™ — b | (3.75)

Parmi toutes ces inégalités, (3.64, 3.66, 3.69, 3.72, 3.75) sont évidentes. Les inégalités
(3.67,3.70, 3.73) résultent d’une proposition démontrée plus loin, car (¢"*'—g")(0) = 0.

Dans un troisieme temps, nous releverons les conditions aux limites, ce qui nous donnera
les valeurs de 7, € KW\ L>=(0,T; H") et de (v,p, ¥,0) € X7 qui sont les données
de Pylv, 7 J(u, ¢, ®,0). Le champs (u+wv,p+¢q, ¥V + ®,7 +g) € X7 sera alors solution
du probleme (3.21-3.29). On aura donc trouvé une solution du premier probléme.

Dans un quatrieme temps, nous montrons qu’il y a unicité des solutions du probleme puis
que 'opérateur non linéaire qui en résulte est continu, complétant ainsi la démonstration
du théoreme 2 .

3.2.2 Quelques lemmes utiles

Lemme 3.3

X espace de Hilbert, % <r<l1l,0<s<rets=# % Si fe H(0,T;X) et
f(0) =0, alors ;

|

La constante C' ne dépend pas de T < 1.

ws0,r:x)< CT" % | [ |aro.1:x) -

Ce lemme est démontré dans [49].
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Lemme 3.4

Soit X espace de Hilbert, 0 < s < 2, tel que s — % ne soit pas entier.

[1 existe un opérateur continu de prolongement de {g € H(0,T; X),0fu(0) =0, 0 <k < s—

dans H*(R";X). La constante de continuité de cet opérateur est indépendante de
T <T.

La démonstration de ce lemme, basée sur des reflexions, est classique et peut étre trouvée
par exemple dans [53].

Nous aurons constamment besoin du lemme suivant d’injection des espaces K" dans les
espaces H™® :

Lemme 3.5
PourO§T§4e1;p§£,

(i) L’injection de K™(Q x (0,T)) dans H?P(0,T; H"~?P(Q)) est continue.
(ii) Sir n’est pas un entier pair, la restriction de I'injection précédente au sous-espace
—1
{v e K"(Qx (0,T)) / Ofv(0) =0VE O <k < %}

est un opérateur borné indépendamment de T" pourvu que T < Tj.

(i) Par définition de K", celuici s’injecte continuement dans L*(0,7; H'™) et dans
H=(0,T; L?). Donc, I'interpolé de K" et de K" s’injecte continuement dans l'interpolé :

[L2<07T; Hr>’ H% (O,T; LQ)]G — H%r (O’T; Hr(179)>’
d’apres la proposition 4,2.1 de [53].

(ii) Par le lemme 4 précédent, nous avons un prolongement continu a ¢ > T avec une
constante de continuité indépendante de T' < Tjy. On peut donc alors appliquer le
méme raisonnement que ci-dessus, sur [0, +o00] x Q. Les constantes de continuité qui en
résultent sont donc indépendantes de T' < Tj.

Fin de preuve

3.2.3 Majorations uniformes

On veut montrer (3.62 3.63). Nous commencons par (3.62) en partant de (3.54) dont
nous faisons le produit scalaire dans 1'algebre H'™ avec g”“. On a ainsi :

1

2

}
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d | gnJrl |2 ;
@ By A= <[22 | T ey [ +
CWe(| Vu" |14, ¢™ |1 + | MU' 14| T, i + | g ] Vu, |i4)] | g iy
(3.76)

d ‘ gn-‘rl 2 .

= (1= OWe(| Xu" |1y + | Y, 1)) | 2 [y, +350—=———1 <
[(5 + C'We ‘ 7 ‘1+r) | &n ‘1+r + | m |1+r ‘ gn+1 |1+T :
Par une inégalité de Holder avec les bons coefficients ;
[10:07 WL b+ T e,
s
aieh we 2 (1) _
dt N
[0 412 e,
s
C (‘ &n |%+r + ‘ @ ‘%—l—r) eJ0 We )
grace au fait que 7, € L>(0,T; H'*"). D’ot1 I'on déduit :
|, () <
. /t (079_0W6(|&n |1-i-r+ |&1 |1+r))dt,
[ we (€190 [y + | m L,)ds.
0

Il nous faut maintenant estimer le terme dans ’exponentielle sous 'intégrale. Puisque
s<t;

/t 0,9 = CWe(| Yu" [14r + | Mu, [14r

) .
- 05 <0 [ 120 e+ T, s

< OVT (| Q" |oinsn) + | X, iooansn )

Donc, si V., T; vetifient

T
V tel que (/ | Vu" |§+r§) V<1,
0
To tel que | Vu, |20, 1p; 11+ < 1,

Ty tel que Cy/Ty <| Vu" |2 rm+ny + | Vu, |L2(O,T;H1+T)) <1,

alors I'exponentielle est inférieure a e et on a le résultat

(3.77)

| gn+1 ‘1+T (t) < cre (| Vu" |L2(07T;Hl+r) + ‘ Vu |L2(07T;H1+r)) ) (3.78)
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qui permet d’avoir I'inégalité annoncée (3.62) :

T

| " L2 omimnen) < CT | "™ | Lo (orsmen) < cre / (| Vu" |14r + | m f140)
0

< CTEI(V+ | m |L2(07T;H1+r)) < S. (3.79)

Afin d’avoir une majoration uniforme en n sur | u" |g2+r, nous aurons besoin d’une
estimation dans une norme plus réguliere en temps de ¢, a savoir | g™ | HE (0.1:H1)"
Dans un premier temps, nous obtiendrons un renseignement sur la norme L?(0,T; H'),

en faisant le produit scalaire dans H! de (3.54). On trouve ;

—+1 12
ot 1 ‘%erd@" 1

g < 2| Mut g i [m g

s
FOWe [ g™ ] DU 1+ | 2, el 2t |y +

12, fod ] T2

s <CE VLS | T I+ |mli,

= (0,9 CWe | Vu, |11,) | "™ [T+
grace a (3.77, 3.78) et au fait que T, € L>=(0,T; H'*"). Sous la condition sur T, que
| Vu, |r20,75;m1+0)< 1 (cf (3.77)), nous démontrons :

[ g™ 1 () < CT(| YU 2oy + | m |2 memy). (3.80)

. . . . . LS
Nous voulions avoir des majorations uniformes en n sur des normes H?2 en temps pour
avoir une majoration uniforme sur »". Donc, dans un deuxieme temps, nous reprenons
(3.54) ol nous isolons le terme de dérivée temporelle, ce qui nous donne ;

0.n+1

| :at () <2 |Vu" i+ |[m|+ "]+

+CWe (|9 [ ¢ gy + | Do bl 2 e + | 20 1] 7, e

Et donc, en combinant avec (3.80), a condition que | Vu" |2 pmeny <V < 1
|gn+1 o)< C | M [p2ommm) +C [ m 20,0 -

On obtient alors grace & 3 et 5 (¢"*!(0) = 0 = C indépendante de T < Tp) le résultat

< CT | " o

< CT(| Yu" |20 + | m [p20,0,8m))- (3.81)

1
| gn+ |H5 (0,T;HY)
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Afin d’avoir les estimations sur «", nous devons encore trouver un controle sur la norme
1427 , N

H"7(0,T; Hz) de ¢"t!. Pour cela, on démontre, comme pour (3.81), un controle de

| _”“ | par la vitesse Vu" et par m. La proposition 3 nous permet de conclure

)< V <letg"(0)=0):

H(0.T;H3)

(si | Vu" |

LQOTH

n+1 | < CTe’ ‘ O.n+1 |

< CT(] Vu" |

g 1
‘: H(0,T;H?)

+lm|

"5 1 (0,1;H?)

(3.82)

L2(0,T,H?) L2 OTHZ))

Nous pouvons maintenant obtenir des estimations a priori sur | u" | g2+ indépendantes
de n. Pour cela, nous allons utiliser I'inégalité du théoreme 4.1 de G. Allain [49], ou [50].
Pour appliquer ce théoreme, on prend g = —g”“ N, k=uy=a=0, f=f+div g"“

et on utilise (3.79, 3.81, 3.82) et les théoremes classiques de trace. Si 0 <r < %

| g"“,q"“,qﬁ"“,o |X;§ C ‘ i—l—dngn—H |K°" +C | O.n+1 |
n+1 n+1
<CIf e +C | % ! |L2(O,T;H1“)QH%(O,T;H1) +C g™ |L2 (0,3 HY ) (Y HE 4 (0,T;H2)
S C | i |K7‘ +CT5 (V"‘ ‘ m ‘LQ OTHI'H” ) +CTE <V+ ‘ m |L2(OTH1)>+
+CTY(V+ | m |r201mm) + CT (V4 | m |

K™% (Sp)

L2 OTHz(Q)))'

(3.83)
On a déja montré (3.79, 3.81, 3.82) et on a imposé a V que V < 1 et S quelconque.
Prenons un nouveau 7Ty suffisamment petit (Les constantes C' intervenant ci-dessous
dépendent de ¢, V, S, We, Re,gl,gl, To mais pas de T' < Tj ) ;

( | Yu, |r20msmn< 1 of (3.77),
CT(V+ | m |2 0,mp;1+7)) < S cf (3.77),
v
Clf s om< 5 cf (3.83),
CT (V+ | m |20mym1em) < % cf (3.83),
CTEI(VJF | m |L2(0,T0;H1)) < ?/ cf (3.83),
CT(V+ | m | of (3.83).

(3.84)

LQ(O,TO;H%)) <%

La condition (3.77) pour obtenir des estimations a priori est donc vérifiée. Nous avons
alors d’apres (3.79, 3.83) :

‘ QnJrlu anrl’ (anrl’ 0 ‘X; S V.
|gn+1 ‘lJrr (t) S S (385)

On a donc démontré (3.62 3.63).

3.2.4 Convergence de la suite

Des inégalités (3.62-3.63), nous allons utiliser uniquement le fait que :
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| u™ [k2er@@x0,r) <V Vn,

| & |peoo,mm+n) < SV,
bien qu’ayant montré un résultat plus précis. Afin de montrer que le point fixe converge,
nous allons montrer qu’on a en fait affaire a une contraction. Vu le domaine non borné,
on ne pouvait utiliser un théoreme de compacité. Pour démontrer que la suite est
contractante, il nous faut les estimations (3.65, 3.68, 3.71. 3.74).

Une premieére inégalité

On veut démontrer (3.65). Pour cela, nous reprenons (3.54), que nous écrivons a
I'itération n et a n + 1 en groupant certains termes :

n>&n p (&n _mn—ln o agl (<gn+1 _gn

a O.nJrl —oh -1
gn—l—l _ gn + We ( (: = ) B a (VunT(O_nJrl o gn> + (mn o mn—l)T gn_'_
z

+o"(Vu" — V" N7 + Vu" (o™ — ") + (Vu" — Yu' 1) o
We [a 1 ((&” - Vu" T T, 1, (V - Vu"" 1)) + a—2k (21 (VYo" — Vu" )7+
+(Vu" — Vu" ) T1>} + We [ 5 (Vu (c"—a") + (¢" — g”)@) +

+ S (@ - ) Wl + Y, (@ - ).

d’ot, en tenant compte de (3.62-3.63) et des propriétés de 7., Vu,

7
+OWe [| VU |14, | g™ = o™ [, + | V" = Va1 @ el @ =0 e +

d O_n+1 —o"
‘gn'H _gn |%+T +M ‘: t: |1+r < 2 ‘&n _&nfl ‘1+r‘ gnJrl _gn |1+r 4

0" = 0 [ | T — Y™ i | 7, Jir | Y, el €2 = 0" 2,

n dlo g
= (0,9 = OWe(| Yo" |usr + | Y, [1s) [ ! = 0"y, +390—=—=— <

Cle, We,V, 8, Vu 1) | Vu" — Vu" " |1, .

De la méme fagon que l'on a démontré (3.79) a partir de I'inégalité différentielle (3.76)
en faisant les hypotheses (3.77) sur Ty, V, on pourrait justifier :

T
g™ — 0" 14 () < Cle,We,V, S, Y 7 )/ |V — VT |y ds
0

—1'=1

AT
< Cle,We,V, 8, Vu , 7 WT | Yu" — Vu""" | 20m:mmen),
(3.87)

ce qui est bien (3.65) en plus précis.
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Une deuxieme inégalité

Nous souhaitons démontrer :

+1

[ & =" lmrn < O | Yu" = Vu" 2o rm) -

Parce que H' < H'" il est déja clair, grace a (3.87), que :

| 2" = " 2o < OT | Yo" = Yu' |2 -

Par un calcul identique a celui qui a conduit & (3.80), on remplace la norme L?(0, T'; H'*")
du gradient des vitesses, par la norme L?(0,T; H'). Pour la norme d’ordre 1 en temps des
extracontraintes, nous devons reprendre (3.86) en isolant, comme pour les estimations
uniformes, le terme de dérivée en temps. Le fait que T, € L>(0,T; H"), u; € K*T" et
les estimations uniformes nous donnent :

ao.nJrl —o"

Wi
¢ ot

<| g —g" | 42 | Yu" -V |y +C | YU iy gt - ot |+

1
+C | Yu, hiol g™ =" 1 +C | " |1 YU = VU™ |y +
+ 0Oz, | Y = Fu |

Nous utilisons les estimations uniformes (3.85) et le fait que 7, € L>(0, T H'™) pour

les termes en | Yu" — Yu" ' |,. Pour les termes en | ¢"*! — g™ |, nous utilisons le fait
qu’ils appartiennent a L°°(0,7"). Donc, en élevant au carré et en intégrant de 0 a T', on
a:

80.n+1 —o"

ot < Clg™ =" lrorm) +C | N = Vu'™ [ e

L2(0,T;HY)
< C| V" — Yu"" |r20mmen -

a méthode suivie est sensiblement la méme que pour les estimations uniformes, ce qui
L thod t bl t1 1 t t f ,
permet d’écrire le résultat (3.68) annoncé :

1" = 2" s o | 2" =g o)
< CTY | Yu" — Nu™ " | r20,m;m04m) (3.88)
<OT | u" — u™ ' | goer

Une troisieme inégalité
Nous souhaitons démontrer :

| n+1 n|

IS}

n n—1
= )§C|2 - Vu |L2(0,T;H%)'

1
HY(0,T;H?2
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Ce résultat se démontre de la méme fagon que 'inégalité précédente, grace a '’hypothese
(3.77), rappelée dans (3 84) et a (¢"*! — ¢")(0) = 0, en remplacant le produit scalaire

de H! par celui de Hz. Nous avons alors :

n+1 n €’ o
" ¢ ‘H§+%(O,T;H%) <CT | g™ ‘Hl(OTH2)
< CTe |v: s oo (3.89)
<CT |u" — u™ ™! | geoser

Une quatrieme inégalité

Nous aurons besoin du lemme suivant, pour démontrer (3.74) :

Lemme 3.6

Pour Q0 C R” possédant la propriété du cone, (cf [54]), si u € H'(Q),v €
H™(Q),w € L*(Q) on 0 < r < 1, alors wvw € L* et :

| uvw [2< C | u || v |gr| w |2

Ce lemme est une conséquence directe des injections suivantes (cf [54]) :

ue HY(Q) — LT 2<q <o
veH(Q) < L# gy = 2
weL?

1+1

1 _
q1 q2 1.

et de ce que 'on peut trouver ¢; tel que +5=

fin de preuve

Nous pouvons maintenant faire le produit scalaire L? de (3.86) avec g™ — g™ et utiliser
le lemme précédent. Apres réduction, utilisant le fait que T ,u; sont - données sur (0, 7p)

et (3.62-3.63), on a :

1

n |2

. d ‘ gn—I—l i |
(1 — CWe(| Yu" |1sr + | Vu, i) [ @™ —g" P+ 0= = < (3.90)
C(g,We,V, S T, 1) | Yu" — Vu 2.

Il est alors aisé de démontrer, comme précédemment, vues les hypotheses sur 7,V (cf
(3.84)), que

[ g™ =" P (1) < CT | Yu" — Vu' ™ [2agppey YO <t <T. (3.91)

n de montrer notre iné ali é Sur (7 — (7 1 0 nous devons revenir a a
Afin d t t lit +1 H(OTH(Q)), d 1

norme L? de (3.86) en isolant la dérivée en temps de o™ — " On a ainsi :
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:7_: (t)§0|gn+1_gn‘+|&n‘1+r|gn+l_gn‘+

+C | a" 14| Vu" — V" | 42¢ | Vu" — VU | +
+C [z, 14| V" — Vu™ 1|+C’|Vu 1| g — g™ |

Grace a (3.91)et au fait que 7, € L>(0, T} H'™7), on déduit :

ao.nJrl —o"

ot

n+1 n n n—1
<C|a"" =" o +C | Yu" — Nu" [r20,1:22)
L2(0,T;L2)

ce qui, couplé a (3.91) donne bien

n+1

| g - g" |H1(0,T;H0(Q))§ C | &n - @nil |L2(O,T;L2) .

On a donc complété la preuve du résultat cherché (3.74) grace au lemme 5 et au fait
que (¢"*' —¢g")(0) =0 :

2" - g ‘HLSJ(O,T;B)S cTe | gnﬂ — " lmor)< ore | Yu" - &n_l |L201322) -
(3.92)
Les suites étant de Cauchy, u", ¢", ¢", g convergent dans X7. vers des fonctions (u, ¢, ¢, @).
On peut alors passer a la limite dans L?((0,T) x Q) car les termes sont soit hnealres soit
de la forme Vu" ¢". Or Vu" converge dans L2(0,T; H'*") et o™ dans H & (0,7 L?).
Donc Vu" ¢" tend vers Vu ¢ dans L*(0,T; L*(Q)). Les équations volumiques (3.30-
3.34) du probleme P, sont donc vérifiées apres passage & la limite, par les fonctions
limites.
De plus, pour les conditions initiales, u™ converge vers v dans H 2t3 (0, T; HF9) avec
0 < @ < r. Donc, on peut montrer que u(0) =0 dans H*=% et donc dans H'*".
De méme l'extracontrainte ¢” tend vers g dans H2"3(0,T; H%). Donc c(0) = 0 dans

H™? et donc dans H".

IS

3.2.5 Relévement des conditions aux limites

Afin de résoudre le probleme linéarisé autour d’un déplacement nul, avec des conditions
non homogenes, nous avons introduit le probleme (3.45-3.53). Soit donc le vecteur
(f,a,m,g,k, u, 0) dans une boule fermée, de rayon B, de Y. Commencons par relever
la condition initiale de I'extracontrainte. Soit 7, tel que :

8;1
I, +Weg =0 (3.93)
r.(0,X) =g, (X) VX.

On vérifie bien que £, € L>(0,T; H'*").
Puis, soit (uy,p, ¥, O) e X5/
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—pN +2(1 —¢)Dlw,] - N — ad(VN) = N +gsur Sp x (0,7T)
—O0;uy - N =k sur SF >< (0,7)
u, =0 sur Sg x (0,7) (3.94)

u;(0) = uy(X) dans Q
divu, = a dans €.
Bien que G. Allain [49] ait démontré I'existence de ces fonctions u,, p, U dans le cas de
la géométrie d’'une bande infinie, droite, on peut calquer sa démonstration dans notre
cas d'une géométrie quelconque. Avec ces fonctions, nous identifions les u,;, T , que l'on

vient d’exhiber aux fonctions u,, 7 introduites dans le probleme (3.45-3.53). On a donc
utu,ptq,¢+W,o+7 €Xptels que:

;

Re(utuy )i—(1=8) Alutuw )+¥(p+q) = f+(w,—(1-¢)Auy +Vg—divz )+div(e+1,))

(3.95)

div(u+ ;) = a (3.96)

(c+z,)+ WeD olu+ lg]t(o +7,) = 2eD[u + w] +m — 2¢D[u, |- (3.97)

Wel0 5 (9T 7, 4 7, ) + 0L g, T + T, 7,)

(c+7,) N—(p+q)N+2(1—¢)Dutu,]- N—ad,((¢+V)N) = g sur Spx (0,T
(3.98

(p+V),—0-(utuy) - N=Fk sur Spx(0,7) (3.99

(p+T)(0) =0 dans 3

(

u+u(0) =uy(X) at=0, dans Q (
u+u, =0 sur Sgx (0,7) (3.102

(@ +1,)(0) =g, (X) dans Q (

\

Il suffit alors de changer de notations sur f,m pour avoir résolu (3.21-3.29).

Remarque 12

La méthode utilisée repose sur le fait que la dérivée interpolée ne fait pas intervenir
de produit d’ordre supérieur a deux.

3.2.6 Unicité, continuité

On veut montrer l'existence et la continuité d'un opérateur non linéaire qui au vecteur
(f.a,m. g,k ug,0,) d'une boule fermée, de rayon B de Y7 associe (u,p,¢,0) € X7.
Ecrivons donc les équations vérifiées par la différence de deux solutions de (3.21-3.29)
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pour des seconds membres notés sans indice pour la premiere solution et avec un prime
pour la seconde.

eaga_t L (1-e)Auw—-u)+Y(qg—q¢)=f—f+divic —g') dans Qx (0,T),
(3.104)
diviu —u') = a—a' dans Q x (0,7), (3.105)
do — o
g—ga +We 5 —g(Vu—-Vu', g) - (Vu’ a—a’)) = 2eD[u — v+

m —m’ dans Q x (0,7)

avec g(@,g):agl(:uTgfg@)+aJ2rl(aVu +Yuo),
- (3.106)
(e—0')-N—(g—¢')N+2(1—€) Dlu—u] N—ad-((¢—¢')N) = g—g' dans Spx(0,T),
(3.107)
(p—¢ ) — 0 (u—u)  N=k—Fk dans Sp x (0,7), (3.108)
(¢ —¢)(0)=0 sur Sk, (3.109)
(u—1u)(0) = (uy — uy)(X) dans Q, (3.110)
(c—a')(0) = (g, — gg)(X) dans €, (3.111)
u—u =0 sur Sp Vi. (3.112)

\

D’apres le théoreme (4.1) de G. Allain ;

<25 9,0 [x2<
+d1V(a—cr)a—a 0,9 — g—(_—g/)'ﬁ,k—klaﬂo—%aoh@r
,a—a Og g, k—FK uo—u0,0|yr

| u

u',p
o
|

|*h|\h |

ININA |

|\|\

+Cle—¢ ‘K”%(st(o,T)) :
(3.113)

o' dans différentes normes. Pour | ¢ — g’ |20, 11++), nous
87). A partir de (3.106) et (3.111) :

+la—2' (0,T;H'*")(H2 (0,T;H')

Il nous faut donc évaluer

g—
procéderons comme pour (3.

dloc—d|?
We = = I14r
o —a |1, L F—

Flm = ] g = o s +We (g(Yu — V' 0) +g(V, 0~ ). 0 -

<2 | Yu—-Vu' il g =g i +

IS

)
1+r

dlg—ga |

S (1= 20We | D0 i) | 2 = ¢ e +We
0(5757W87‘/’B) | &_&/ |1+7’ + |@_@/ |1+7’ .

IN

Et, enfin I'estimation cherchée en passant par la norme | . |poo(7;m1+7)
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| e~ |z rmn < CT (| gy~ |vsr + | Yu=Nu' 20z + | m—m |20 100r)-
(3.114)

Pour évaluer | ¢ — , nous ne pouvons pas faire comme pour (3.88) car

/
g |H5(0,T;H1)
g —a'(0) # 0. Afin de contourner la difficulté, nous relevons ces conditions initiales et

appliquons la méthode de (3.88) a ces nouvelles fonctions. Soit T tel que

oz
2+W€E =0,
2(0) = 9y
et de méme pour 7'(t, X) = e_vteg (X). A la place de (3.106), en renotant ¢ := g + T

et surtout (¢ — ¢’)(0) = 0. En prenant la norme H' de (3.115), on a

dla—d | , )
|g—g’|1+WeT§2€|@—@ h+|m—m| +
+OWe (| g — ' | V' 140 + | ¥ 140 2= 2 14 +

| Yu—Vu'[i (g iy + 12 her)) -

Vue I'hypothese (3.77), rappelée dans (3.84), nous avons, cette fois de la méme fagon

que pour (3.88) (C'= C(e, B, We, S,V,Re)) :

|g_g/ |1 (t) S CTEI (| &—&/ |L2(O,T;H1+r) + | @_@/ |L2(O,T;H1+T) + |gO _g:) |1+r> s

puis, de méme que pour (3.88) (¢ —¢'(0) =0) ;

le—¢ ‘H%(O,T;Hl)S CT | g — o' |morn< CT (| Nu — V' |20 gomriery +

+ | m — Q, |L2(O,T;H1+”") + | gy~ g{) |1+r> .

/ . . . __t
Et donc pour les g et g Initlaux, parce que | e”We |H5(0,T

)S cTe :

|g—d’ |H%(0,T;H1

IS

< CT (| Yu— Yo |paommony + | m =m0 [pazimeny +C | g, = @) v
(3.116)
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Pour l'estimation de | a—¢’ | nous utilisons un théoreme classique de trace

£ g3 (5p%(0,1))

[53] qui nous ramene a des estimations dans l'ouvert Q sur | ¢ — g’ |25+ (déja

faite) et sur | ¢ — o’ | .1 1. Cette derniere estimation s’obtient par les mémes

= = 'whti(01;H2)

méthodes que précédemment en relevant les conditions initiales et en remplagant le
1

produit scalaire H! par le produit scalaire Hz. On peut utiliser les lemmes .4 , .2.5 car

les conditions initiales sont homogenes et on a fait 'hypothese (3.77) :

g —2a' +m—m'

= = H%%(O,T;LQ(SF))— L2(0,T;H%)>+

E /
(‘ Yu - Vu |L2(OTH2
+CT¢ |a —a{)|1 .
2
(3.117)

Reportons ces résultats dans (3.113) :

|lu—u',p—p,¢— <Z5'0|X""<C\f ya—a,0,9—g k=K, uy—uy, 0 vy +
Cla, =g lisr +CT* (u—u g + | m —m’ |r207,m+))-
(3.118)
Pour évaluer | ¢ — o’ | 17 o 7y2y DOUS relevons les conditions initialement non nulles,
puis nous faisons comme pour (3.92). Si 'on suppose | Vu [r2(7,m+r)< 1 (cf (3.84)),

puis Tj suffisamment petit, on a (r < % <1):
|

la—a

<CT* (‘ Vu— Vo' [r20mee + | m—m' [r2ore + 12, — g |)
(3.119)

)

Les estimations (3.114), (3.119) sur g — ¢’ se résument en :

|g_g/ ‘Kl-ﬁ"g CT€/<| &_&, |K2+r —|— ‘ @_Ql ‘LQ(O,T;HI-H"))_'_C | go_g/o |1+r . (3120)

En choisissant T suffisamment petit, on a l'unicité des solutions et la continuité de
l'opérateur (3.44).

3.3 Résolution du deuxieme probleme intermédiaire

On souhaite résoudre (3.30-3.38) avec u;,7, donnés. On note Pyu;,7 J(u, ¢, ®,0) =
(f,a,m,g,k,0,0) cesysteme d’équations. On cherche donc (u, ¢, ®,0) € X{F ={(u,q,®,0) €
Xr./u(0) = 0,0(0) = 0}. Comme la résolution du premier probleme intermédiaire nous
a donné la SOHltiOIl de (3.45-3.53), c’est a dire le méme probleme avec des seconds
membres nuls, nous allons essayer de relever les conditions (3.31), (3.33), (3.34) afin de
résoudre (3.30-3.38).

On sait d’apres G. Allain [49] ou [50] que si (0, a,0, g, k,0,0) € Y7, il existe (w, p, ¥,0) €
X7 avec dépendance continue, tel que :
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divw = a dans Q@ x (0,7) , ¥, — (Orw) - N =k sur Sp
2(1 —¢)D[w] - N —pN — 0-(VN) = g sur Sp
w(0) = 0.

Si I'on résoud (3.45-3.53) pour 7, inchangé et v := w + v, les (u,q,¢,0) € X7 que I'on
trouve vérifient :

Rea(@;t W (1 - )Awtw)+ Yot a) - div(g) = f+ (Rew, — (1 —&)Aw+Vp)
(3.121)
diviu+w) = a (3.122)

avec g(Vu ,0) = (agl(VuTajLaVu )+a—51(aVuT+m Q))

o-N—(p+q)N+2(1—¢e)Du+w]-N—ad-((¢p+¥)N) = g sur Spx(0,7) (3.124

(3.123)

(3.124)
(p+V),—0-(u+w)-N =4k sur Sp x (0,7) (3.125)
(p+V)(0) =0 dans (3.126)
u+w(0)=0 at=0, dans Q (3.127)
(ng;l)(O) =0 dans Q, (3.128)

(3.129)

u+w=0 surSgx (0,7)

\

Et donc (u +w,p+¢, 4+ V,0) € X7 = {(u,q,P,0)/ u(0) = 0,0(0) = 0} est bien
solution de (3.30-3.38) en changeant la définition de f,m par un simple ajout de terme
ne dépendant que de w et p. L’unicité et la continuité de cet opérateur se démontrent
de la méme facon que celle de Pi[u;, 1].

3.4 Estimations des termes complémentaires

On a développé l'opérateur initial P par rapport a la grandeur & = 0. On n’a gardé
alors que les termes d’ordre 0 en £. Cet opérateur P a aussi été développé par rapport
a ¢. On n’a gardé que les termes d’ordre 1, les termes d’ordre 0 étant inclus dans les
termes d’ordre 0 de P. On obtient alors 'opérateur P;. Symboliquement, on peut donc
écrire le probleme entier a résoudre sous la forme :

P u,q,6,0) = P(0,0,0,0,0) + Py(u,q,¢,0) + E(§,u,q,6,0)

= (0,0,0,0,0,@0,20), (3.130)
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ol les termes en E, sont écrits ci-dessous, en notant 0, la dérivée partielle tangentielle,
avec les conventions de sommation et de notation des dérivées habituelles et £,; = d;;+¢;;

El (& u.q,0,0)
E*(&,u,q,0,0)
EX (& u,q,¢,0)

B u,q,¢,0)

ou

et (2
E*(&,u,q,0,0)

E%(§,u,q,0,0)

—(1 - 5)§kj8k [gljui,l] - (1 - E)aj(fljuz‘,z) + &riOkq — Uz‘j,kfkj
fkjuj,k

1 +1
—We {(a 2 ) (&iurion; + oirur &) + . 2 ) (Oubuttjit

Ui,lflk%j)] — e(wi k€kj + wj ki)

—q(N; = Ni) + (1 — €) [Cjuin + Sritn] Nj+
+(1—¢) Ek]ulk + fki“j,k] (NG = Nj)+

+gh(X1)(N; = N;) + gneN; — Oé?rQi + 0:;(N; — Nj)

(1+h?)3 [(1 n 72”?25“52)2 14 Me

1+ 42 1+ A2
—W (14127 + (¢ + B)Q,
—0-(u) - N [(N; + Oym) > — N;? -
(Na + 0,m1) 2 (Orundpmy — Oruydpio)
0=E"(& u,q,¢,0).

(3.131)

Pour la résolution du point fixe final, nous utiliserons un élément (u°, ¢°, ¢°, go) de X7,
qui relevera les conditions initiales et un nouvel espace X5 = {(u, ¢, ¢,0) € X} /u(0) =
0,0(0) = 0}. Le point fixe se fera sur (u, ¢, ¢,¢) dans la boule de centre 0 et de rayon
R de X7, ou R est un réel positif donné. B
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Théoréeme 3.7
Si0<r< % et (u,q,0,0) € Bx: (0, R), il existe ¢ > 0 et Ty tel que 0 < Ty < Ty
dépendant de (u°,¢°,¢°,0") € X7, et R, tels que, si T < Ty alors E(u” + u, ¢° +
q, " + &, go + o) appartient a I'espace Y7 (§2) et on a les estimations suivantes

| Bl (u +u,¢° + q,0° + 6,0° + a) |(vp), < CT i # 2
| B* (0 +u,¢" +q,0° + 6,0" + a)— (3.132)
E2<g07q0’¢0720) |(Yj’:)2§ CTEI-

Si(v',q,¢',a') € X7 aussi, on a :
| BE(u’ +u,¢° +q,¢6" + ¢,0° + 0)—
Ew +u,¢"+q,0°+¢,0"+ ) |y; < (3.133)
CT lu—u,q—q¢,0—¢,a—d |x;

avec les constantes intervenant dans les inégalités dépendant de <, a, We,r, R,
(u’,¢°, ¢", "), mais ne dépendant pas de T' pourvu que T' < Tg.

Nous donnerons une démonstration complete des estimations concernant le premier
terme et le troisieme terme. Pour le quatrieme terme d’erreur (E?), nous n’étudierons
que le monome en plus par rapport au cas Navier-Stokes. Pour les termes 2,4,5, nous
renvoyons le lecteur a [50], ainsi que pour les démonstrations de plusieurs lemmes énoncés
ci-apres.

3.4.1 Lemmes divers

Nous donnons ici les énoncés et quelques démonstrations, des lemmes utiles pour la
démonstration des estimations sur les termes d’erreurs en £ (cf théoreme .7).

Lemme 3.8
Soient 0 < T <Tp,0 < s < %, 0 <€ <1 et X un espace de Hilbert. L’application
t
qui av € H*(0,T; X) associe V(t) = / v(s)ds € H**1(0,T; X) est continue de

0
!
H® dans H**' et de H® dans H*T'=¢, avec, en plus ;

| 4 |s+176’§ CTE/ | v |87

avec C' constante indépendante de 0 < T < Tj,.

ICI IMPLEMENTATION DE PLEMMME 777
La démonstration se fait par interpolation. Pour s = 0,
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[VI@® <t |vlo=|V < CT vl

d'ou |V 1< (C+T) | v |o. Par I'inégalité d'interpolation (1 — € > 0) ;
Vg VIV < CT (oo

Le résultat est prouvé pour s = 0. De méme, si v € H'(0,7T)

(Vi=lv P+ VIPSClv|? siT<T.

Dans H?: |V [,< C | v |;. De plus, si v(0) = 0, alors | v |>< C?T? | v/ [2. Une nouvelle
application de l'inégalité de convexité des normes d’interpolées donne :

[V e CIV VIS OT Jo v < 0T 0]y .

Par interpolation, on obtient le résulat annoncé.
fin de preuve
On rappelle pour le prochain lemme la définition de oH ~1(2) comme le dual de °H*(Q)) =
{pe HY(Q), p=0sur Sp}. Cet espace est utile pour traiter I'erreur sur la condition
d’incompressibilité.
Lemme 3.9

Soit 2 un ouvert de R”.

(i) Sir>1,r>s>0,ve H(Qet w € H*(N), alors vw € H*(Q) et
[ vw [s< C ol wls
(ii) Siv e H™(Q) avecr > 1, et w €9 H (), alors vw €y H1(Q) et :
[ vw [A< C o[ w]
(iii) Siv,w € HY(Q), alors, vw € L*(Q) et
| vw o< C o | wly
(iv) Siv e HY(Q)et w € L*(Q), alors vw €9 H1(Q) et

[vw [ < C v 1] w o

Ce lemme est démontré en dimension 3 par J. T. Beale [52]. La démonstration en
dimension 2 ne pose aucun probleme.
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Lemme 3.10
Soient X,Y, Z trois espaces de Hilbert et une “multiplication” M : X xY — Z,
bornée (application bilinéaire). On définit la multiplication de u et v par M (u,v).

(i) Siu e H*(0,T; X) etve H*(0,T;Y) avec s > %, alors uv tel que défini plus haut
est dans H*(0,T;7) et | uv | < C' | u |s] v |s.

(ii) Si s <2 et u,v satisfont en plus a la condition 0fu(0) = 0 = d¥v(0) pour 0 < k <
s—1/2 et si s —1/2 n’est pas entier, alors la constante C' de (i) est indépendante
deT < T(].

Ce lemme est démontré p 366 de [52] pour un ouvert de R*. La démonstration est basée

sur un prolongement & R”, une estimation des transformées de Fourier pour (i) et le
lemme 5 pour (ii).

Nous aurons également besoin du lemme suivant qui assure le caractere borné indépendamment
de T' < Ty de grandeurs particulieres qui ne sont pas nulles initialement.

Lemme 3.11

Pour (u”,¢",¢%¢°) € X, (r < %) et (u,q,¢,a) dans une boule de rayon R de

X7 avec u(0) = 0, g(0) = 0 (donc dans X7), on a les majorations suivantes avec

des constantes C' pouvant dépendre de R,u°,q", gbo,go,r, (), mais indépendantes
deT < To.'

| 9k0; (v’ +u) |kro,n < C ( )
| Ok(u’ + ) |gr+10m) < C ( )
| V(¢° + ) ko< C (3.136)

| (&° + 2)ijw |kr0n) < C ( )

ICT PLEMME 77
La démonstration repose, d’une part sur le fait que (u°, ¢°, gbo,go) n’a pas besoin d’étre
prolongée, et d’autre part que (u, g, ¢, g) vérifie, soit des conditions initiales nulles, soit

que le r définissant la régularité est entre 0 et % Ainsi, d’apres .5 ;

| 010 (W’ + w) ke <] OkO;u’ | kror) + | OkOsu | kr0,m) <
< w0 |gr+200m) +C | w [krv200,1) -

On démontre de méme 3.135. Pour la pression, puisque r < %, on n’a pas besoin

d’imposer la condition non physique de nullité initiale de la pression pour avoir I'injection
(i) de .5 qui assure le résultat annoncé. Le cas de I'extracontrainte doit, comme pour
la pression, étre écrit ;
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|+ )k |k <| o |K* o) 12 [kron< C(To) | a’ |grromy) +C | g |k < C

fin de preuve

Lemme 3.12
Pour r tel que 0 < r < %, on note A I'algebre

1+7r

A= H%0,T; H+(Q)).

Pour toutes fonctions (u”,q°,¢% ¢°) € X7, (u,q,¢,0) € X5 comme pour les
mémes fonctions avec un prime, il existe un € > 0 et des constantes C' tels que, si

T < T, ;
| +u) |4 < CT (3.138)
e’ +u) — @’ +u)|a < CT |u—u |gree, (3.139)
avec les C, constantes dépendant de go,qo,gbo,go,r, Ty, ... mais pas de T pourvu que
T <T.
PLEMME ICI

Nous noterons & le £(u’+u), & le £(u’+u') et n, 7' les grandeurs associées respectivement.
Nous voulons utiliser le fait que A est une algebre. Cependant, la constante de continuité
du produit dans A dépend du temps, comme on peut le voir en écrivant la continuité
de la multiplication de fonctions indépendantes du temps :

|1|H1;£_r |1| 147 #C(A):C(T)

(o,T)S CA) |1 |H1—5—T o1~ THE 0,1

Ici, nous nous ramenerons a des multiplications entre fonctions initialement nulles. On
note P l'opérateur de prolongement, et R 'opérateur de restriction a (0,7"). On sait
d’apres le lemme 4 que P est de norme indépendante de T' < Tp. On a alors :

| RPdnRPdn’ |H1;5—T (0,T;H+m) = < C | PdiyPdy |H1_42r_r(]R HAES)
< CIPn | e | PO i

< Cldnlaldn |a.
Dong, il existe a; tel que si | dn |4< aq, alors, & = (I +dn)~' — I appartient a A et
peut se développer en série avec en plus (C' indépendante de T' < Tp) :

[ §1as Cldna- (3.140)

De plus, la propriété d’algebre de A nous permet d’écrire, si | dn |< % et de méme pour
dn’;



Existence avec frontiere libre chap. 3 103

=& =T+8dn—n)IT+E)=dn—n)+&dn—n")+dn—n)E +&dn—n)E.

Les fonctions qui interviennent sont toutes nulles a ¢ = 0, ce qui nous permet d’écrire,
de méme que pour (3.140) ;

[ E =& s Cldn—1)la- (3.141)

t
Sachant que dn(X,t) = / V(' + u), v’ € K™%0, Ty) et que u nest que dans
0

K"™2(0,T), mais avec condition initiale nulle, les lemmes .11 et .8 nous donnent le
résultat annoncé (3.138) :

| dip |a< CT | Y (u” + u) |r2(0,m10m < COT.

On démontre de méme (3.139).
fin de preuve

3.4.2 Estimations de lopérateur E!

D’apres la formule rappelée dans (3.131), en notant C' une constante indépendante de
T < Ty et grace a .12 ;
| BN u,q,0,0) | < OT | 0p(&(u® + u) (W + u)iy) [k +
+ O 0;(&y(u” +u)(u’ + wig) | +
+ CT° | N(¢" +q) ke +CT | (2" + 2)ijur i -

On ne peut pas utiliser la continuité de 'opérateur de dérivation, de K"! dans K", qui
est vraie, car la norme de cet opérateur dépend de T < Tj. Ici, nous allons contourner
cette difficulté en utilisant le fait que u° € X7, d'une part et le fait que u(0) = 0 d’autre
part. Ainsi, par le lemme .11, on a :

| ak‘((élj + glj(ﬂo +Q))(HO +Q)i,l) |KT§| (QO +Q)i,lk) |KT + | ak (glj(ﬂo +Q)(QO ‘|‘Q)z‘7[) |Kr
< C+ | flj(ﬂo + Q)(QO + Q)“ ‘Kr+1§ C
Puisque &;(0) =0 :

C | §zj(g° 4 u)(u 4 w)iy) |
cTe | (yo +Q)i,l) | fer+1
CTe,

| 95(&(w” + w) (@’ +w)ii) ke

VAVARVAN

grace au lemme .11 et & .12 .
Les troisieme et quatrieme termes utilisent .11. Finalement ;

| BHEW” +u), v’ +u, ¢ + q,6° + ¢,6° + 0) |- < OTC. (3.142)
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Pour montrer que E! est contractant, on forme la différence :

| B (€ + u), u’ +u ¢ +q, ¢°+¢,a +0)-
BHEW® +u), u® + ', ¢ + ¢, 0% + ¢, a® + &) |k +
< O] (& + 1) — §j(u” + 1)) 0k (&](u ) (u® + w)ig) |ger +
+ | Ery(w® + 1)k (€51 +w) — &(u® +u ))(uO +u)ig) [k +

+ | Gy + )0k (&(u° + ) (w — w)ig) [ +

+(1—¢) | 05 ((&(u” +u) — &;(u’ +u ))( +u)i) |k +
+(1—e) | 05 (&;(u” + uw)(w —u')ig) [k +
| (Eri(u® 4+ u) — Epi(u® + ') Ok(¢” + q) |k +

+ | &i(w® + w)Ok(q — ¢) |k +
1 (G (@ +u) — & (W’ + o) (2 + @)ijin |k +
+ ‘ gk](@ _'_ﬂ)(g_g)m,k ‘Kr .

Les termes se traitent alors de la méme fagon que pour l'estimation (3.142) et on a le
résultat 3.133 pour le premier opérateur E*.

3.4.3 Estimations de lopérateur E°

Nous traitons maintenant les termes d’erreur de 'équation constitutive dans K" () x
(0,7))

| B3 +u), v’ 4+ u,¢° + q,0° + ¢,0° + o) |1 <
C | gli(ﬂo +Q)(g0 +Q)k,l(go +g)kj |Kr+1 +C | (QO +E)i,k€kj(ﬂo +Q) |KT+1 .

Commengons par regarder le premier terme, dont nous allons majorer dans L?(0, T'; H*7),
la norme par CT. Par les lemmes .12 et .11, on a :

| éli(go _'_ H)(QO + Q)k,l(go + g)k] |L2(0,T;H1+T)§
| fli(uo +u) |4 (MO + Uk ‘LQ(O,T;HHT)‘ (go + g)kj |L2(0,T;H1+r)
< CT¢.

Continuons en majorant le premier terme dans H 1-2k_r<07 T; L?). Grace a .12,

<| Sli(uo +u) |4 %

S CTG (] u ,qo,aﬁo,go x5, +CR) < CTe

| &a(u® +u)(u +u)kl(cr +cr)kj |H_2_(0TL2

0TL2))

avec C' dépendant de We, a,u’, ¢°, ¢°, 0°, Ty, mais pas de T' < Tj. On a donc démontré :

| i+ w) (W + u)pi(a® + @)y [ < COTF.

Continuons avec le second terme. Les propriétés d’algebre de A = H %' (0,T; H'™)

nous donnent :
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| (@ + w)i i (W + w) |1 < OT |1’ + u [grn < CT

d’apres .11.
Pour la contractance, nous écrivons le terme diférence :

| B3 (6w + u),u° + u, q +q,0°+¢,0"+g)—
BR(E(w® +u),u’ +u,q* + ¢, 00+ ¢, 0® + 0! | <
AC | (&ulw® + 1) — &i(w® + 1)) (U + w)ia(e® + )i | +
+4C | &i(u” + w)(u — w)i(e” + @)y [k +
H4C | &i(u +w)(u + w)i(g — )y [ +
+2C | (u — )i k€hj (U + u) |gr+1 +
F2C | (1 + u)i k(g (0 + 1) — Epj(® + 1)) [grsr

Les termes intervenant ici se traitent de la méme facon que ceux étudiés dans cette
méme section, plus haut, en utilisant (3.139) et non (3.138) du lemme .12 .

3.4.4 Estimations de I’opérateur E*

A peu pres tous les termes de cet opérateur sont ceux du probleme de Navier-Stokes de
G. Allain [49]. 11 ne nous reste plus alors que le terme en (¢° +g);;(N; — N;) & estimer,

dans K™*3(Sp x (0,T)), sachant que :
) b q

_N= / 0, (W + 13)(5), 0 (12 + ) (5)) dis.

Tout d’abord, comme pour le lemme .11, on a :

| ° +a |y (Spx(0,T)) wrtd (OF X (0, 1))+ | g | vy (Spx(0,T))
vy (57 X (0, o))+ | @ [ rvy (Spx(0,T))
7¢ngo |X§ﬂ0 +C ‘ u, q, (bug |X7ﬁ

0%, 2 |x; +CR,

K3

(=R}

- lIo_1I9
o ON

VANRVANRVANRVAN

= I
o
SIS

grace & .5 (ii).c” + g est donc bien borné par une constante indépendante de 7' < Tj
dans K™2(Sp x (0,T)).

Pour 'évaluation de N; — N;, nous la faisons dans I'algebre : Hz"(0,T; H2"(Sg)), ce
qui nous permettra de conclure. Puisque 0-(u® + w) € L2(0,T; Hz*"(Sy)), le lemme .8
s’applique et donne, grace a .11 et aux théoremes de [53] ;

| / -(u + u2)(s), O-(uf + uq)(s)) ds |3+ 0TH2+T(SF))<
< CT | (=07 (u§ + ug), O-(uf 4+ uy)) ‘L2(0,T;H7”(SF))§

< CT | N(u + u) 20,7311+ <
< CT*.
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Par conséquent, le terme étudié vérifie (% + % > % % + %) ;
(2" + @i N5 = Ni) |t s,y om < CT 1 &+ & i 5, < CT

On démontre de la méme facon la contractance de ce terme.

3.5 Point fixe

On veut résoudre le systeme non linéaire lagrangien entier (3.12-3.20) noté P. On rap-
pelle le développement effectué en premiere section, qui nous a amené a résoudre le pre-
mier probleme intermédiaire (3.21-3.29), noté Pr : Pi(u,q,¢,0) = (f,a.m, g,k ,uy,0,)

P, u,q,6,0) = P(0,0,0,0,0)+ Py(u,q,¢,0) + E(, u,q,6,0)
= (0707070707%720)

ou P(0,0,0,0,0) = (0,0,0, goh(X1)N; —ad,(1),0,0,0) est 'ensemble des termes d’ordre
0 (pesanteur et tension superficielle initiales).

Commencons par relever les conditions initiales et le terme d’ordre 0. Nous utiliserons
pour cela le fait que I'opérateur Py est inversible de X7. dans Y. Soit donc (u°, ¢°, ¢°, 0)
tel que

(3.143)

Pl(gouqoa ¢07go) = <O707070707g07go) - P<070707070)7

qui existe bien, car les deux membres de droite sont dans Y] (h € H CREN 0-(1) €
H™2). On est donc ramené & trouver (u,q,6,0) € X3 = {(w,q,9,0) € X}/u(0) =
0,a(0) = 0} tel que :

Pr(u’ +u,q"+q,0" + ¢,0° + o) + E(§(u’ +u), v’ +u,¢" + ¢, ¢° + ¢,0° + ) =
Pl(ﬂoa q07 ¢0720)
& P, 0" (u, q,0,0) = —E(E(W’ + u), v’ + u,¢° + ¢, ¢° + ¢, 0" + o),

ou P, est 'opérateur du second probleme intermédiaire introduit plus haut p 78. 1l
associe a (u,q,¢,a0) € X7 :

<Reg—% — (1 —¢)Au + Vq — divg,

On veut donc résoudre :
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(u,q.0,0) = Py'[u’,a®l(—BEW +u), u’ +u,q¢° +q,6° + ¢,0° + 7))
- F(u? q7 ¢7g)'

Or, si (u', ¢, ¢',0") = Py [u’, a"(—(0, E2(u"),0,0,0,0)), et pour R > 0 donné, nous
pouvons dire, par la continuité de P, que ;

si |u—g,q qt, ¢ — gblcr—cr x:< R, alors
| Pyt g]( ((u +u), w0 T u, ¢+ g, 6" + +¢,0° +a))—
P2 [Qog]( (O E2( )70707070)) |X§_
< CI B +u),u’ +u,¢" +q,¢° + ¢,8° + ) + (0, E*(¢"),0,0,0,0) |y;
<CT

o C dépend de R, Ty, r,u’,q°, ¢°, u', mais pas de T" < T,. Par conséquent, pour T
suffisamment petit, ' envoie la boule de centre (u',¢",¢',c") et de rayon R dans elle-
méme. D’autre part, grace au théoreme .12 :

x2S CT |u—u',q—q.¢—¢,a—0

| F(Qa q, ¢, g) - F(Qla qla ¢/7 g,)

I1 s’ensuit que, pour T assez petit, F' envoie la boule fermée B X%((_ gt ot o ) R) dans
elle-méme et que F' est contractante dans cette méme boule.

On a donc résolu le probleme lagrangien (3.12-3.20). Vue la régularité de u solution
du probleme lagrangien, on a aussi résolu le probleme eulérien (3.1-3.10) par un simple
changement de variables.
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Chapter 4
Stabilité linéaire

Si l'on peut penser que les équations non linéaires sont plus aptes a traduire la complexité
des phénomenes physiques, la volonté de linéariser ces équations pour en simplifier la
résolution et en comprendre certains ressorts est toute aussi importante. Il en est ainsi
de I'équation de Navier-Stokes qui traduit bien le comportement de nombreux fluides
et dont le linéarisé a été beaucoup étudié, par exemple pour la stabilité des équations
non linéaires (cf [56]), ou tout simplement pour résoudre Navier-Stokes comme une per-
turbation des équations linéarisées (cf [48] ou [52]). Heureusement, on sait pour une
équation comme Navier-Stokes en domaine borné, que la stabilité non linéaire équivaut
a la stabilité linéaire, laquelle équivaut a un spectre inclus dans $(z) < 0. En re-
vanche, on ignore totalement si la stabilité non linéaire équivaut, pour les équations des
fluides viscoélastiques, a la stabilité linéaire. Pas plus ne sait-on si la stabilité linéaire
équivaut a un spectre completement du bon coté de I’axe imaginaire pur. Cette derniere
équivalence est parfois appelée principe de stabilité linéaire. On ne dispose que depuis
treés récemment d’un théoreme de Renardy [58] qui nous dit que pour 'écoulement de
Couette, périodique dans les deux dimensions infinies, pour la plupart des modeles de
fluides viscoélastiques, a condition qu’ils admettent des solutions stationnaires suffisam-
ment régulieres, la stabilité linéaire est donnée par un spectre a partie réelle majorée
par un a < 0. Cependant, la méthode utilise U(z) > 0, ce qui interdit de 'appliquer a
Poiseuille.

Malgré toutes ces restrictions, nous allons nous intéresser dans ce chapitre a ’étude
du spectre de I'opérateur linéarisé autour de I’écoulement de Poiseuille de deux fluides
viscoélastiques.

Dans un premier temps, nous chercherons la solution stationnaire pour I’écoulement de
deux fluides, autour de laquelle nous linéariserons les équations des fluides viscoélastiques.
Nous proposerons alors un cadre mathématique propre pour 'obtention des équations
d’Orr-Sommerfeld. La recherche du spectre de 'opérateur différentiel initial se raménera
a la résolution d’un probléeme aux valeurs propres généralisées que nous expliciterons
et dont nous donnerons une premiere méthode numérique de résolution ainsi que des
résultats dans ’écoulement d’un seul fluide viscoélastique.

Ensuite, pour I'étude asymptotique (¢ — 0) des équations d’Orr-Sommerfeld, nous

109
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commencerons par démontrer un théoréeme qui justifie une hypothese faite dans toute la
littérature. Nous chercherons ensuite un systeme d’équations différentielles ordinaires,
dans la limite ¢ — 0, qui permet de trouver explicitement la valeur de la grandeur
qui caractérise la stabilité en fonction des parametres dans les différents cas. Nous
étudierons numériquement la solution dans le cas le plus fréquent d’écoulement.

Enfin, nous ferons une étude non asymptotique de stabilité en utilisant un programme
élaboré par P. Laure dont nous expliquerons I’algorithme. Nous expliquerons quelques
trucs numériques qui rendent 'algorithme plus performant, puis nous exposerons des
résultats.

4.1 Equations

Dans tout ce chapitre, nous noterons [u] ou [u,] la différence u,(0) — uy(0) (saut a
'interface), et nous indicerons par k les grandeurs du domaine k. Cependant, quand il
n’y a pas d’ambiguité, nous n’écrirons pas ces indices.

4.1.1 Solutions stationnaires

Cherchons les solutions stationnaires du probleme avec pesanteur (1.12-1.15) :

( Du 9. .
TkReD—_tk + Vp, = —rpReF 21 + div (gsolk + gpolk> dans €,
divy, =0 dans €
o .. = 2(1—ap)mpDu,] dans (41)
o
=pol k
G ool k + Wey, 8pt + Uy - Vgpolk - g(VngpOlk)) = QkakQ[Qk]a

avee g(Vv, ) = (¢ Vo' + Vuo)

couplé aux équations d’interface (1.16), auxquelles il faut ajouter les conditions de bord
(1.17). Nous rappelons qu’elles ont été non-dimensionnées en introduction p. 19

La géométrie est celle de deux fluides d’interface plane en y = 0 et compris dans | — ¢, 0]
et |0, 1[ respectivement, comme on peut le voir sur la Figure 4.1. Nous noterons dans
ce chapitre ¢ la profondeur sans dimension du domaine du fluide 2 et « la viscosité
polymérique sans dimension d’un fluide (avec I'indice indiquant de quel fluide on parle).
La représentation de la vitesse cherchée se fait sous la forme : wu;, = (ug(y),0) comme
d’habitude pour un écoulement de type Poiseuille/Couette. On cherche les solutions
pour une dérivée surconvectée (a = 1).

O Tk

Commencons par chercher A . L’équation constitutive s’écrit :
- Tk Yk

(DG4 2)

uy,(y)
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Figure 4.1: Géométrie

et admet la solution (extracontrainte polymérique) :

or = 2Wepapmy(u),(y))?
Tk = Oé].g'l”/lk?ﬁ€ (42)
Y = 0.

De plus I'extracontrainte du solvant (supposé newtonien) est

0 uy
gsolk: - (1 _ak)mk ( w0 ) ’

k

La condition d’incompressibilité (1.13) est automatiquement vérifiée avec la représentation
de la vitesse, classique pour un écoulement de Poiseuille. Il nous reste a chercher la forme
de u; et pi. Pour cela, nous revenons a l’équation de conservation des moments qui nous
donne :

g—x 0+ (1 = o)yl + 0+ agmyul] 0
Pk 0+0+0+0 rReF 2

Ay

Jol { pe(z,y ) aka: +p0k = —ryReF 2y
k(U) = gk y? + by + ok
Pour déterminer ay, by, ¢k, pox, nous utilisons les conditions d’interface (1.16), conditions
aux limites (1.17) et le non dimensionnement choisi. On a ainsi ; [ux] =0 < ¢; = co.
Or l'adimensionnement nous dit que la vitesse vaut 1 a l'interface (cette vitesse a bien
un sens, car cette grandeur est continue). Donc ¢; = 1 = ¢y. L’équation de bord (1.17)
nous donne deux relations supplémentaires :
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0y

4.3
2—282—b2€+120. ( )

m

{ﬂ+b1+1:0

L’équation de continuité des contraintes normales donne :

{ Vx Hpk(l‘,())]] =0
[ u,,(0)] = 0

Po1 = Po2
TN a1 = a9

by, = by

2 Mo

Par conséquent, (4.3) donne un systeme en aq, b; aisément inversible qui nous conduit
a la solution stationnaire :

( _ (5 + m2) 2 mo — 62

ur(y) = mke(1+e)y + mk5(1+5)y+1’

_ 2(e+my) _ -2
Pk = 8(1 T 8) x + po — reReF "y,
/ (4.4)
0w

gsolk - <1 N Oék)mk u% 0 ’

. B 2Wepapmy (uh)?  apmyu),
| =polk Qpmpu), 0 '

4.1.2 Equations linéarisées

Dans cette sous-section, nous linéarisons des équations plus générales que celles que
nous venons de manipuler. En particulier, nous supposons que la viscosité dépend de ¥
sous la forme f(2|| Q[Q]”QIR‘J’ qui se réduit a f(ug) dans le cas de I’écoulement de base.
Comme déja souligné, nous n’étudions que le cas ou le parametre d’interpolation a vaut
1 (cas de la dérivée surconvectée) et nous donnons la méme présentation “abrégée” de
linéarisation que la littérature. Les équations volumiques a linéariser sont :

D
rkReﬂ + Vpr = —rkReF—Q‘Z + div (gsolk + gpolk)

bl divy, =0
Tl = 2(1 - Oég)mkf(QHQ[ﬂk] HQZRLL)Q[QIC] (4.5)
Zpotr Wekl(QHQ[Q’“]HQZRO ( ggglk Ve~ IV g ) | =
\ 20 (2] Dl 2 Dl

dans chaque domaine € (cf Figure 4.2). Les matrices g ont pour composantes ( : ; ) :

Les conditions aux limites et a 'interface (1.16) et (1.17).
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On suppose qu’on a les données stationnaires (u, = (uo,0), po, 0o, 70,7% = 0) avec
I'interface en y = 0. On perturbe ce systeme autour de la solution stationnaire avec
(uy + u,po + p,00 + 0,70 + 7,7 + 7¥), et une interface perturbée localisée en y = 0 +
h(z,t). Afin de vérifier la condition d’incompressibilité, nous cherchons u sous la forme
(¥,,—V,). Les variables auxquelles nous nous intéresserons sont donc : (U, p, o, 7,7, h)
et les termes d’ordre supérieur a 1 seront impitoyablement éliminés.

La conservation des moments et ’'incompressibilité

Commencons par linéariser I’équation de conservation des moments autour de la solution
stationnaire. On obtient de fagon immédiate :

ou ou .
r.Re (E vy Oﬁ—k +u- Vuo) + Vp =div (gsolk + gpolk> dans €2,. (4.6)

De méme pour I'équation d’incompressibilité :

div u, = 0 dans . (4.7)

Celle-ci sera automatiquement vérifiée car on représente dans la suite la vitesse avec la
fonction de courant : u = (V,, —V,).
Contrainte du solvant

Nous aurons besoin a plusieurs reprises dans la suite du lemme suivant :
Lemme 4.1
L’applicationu — f(2[|D[u] ||3R4) admet pour opérateur tangent en u, = (ug(y),0) :

U= Zf/(ug)ulo(\pyy — Vo),

ou W est la fonction de courant associée au champ des vitesses u = (V,,, =V, ).

Démonstration du Lemme 4.1:
Un simple développement limité nous donne :

FIRI1T) = f(ug )+4D[uo] [ul f'(ug’) + O(u?),

avee Dlu,] = 42 <(1] é)’v[ﬂ]:(

retouve bien l'opérateur annoncé.

D
) et D[u] sa partie symétrique. On

[

Grace au lemme 4.1 , I’équation définissant la contrainte du solvant supposé newtonien
généralisé s’écrit :

7 n = 200 = a)my f(ug) Dlu] + 4(1 — )y f'(ug g (Wyy — Wou) Dlug] — (4.8)



114 chap. 4 Stabilité linéaire

L’équation constitutive

Grace au lemme 4.1 , on a :

9 agpol k 8gpol k
Toorre T Weyl(ug) ot + o o tu- Vgpolko a g(@’ gpolko) a g(@o’gpolk)

—p
, D, ugl(o
Sy — ) Wey E)
+2ay,my X 2f’(u62)u6(llfyy — U,.) D[uy,].

= 2amy, f (ug) Dlu]+

(4.9)
v v
Sachant maintenant que V[u] = ( \fjx \ij ), on a, de fagon intermédiaire :
T X¥xx T ¥uxy
. QUpOIO\I[ya: + 27-polO\I]yy _O-polO\I[m:r
g(@’ gpolko) o < _Upolo\llmm _QTpolO\I[mm et

2Tpol k kl
o(Fu, o ) =up (T T
= =po Ypork 0O

D’apres la forme de la solution stationnaire (v, a, on peut réécrire (4.9) :

olkO)

ag10olk ag10ollc _y ag10olkO o ( 20_0\113190 + 27—O\I/yy _UO\IIxx )

2
nglk * Wekl<u0 ) ot + to ox v ay _O-O\I/$$ —27_0111x93
2T, olk  Vpolk , , 1 0
! p D . 109N 19 B _
0 ( “pol k 0 )) AWeyl <u0 )UO <\I]yy \I]:m:)TO ( 0 0 )

20y f (ug’) Dlu] + dawmy f' (ug)ut(Pyy — Vaw) Dlu]

(4.10)

Les équations d’interface

Passons a la linéarisation des équations d’interface. Dans (1.16), la premiere équation est
linéaire par rapport a u. Cependant, la position de l'interface variant, il faut développer
cette équation au voisinage de l'interface non perturbée y = 0 (cf Fig. 4.2). Certains
auteurs présentent cette opération comme un transport sur I'interface non perturbée.

H(HO + 2)(0 + h@))]] =0

[uy(0)] = 0 déja vérifié : Ordre 0
=1 0] 50 T e

D’ou les conditions linéarisées :

[V.] =0 et Jug(0)]h+ [V,] =0 Vx € R. (4.11)
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It

h(x)

2t

Figure 4.2: L’interface perturbée

Afin d’exprimer tous les termes intervenant dans la deuxieme équation de (1.16) (différence
des contraintes normales compensée par la tension superficielle), nous devons calculer
la somme des courbures principales a ’ordre 2 pres. On trouve :

1
i - # oh
14+ (25921 9z
+<8x> .
oh
n = 1 o
N 1_,_(@)2 1
ox
9%h
2H = — h?).
ax2+0( )

La courbure a 'ordre 0 étant nulle, seul 'ordre 0 de n importera dans le second membre
de I’équation dynamique d’interface.

Il nous faut maintenant établir le méme genre de résultat que 4.1 pour les équations
d’interface. Un calcul immédiat donne :

F2IRLug +u] (0 +R)[I?) = fug) + 2" (ug Jup(ugh + Uy — Vi) + O(R?, %), (4.12)
L’équation entiere s’écrit, avant tout développement et linéarisation :

[=(po + )L +2(1 — ax)mu f (2]| Dlug + u](0 + h)[|*) Dluy + ul (0 + h)+

+ gpol) (04 1)]n(0+ h) = =2HSn(0 + h).

ag
=pol 0

Les équations a ’ordre 0 seront supposées satisfaites. Il ne nous reste alors plus que les
équations a l'ordre 1 :
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8}7, OTpo _ 0 / U”h _'_ \I] - \I]:B:B
9z H polo ﬂ + H(rkReF 2n —p) ' ) +(1- ak)mkf(uOQ) 0 _2\%% ) +
87’ 10
’ 'U/ po h Troo th O
+2(1 — ag)my f' (ud)up(ugh + ¥y — V) 00 + 8% + ’Yioll = —@S ’ 1
(4.13)

Les équations linéarisées sont donc (4.6), (4.7), (4.8) et (4.10) couplées aux conditions
d’interface (4.11) et (4.13) ainsi qu’aux conditions de bord (1.17) qui n’ont pas changé.
Enfin, 'interface suit la relation :

O L Oh  o(0) + O, u?) (4.14)

Ve = ot ox

4.1.3 La méthode d’Orr-Sommerfeld mathématique

Nous voulons, dans cette section, donner un cadre mathématique a l’obtention des
équations d’Orr-Sommerfeld. Nous utiliserons plus loin ce cadre précis afin de démontrer
un théoreme qui valide une hypothese de la littérature. Nous partons donc du systeme
des équations linéarisées précédemment pour lequel nous prenons le cas particulier des
viscosités (f) et temps de relaxation (1) indépendants de Dlu], et dans lequel nous
représentons la vitesse par une fonction de courant V¥ : B

Wy Vyo ug Pz Wyyy + Vaay
riRe (’ -,y + to -V, Ve 0 + Py (1= au)my Vg — Vayy "
+div o Ik dans €,
- 20,y Uy — Vap
T = (1 — a)my v, - U, “ow,, ) dans €y,
do Jdo Jdo 2 N\ + 92 ] g

=pol k —pol k o —pol k0 _ Opol 0¥ yx Tpol0¥yy  —Opol 0¥ zx

T T Wer ot o ox Yo oy ( —0pol 0V =270V sy )

27, olk Vpolk 2\1’1 Y — ‘;[]:m:
o 2 P _ y yy
ug ( ootk 0 )) LMy ( v, — U, “ow,, dans €,
[U.] =0 et Jug(0)]h+[¥,] =0

0

87'0
(reReF—2h — p) ’ - (1 — ag)my <

"+, — W, oy,
Ho +_2$’ym )+ a% 1

Tpol
Ypol

Oh |1 oparo || _ —@S 0
ox 0 o2 |1

(4.15)
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Nous notons, comme avant, avec un 0 les composantes de 'extracontrainte polymérique
stationnaire.
Prenons symboliquement le probleme linéaire que nous venons d’écrire sous la forme :

P(aﬂca 8y)U = Q(aﬂcv ay)ath (416)

avec U = (U, 0,7,7,p,h)T. La modélisation du probleéme que I'on veut résoudre est
telle que 1'on suppose 1’écoulement de deux fluides viscoélastiques initialement solution
stationnaire des équations ; U(t = 0) = 0. Nous nous intéressons a I’apparition de solu-
tions autres que 0. Puisque les solutions sont initialement nulles, on peut sans probleme

faire une transformée de Laplace en temps. De plus, on rappelle que si l'intégrale
400

L(f) = f(t)e ®'dt qui définit la transformée de Laplace converge pour une ab-
0
scisse de convergence 0. < oo (plus petit réel 3 tel que e P f(t) € L cf [59]), alors la

limite suivante existe :

1 [ ePt O0sit<0
lim — L —dt =
B 2i [/_iw (£)p) D dt { fot flw)dusit >0, ’

ou v > 0. Cette formule permet d’inverser la transformée de Laplace, ce que nous
ne ferons pas, puisque nous ne nous intéressons qu’a l’existence de solutions non nulles.
Dans toute la suite, nous supposerons qu’il existe un o, € IR tel que 'intégrale définissant
la transformée de Laplace des différentes fonctions soit absolument convergente pour
R(s) > o..

On dira qu’il y a stabilité si I’abscisse de convergence est strictement négative (la solution
correspondante se comporte comme e’<" en +00) et instabilité si elle est strictement
positive.

Prenant (4.16), nous faisons donc une transformée de Fourier en x (les domaines
auxquels nous nous sommes ramenés sont droits) et Laplace en ¢ :

/JR B P(0,,0,)U(z,y,t)e e s dxdt = /ZR ]RHQ(amaay)atU(xayat)efiqmefstdl’dt

A~

& P(iq,0,)U(q,y,5) = sQiq,0,)U(q,y,s) Vs / R(s) > 0. (4.17)

La perturbation étant supposée a valeur réelle, U sera donc telle que :

~ A

U(q,y,s) =U(—q,y,3) Vs / R(s) > 0. (4.18)

Le systeme (4.17) est celui des équations d’Orr-Sommerfeld. A partir de maintenant,
nous n’écrivons plus le”sur les fonctions. De toute facon, seule 'existence des fonctions
transformées non nulles nous intéresse sans avoir besoin de refaire les transformations
inverses. Si on note avec D ou également un prime ' la dérivée par rapport a y, ces
équations s’écrivent, pour deux fluides :
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( rRe[(s + iquo) (V" — ¢*U) — iqPug] — (1 — ag)my(D?* — ¢?)*V =

1900 + (D + ¢%) Tpot — 1%
Tpolk + Weg [0po1 k(5 +iquo) — iqWoy — 2(00iqV’ + 0W") — 270 kug] = 2igaymy V'
Tootk + We [Tpor k(5 + iquo(y)) — iq¥Tg — 006> ¥ — ugYporr] = crmi (V" + ¢*)
Ypoik: + Wer [Ypor k(s + 1quo(y)) — 2¢°10V] = —2a,myiq¥’
[U] =0et Jug]h+[¥']=0
—igh[oporo] + [(1 — aw)mu(ugh + ¥" + V)] + [150h + Tporr] = 0
[—iqoporr — Tool T+ igriRe(W'ug — Vug) + sreReW + iqypor ]+

+[-(1 = ap)me (V" = 3¢9 = ig(—[ri]ReF~2 + ¢*S)h
—iqV = (s +iq)h
Uy(1) = DVUy(1) =0 = Uy(—¢c) = DUy(—¢),

\

(4.19)
apres élimination de la pression que l'on peut recalculer par :

iqp = 1q0por + Tyo — TR (¥’ (s +iqug) — iqPug) 4 (1 — oe)me (U7 = 3¢20). (4.20)

Remarquons que, si [ry] < 0, (le fluide le plus léger est au-dessus), on voit bien, a partir
du membre de droite de la derniere condition d’interface de (4.19), que la pesanteur
aura le méme role stabilisateur que la tension superficielle dont on sait qu’elle stabilise.
Si We, = 0, on retrouve bien dans chaque domaine €2, les équations d’Orr-Sommerfeld
(cf [63]).

Si on reprend le probleme, avant élimination de la pression et de la vitesse par 'introduction
de W, il a la forme :

X X 0 X + D X 0 O pol X 0 0 0 0 O pol

0 X X D X 0 Tpol 0 X 0 0 0 Tpol

0 0 X X X 0 Vpol =g 0 0 X 0 0 Ypol
X D 0 X+D? X X u 00 0 X 0 u
0 X D 0 X+D?* —-D v 00 0 0 0 v

0O 0 O X D 0 P P

ou X est un nombre complexe que nous n’explicitons pas ici et D est 'opérateur de
dérivation par rapport a y.

L’opérateur de droite est singulier a cause de la derniere ligne qui traduit la condition
de divergence nulle. On pourrait avoir l'idée de retirer cette condition en représentant
la vitesse avec la fonction de courant W. Cependant, les expressions de u et v seraient
alors remplacées par des opérateurs différentiels appliqués a ¥ et la nouvelle matrice
d’opérateurs serait encore singuliere. Le probleme est donc incontournable : on en est
arrivé a un probleme aux valeurs propres généralisées :
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|rS

X =sBX,

avec B une matrice singuliere.

Nous voulons, pour finir cette présentation mathématique, détailler sur une équation
volumique 'obtention des équations d’Orr-Sommerfeld.

Pour ce faire, faisons I'intégrale de la premiere coordonnée de I’équation de conservation
des moments :

/R R+* TkR‘e (qut + uO(@J)“I]l‘y - \Ilivu/o(y>) - (1 - ak>mk<\1[yyy - ql;pgjy) eiql’ eistd.r dt =
X
/ZVR R (_paﬂ + Opola — 7—poly) e estdy dt.
X

Puisque les conditions initiales sont nulles, I'intégration par parties en ¢ ne pose pas de
probleme. Pour z, on se place au besoin dans les distributions et on obtient I’équation

(D=9, =) :

rRe ((s + iquo(y)) V' — iquy(y)W) +igp — (1 — ap)mp(D? — ¢* D)V = iqopo s + T;mlk.

Apres une élimination purement algébrique de la pression, on retrouve bien les équations
recherchées.

La présentation qui vient d’étre donnée n’est pas celle plus “physique” donnée par les
articles que nous avons lus, dans lesquels on suppose que les fonctions s’écrivent :

p(z,y,t) = ply)e st
\I’(Jf, Y, t) - \I,(y)ezqa:+st
0'(37, Y, t) - O.<y>€iqx+st
T(ZL‘, Y, t) - T(y)eiquFSt
Y@ y,t) = (yerts

h(l’,y,t) — h(y)eiqurst’

pour arriver au méme systeme que nous. Notons que ce cadre mathématique précis sera
nécessaire pour savoir les conditions a imposer sur la solution U (anciennement U ) que
I’on cherche. En particulier, les études asymptotiques dans la littérature ne remarquent
jamais qu’il faut imposer (4.18) a la solution que I'on cherche.

4.1.4 Le probleme matriciel et une premiere méthode numérique

Pour l'instant, on en est arrivé a devoir résoudre un probleme d’équation différentielle
ordinaire (4.19) avec (q,y,s) € IRx]| — ¢,1[xC. Ce probleme dont les matrices sont
des opérateurs en y n’est pas programmable directement. Principalement deux types de
méthodes ont été proposées pour résoudre numériquement les équations d’Orr-Sommerfeld
de fluides newtoniens.
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Le premier rassemble les méthodes spectrales (cf [64] pp. 193-200), que ce soit du
pseudo-spectral collocation Chebyshev (e.g. [60]), du spectral tau-chebyshev (e.g. [56])
ou du spectral Galerkin (e.g. [57]). Ces méthodes ont été également comparées dans
[61], [62], [56].

Le deuxieme, bien moins représenté est celui des méthodes d’éléments finis (e.g. [63]).

Nous avons suivi [56] qui a de bons résultats pour un fluide, sans savoir si la présence
d’un deuxieme fluide dégraderait la méthode. On suppose donc que la fonction U(q, y, s)
(anciennement U ), en tant que fonction de y € [—¢, 1] est indéfiniment réguliere pour
etre développable en série de polynomes d’y. Si I’on néglige les termes d’ordre supérieur
a N (la fréquence de coupure), 0, appliqué a une fonction U(y) se traduit par une
matrice (N 4 1) x (N + 1) appliquée au vecteur de IR¥ ™ constitué des N + 1 premiers
coefficients de U. Le probleme se réécrit :

P(“]? éN)UN((L 5) - SQ(“]) éN)UN(qv S),

avec Uy/(gq, s) un vecteur de JRWH1)x(nombrede fonctions) a1 on développe au méme ordre

toutes les fonctions de U, et AY la matrice (N + 1) x (N + 1) de dérivée premiere (cf
[64]). Insistons sur le fait que nous n’avons aucune garantie de la régularité de W, en
particulier a l'interface, et donc que I’hypothese de développabilité nous semble tres
forte. Cette hypothese est couramment faite dans la littérature, méme si les conditions
d’interface nous apprennent que ¥ est continue en y = 0, mais pas dérivable.

Grace au développement de U, les matrices d’opérateurs ont été ramenées a des matrices
simples. Comme il a déja été souligné, nous devons résoudre un probleme aux valeurs
propres généralisées :

[
<
I
&
>

avec A, B deux matrices a coefficients complexes et non plus différentiels.

La premiere méthode de résolution d'un tel probleme, dite (QZ, utilisée par P. Laure
dans son programme de résolution est fondée sur le théoreme suivant ([65]) :
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Théoreme 4.2
Si A et B sont deux matrices a coefficients complexes, alors il existe deux matrices
unitaires Q) et Z telles que

&)
Il
s

IS}
1% [
ISHIS
[

[

ou S et T sont deux matrices triangulaires supérieures.
Si pour un k, ty, = 0 = sy alors 'ensemble solution est ¢'. Dans le cas contraire ;

t
det(A—sé):O@s:ﬁsiskk#O

= Skk

Ce théoreme est utilisé numériquement dans la routine F02GJFE de la librairie NAG,
qui fait la décomposition )7 de deux matrices données. La mise en oeuvre informatique
de cette méthode, avec de multiples variantes, est tres bien décrite dans [65] pp 395-406.

P. Laure a programmé la résolution de ce probleme en utilisant cette routine FO2GJE.
Nous avons utilisé ce programme pour des résultats sur I’écoulement d’un fluide en vue
du probleme a deux fluides.

Afin de valider ce programme, nous avons souhaité retrouver la valeur du Reynolds
critique a partir de laquelle on a instabilité de I’écoulement de Poiseuille plan d’un fluide
newtonien. Celle-ci a été trouvée numériquement comme valant 5772,22 par Orszag [56].
Expérimentalement, Kao et Park ont tenté de la retrouver [66] en utilisant une géométrie
8:1 qui permet de trouver un Re. d’environ 1100 ! D’autre part, Nishioda et al. [68]
ont trouvé un nettement meilleur accord avec la théorie linéaire (Re, ~ 6000) pour une
géométrie 27,4:1. Afin de déterminer la fréquence de coupure optimale pour la suite,
nous avons tracé en Figure 4.3 la plus grande partie réelle de valeur propre (généralisée)
en fonction de la fréquence de coupure notée il f.

On voit bien sur ce graphique qu’il faut une fréquence de coupure d’au moins 30 pour
avoir une bonne précision. En fait, pour trouver la valeur du Re critique avec deux
décimales, cette fréquence est insuffisante. Entre ilf = 35 et i[f = 45, on a ainsi pu
constater des variations qui font qu’il nous a semblé nécessaire de prendre ilf = 45.
Notons que M. Renardy et Y. Renardy [36], pour I"écoulement de Couette d’un seul
fluide viscoélastique (Maxwell), utilisent jusqu’a 80 modes.

En grossissant au voisinage de ¢ = 1,01 on vérifie un changement de signe de la plus
grande partie réelle de valeur propre (généralisée) quand Re passe de 5772,2 a 5772,3.
Celui-ci se voit sur le tableau suivant pour lequel a = 0,99999, We=0,000001 :
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dependance en frequence de coupure

«
0

uy

53 ©0.00
|

Re=10.000

0.0043 0.0046 ©0.0050

plus grande partie reelle
o o 50 0.0053

©0.0036 0.004

2 A AP0 n 2B 2z @2 @

26 30 34 38 42 46
f requence de coupure T1f

O o0 g We=1.E-3

alpha=0.999

A A A We=1.E-4

alpha=0.9999

Figure 4.3: Influence de la fréquence de coupure

q | Re=5772.2 | Re=5772.3
1,000 | -0,7782E-4 | -0.7763E-4
1,004 | -0,5061E-4 | -0.5043F-4
1,008 | -0,2919E-4 | -0.2901E-4
1,012 | -0,1360E-4 | -0.1342E-4
1,016 | -0,3879E-5 | -0.3708E-5
1,020 | -0,8455E-7 | +0.8413E-7
1,024 | -0,2258E-5 | -0.2093E-5
1,028 | -0,1045E-4 | -0.1028F-4
1,032 | -0,2469E-4 | -0.2453F-4
1,036 | -0,4504E-4 | -0.4489E-4

On déduit donc un Re critique de 5772,25 4+ 0,05 et, en particulier, on retrouve le cas
newtonien avec une précision qui semble satisfaisante.

Comme, de toute fagon, le but était I’écoulement de deux fluides viscoélastiques, nous
n’avons pas poussé la comparaison plus loin. Cependant, s’il était besoin, on trou-
verait dans [69], [36] et [70] quelques résultats pour des comparaisons. La littérature
viscoélastique est plutot plus fournie sur les instabilités d’interface que pour les écoulements
d’un fluide a cause des intéréts industriels.

Un inconvénient notable de cette méthode est qu’elle génere des valeurs propres parasites
qui n’ont pas de signification physique. Par exemple, si une valeur propre disparait
quand on augmente la fréquence de coupure de un (a partir d'une fréquence minimale),
on peut dire que cette valeur propre n’est pas physique, mais qu’elle est “parasite”.

Il y a, de plus, une difficulté particuliere a notre probleme car l'opérateur différentiel
admet un spectre continu qui ne peut pas étre approché fidelement. Ainsi, une valeur
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propre peut bouger sensiblement entre N et N + 1, mais tendre quand méme vers
la partie continue du spectre. Ce phénomene interagit avec celui des valeurs propres
parasites.

En jouant sur des fréquences de coupure différentes pour chaque fonction, [62] arrive a
éliminer les “spurrious eigenvalues” dans le cas du mouvement de convection naturelle
et de ’écoulement de Poiseuille newtonien.

Enfin, bien que les racines d'un polynome dépendent continuement des coefficients, J.H.
Wilkinson a exhibé un polynome p(z) = 132 (z—k)—2"2*2'? dont les racines contiennent
cing paires de complexes conjugués de parties imaginaires allant de 0, 64 a 2, 81 alors
que si I'on retire le terme avec le 2723, les racines sont entieres !! On peut donc penser
que la recherche des valeurs propres qui sont racines du polynéme caractéristique, peut
dépendre sensiblement des erreurs d’arrondis, de la fréquence de coupure.

4.2 Etude asymptotique

Nous allons nous intéresser, dans cette section, au comportement des solutions quand
les ondes sont infiniment longues (¢ — 0), et dans le cas particulier ou la pesanteur
est négligée. Soit qu le champ de pesanteur soit trop petit, soit que la différence des
densités soit trop petite. Cependant, nous donnerons une formule asymptotique donnée
par P. Laure, qui tient compte de cet effet. Comme partout dans la littérature, nous
faisons I’hypothese que l'on peut développer les grandeurs A, B, X en fonction de ¢
sous la forme : -

Alq) = A"+ Alq+ A%¢* +

B(q) = B’ + B'q+ B*¢* +

X(q) = X"+ X'¢+ X%+
s(q) = " + s'q+ s*¢* +

Faire une étude asymptotique consiste alors a chercher le premier terme s* de partie réelle
non nulle qui admet un vecteur propre (donc non nul). Cette partie réelle détermine la
stabilité asymptotique (et linéaire).

Nous allons montrer ci-dessous que s° = 0 n’est pas évident, et méme qu’il existe des
configurations d’écoulements pour lesquels il existe une solution X° non nulle et un
s" associé non nul. La question de savoir s’il existe des s & partie réelle strictement
positive reste irrésolue mais un critere est donné ici, et sera étudié plus complétement

ultérieurement.

Pour suivre la littérature, nous ferons ensuite I'hypotheése s° = 0 et donnerons un

compte-rendu de I'étude asymptotique complete qui nous fournira des formules que
nous étudierons.
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4.2.1 Sur la validité de ’hypothése s’ = 0

On sait qu'une onde e’®2=%) admet une relation de dispersion reliant w et k. En général,
on fait 'hypothese d'une vitesse de I'onde constante, ce qui permet de représenter ’'onde
monodimensionnelle par €7@~ Cette hypothese revient, dans le cadre mathématique
que 'on a présenté ci-dessus, a supposer que s(q) est nulle et dérivable en ¢ = 0. Cette
hypothese est sans conséquence pour les cas physiques ou ¢ # 0. Dans notre cas, elle
nécessite d’étre justifiée.

Ecrivons les équations vérifiées a l'ordre 0 en formulation (u,v,p), c’est a dire sans
¢élimination de la pression ni de la condition de divergence nulle dans le cas de dérivée
surconvectée (a = 1). L'effet de la pesanteur disparait tres vite.

/
7.0

ol

"
uO

n +
0

0

r.Re (50 ZO + 0+

v =0

o + Wey, (3000 + opv® — 2ufT? — 27‘0u0/) =0
70+ Wey, (s°7° + 7600 — uly°) = apmpu”’

7" + Wey, (s"9°) = 2amy0” (= 0)

uhv? 0
% )+’p0/ :(1—ozk)mk

(4.21)

5k) =0= Uk(a?k)
up]h + [u’] =0

Rappelons qu’il faut adjoindre la relation (4.18) de “complexification” telle qu’elle
résulte de la présentation mathématique ci-dessus.

Pour toute la démonstration du théoreme énoncé a la fin, nous prenons les notations
telles que k et k' sont deux éléments de {1,2} et 1 = 1, g9 = —e. De plus, nous
supposerons que s’ # 0.

Puisque v%'(y) = 0, [v°] = 0 et v°(1) = 0, on a la nullité de v°(y) et il n’y a plus de
dépendance en pesanteur. Le systeme se réécrit alors plus simplement :
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(14 Wegs)o® = 2Wey (ul 70 + agmyuhu®) (4.22)

(14 Weys") 70 = armpu® + Weyupy" (4.23)

(1 + Weys")7" =0 (4.24)

0=s"h° (4.25)

rpRe s° %0 + ’ p%, = (1 — ag)my, ug’/ + ;2: (4.26)

ul(ex) =0 (4.27)

[u’] =0 (4.28)

[(1 — ap)meu® +7°] = 0 (4.29)

X [-p° +7°] =0. (4.30)

Si s” # 0, l'interface n’est pas perturbée : A’ = 0. On voit alors qu'il faut distinguer
plusieurs cas en s° afin de résoudre I'équation constitutive (4.22-4.24) en fonction de u?'.

; — o_ —1 _ —1
Premier cas We; = We, et 57 = We, = Wey

0 0

On voit bien, uniquement & partir de (4.22) qu’il existe un vecteur propre (u°, v°, p°, 0%, 7°,
7°, hP) puisque o quelconque convient. Nous avons tout de méme conduit les calculs,
qui seront réutilisés a l'identique plus loin, afin de trouver des conditions pour avoir
un vecteur propre tel que, non seulement o # 0, mais encore u° # 0. De (4.23) nous
déduisons 7° et de (4.22), 70 = —apmyu®’. En reportant dans I'équation de conservation
des moments, nous avons :

Z
reRes®u) = (1 — 2a4)myu) .

Si (1 —2a;) =0 alors u® = 0 = 7% = 7% p® sera constant et seul ¢° sera non nul
(quelconque).
Si (1 — 2ax) # 0 alors on pose, en choisissant la détermination pour la racine complexe

0
telle que la partie réelle de la racine soit positive : w;, = % € IRoulR. Le
— 20u;)my,

systeme vérifié par u est alors :
u(y) = wiul(y)
[u"] =0
[(1 = 204)mpul] =0
ui(1) =0 = uj(—e).

(4.31)

Pour le résoudre, nous cherchons u® sous la forme [,e“*¥ + ~,e™“*¥ avec B, v, € C

a priori. Si I'on transcrit ce que doivent satisfaire les quatre constantes complexes
B1, 71, B2, 72, on a le systeme homogene suivant :
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Bl +7 _62 v _

(1 =201)wifr —(1=20)wiyr —(1 = 2a9)mowsfBs +(1 — 200)Mawsys =0

e By +e %y _

e P +e2y, = 0.

(4.32)
Or, apres réduction, le déterminant de ce systeme sera nul si et seulement si :
th (Wkek) (1 — 2ak)mkwk ,

th (Wk’fk’) T (1 - 2ak’)mk’wk/ pour k 7£ ke {17 2}7 (4.33)

ou la fonction tangente hyperbolique th est a priori définie avec les exponentielles com-
plexes.

Nous avons obtenu l'existence d’une solution ug(y) = [Bre Y + e kY avec des [k, Vi
complexes trouvés par le systeme (4.32) a condition que (4.33) soit satisfaite. Il nous
faut encore vérifier qu’apres imposition de la relation (4.18), la solution n’est pas nulle.
Vu que s° € IR et ¢ = 0, cette condition (4.18) s’écrit selon la composante u® et dans le
domaine €, :

Bre“rY 4 e Y = BetY e kY, (4.34)

Il faut maintenant discuter selon o, .

e Siap<1/2et ap < 1/2, (4.34) donne, pour tout k” € {1,2} ; Bpr = Y. On a
donc une condition de plus qui pourrait éventuellement rendre les solutions Sy, Vs
nulles. Ce n’est pas le cas, car le conjugué du systeme homogene (4.32) est le
méme systeme a la condition d’échanger By et Vi, Br et Vi

o Siap <1/2et ap > 1/2, (4.34) donne cette fois By = 1 et By, v € IR. Cette
fois encore, avec ces conditions supplémentaires, le systeme (4.32) est stable par
conjugaison complexe et n’est donc pas contradictoire avec la condition (4.18).

o Siap>1/2et ap > 1/2, de méme que précédemment, (4.34) donne [,V € IR
pour k = 1,2 et le syteme (4.32) est stable par conjugaison.

Concernant la pression, (4.26) et (4.30) nous apprennent que

0/
0 MUy

—pp — ———— =Cste Vk €1,2.
g Weyugy, (y)

Donc, si u° est non nulle (et donc non constante vue sa forme), la pression sera aussi
non constante. Imposer (4.18) a la pression donne que la constante Cste doit étre réelle.

Deuxieéme cas s° # V?f—elk Vk € {1,2}

Le systeme (4.22-4.30) se rééerit :
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( 50— 2Weku0akmk(2+Weks ) Y
(1 + Wey,sY)?
70 — _ QgMg uof
1+ Weys®

7’=0

hY =0

Lo 1t (1 — ay, ) Wey,s° o (4.35)

o] -

rkRes (1 + Weys

0
<1+ 1 — ay) Weks
p

II<

”ff

( [-

1+Weks
0440

I[solons les équations sur la vitesse. Deux sous-cas se présentent :

Si 1+ (1—ay)Weys® = 0 (onde stable) donc u® =0et 6° =70 =7 =10 =0 = p°.
Ce n’est donc pas une valeur propre.

rRe s°(1 + Wey.s?)
mi(1+ (1 — ay,) Wey, s
détermination de la racine complexe telle que sa partie réelle soit positive. Les
équations sur la vitesse de (4.35) forment le méme systeme (avec un nouveau wy)
que (4.31). Avec cette nouvelle notation pour wy, si

Si 1+ (1 — ap)Wes® # 0 on note wy, = ] € (' avec la

th (wksk) o (1 — 20zk)mkwk
th (wk/&'k/) N

pour k # k' € {1,2},

(1 — QOék/)mk/Wk/

on aura une solution non nulle.

Troisieme cas s° = —

1 1
Wek # N Wek/

On reprend alors les raisonnements faits dans les deux cas précédents, pour chaque
domaine, et on arrive a la méme condition (4.33) avec, pour wy la définition du premier
cas, et pour wy la définition du deuxieme.

H

Pour énoncer le théoreme, nous définissons :
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Définition 4.2.1

Pourkzl,Q,sisoz\x/—elkethxkyél;

R 0
Wy 1= s k=1,2.
(1 — 2ak)mk

.0 —1 0 —1 )
Si s” # Wer et s° # T —an)meWer '

o reRe s(1 + Wey,s?)
N (4 (1= ag) Weys?)

Les cas non envisagés par cette définition correspondent a des vecteurs nuls et donc non
propres.

Nous énoncons le théoreme suivant, qui ne dit pas encore s’il existe des solutions telles
que R(s”) > 0, mais qui donne un criteére pour répondre ultérieurement a la question.

Théoréme 4.3

Avec la définition 4.2.1 pour wy,w, il existe des solutions non nulles au systeme
(4.21) pour lesquelles R(s”) # 0 dans plusieurs cas.

o Sist= _—gk pour un k (stable), alors il existe toujours un vecteur propre tel que
oY est quelconque. De plus, u"
QOék =1.

sera nulle & moins que (4.33) soit satisfait pour

o Si s £ V?f—elk Vk, alors il existe un vecteur propre si et seulement si (4.33) est

Vél"lﬁé et SO 7é ﬁ
- Gg k

4.2.2 La recherche des formules asymptotiques

Malgré les réticences sur I'hypothese s’ = 0 exposées ci-dessus, nous I’adopterons tout
de méme, notamment pour pouvoir comparer nos résultats avec la littérature, et parce
que l'on veut bien croire qu’elle soit justifiée. Nous poserons donc s = —iqc.

La formulation en fonction de courant et élimination de la pression introduit deux valeurs
propres supplémentaires (cf [73] ou [36]) par rapport a une résolution en u, v, p. Comme
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les variables primales sont u, v, p, nous les avons adoptées pour 1’analyse asymptotique.
Le systeme écrit, il était clair que l'ordre 0 de v et 7, étaient nuls. Nous avons donc
posé v = iquw, Ypo = 1q0pe. A posteriori, cela a compliqué les calculs car ce change-
ment d’échelle fait apparaitre (c’est son but) des fonctions non nulles. Or ce qui nous
intéresse n’est pas d’avoir toutes les fonctions non nulles, mais le premier terme dans le
développement de ¢ qui donne un critere de stabilité et soit associé a au moins une fonc-
tion u, v, ... non nulle. Dans le nouveau systeme, écrit ci-apres, les o, 7,0 représentent
I’extracontrainte qui ne contient que la contribution polymérique, indicée par 0 ou pas.
Nous négligerons l'effet de stratification de densité dans ce chapitre, mais donnerons les
formules asymptotiques de P. Laure qui en tiennent compte :

( iqu iquiyw iqp v — q*u
ke (et uol) | 0 4 ) | e | T
igo + 7'
iqT + iqd’
u+w =0
o+ Wey, (ig(—c + up)o + iqua), — 2uiT — 2igoogu — 210u) = 2igogmyu
7 + Weyiq ((—c + ug)T + 7w — upd — iqogw) = agmy (v’ — ¢*w)
0 + Wey, ((—c + ug)igd — 2igrow) = 2cpmpw’
w = (—c+up)h eny =0
ug(er) = 0 = wy(ex) avec €1 = 1e9 = —¢
[upg]h + [u] =0 et Jw] =0
[(1 — ap)mi(u' — ¢*w) — iqgogh + 7] =0
L [—p + 2iq(1 — ag)mypw’ + i8] = ¢>Sh.
(4.36)

Nous développons les grandeurs :

u=u’ +iqu' — ¢*u®+ ... w = w" + iqu' — g?w? + . ..
azao+z’q01—q2a2+... 7':7'0+iq7'1—q27'2+...
§ = 0% +igdt — ¢*0% + . .. h = h° +igh' — ¢®h® + . ..
p=p" +igpt — ¢p* + ... c=c +igct — @+ .. ..

et obtenons un systeme ol on ne garde que les termes d’ordre 0, et dont la résolution
dépend de deux cas que nous distinguons.

[ug] = 0 On trouve aisément que u® = w® = ¢ = 79 = §° = 0 et p” est une constante dans

tout le domaine. Pour calculer ¢°, deux sous-cas sont a envisager :

hY #0 (& & =1=uy(0)). La grandeur h° n’est donc pas calculable par le systéme
a l'ordre 0. On D’écrit donc a l'ordre 1 en tenant compte de la nullité des
termes a 'ordre O :
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(1 — ap)mpu'” + 7V
0

0 ’
/
ut+w' =0
/

ol = AWeapmpuju'

/
7'1 = ozkmkul

5t = 20mpw!’ (4.37)
wh(0) = —c'h’ eny =0
up(er) = 0 = wi(ex) avec €1 = 1ey = —¢
[u'] =0 et [w']=0
[miu''] = [o0]h
( [-p']=0.

La vitesse uj, est décomposée dans la base (y — &;,)" qui simplifie la recherche
de ses coefficients. La encore, deux cas sont a envisager.

[o0] =0 Les solutions & lordre 1 u',w!' o', 714! ¢! sont nulles, et p' est une

constante dans tout le domaine. La stabilité est donc gérée par le systeme
a lordre 2 qui donne lui aussi u?, w?, 0%, 72,2, ¢? nuls, mais avec p; = ay,.
Ces deux constantes a; sont telles que [p?] = ShY. Remarquons que
nous n’avons toujours pas pu calculer h°, mais que 'écriture du systeme
a 'ordre 3 va nous le donner. Ce systeme est :

(| p? (1 — a)ympu?®” + 7" = mypu®”
3 =
P 0
w4+ w? =0
0% = 4Wepapmyupu®
7 = apmyu®’
83 = 2apmpw®
w3(0) = —3n’ eny =0
ui(er) = 0= wi(ey) avec €1 =169 = —¢
[u¥] =0 et [w3] =0
[mu®] =
( [-p*] = —Sh!

(4.38)
Connaissant p?, I’écriture des trois conditions d’interface sur la vitesse
nous permet d’exprimer h° en fonction dun coefficient a, arbitraire :

m3 + 4mae + 6moc? + 4moed + &t
Sma(me + 3e% + 4e)

0 _
h—CLQ

Si ce coefficient as est non nul, il se simplifie pour donner (on rappelle
A=1c=0=¢):
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5 £3(2my + 3¢ + 5¢)
¢’ =-=9 :
3(m3 + 4mae + 6mae? + dmoe® + &)

Donc I’écoulement sera stable si et seulement si R(iq(—ig®c?)) = R(¢*c?) <
0, ce qui est toujours vrai.

Remarquons qu’il faudrait, a proprement parler, distinguer les cas ou le

coefficient arbitraire as est nul ou pas. C’est ce que nous avons fait en

faisant une récurrence sur le type du systeme. Nous avons ainsi démontré

que, si on cherche une solution non nulle, il y a forcément un ordre ou le

probleme est celui que 1’'on vient de résoudre, ce qui clot ce sous-sous-cas.

[oo] #0 On revient a la résolution du systeme (4.37). La décomposition de la
vitesse uj, w;, dans la base (y — &) donne un systeme de deux équations
d’interface permettant de calculer les coefficients. Puis, avec ces formules,
on calcule :

m3 + 4mae + 6mge? + dmoed + &

W=~
“ 6mae(1 + ¢)[oo]

Ayant h° dépendant d'un parametre arbitraire a, on en déduit, si ce
parametre est non nul ;

ol = _ *[ool(ms — €%) .
2(m3 + 4mae + 6moe? + 4mge® + &)

De méme, une récurrence montrerait que si a = 0 et si on cherche une
solution non nulle, on retombera sur le méme probleme.
La stabilité équivaut alors a

[oo] (ma — 82) >0 (my — 82)[[0%W6k

] > 0. (4.39)

M

(mg — &%) (my — 1)
E(]_ + €)m2
élastique, dans le cas ou les deux viscosités sont les mémes.

Comme [ug] = = 0, on aura une instabilité purement

hY =0 (& ® # 1) On ne peut connaitre ¢ avec le systéme a I’'ordre 0 et on doit donc
’écrire & I'ordre 1, en sachant que p° est constant dans tout le domaine. On
trouve alors que u', w', ot, 71, 81, p°, h! sont nuls. Nous avons encore fait une
récurrence sur le type du systeme pour montrer qu’a tout ordre, ce systeme
était le méme et donc qu’il n’admettait que des solutions nulles.

0w 0% 79 6% hP sont nulles et ¢® indéterminé.

[ug] # 0 On trouve aisément que les grandeurs u
De plus, p° est une constante dans tout le domaine. Le systéme & l'ordre 1 se résout

€1 :
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myu(y) = %(y —ex)? + bi(y — &)
—mw(y) = By — e + By — ei)?
bl Qg Mo — 38 — 283
3 my — &2
by = W E- = 2my — 3m2€ (4.40)
3 my — &2
Bl g0 (m32 + 4moe + 6moe? + dmae® + )

6 (my — &2)[up]
2e2(1 + e)mofug]

(m3 + 4moe + 6moe” + dmye’ + &) € R,

avec ag une constante arbitraire que nous supposerons non nulle, et p' une autre
constante indépendante de k, a priori arbitraire, que nous noterons a'. Ecrivons
le systeme a l'ordre 2 :

"
u2

17

/
crl+7'2

TkRe ((—CO + UO) 7_1 + 51/

/.1 1
UgW )—i_‘gy :(1—ak)mk

u? +w? =

o? + Wey, (( A +ug(y))ot + aow Al 200u — 27u? ) = 2amyut
72+ Wey, ((—c° + uO)T + Thwt — updt) = apmyu®

62 + Wey ((—=c° + ug)d! — 21wt = 20 mpw?

w?(0) = (=" + up(0))h* + (—c")n!

ui(er) = 0 = wi(ex)

[up]h? + [u?] =0 et [w?] =0

[(1 — ap)mgu® — ooh + ] =0

| [-p* +2(1 — aw)mpw!’ + 6] = —Sh® = 0.

(4.41)

La premiere composante de la relation de conservation des moments nous donne
une expression en fonction des deux constantes a” et a' :

—c +u0 0 )

mpu?” = a' + ryRe %(y —ex)? + by — ex)

=

(%0 - Ek 3 7k — &k 2):| +
+akWek (=" + wo(y))a® = wp(y) @y — 21) + i)+
uf (Gl — e +bly— )]

Nous avons décomposé la vitesse stationnaire dans la base (y —e;)" afin de faciliter
. , . " " , . .
'intégration de u?” et de w?". Le résultat auquel on arrive est le suivant :



Stabilité linéaire chap. 4 133

1 R Oy — eV Oy — )8
“mey) = Gl - e+ e | BT G

3x4xb5x*x6
0,0 (y —er)° op, (U = 2x)’” 442
(=" + Gbr) sy 5353 — C vy 3R T (142)

3 2
—Oszek(COaO -+ kak)i(y 6Ek) + %(y — Ek)2,

__edmy g o ~mpe(l4¢) + (mg +¢)

mie(l +¢) miere(l +¢)
up(y) dans la base (y—e)", a® et a' deux constantes a priori arbitraires et by, deux
termes calculés & l'ordre 1 et qui dépendent linéairement en a° (4.40). Le systéme
a résoudre est le suivant :

2
€ .
avec [ = k deux coefficients de

wH(0) = (—c + up(0))h2 + (—c) !

2 _ [[w2/]]
"= Tl (4.43)
[w?] =0

[(1 — ap)mpu? + 72 = [oo] .

La présence de deux constantes a” et a' aurait pu nous poser des problemes. En
effet, si 'on imagine d’exprimer a? et a3 en fonction de a® et a' & partir de (4.43),
et (4.43)4, reporter dans (4.43),, on aura un ¢! qui, serait de la forme affine en

% et donc donnerait autant la stabilité que l'instabilité. Un calcul précis, que

nous ne reproduirons pas, montre qu’en fait le coefficient devant a' est nul. Nous
ne tiendrons donc plus compte de ce a'. Le systéme obtenu se préte alors trés
bien a une résolution symbolique. Nous avons utilis¢ Maple et un programme
donné en Annexe A. Nous donnons en Annexe A le résultat ¢! (4.44) donné par P.
Laure, qui, en plus tient compte de la stratification en densité. Nous I’étudierons
numériquement en sous-section suivante.

Notons que notre résolution peut paraitre longue et inutile, mais nous ne croyons pas
qu’on puisse avoir des résultats rigoureux sans elle. En particulier, si Jugy] = 0 et [oo] #
0, on a une instabilité dont nous n’avons pas trouvé trace dans la littérature. Cette
instabilité est typiquement élastique et se produit dans le cas d’absence de stratification
de viscosité.

4.2.3 Les résultats

Nous n’étudierons pas les formules de stabilité dans le cas [up] = 0, ¥ = 1, [oo] = 0
car elles assurent la stabilité. De méme, si [up] = 0,¢” = 1 et [oo] # 0, car elles sont
suffisamment simples (cf (4.39).
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En revanche, dans le cas [uy] # 0, les formules prennent plus d’une page, ce qui in-
terdit d’en avoir une connaissance a priori entiere a leur seule lecture (cf Annexe A.a).
Les dépendances dans les 9 parametres (mo, €, ay, as, Wey, Wey, 7, F', Re) sont trop com-
pliquées pour en tirer une loi simple. Nous avons programmé cette fonction c! :

1 _ iRe n4(m2757T) . . ,Re(r — 1)
c = 017 di(ms.e) + oy Weqtz(ma, ) + icg Weaty(mo, €) + thl(mz, £).
(4.44)

Cette fonction nous a donné les mémes résultats que celle fournie par P. Laure qui I'a
obtenue par une étude asymptotique en fonction de courant et élimination de la pression.
De plus, pour continuer de valider nos résultats asymptotiques, nous avons comparé,
dans le cas viscoélastique avec la seule référence comparable [39] qui donne quelques
valeurs pour la valeur propre asymptotique dans sa table I. Nous les avons retrouvées,
ce qui semble valider nos résultats et ceux de P. Laure, qui coincident.

Tout d’abord, nous avons dessiné les criteres de stabilité du cas newtonien oy We; = 0 =
asWey dans le plan mao, € sur la Figure 4.4. Les zones de stabilité sont signalées par un
S et celles d’instabilité par un U. Dans le cas ou les valeurs changent brutalement, nous
avons doublé ces lettres.

" NEUTRALITE ASYMPTOT |QUE NEUTRALITE ASYMPTOT |QUE
5 o
" =0=
Wel=0=We2 Uks
w alphal=0=alpha2 g
a
& — - . -
: Re=1 5 X X
S§¥ U
o
b o —
: Wel=0=We2
N ~
. alphal=0=alpha2
o )
3 -
g8 274
N D S
0
o s
: t
U
0
R "
o
b
3 H — ‘ i
nO.DGG 0.333 0.667 1.000 1.333 1.667 2.000 0.0 0.5 1.0 1.8 2.0
epsilon epsilon
-+ r=0,01 + 4+ r=t X x x r=100 X X X m2=0,1 ++ + m2=3

Figure 4.4: Stabilité asymptotique newtonienne

Sur le premier dessin, dans le plan mas, e, pour r = 1, on voit qu’il y a une parabole
meo = €2 et une droite my = 1 qui sont les courbes de neutralité. Ces deux lignes restent
si on augmente r ou si on le diminue. Si r augmente beaucoup (r = 100), une zone de
stabilité apparait. Celle-ci correspond a un arrangement de deux fluides pour lesquels
le plus lourd et le moins visqueux est en dessous de 'autre. Symétriquement, si le fluide
en-dessous prend moins de place mais est plus visqueux, diminuer son poids stabilise. Re-
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marquons qu’un r de 100 ne correspond a aucun ordre de grandeur physique puisque, par

exemple, le mercure n’a une densité que de 13,6. Dans le cas newtonien, ajouter de la masse au fluide ¢
est le moins visqueux ou en retirer a celui qui en prend le moins et qui est le plus vis-

queux, stabilise.

Nous avons également fait une coupe dans le plan r, ¢ des courbes de neutralité qui
confirme la présence des poches de stabilité, si r est tres différent de 1.

Retenons que, dans les conditions newtoniennes normales r = 1, si le fluide le plus vis-
queux prend moins de place, alors, I’écoulement est instable.

Vue la forme du coefficient ¢!, nous avons pu nous intéresser au Re critique de fran-
chissement de stabilité. Comme on le voit sur (4.44), cette expression est compliquée
en msy, e, mais simple en a3 We; ou asWey. Nous avons donc tracé ce Re critique en

fonction de la stratification en élasticité : Ml = giiwgf pour différents rapports de

viscosité my. Comme semble le montrer la Figure 4.5, si le fluide dans la tranche la
plus fine est moins visqueux, la pente de ce Re critique en fonction de la stratification
d’élasticité est positive. Ceci signifierait que I'augmentation de 1’élasticité de ce fluide
rendra plus stable. En revanche, si il est moins visqueux, on a intérét a la diminuer.

NEUTRALITE ASYMPTOTIQUE

100.00

eps=0,5
alphal=09

Wel=1 m2=0,9
r=1

Re critique
50.04

m2=0.8

.04

0.0 0.5 1.0 .5 2.0 2.5 3.0
|

1
M

Figure 4.5: Dépendance du Re critique en fonction de giiwgf = Ml

Pensant avoir trouvé une loi simple, et qui completerait 'effet de lubrification, nous
avons voulu vérifier si le signe de la pente du Re critique ne dépendait que du signe de
mo — 1. Comme on le voit sur la Figure 4.6, ce n’est en fait pas vrai. La regle s’applique
si mg > 1, car le signe de la pente est bien négatif, mais pas pour msy < 1.

Nous avons donc regardé plus précisément pour my < 1 en haut a gauche de la Figure 4.7
la dépendance en le rapport de viscosité. Comme on le voit, si € augmente, I’écoulement
a plutot tendance a se stabiliser sans que 'effet soit manifeste ni linéaire. En particulier,
si  augmente (r = 10 sur le dessin de droite), une double singularité apparait pour les
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Stratification d'elasticite

150
|

epsilon=0,5
r=1

50
|

-50
|

pente em MI du Re critique

—150

I I I
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

m2 (10e2)
Figure 4.6: Signe de la pente en M1 du Re critique

assez petits mo, qui fait que le signe ne peut étre garanti. Une infime variation en ms
peut changer completement ’état du systeme. Bien qu’on ne puisse pas jouer beaucoup
sur r, 'augmenter rend globalement moins instable. Signalons que, F' étant pris infini,
r ne mesure que la stratification d’inertie.

L’effet de la pesanteur se voit sur le graphique du bas de la méme Figure 4.7 et met
bien en évidence son effet stabilisateur puisqu’on n’a plus de singularité aux ms petits.
Les résultats étant de plus en plus difficiles a comprendre physiquement, nous sommes
revenus & la valeur du Re critique en fonction de msy pour différents rapports de viscosité.
On voit assez bien sur la Figure 4.8 que, dans les condition des graphiques, augmenter
I’élasticité du fluide le moins visqueux stabilise. On a déja vu que cette regle n’est pas
universelle. On voit également, qu'une loi de lubrification qui s’énonce comme “ moins
un fluide dans une couche fine est visqueux ou élastique, plus 1’écoulement est stable”.
Cependant, cette regle s’applique, d’ordinaire, plus a des écoulements coaxiaux.

Nous avons également étudié l'influence de 'élasticité quand Re=0. Nous avons fixé

les parametres du fluide 1 (a3, We;) et avons dessiné les courbes de neutralité dans

le plan €, my pour différents Ml = gfiwgi. Comme on le voit sur la Figure 4.9, on

retrouve la parabole my = ¢ comme courbe de neutralité, avec en plus deux branches,
I'une au-dessus, I'autre en-dessous de la parabole, qui se voient des M = 0. Quand
il y a franchissement brutal de la zone de neutralité, nous avons mis des SS et UU
correspondant sur le graphique. Typiquement, les valeurs passaient de 10 & —101° !
Nous ne savons pas si cela est utilisable expérimentalement. Quand M[ augmente de
0 a1, les “pétales” s’écartent, ce qui augmente autant la zone d’instabilité (en gros la
région au-dessus de la parabole et de my = 1) que celle de stabilité. Finalement, pour
de grands M1, la courbe de neutralité se ramene presque a la parabole, avec le domaine
de stabilité en-dessous et celui d’instabilité au-dessus.

De plus, nous avons dessiné dans la Figure 4.9 les courbes de neutralité pour différentes
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Figure 4.7: Pente du Re critique pour différents e-Effets de l'inertie et de la pesanteur
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Figure 4.8: Re critique pour différents ¢.
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valeurs de € dans le plan ms, M1, toujours a Re=0. La encore, il faut bien reconnaitre
qu’il est difficile de donner une loi simple. On peut cependant dire que, si on a un
écoulement dans les conditions du graphique, on peut avoir intérét a augmenter mo et
M1 pour rendre plus stable.

Neutralite asymptotique Neutralite asymptotique
° 7 Re=0
alphal=0.9

UL, Re=0

alphal=1
Wel=1
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oy
Yo o
bsa w78 MMWWW
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0.0 o.s 1.0 1.8 2.0 2.5 3.0 5.010 4.010  4.985
epsilon 2
X X X MI=0 oo MI=t + + + MI=10 O 00 eps=2 A A Aeps=1.2 + + + eps=1 X X X eps=0.5

V V V eps=0

Figure 4.9: Influence de la stratification d’élasticité sur la neutralité

Enfin, nous avons souhaité retrouver les graphiques asymptotiques 3(a) et 3(b) de [39].
Le premier cas Re=0,1, reproduit en Figure 4.10 gauche est bien le méme. Cependant,
le deuxieme (Re=0,5) n’est pas le méme, la langue de stabilité s’arrétant plus bas pour
Su Khomami que pour nous (les formules de P. Laure et les notres, donnent les mémes
résultats). Nous n’avons pu conclure sur cette différence qu’en section suivante.
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Figure 4.10: Influence de I'inertie sur la neutralité
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Pour conclure, nous devons reconnaitre que I’étude de la fonction ¢! des 9 parametres
ne donne pas de loi simple. La lecture de la littérature ne nous a pas donné plus
de certitude. Nous voudrions voir cette étude asymptotique comme un pas vers un
programme qui donne les régions de stabilité autour des conditions d’un écoulement
donné expérimentalement, c’est a dire plus comme un outil. Il n’y a que dans le cas
newtonien qu’'une regle se dessine, mais elle n’est pas nouvelle.

4.3 Etude non asymptotique

On vient de voir la difficulté d’étudier une fonction de 9 variables. Nous ajoutons
maintenant I’étude d’un parametre de plus, la longueur d’onde avec 1’étude du systeme
(4.19) par une méthode numérique programmée par P. Laure, S. Scotto et Y. Demay
[74]. Cette méthode est décrite en sous-section suivante et utilisée ensuite.

4.3.1 Une deuxieme méthode numérique

Nous avons déja exposé une méthode dite QZ de résolution du probleme de valeurs
propres généralisées. Pour le probleme d’un fluide, les résultats qu’elle donne sont bons.
P. Laure a réécrit I'assemblage des matrices pour deux fluides et testé la résistance du
programme. Hélas, cette premiere méthode ne permettait d’atteindre des fréquences
de coupure que de 13. On peut peut-étre expliquer cette limitation en rappelant que
tout développement spectral a une convergence limitée par la régularité maximale. Or,
ici, les fonctions ne sont pas C'. A cause également du probléme des valeurs propres
parasites, il a fallu développer un autre algorithme. Celui-ci ne recherche plus tout le
spectre du probleme aux valeurs propres généralisées :

AX =sBX.

L’algorithme retenu et programmé par P. Laure, S. Scotto et Y. Demay est celui dit
d’Arnoldi (cf [74]). Tl repose sur quatre ingrédients :

W=

o A est inversible, donc le probleme revient a chercher s, X tels que é_lBX ==X

e Les espaces de Krylov de é_lé D K (X) =< X, é_lﬁ_X, e (A_lé)mi >

L’orthonormalisation de Gramm-Schmidt

Le décalage : éflé = éflé —wl
Si 'on prend une valeur de m pas trop grande (10 par exemple), et que 'on choisit
un vecteur X quelconque non nul, on peut orthonormaliser la famille des m premiers
itérés de A~'B sur v. A partir de maintenant, nous oublions les barres sous les matrices
et les vecteurs, laissant au contexte le soin de préciser. Matriciellement, on calcule
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les m premiers itérés de (A™'B — wl) sur ce vecteur v. Ces vecteurs, notés (v;) sont
orthonormalisés par Gramm-Schmidt :

J
hj+1,jvj+1 = (AilB — W [)’Uj — Z hij'Ui;
1

ou les h;; sont tels que v; 1 L v; Vi=1,jet || vj41 [|[=1. On construit en méme temps
une matrice H,, = (h;;) et une matrice V,, € M,,, des vecteurs orthonormalisés.
L’orthonormalisation de Gramm-Schmidt se traduit, matriciellement, par ;

(A™'B —wl)V,, = Vi Hoy + huny 1 mUmi1 €0,

oll e,, est le vecteur de IR™ : (0,...0,1)7 et H,, est la matrice des h;; déja définie. Elle
est de Hessenberg supérieure. Cette relation montre que , si u est vecteur propre de
H,,, alors V,,u vérifie :

(A B —wD)(Viyu) = A(Vin ) + o1, m (Vi el ).

Donc, V,, u sera une approximation d’un vecteur propre de (A~'B — wI), avec, en plus,
un controle sur I'erreur. Tout le probleme est alors de calculer les vecteurs propres de
H,, qui étant petite et de Hessenberg supérieure (cf [75]) est aisément réduite.
Numériquement, P. Laure utilise les fonctions du BLAS qui, sur CRAY ont les meilleurs
résultats. En plus, celles-ci étant parallélisés par leurs concepteurs, 'exécution sur
1,7 processeur sur 4 est courante. C’est un bon résultat méme comparé aux codes
moyennement parallélisés.

De plus, les inversions sont faite grace a la routine CGETRS qui utilise la préparation
a l'inversion faite par CGETRF. Les produits matrice vecteur sont aussi faits par une
routine du BLAS (CGEMYV). Donc, les inversions, assez nombreuses, sont en fait peu
couteuses. Le programme qui nous a été fourni par P. Laure calcule, pour des grandeurs
données, la valeur propre de plus grande partie réelle sur un ensemble de m(=10) valeurs.
Une telle exécution ne prend que de 'ordre de 6s sur un CRAY monoprocesseur pour
des fréquences de coupure de 30. Nous avons alors étendu ce programme pour balayer
des gammes de parametres et chercher des valeurs critiques du Re.

4.3.2 Les résultats

Dans cette sous-section, nous donnons les résultats de l'utilisation du programme de
recherche de stabilité basé sur le programme de P. Laure. Comme nous ’avons déja
souligné, nous ne pourrons pas dégager une regle simple qui permette d’améliorer les
procédés industriels de mise en forme, mais nous essaierons de simplifier notre discours.
Tout d’abord, nos résultats asymptotiques différant de ceux de [39], nous avons souhaité
tester le graphique correspondant avec notre programme de recherche de stabilité. Le
résultat est montré en Figure 4.11 pour un nombre d’onde de 0,03.

Comme on le voit, notre étude asymptotique est validée, et les résultats de Su et
Khomami en asymptotique semblent discutables. En fait la différence vient peut-étre
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Figure 4.11: Neutralité quasi asymptotique

du choix du nombre de points pour le graphique 3(b) de [39] et de I'existence d’une zone
ambigiie ou la valeur propre semble petite. Notons que nous n’avons pas balayé tout
le domaine avec la méme précision. Nous avons fait une routine qui raffine la ou cela
semble intéressant. Méme comme cela, le dessin 4.11 a demandé environ 55 heures de
CRAY.

Nous avons alors étudié la valeur du Re critique pour différentes combinaisons des autres
parametres en fonction de notre nouvelle variable g. Par symétrie, on peut supposer que
I'épaisseur du fluide en dessous est inférieure a celle du fluide au-dessus (nous avons choisi
e =0,5). Nous sommes intéressé par des rapports d’élasticités supérieurs ou inférieurs
a 1, et, d’autre part par des rapports de viscosité eux aussi soit assez inférieurs, soit
assez supérieurs a 1. Nous avons choisi les valeurs suivantes :
me=0,1<1|my=3>1

_wg? =10>1 | Figure 4.12 | Figure 4.13

We2 o . .
We; — 0,1 <1 Figure4.12 | Figure 4.13

On voit bien sur ces graphiques, que les renseignements asymptotiques ne doivent pas

étre pris pour argent comptant. En effet le Re critique diminue considérablement avec
W€2

q dans presque toutes les configurations. Par exemple dans le cas my = 0,1 et Wo, =

0,1 <1 (4.12) qui semble assez proche de leffet de lubrification (la couche la plus 1ﬁne
est la moins visqueuse et la moins élastique, pour encaisser les gradients de vitesse et
de contrainte) ou l'instabilité se produit pour des Re aussi petits que 'on veut puisque,
aux ondes tres courtes (¢ grand), le Re est tres petit. Physiquement, on peut quand
méme espérer dans la valeur de la tension superficielle pour stabiliser et permettre un
Re acceptable.

Le phénomene est tres similaire pour le cas w—gi =10,my = 0,1 < 1 (cf4.12). Le nombre

de Reynolds plateau que I'on croit voir ne dépend en fait que du pas de discrétisation
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du plan ¢,Re que nous avons choisi et, encore une fois, I’écoulement sera instable pour
tout Re si on néglige les forces de tension superficielle.

Weg

De meme, si We, — 10 > 1 ,my =3 > 1, on voit le nombre de Reynolds diminuer avec

la fréquence d’excitation et atteindre la limite de résolution de notre discrétisation du

plan ¢,Re. On en déduit donc que le Re limite est nul.
Weg

En revanche, il plus intéressant de voir sur 4.13 dans le cas We, — 0,1<1me=3>1

que dans cette configuration, le Re critique ne tend plus vers 0 quand ¢ tend vers l'infini.
En fait, cette fois, c’est I'étude asymptotique qui donnera les conditions limites alors
qu’elle était loin d’étre, jusqu’a présent,le facteur limitant.
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Figure 4.12: Dépendance en la longueur d’onde

Enfin, puisque la stabilité est définie par ’absence de toute instabilité, nous avons voulu
trouver la valeur la plus grande du Re, pour laquelle, quel que soit ¢, on a stabilité. Nous
donnons en Figure 4.14 le graphe de cette fonction de Wey, a We; donné. Nous avons
pris une gamme de ¢ € [0,01;5] et un incrément d’environ 0,15 sur ¢. On constate
que I'augmentation de ’élasticité destabilise I’écoulement. Ce résultat avait déja été
constaté pour des écoulements de Poiseuille plan. Nous espérons qu’il ne reste pas opur
des écoulements axisymétriques dont on a dit en introduction qu’ils étaient beaucoup
stabilisés par un tout petit peu d’élasticité.

Finalement, on retiendra qu’un écoulement pour lequel le fluide dans la couche la plus
fine est plus visqueux et moins élastique, est plus stable aux ondes courtes qu’aux ondes
longues. Le phénomene s’inverse pour toutes les autres combinaisons dans lesquelles les
ondes longues sont assez stables et les ondes courtes instables, a Re donné. Donc, avec
I'influence fortement stabilisatrice, aux ondes courtes, de la tension superficielle S, ce
dernier type d’écoulement, de Poiseuille plan, sera stable pour une valeur non nulle de
Re. Dongc, en fonction du type d’instabilité, du rapport de viscosité, et de ’épaisseur
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de la couche du bas, nous proposons soit d’augmenter 1’élasticité de cette derniere pour
revenir a un écoulement du type de la Figure 4.12, soit de se ramener a un écoulement
du type de la deuxieme courbe de la Figure 4.13.

En conclusion a cette étude non asymptotique, nous souhaiterions reconnaitre la diffi-
culté de tirer un enseignement clair de nos calculs. Méme si nous proposons une solution
qui dépend du type d’instabilité (longue ou courte), nous n’avons pas étudié toute la
gamme des parametres et nous ne pouvons pas garantir que cette solution convienne pour
tout type d’écoulement. En fait, n’étant méme pas surs de I'adéquation des équations
avec la réalité, nous nous garderons bien d’étre trop péremptoire.

Cependant, nous pensons pouvoir inscrire cette étude dans le cadre de I’écriture d’un
programme, a vocation de recherche dans un premier temps et éventuellement industriel,
permettant, pour des écoulements simples, de prédire la stabilité. C’est ici qu'une forte
interaction avce les expérimentateurs sera nécessaire, pour déterminer les valeurs des
parametre de fluides viscoélastiques et tester si les modeles choisis sont les bons. Nous
avons déja pu voir, lors de plusieurs réunions du GdR 901 “Rhéologie et transformation
des polymeres fondus” que la demande existait, en informations sur la stabilité. C’est
donc maintenant a nous de répondre a cette demande.
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Chapter 5

Conclusions

Dans le cadre de cette these, nous nous sommes intéressés a différents aspects des
écoulements de fluides viscoélastiques avec interface ou frontiere libre. Nous avons
commencé par étudier les écoulements simples, monodimensionnels, de plusieurs fluides
obéissant aux lois de Johnson-Segalman, PTT et MPTT dont nous avons montré qu’ils
ont toujours au moins une solution. Nous avons donné des criteres simples d’unicité. En
plus de résultats sur la non-explosion de I’écoulement de Poiseuille/Couette, nous avons
étudié la stabilité de I’écoulement de Couette d'un fluide de type PTT ou MPTT. Ces
résultats sur PTT et MPTT nous ont amenés a proposer une modification de ces lois
constitutives tenant compte des avantages et des inconvénients de ces deux modeles.
Nous avons également démontré ’existence en temps petit, pour toute donnée initiale
de I’écoulement d’un fluide viscoélastique avec une frontiere libre et un domaine non
borné.

Enfin, nous nous sommes intéressé a la stabilité de ’écoulement de Poiseuille de plusieurs
fluides sous perturbations bidimensionnelles. Grace a un formalisme propre, nous avons
mis en évidence une hypothese de la littérature, dont nous avons donné un critere
mathématique équivalent, que nous tenterons de démontrer. Puis, nous avons fait
I’analyse asymptotique complete de cet écoulement, complétée par une étude numérique
de tout le spectre dans le cas d’une géometrie plane.

147



148 chap. 4 Stabilité linéaire



Chapter A

Formules asymptotiques

Nous avons utilisé le programme MAPLE suivant pour résoudre le probleme (4.43) :
annexes/pgmMAPLE

Nous donnons ci-apres la formule de ¢'. Comme les résultats que I'on trouve si Juy] # 0
sont numériquement les mémes que ceux de P. Laure, nous donnons les siens, qui tiennent
compte de la pesanteur, avec la convention :

T (1+e)2d

iRe Re(r—1)

n4(m2, g, T‘) + ioleVeltg(mg, 5) + iQ2W€2t4(m2, 5) +1 F2 tl (mg, 5).

Ny

my —126m5e® —32mier —224mSe®r +672 ¢'%m3 — 944 ¥ m3 + 16 * m)

—32m§e? +512mie® —88mie +224mie” +6 mye + 1486 £ m;

—10 2mb +2 m;g—8m§e—122 e3m$ + 42 52m5+108858r mi 4 51207 m3
— 1267 my — 3926 er 107 my — 224°r mj — 885127“m2+25157“m2

+224&%r m3 + 60 r mi — 8P r mo +6¥r — e'Crmy —mi +r

+672e%r m + 1306 £'° mg’ + 376 £°rm}

+ 1486 €% rmd — 651 e* rm$ — 1638 £° rmj — 406 £” rm$ + 288 %7 mj — 858 8 m)

+ 16 2 rm2+5648 'r’m2—11565 rmy — 1431 €° rm2+2248 rmy + 1306 ° rm2

— 1221 rm2—624z-: rm2+1975 rms + 664 ¢ rmj — 880 & rm2+1287€ rm2

41043 e rmd — 944 8 rm§ — 125 £'2 m27’—4065 mi 42180 e mir — 258 " myr

— 1120 e%m3r + 248 3 ml 4+ 42 e m2r + 248 ¥ mZr + 356 'Om3 r + 1287 ¥ m)

— 125 e*mJ + 356 £° mg — 858 e'%mj + 2180 e" m§ — 224 ''mj — 1120 £ mg

+ 60 & m2+10888 m2 258 Y mj + 1043 2 m3 + 376 ' mi + 224 £ m2

—392 e?mjy — 224 ¥ m3 — 1524 £" mj + 564 £° m2+2885 m2+1975 m$

— 880 &” m2—16385 m2—11565 mj + 664 ¢” my — 1524 rm3 — 651 2 m3

— 624 e®m$ — 1431 ¥ mj
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dy = 420m3(12m5e + 18mie? +48m3 '’ + 144 m3e” + 12mye't + 48 m5 e® + 48 m3 £°
+64m3 e +64mie® +207mae +48mie? + 12mye” + 828 m3 8 + 207 m2 % + m$
+ 144m2e” + 12me + 144mi ® 4 ' + 144 mi ® + 288 m3 e + 648 m3 £° + 288 m3 <8
+ 18 my e + 648 m3 &)

1
ty = —3 (mg —e2)(60£%my — 16m3e® + 123 my e + 8mge! —32m3e® — 216 m3 ™ + 11 m3 &

—26m3e% —16m3e” —8mie* + 176 mye® + T9m3e? +2mbe — 32m3e'® 4 242my &°
— 188 m3e® + 184" my — 66 mie* + 16> m3 + 12emy — 4&* mi — 12 mj — 142m3 &8
+287%my — 94m3e” + 99my e’ —88mie® +10m5e — 96mie” — 16mye’ — 40m3 &3

—254m3e® +3m) + 3 + 16" — 1284 11" — 1269+28m§e5)/((8+1)2

(4m253+64+6m262—|—m§+4em2)3)

1
ty = —g(mg —e?)(=242m5 e + 142m3e* — 10mge™ + 12m3 ' + 26 m5e® + 188 mj e’

—99m5e® —184m5e® +32m3 % +40mi e — 287Tm5 et + 94m5e® +32mye® — 16mS e
—79m2e® +16mye” — 3mye® + 12 mS + 216 m3 5 — 11mSe? — 608 m3 + 88 m3 &
+16e°m; — 123m3e® + 8% my — 176 m3e” — 11mye' + 66 mie® — 8mje — 28 m3e’
—16mye’ —12m3e™ + 16 m3 e + 254m3e® — 3m + 4mye® — 2" +12°m§ + 96 mye°) /

(m2(5+1)2(4m253+54+6m252+m§+4gm2)3)

, 1 (e+my) &3
173 (4moed + et +6moe?2+mi+4emy)



Chapter B

Ordres de grandeurs

Nous donnons ci-apres un tableau des valeurs des parametres de différents fluides. Ce
tableau permet de voir dans quelle mesure un fluide est visqueux, élastique ou habituel.

Nature du fluide Température (K) temps de viscosité sans densité
relaxation A (s) | cisaillement (Pas)
eall 293 ~ 10712 0,001 1
poly-methylsiloxane 303 10-¢ 0,3 1,1
poly-methylsiloxane 398 1,710°% 100 1,1
polyéthylene BD 388 10 210° ~0,9
polyéthylene BD 513 0,1 3000 ~0,9
polyéthylene HD 453 0,07 2000 ~0,9
polyéthylene HD 493 0,05 1000 ~0,9
2% Hydroxyéthylene
en solution d’huile
Primol 300 100 1000 ~1,2
verre 300 > 10° > 10!8
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