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Feuille 2 — Fonctions-test, distributions, dérivées et ordre

Définition (Convergence dans C§(9)). Soit 2 C R et k € N1 {00}, on note C5(Q2) l'espace des
fonctions de classe C* a support compact dans Q. On rappelle que la topologie sur C(])" (Q) est définie
par le fait qu’une suite (@), oy converge vers ¢ dans Cj(£2) si et seulement si :

e il existe K C Q compact tel que pour tout n € N, supp(yy) C K ;

e pour tout [ € {0,...,k} on a ||<,0£Ll) — 0 l0o . 0, ot ||-||ec est la norme sup sur .
n oo

On utilisera cette définition dans les cas de D(2) = C5°(Q2) et Co(Q2) = CI(Q).

Exercice 1 (Convergence dans D(R)). 1. Soient ¢ € C*°(R) et (¢n),,cy une suite de D(R) qui
converge vers ¢ dans D(R). Montrer que ¥y, ﬁ Y.
Soit K C R un compact contenant les supports des (¢y,),,cy- Pour tout n € N, on a I'inclusion
supp(v,) C supp(p,) C K. Donc la condition de support est vérifiée. Par ailleurs, comme

D
pn——rpona len — ¢l R 0 et donc ¢ est nulle hors de K.

Notons f = v et f,, = o, pour n > 0. Soit k € N, par la régle de Leibniz on a :

k
veeR  fO@) =Y (’?)w ()t (@)

- 1
=0

et une formule similaire pour chaque f,,. Donc
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Siz ¢ K, chaque terme de la somme est nul. Sinon ’w(k_i) (z)] < Hw(k_i)Hoo - Donc
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60— 00 <32 (%) ot
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Et donc f, L, f.
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2. Soit ¢ € D(R), pour tout ¢ # 0 on pose ¢; : = — w. Montrer que ¢; converge dans
D(R) lorsque t — 0, vers une certaine fonction a déterminer.
Si ¢ converge dans D(R) lorsque ¢ — 0 vers une fonction v, alors elle converge uniformément
et donc simplement vers . On doit donc avoir 1) = ¢'.
Soit M > 0 tel que supp(y) C [—M, M]. Comme on s’intéresse au cas ¢ — 0, on peut se
restreindre & considérer ¢ € [—1,1]. Pour tout ¢t € [-1,1] on a supp(yp) C [-M — 1, M + 1],
donc la condition de support est vérifiée.



Soit k € N, pour tout x € R et tout t € [—1,1],

o0

o >—<w’><’f><w>]=‘1}¢<k><x+t>—w“f)(:c)—wk“)(x)(<WH 2

oil on a appliqué I'inégalité de Taylor-Lagrange entre z et z + ¢ a la fonction ) € D(R).
Donc

k
o =] <42 oo

Finalement, on a bien ¢ py ¢' dans D(R).
%

. (facultatif) Soient ¢ € D(R) et ¢ : z — x¢'(x). Pour tout ¢ # 1 on définit ¢, : © — @(at) et

Yy = £, Montrer que 1; € D(R) pour tout ¢ ¢ {0,1} et que v t_%> 1.

Soit t € R\ {1}, la fonction ¢; est C* comme composée de fonction C*°, donc 9, € C*(R).
Soit M > 0 tel que supp(y) C [—M, M], alors supp(¢:) C [—% %} si t # 0. Dans ce cas, on
a supp(1;) C supp(¢¢) Usupp(p) = [~ Ky, K], ot Ky = max(M, |t|) Ainsisit ¢ {0,1}, on a
bien 1y € D(R). Notons que 1y = ¢ — ¢(0) n’est a support compact que si (0) = 0.

Pour montrer la convergence, on peut se restreindre a considérer ¢t > 5. Pour tout ¢ > 2 on a

K; < 2M et donc supp(¢¢) C [-2M,2M]. Calculons les dérivées de w et ;. Par la régle de
Leibniz, pour tout k € N et x € R,

k
OEDY ( ) 109 (@) (@) = 2™ (@) + kp® (2),
et par ailleurs

W) = 2 (6P @) — oW(@)) = 2= (i) — oW ().

t—1 t—1
On a donc
i k) (¢ o) (z
v (w) — 00 ()| = LD e ) )

ko (k) N VR (k+1)

_ tt_11¢<k>(tx)+9” )= ¢ (It)_ 1@ DeeT ) o a)

<o) = o0 @) — (k- )t @)
B o90) - @)+ | =L k]9 o1

t—1 t—1

Pour contréler le premier terme, on applique Taylor-Lagrange pour (p(k) entre = et tz. On
obtient :

il ) - e W) - - o)t @) < 2= 1l

De méme, pour le second terme,

th —1
t—1

o) - SO @] < it = 1l
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Enfin, pour le troisiéme terme :

tk—l k—1 ' k—1 ‘
o~ Hle @ < [ bl e < el S - 1
1=0 1=0

Si |z| = 2M, alors ’1/1,516) (z) —p®) (:1:)‘ = 0. Sinon, les inégalités précédentes montrent que :

k—1
k i
[49(2) = 6O (@)] < 221t = U™+ loo + 18 = Ulalle® D oo + 6P oo 31 =1,
=0
Donc
N k—1 4
o 6| < ana?le = 1+ oo + 20125 = 165V g + W oo S I8 — 1] —> 0.
=0

Exercice 2 (Premiers exemples de distributions). Montrer que les applications suivantes de D(R)
dans C définissent des distributions sur R.

1. p— / exzap(m) dx.
R
Un argument rapide est de remarquer qu’il s’agit de la distribution T associée a la fonction
froxw— e’ qui est C° donc L ..
A la main, soit K un compact, pour tout ¢ € D(R) supportée dans K on a :

/R F(2)(w) d

- \ | f@ote)as

<l [ I7(@)]da.
K
Comme de plus 'application considérée est linéaire, c’est une distribution.

+oo
2. go»—>/ o(x?) dz.
0

Il s’agit bien d’une application linéaire de D(R) dans C. Soit K un compact et soit ¢ € D(R)
supportée dans K. Il existe M > 0 tel que K C [-M, M] et alors :

[ etatyad <[ ™ o) do

Donc on a bien défini une distribution.

3. o Z o™ (n).
neN
Encore une fois, 'application considérée est bien linéaire. Soit K un compact de R, il existe

N € N* tel que K C [-N, N]. Soit ¢ € D(R) a support dans K, on a :

N N
YW= > e m)] <10 loo-

neN

S VM|[#]loo-

Exercice 3 (La valeur principale). On rappelle la définition de la valeur principale de % :

vp 1 t+—> lim de.
x e—0 R\[-e,e] &



1. Rappeler 'argument montrant que Vp(%) définit bien un élément de D' (R).
Soit ¢ € D(R), pour tout € > 0 on a :

[ A [ gy [T, e e,
|z|>e —o0 ¥ e r e

T o x

Soit ¢ : x> M définie sur )0, 4+o00[. Il existe M > 0 tel que supp(p) C [-M, M]. Pour
tout x > M, ¢(x) = 0, donc 9 est bien intégrable sur [, 400][. Par ailleurs,

(x) = —(p(x) — p(—x)) = %(@(0) +2¢(0) — (0) + 2¢(0) + o(2)) = 2¢'(0) + o(1).

Donc v se prolonge continuement par 2¢'(0) en 0, et ¢ est intégrable sur [0, +o00[. Donc

/I:r>€ e() 4 /:OO p(2) —p(=2) - /O+°° px) — (=) |

T T x

Cela prouve que <Vp(%) ,<p> est bien défini. De plus cette expression est linéaire en .
Soit M > 0, pour tout ¢ € D(R) tel que supp(y) C [-M, M] on a :

(2) ) | 2270 [

x T
Par le théoréme des accroissements finis, pour tout x € [0, M], |p(x) — o(—2)| < 2z||¢||o et

donc .
(w(3) 0)| < 201,

ce qui prouve que Vp(%) € D'(R).

2. Soit ip € D), montrer que (vp(2) ) = [ # ar
R

x
Soit ¢ € D(R*), son support est un compact disjoint de {0}, donc il existe n > 0 tel que
supp(¢) C R\] — n,n[. Pour tout e €]0,7n[, on a :

[ e[ ey [,
z|>e zlzn L T

On obtient la formule voulu en passant & la limite ¢ — 0 dans le terme de gauche.
3. La fonction [ : x — % définit une distribution 77 € D'(R*). Expliquer en quoi vp(%) peut étre
vu comme un prolongement de 77 en un élément de D'(R). Un tel prolongement est-il unique ?
sur R* et donc T7 € D'(R*).
On a une inclusion D(R*) C D(R), obtenue en prolongeant les fonctions de D(R*) par 0 en 0.
Cette inclusion est continue, au sens ou : si ¢, m ¢ dans D(R*) alors cette convergence

La fonction I est continue donc LllOC

est aussi vraie dans D(R).

Une distribution 7' € D'(R) est une forme linéaire continue sur D(R), et elle se restreint donc
en une forme linéaire continue Tjg+ sur D(R*), c’est-a-dire un élément de D'(R*).

La question 2 montre que pour tout ¢ € D(R*), <Vp(%) ,g0> = (T7,¥). Donc vp(%)‘R* =1T7.
En ce sens vp(%) prolonge 717 en une distribution sur R.

Un tel prolongement n’est pas unique : pour tout ¢ € D(R*),

((3) + 00y = (w0(3 ) ) + 00,00 = (T1.0) 4 60) = (71

Donc Vp( ) + Jp est un autre prolongement de 77 a R.

1
T
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4. Existe-t-il un prolongement de 77 en une distribution sur R de la forme T’ avec f € Llloc(R) ?
On raisonne par l'absurde. Supposons qu’il existe f € L%OC(R) telle que (Tf)g- = Tr. Pour
tout ¢ € D(R*), on a :

(Ty, ) / f(@)p(z)dz = f x)dr = / f‘R* x)dr = <Tf|R* ,0).

Donc Ty = (Ty) = = T fe)- Or flre € Ll (R*), donc fig= = I dans Ll (R*), par injectivité

de g — Tj. Finalement fr. = I presque partout sur R*, donc f(z) = E presque partout sur R.
Cela Contredlt feLi.(R).

Exercice 4 (Parties finies). Notons H la fonction de Heaviside, qui est la fonction indicatrice de R..
On considére les applications linéaires suivantes de D(R) dans C, o pf se lit partie finie.

pf(%) : o — lim = @ dz + ¢(0) In(e),

e—=0 /.
pf(%) p — lim igj)d‘fc—Q@.
X e—0 R\[—¢,e] X €

1. Montrer que pf(%) et pf( ) définissent des distributions sur R.
Ces deux applications sont bien hnealres en @. Soit M > 0 et soit ¢ € D(R) supportée dans

[—M, M]. Pour tout £ € |0, M|, on a f = In(M) — In(g), donc
/+OO('Oix)dx+<p(0)ln(z—:) = /M(pgf)dm— /MSOEUO)dx—Hp(O)ln(M)

- /M ple) = #(0) - 2O 4z 4 (0) In(01).

Comme ¢ est continue et M —0> ¢'(0), la fonction x M est intégrable sur
z—
[0, M]. Donc

e—0 0 T

/ o *Oif") dr + o(0)In(e) — [ 2@ =2O) 4t o0y m(an).

Cela montre que (pf(%) ©) est bien défini. Par I'inégalité des accroissements finis, pour tout
z € [0, M], [p(z) — ¢(0)] < #[|¢/[|so- Donc,

(ot(2) 0)] < [ [E220 e+ oo man) < @l + M1

ce qui montre que pf(ﬁ) € D'(R).

Remarque. On peut traiter le cas de pf( ) de méme, en remplacant I'inégalité des accroisse-
ments finis par I'inégalité de Taylor—Lagrange a 'ordre 2. On présente ci-dessous une méthode
alternative utilisant le lemme de Hadamard (voir 'exercice 1 de la feuille 1) On aurait pu uti-
liser cette méthode alternative pour traiter le cas de pf (g ) ou celui de Vp( ) dans l’exercice 3.

Soit M > 0 et soit ¢ € D(R) supportée dans [—M, M]. Par le lemme de Hadamard, il existe
P € C®(R) tel que
Vo eR,  ¢(z) = @(0) +2¢'(0) + 2*(x). (i)



Rappelons qu’en général 1 ¢ D(R) et que
[¥lloo,[—a2,0) = Ni-aran0(¥) < Ni-aran2(9) < ll@lloo + 119 lloo + (16" [l (i)

Pour tout ¢ € |0, M|, on a alors

/K'm wiz) dz = /s<|m|<M @;S) + w’iO) + p(z) dz = 2(0) <i - AZ) + /s<|a:|<M W(x) dz.

Comme 1 est continue donc intégrable sur [—M, M], on a donc

p(z) (0) — _¢(0) . »(0)
/<|x de —2 =-2 +/<|x<M¢( )dx — _9? +/ U(x

$2 e M e—0

Cela montre que (pf(x%) ,©) est bien défini. De plus,

(2 -

2
< (2 +28) (el + 9o+ 1lc)

2
< MH@HOO + 2M |9l 0o

et donc pf() € D'(R).

. Conjecturer puis démontrer des expressions plus simples des produits suivants dans D'(R) :
(a) zvp(3), (b) zpf(53), (c) 2?pf(52), (d) zpf(Z).

Comme vu dans l'exercice 3, on veut penser a Vp(%) comme une extension de la fonction
z — 1 en une distribution sur R. N’étant pas L] , elle ne définit pas un élément de D'(R) et
on doit ruser pour définir Vp(%). Néanmoins il est naturel de conjecturer que va(%) =1.

Les distributions parties finies sont construites sur le méme principe, en utilisant un procédé de

renormalisation pour étendre des fonctions non localement L' en des distributions. On s’attend
N : 2 1) HY _

donc a avoir x pf(m—g) =1et xpf(?) =H.

Le cas 2b est un peu plus subtil. On voudrait penser a :cpf(x%) comme & la fonction x — %,

mais malheureusement celle-ci ne définit pas une distribution. Néanmoins on peut espérer que

zpf(5z) = vp(3)-
(a) Pour tout ¢ € D(R),

(on(2)4) () ) mrm 50 [t

Donc mvp(%) =1 dans D'(R), comme conjecturé.
(b) Pour tout ¢ € D(R),

(o) o) = (@) o) = e = (0 (0) )

Donc xpf(x%) = Vp(%).
(c) D’aprés les deux cas précédents, o2 pf(#) = :cvp(%) =1.




(d) Pour tout ¢ € D(R),

(oot(2) o) = (ot(2) coe) =ty [ ptorae = [ etwras = 1.

3. (facultatif ) Montrer que 'application linéaire suivante définit bien une distribution sur R :

pf(H) @ — lim +w@dx—@+w’(0)ln(a).

e—0 562

Déterminer des expressions plus simples des produits azpf(x—%) et x? pf(m%) dans D'(R).

De nouveau, l'expression est bien linéaire est ¢. Soit M > 0 et soit ¢ € D(R) a support

dans [—M, M], on repart de I'expression (i) donnée par le lemme de Hadamard. Pour tout
€ 10, M|,

[T O o) = [T ED POy PO o)

22 22 x

= /M (z)de — @ +¢'(0)In(M)
— [ w2 goman,

Donc <pf(%) ,<p> est bien défini et

€T

(i) #)] -

En utilisant la majoration (ii), on obtient }<pf( L), e)] < (3 + |In(M)| + M) Z?:0||g0(i)||oo.
Donc pf( ) définit bien une distribution.
Pour tout ¢ € D(R) on a :

(o (5)-5) () ) -2 = () 5)

Donc xpf(%) = pf(%) dans D'(R) et, par le cas 2d, 22 pf(x%) = xpf(%) =H.

M
[ @ o= P+ g mon| < = 0l + M

Exercice 5 (Calculs de dérivées). 1. Soit f: z + In(|z|), calculer la dérivée de Ty dans D'(R).
On a bien f € L (R) C D'(R). Sur R*, la fonction f est C! et sa dérivée est z — 2. On
s’attend donc a ce que T = vp(%). De fait, pour tout ¢ € D(R),

T ) =Ty f) = = [ a0 do = ~tim [ n(lel)¢/ (o) o

Soient £ et M tels que 0 < & < M et supp(p) C [—M, M], alors

. Y
/  lnlla! () do = /K.KMID('”C')“O @dr= [ n(-a)d@) e+ [ Ine) (o) da

Comme In et ¢ sont de classe C! sur [, M] on peut intégrer par parties.

M M €T +oo T

X



T

= (w(3)#)

Donc T' = Vp(l) comme annonce.

. Calculer la dérivée de vp(L) dans D'(R).

En se basant sur ce qu’il se passe pour les fonctions, on peut espérer que Vp(%)/ = — pf(%).
Veérifions que c’est le cas. Soit ¢ € D(R), on a

((2) )=~ (olE) ) - 0

On intégre par parties sur | — 0o, —¢] et [g,+o0[. C’est possible car ¢ et xz — % y sont C! et
car ¢ est & support compact. Pour tout € > 0,

/<:v| £ [SO(ZE)} L [cp(x)r“ " /<a:| o an= /<|x P(@2) 4, _ 2le) +o(=e)

2 2
T r |_o LT ], T T €

[ ()

Finalement Vp(%)/ = - pf(m%).

—/ ln(|x|)g0’(x)dx:/ Mdﬂm(a)(@(a)—@(—a)):/ ) 4y + 0(en(e))
e<|z| e<|z| e<|z|

. Calculer la dérivée dans D'(R) de la fonction 2 — H (z) In(z), on H est la fonction de Heaviside.
Soit ¢ € D(R),

+00 +oo
(Hn) , ) = —(HIn,¢') = —/ In(z)¢'(x) dz = — lim In(z)¢'(x) da.
0

e—=0 /.

Par intégration par parties :

_ /;OO In(z)¢'(z) dz = —[In(z)e(z)] 7> + /:OO 20 )+ /:OO

T

_ln(s)cp(o)—i-o(@ln(g))‘i‘/a <pf<Z> >

Donc (H In)’ = pf(£) dans D'(R).
. Soit n € N, calculer les dérivées successives dans D'(R) de z — £ H ().
définie par x — L1 H ().

Pour tout n € N, on note 7T, la distribution associée a la fonction L
Pour n =0, on a Ty = H. Pour tout ¢ € D(R),

loc

+o0
(H' ) = —(H ) = —/0 o () dz = (0) = (6o ).



Donc T} = H' = 4y, et donc pour tout k € N*, To(k) = 5(()k_1) cp e (—1)F k=1 ().
Soit n € N*, pour tout ¢ € D(R),

Tt =Ty == [ T@ar=-[Tow] o+ [ e

0 n—1
= <TTL—1 7@)

Donc T, = T,,—1. Par récurrence, on en déduit que 7 = T, —k pour tout k € {0,...,n}. En
recollant ceci avec la formule obtenue pour les dérivées de T, on a pour tout n et k € N :

Th_r sik
Tk) _ J-n
n {To(k—n) _ 5(()k—n—1) si k

)

n
n—+ 1.

A\ARV/AN

Exercice 6 (Une forme linéaire sur D(R) qui n’est pas une distribution). Soit f € C*°(R) la fonction

définie par
1
ez siz>0
frx— ]
0 six <0.

Soit ¢ € D(R) une fonction plateau valant 1 sur [—1, 1], supportée dans [—2,2] et positive, on note
¢ = ¥ f. Soit x € C>°(R) une fonction croissante, nulle sur ] — 0o, 2] et constante & 1 sur [1, +ool.
Pour tout n € N*, on note ¢, : © — x(nz)p(z).

1. Comprendre ces fonctions sur un dessin, puis montrer que @, T) ¢ dans D(R).
n—-+0oo

Indication. On pourra utiliser sans démonstration que : pour tout k € N, il existe un polynoéme
Py, de degré 2k tel que ) : t — t=25P(t) f(t). Cest une reformulation dun fait établi dans
les notes de cours lors de la preuve de 1.2.3.

Par construction, supp(y) C supp(¢)) N supp(f) C [0,2]. Donc supp(¢,) C supp(y) C [0, 2]
pour tout n € N*. Cela régle la question de 'uniformité du support.

Soit k € N, pour tout z € R,

k k
k k—i i k —i (k—i i
A0 = 3 (1) () * 00 = 3 (3t )
i=0 i=0
et donc
k=l . . .
@) = ¢ (a) = (xtne) = e + 3 ()t D). G
i=0
Comme ¢ et x sont nulles sur | — oo, 0], cette expression s’annule pour x < 0. Par ailleurs

X est constante a 1 sur [1,+oof, donc si z > L, x(nz) = 1 et les =9 (nz) s’annulent pour
0 <i<k— 1. Donc (iii) est nulle si z € R\]0, 2.
Siz € [0,1] alors

k—1
@) = ¢0)| < Ixtna) = e + X ()t D)l o)



donc

k
e T NIED ] () F N O N

1=0

Sur [0,2] € [0,1], on a ¢ = f. Soit i € {0,...,k}, suivant D'indication, pour tout z €]0, ] on

—i (i - il P 1Bl 00, 0,1 g 1
nF =@ (2)] = 0k FO ()] = k™ |P (@ )’f(x)géf(x): 1P lloo fo.1) ki1

20 hti
. 1 . 1
Comme z %t~ —> 0, on a également SUPp <1 @ ~k=ig=a ——— 0. Donc
z—0 n——+00
k—iy (i —k—i -1
2D 0.1 < 1Pillscyo) sup 7 e™s —— 0.
0<:1:<7 n—-+0o

En réinjectant ces relations dans I'inégalité (iv), on obtient bien que H(pgﬂ) — M) — 0.
n—

2. Le sous-espace D(R*) est-il fermé dans D(R) ?

La fonction x est nulle sur | — oo, 3]. Soit n € N*, pour tout z < 5~ on a donc X(nm) =0et
on(z) = 0. Comme par ailleurs, supp(g,) C supp(¢) C [0,2], on a supp(p,) C [2n7 2] C R*.
Done (¢n),», est une suite de fonctions de D(R*), qui converge vers ¢ dans D(R).

Remarque. Cette convergence n’a pas lieu dans D(R*) car la condition d’uniformité du support
n’est pas satisfaite par la suite (¢n),,;-

On raisonne par 'absurde. Si D(R*) était un sous-espace fermé de D(R) on aurait ¢ € D(R*)
et donc supp(y) C R*. Or, pour tout x €]0, 1], p(z) = f(z) > 0, donc |0, 1] C supp(¢). Comme
le support est fermé 0 € supp(y), ce qui est la contradiction recherchée. Donc D(R*) n’est pas
fermé dans D(R).

Soit E un supplémentaire de D(R*) dans D(R) et soit 1" la forme linéaire sur D(R) = D(R*) & £
définie par :

T:9g—

Yie1€9(3) sig e DRY)
0 sige k.

3. Montrer que (T, ¢,) — +00.
n——+o0o

Soit n € N*, pour tout z € [1,1], on a y(nz) =1 et ¢(z) = 1, donc ¢, (z) = e~ =. Comme ©n,
est a valeurs positives, on a :

T, o) Ze%“ Ze¢n<> Zee —n—— +c0.

k>1

4. En déduire que T ne définit pas une distribution sur R.
Par 'absurde, si T' définissait une distribution on aurait :

par continuité et la question 1. En particulier, ((1', ¢)n),,»; serait bornée, ce qui contredit le
résultat de la question 3.
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Définition (Ordre d’une distribution). Soit T" € D(R), on dit que T est d’ordre fini s’il existe n € N
tel que : pour tout K C R compact il existe Cx > 0 telle que, pour tout ¢ € D(R) a support dans K,

ol < xS
k=0

Si T est d’ordre fini, on appelle ordre de T le plus petit n € N vérifiant la condition précédente.
Sinon on dit que T est d’ordre infini.

Exercice 7 (Ordre d’une distribution). 1. Soﬂ: f € Ll (R), montrer que Ty est d’ordre 0.
Soit K C R un compact, pour tout ¢ € D(R) a support dans K on a :

|<Tf=@>|:’/Rf($)80 < [1I@le@dz < el [ 1@z
(n)

Donc Ty est d’ordre 0.
2. Pour tout n € N, montrer que J; ~ est une distribution d’ordre exactement n. En déduire
lordre de la distribution définie a la question 3 de I'exercice 2.
Soit n € N. Pour tout ¢ € D(R) on a |(65",0)| = [(d0,9™) = |o™(0)] < [l¢™]|oo,
indépendamment d’un compact contenant le support de ¢. Donc 5[()71)
Pour montrer que 5(()71) est d’ordre exactement n, il faut maintenant montrer qu’on ne peut en
général pas controler |(dy, o™)| = |p(™(0)] par EZ;(l)H‘P(k)Hoo-
Pour n = 0 il n’y a rien & faire, et dg est bien d’ordre 0. Soit n > 1, supposons par I’absurde
que §p est d’ordre inférieur ou égal & n — 1. Alors il existe C' tel que

n—1
1™ (0)] < C D lle™ oo,
k=0

est d’ordre au plus n.

pour tout ¢ € D(R) supporté dans [—1, 1].

Soit ¢ € D(R) a support dans [—1,1]. Pour tout j € N*, on définit v; : = — (jz). Alors
1; € D(R) et supp(v)j) C [—1,1]. De plus, pour tout k € N, on a ¢](k) sz jFp® (). On
obtient donc

F" (0] = [ (0 cZHw““)Hm czy %™ oo,

pour tout j € N*. En divisant de part et d’autre par j™, on obtient |¢(”)(0)] = O(%) lorsque
§ — 400 et donc 1™ (0) = 0. I reste a vérifier qu’il existe ¢ € D(R) supporté dans [—1,1]
et telle que ¢(”)(0) =% 0, ce qui donnera la contradiction recherchée et montrera que 50n) est
d’ordre exactement n.

I1 suffit de prendre ¢ x — z"x(x ), o x est une fonction plateau a support dans [—1,1] et
constante a 1 sur [—3, 3]. Alors 9™ : 2 — 37 (} )(n k),ac" Fx =k (z) et (™M (0) = nl.
Dans la preuve précédente, 0 ne joue aucun role particulier, et on montre de méme que pour
tout a € R et tout n € N 5(n) est d’ordre exactement n. La distribution 3 de l'exercice 2
est T'= ) ) . Supposons par I'absurde que T soit d’ordre fini N € N. Il existerait alors

nEN
C > 0 tel que pour tout ¢ € D(R) supportée dans [N + 2,N + 2],

(8550 0)] = [o I 4 1] = 7l < € 31

11



Cela implique que 6%\5:1) est d’ordre < IV ce qui est absurde. Donc T est d’ordre infini.

3. Déterminer 'ordre de la distribution Vp(%) étudiée dans ’exercice 3.

Dans la solution de la question 1 de I’exercice 3 on a montré que pour tout ¢ € D(R) supporté

dans [—-M, M] on a :
1
(w0(3) 0)| < 21,

ce qui prouve que Vp(%) est d’ordre < 1. Si Vp(%) était d’ordre 0, il existerait C' > 0 tel que

/0+oo pla) = pl-a) | | _ Kp(l) ¢>‘ < Cligll

x
Soit 1) une fonction C*°, croissante, impaire et constante a 1 sur [1, +oc[. Pour obtenir une telle
fonction, on considére une primitive F' d’une fonction f € D(R) paire, positive et a support

dans [—1, 1] (bref une bosse). Alors ¢ = % convient. Un choix possible d'un tel f est

pour tout ¢ € D(R) supportée dans [—2, 2].

1
fro e =22 &z <1,
0 sinon.

Soit x € D(R) une fonction plateau (en particulier a valeurs dans [0, 1]) paire, & support dans
[—2,2] et constante & 1 sur [—1, 1]. On pose ¢y, : © — ¥ (kx)x(x). Pour tout k € N*, ¢, € D(R)
est impaire, positive sur R, a support dans [—2, 2] et bornée par 1. On a donc :

020‘%”%2’/Om%(l‘)—wk(—x)dx’_2/0+O°1Mﬂf)dx>2/111/’(];33)dx

T T

k k
d
22/ Mdy: —yzln(k‘)—>—|—oo.
1Y 1Y k—+o0

C’est absurde. Donc Vp(%) est d’ordre 1 exactement.

Définition (Mesure de Radon). Une mesure de Radon sur R est une mesure borélienne p qui est
finie sur les compacts.

Une telle mesure i définit une forme linéaire I, : ¢ / @ dp sur Co(R) avec les propriétés suivantes.
R

e Positivité : pour tout ¢ a valeurs positive, on a I,(¢) > 0.

e Continuité : pour tout K C R compact, il existe Cx > 0 tel que pour tout ¢ € Co(R) & support
dans K on ait |1,(¢)| < Ck|l¢] -

On admettra que cette notion de continuité équivaut & demander que I, : Co(R) — C soit continue
pour la topologie définie au début de cette feuille.

Théoréme 1 (Riesz—Markov). Soit ¥ : Co(R) — C une forme linéaire positive, alors il existe une
unique mesure de Radon p sur R telle que ¥ = 1.

Exercice 8 (Mesures de Radon et distributions d’ordre 0). Soit P = {¢ € D(R) | Vz € R, p(x) > 0},
une forme linéaire S : D(R) — C (pas nécessairement continue) est dite positive si Vo € P, S(¢) = 0

12



1. Soit p une mesure de Radon sur R, montrer que p définit une distribution positive d’ordre 0.

L’intégration contre p définit une forme linéaire I, sur Co(R) O D(R). On définit donc une
forme linéaire sur D(R) par restriction :

Vo € D[R),  (u.0) = L(p) = /R o(z) du(z).

On peut déduire sa continuité de la continuité de I, et de celle de I'inclusion D(R) C Co(R).
On peut aussi raisonner directement. Soit K un compact de R, pour tout ¢ € D(R) supporté

dans K :
(u, >|—/ /w ) du(z) < p(F)|elloo-

Ceci montre que u deﬁmt une distribution d’ordre 0.

Sip e P alors (u,p fR wdp = 0. Donc cette distribution est bien positive.

2. Soit S : P — [0, —|—oo[ telle que, Vf,g € P, VA =0, S(f + Ag) = S(f) + A\S(g). Vérifier que S
s’é¢tend de maniére unique en une forme linéaire positive sur D(R), encore notée S.

Indication. On commencera par étendre S aux fonctions-test a valeurs réelles, en écrivant une
telle fonction comme la différence de deux éléments de P.

On raisonne par analyse-synthése. Supposons qu’il existe une extension de S en une forme
linéaire positive sur D(R). Soit f € D(R) une fonction & valeurs complexes, on a :

S(f) = SR(f) +i3(f)) = SR(S)) +15(3(f))-

Donc D'extension est uniquement déterminée par sa valeur sur les fonctions a valeurs réelles.

Soit f € D(R) a valeurs réelles, suivant I'indication on veut écrire f comme différence de deux
fonctions de P, disons f = g — h avec g, h € P. Cela impose g > g —h = f et h =g — f. Soit
donc g € P tel que g > f, alors g — f € D(R) est a valeurs positives donc dans P. On a donc :

S(f)=5(g—(9—f))=5(g) —Sg—f),

ou S est évaluée sur des fonctions de P dans le terme de droite. Cela prouve I'unicité d’une
éventuelle extension de S et donne le seul candidat potentiel pour étre I'extension recherchée.

Passons 4 la synthése. On définit S : D(R) — C de la facon suivante :
e si f € D(R) est a valeurs réelles, §(f) =S5(g) — S(g— f) pour tout g € P tel que g > f;
e si f € D(R) est & valeurs complexes, S(f) = S(R(f)) +iS(S(f)).

Vérifions que S est bien définie. Soit f € D(R) a valeurs réelles, il existe g € P tel que g > f,
par exemple g = || f|loox 0U x € C3°(R,[0,1]) est une fonction-plateau constante a 1 sur le
support de f. Montrons que S (f) ne dépend pas du choix de g. Soient g1,g2 € P tels que
g1 = fetga=f,ona

S(g1) +S(g2— f) =S(g1 + 92— f) = S(g2) + S(g1 — f)

ou on a uniquement utilisé les propriétés de S sur P. Cette égalité se ré-écrit sous la forme
S(g1) — S(g1 — f) = S(g2) — S(g2 — f). Donc S(f) est bien définie, indépendamment du choix
de g. L’extension aux fonctions & valeurs complexes ne posent pas de probléme.

Vérifions que S est une extension de S. Pour tout f € P, on a S(f) = S(f)—S(0) = S(f), on
on a utilisé que S(0) = 05(0) = 0. Donc S prolonge bien S, en particulier S est positive.
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Il reste a vérifier la linéarité, en commengant par le cas réel. Soient fi et fo € D(R) a valeurs

réelles. Soit g1 et go € P tels que g1 > f1 et g2 > fo. On a alors g1 + g2 > f1 + f2 et donc :

S(fi+ f2) = S(g1+ g2) — S(g1 + 92 — f1 — f2) = S(g1) + S(g2) — (S(g1 — f1) + S(g2 — f2))
= S(f1) +5(f2),

ol cette fois encore on utilise uniquement les propriétés de S sur P. En particulier, on aura

g(f);l— S(—f) = 5(0) =0 et donc S(—f) = —S(f) pour tout f a valeurs réelles. Pour conclure
que S est R-linéaire en restriction aux fonctions-test & valeurs réelles, il suffit de vérifier que
S(af) = aS(f) pour tout o = 0 et f & valeurs dans R. C'est bien le cas. En effet, si g € P
domine f alors ag € P domine «af puisque o > 0. Donc

S(af) = S(ag) — S(ag — af) = aS(g) — S(alg — f)) = a(S(g) — S(g — f)) = aS(f).

Soient maintenant f,g € D(R) et A € C, on décompose ces trois termes en parties réelles et
imaginaires : f = f1 +1if2, g = g1 +1igs et A = a4+ if. En utilisant la R-linéarité en restriction
aux fonctions & valeurs réelles, on a alors :

S(f+Xg) = S(fi +agi — Bga +i(fo + Bg1 + age))

S(f1+agr — Bg2) +1iS(f2 + Bg1 + ag2)

S(#1) + aS(g1) — 85(92) +i(S(f2) + 8S(91) + aSgz )
S(f)+AS(9)

Ainsi S est bien une forme C-linéaire positive sur D(R) qui étend S.

. Montrer que cette extension S est une distribution d’ordre 0.

Soit K C R un compact, on note xy € D(R) une fonction plateau sur K (i.e. x est a valeurs
dans [0, 1] et constante & 1 sur K). Soit ¢ € D(R) a support dans K. Pour tout z € R on a
donc [¢p(2)] < [|@lloox(#). Done [[¢]loox — ¢ € P, donc

[elloeS(x) = S() = S(ll¢llocx — #) =0,

et donc S(p) < [|¢llooS(x)- En considérant ¢ + [|¢||leox € P, on obtient S(¢) = —||¢|lecoS(X)
par la méme méthode. Ainsi [S(¢)| < S(x)||¢]|co- La constance S(x) > 0 dépend de K mais
pas de ¢, on a donc bien montré que S est une distribution d’ordre 0.

. En déduire qu’il existe une unique mesure de Radon p telle que S = p dans D' (R).

On sait que S définit une forme linéaire continue sur D(R). La stratégie est d’étendre S en une
forme linéaire positive sur Cyp(R) pour pouvoir appliquer le théoréme représentation de Riesz—
Markov (thm. 1). Pour étendre S & Cy(R), on voudrait utiliser le théoréme de prolongement
des applications linéaires continues a valeurs dans un Banach, rappelé ci-dessous.

Théoréme 2. Soient (E,||-|g) un espace vectoriel normé et (F,||-||r) un espace de Banach.
Soit ¢ : D — F une application linéaire continue d’un sous-espace dense D de E wvers I, ou
la densité de D et la continuité de ¢ sont au sens de la topologie normée de E. Alors il existe
un unique prolongement continu ® : E — F de ¢.

Malheureusement on ne peut pas appliquer le théoréme 2 dans le cas qui nous intéresse, car
Co(R) n’est pas un espace normé. En fait, la topologie sur Cy(R) définie précédemment n’est pas
meétrisable, de méme que la topologie sur D(R). Une subtilité & noter est que ||| définit bien
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une norme sur Co(R), mais que cette norme définit une topologie strictement moins fine que
celle qui nous intéresse. En effet, on ne peut pas traduire la condition d’'uniformité du support
d’une suite convergente en terme de ||-||s. Une derniére remarque est que (Co(R), ||-||oc) n’est
pas complet, ce qui explique pourquoi on considére la topologie définie au début de cette feuille,
qui elle est sympathique.

Revenons au probléme d’étendre S a Cp(R). Soit ¢ € D(R) une fonction-test positive, d’inté-
grale 1, a support dans [—1,1]. On note ¢. : x — énp(f) pour tout € €]0, 1]. Soient M > 0 et
f € Co(R) supportée dans [—M, M]. Pour tout € €]0,1], la fonction ¢, * f est C*° (feuille 1,
exercice 7), & support dans supp(p:) + supp(f) C [-M — 1, M + 1] (feuille 1, exercice 6), et
pex f ::0—> f uniformément sur R (feuille 1, exercice 8, question 4). Si de plus f est a valeurs

positives alors c’est aussi le cas de . * f, car on a choisi un noyau ¢ positif.
On a montré que, pour tout M > 0, pour tout f € Cy(R) supportée dans [—M, M], il existe

une suite (¢, )nen d’éléments de D(R) a supports dans [—M — 1, M + 1] tels que ), LN f

n—-+00

Si de plus f > 0, on peut supposer que ,, € P pour tout n € N.

Soit f € Cp(R) et soit M > 0 tel que supp(f) C [-M, M]. Soit (¢,,) une suite comme ci-dessus.
Comme S est une distribution d’ordre 0, il existe Cpy > 0 telle que [(S, ¢)| < Cur|l¢]|oo pour
tout ¢ € D(R) a support dans [—-M — 1, M + 1]. En particulier, pour tout m,n € N,

(S, ¥n) = (S m)| = (S, ¥hm — ¥n)| < Curlltbm — nlloo-

Comme (1)y,) converge uniformément vers f, elle est de Cauchy uniforme. L’inégalité précédente
montre alors que la suite ((S',%n)),cn est de Cauchy dans Iespace complet (C,|-|). Donc
(S, 1y) converge vers une limite que 'on note (S, f) € C.

Veérifions que (S, f) ne dépend ni de M ni de (¢b,). Soient M > 0 tel que supp(f) C [~M, M]
et (1) est une suite de D(R) & support dans [—]\7 —1,M + 1] qui converge uniformément
vers f. Notons N = max(M +1, M+ 1). En utilisant le fait que S est une distribution d’ordre 0
avec le compact [-N, N], on a :

(S s tn) = (S, )| < Cllten = Dullow < O (I1Yn = Flloo + [P0 = Flloo) == 0.

n——+o00

Donc (S, f) est bien défini, au sens ou ce complexe ne dépend que de f. De plus, si f est
a valeurs positives, on peut choisir (¢,) formée d’éléments de P. Alors, pour tout n € N,
(S,1n) =0, et donc (S, f) > 0 en passant a la limite.

L’extension ainsi définie est bien linéaire. En effet, soient f,g € Co(R) et A € C, il existe M > 0
tel que supp(f) Usupp(g) C [-M, M]. Soient (¢,) et (xn) des suites d’éléments de D(R) a
supports dans [—M — 1, M + 1] qui convergent uniformément vers f et g respectivement. Alors
(¥, + Axn) converge uniformément vers f + A\g et donc

(S, f+Ag) = ngrfoo@,wn + AXn) = HETOO<S7¢7L> +A(S, xn) = (S, f) + XS, 9).

Finalement, I’extension est continue. Soit M > 0, pour tout f € Cy(R) a support dans [—M, M]
il existe (1)) comme précédemment. On utilise le fait que S est une distribution d’ordre 0 avec
le compact [—M — 1, M + 1]. Il existe Cpy > 0 tel que, pour tout n € N,

(S n)| < Cumrllehnco-

En passant a la limite de part et d’autre on obtient (S, f)| < Car|| £/ oo-

Faisons le bilan. On a montré qu’une distribution S d’ordre 0 s’étend en une forme linéaire
continue sur Cp(R). On se convaincra que cette extension est unique. De plus, si la distribution
S est positive, alors son extension I'est aussi.
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Remarque. De la méme maniére, si S € D'(R) est d’ordre au plus k, on peut I'étendre de
maniére unique est une forme linéaire continue sur C5(R).
L’extension de S est une forme linéaire positive sur Co(R). Par le thm. 1, il existe donc une
unique mesure de Radon p sur R telle que S=1 u- En restreignant ces deux applications a
D(R) on obtient S = p comme attendu.
Soit T une distribution d’ordre 0, le but de ’exercice est de prouver qu’il existe un quadruplet
(15)o<j<3 de mesures de Radon telles que T' = Z;’:O i 1.

5. Vérifier que T s’étend uniquement en une forme linéaire continue sur Cyo(R). Pour tout f € P
on définit alors To(f) = sup{R((T",h)) | h € Co(R),0 < h < f}, montrer que Tp(f) € [0, +o0].
Comme T est d’ordre 0, on ’étend uniquement en une forme linéaire continue sur Co(R) comme
a la question 4. Considérant cette extension, la définition de T & bien du sens.

Comme f € P, elle est minorée par la fonction nulle. Donc Ty(f) = R((T",0)) = 0.

Comme f € D(R), elle est supporté dans un compact K. Comme T est d’ordre 0, il existe Cx
telle que [(T", )| < Ck||¢|le pour tout ¢ € D(R) supportée dans K. Pour tout h € Co(R), si
0 < h < f alors supp(h) C supp(f) C K. Donc

RUT 1)) < [RET, W) < (T, h)| < Ckl[hllo < Ckllflloo-

Donc (Ty, f) < Okl flloo < +00.
6. Soient f,g € P et A > 0, montrer que To(f + Ag) = To(f) + ATo(g). En déduire que Tp s’étend
en une distribution représentée par une mesure de Radon pyg.

On remarque que si A = 0 il n’y a rien a faire. Dans la suite on suppose donc que A > 0. Soient
hi,he € Co(R) tels que 0 < hy < fet 0 < hy <g. Alorsh=hy+ X< f+Agetona:

gce(<TJL1>) +AR((T , he)) = R(T, b)) < To(f + Ag)-

En passant au sup sur 0 < hy < f et 0 < hg < g on obtient que To(f) + ANTo(g) < To(f + Ag).
Soit h € Cy(R) tel que 0 < h [+ Ag. On note hy = mln(h f) € Co(R). Soit hy = 5 (h — hy),
de sorte que h = hy + Ahg. Comme h > hy on a hy >
Soit x € R, si h(z) < f(z) alors hyi(z) = h(z) et hg(a:) =0 < g(z). Si h(z) > f(x) alors
hi(z) = f(z) et ha(z) = $(h(z) — f(z)) < g(z). Au final, on a donc hy < g. Donc

)

RUT ) = RAT, ha)) + ARUT , ha)) < To(f) + ATo(g)-

En passant au sup sur 0 < h < f + Ag, on obtient To(f) + A\To(g) = To(f + Ag), et donc
Iégalité.
On a montré que Tp : P — [0, +00[ satisfait les conditions de la question 2. Par les questions 2,
3 et 4, il existe donc une unique mesure de Radon g définissant une distribution qui étend Tj
a D(R) (et en fait a Cp(R)).

7. Pour tout f € P, on définit To(f) = To(f) — R(T, f)). Montrer que T5 s’étend en une
distribution représentée par une mesure de Radon ps.
Soit f € P, comme f < f,onaR{(T, f)) <To(f) et donc To(f) = 0. Donc Ty : P — [0, +o00].
Pour tout f,gePet A >0, 0n a:

To(f +Ag) = To(f + Ag) = R(U(T', f + Ag)) = To(f) + ATo(g) — RUT', ) = AR((T', 9))
= Ta(f) + ATa(g),

ot on a utilisé le résultat de la question 6 et la R-linéarité de R((T",-)). Donc T3 satisfait les
hypothéses de la question 4 et, comme ci-dessus, T5 s’étend en une unique distribution positive,
uniquement représentée par une mesure de Radon ps.
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8.

10.

En raisonnant de méme sur la partie imaginaire de (T', f) pour f € P, montrer qu’il existe
des mesures de Radon (1), <3 telles que T' = Zj’ 01

On définit T (f) = sup{S((T",h)) | h € Co(R),0 < h < f} et T5(f) = T1(f) — ST, f)) pour
tout f € P. En remplacant & par & dans la solution des questions 5, 6 et 7 on obtient que
T (resp. T3) s’étend de maniére unique en une distribution positive, qui est donc uniquement
représentée par une mesure f (resp. 3).

11 s’agit de vérifier que T = Z?:O i ;. Pour tout f € P :
(T, f)=RUT, ) +iSUT, f)) = To(f) = To(f) +i(Ta(f) = T5(f))
3
= (o, ) +ilpr, [) = (p2, f) —ips, f) = <Zijuj,f>,

=0

ou la seconde égalité est obtenue par définition de T et T3. Soit maintenant f € D(R) a valeurs
réelles. Comme vu dans la question 2, il existe g € P tel que g > f, i.e. g — f € P, par le cas
ci-dessus,

3 3 3
<T7f> - <Tvg> _<T7g_f> = <Zij:ujag> - <Zij,uj,g—f> = <Zijuj,f>.

=0 =0 i=0

On passe au cas f € D(R) a valeurs complexes en écrivant :

3 3 3
(T, f) = (T, R(f) +iT,3(f)) = <Zz’juj,%<f>> +z’<2i% ,%<f>> = <Zijuj,f>-
7=0 7=0 7=0

3 4
Donc T = ijo e
Le quadruplet (z;),< <3 construit précédemment est-il unique ?
Non, si on pose v; = uj + g pour tout j € {1,2,3,4} on a aussi T' = Zj‘:o vj.
Remarque. Pour obtenir 'unicité il faut imposer une condition supplémentaire disant que les

supports de g et s sont disjoints, en un sens a préciser, et de méme que les supports de p;
et us sont disjoints.

Soit p € Li (R), identifier des mesures (1), <j<3 telles que T, = Z?:o i .

On peut décomposer p en parties réelle et imaginaire, puis chacune en parties positive et
négative. On écrit de la sorte p = Z;’:O il pj avec p;j € Llloc(]R) a valeurs positives. Alors, pour
tout f € D(R),

3 ‘ 3
= z)f(z)dr = 4 (z T
<Tp,f>—/Rp< W= /Rm V@) de =S i (o da, 1),

j=0
Il suffit donc de définir ;1; comme la mesure admettant la densité p; par rapport a la mesure
de Lebesgue dux.

Remarque. On voit ici, qu'il n’y a pas de différence dans D’(R) entre la distribution 7' associée
a la fonction positive f € L11OC et la distribution associée a la mesure a densité fdx. En
particulier, dz = 1 dans D’'(R).
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11. Calculer la dérivée dans D'(R) de la mesure de Lebesgue dz.
Soit ¢ € D(R), on a :

(e’ ) = —(dz, ') = - /R o/ (2) dz = [p(@)] "X = 0,

car ¢ est a support compact. Donc (dz)" = 0 dans D’(R). C’est rassurant vue la remarque
précédente : on a do = Ty, donc (dz) =T} = Ty = Ty = 0.
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