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1 Introduction

Dans cet article, k est un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W (k)
I'anneau des vecteurs de Witt et Ky = Frac(W). On note K, une cléture
algébrique de Ky, O, 'anneau des entiers, Oc, son complété p-adique, C, =
Frac(Oc,) et G = Gal(Ky/Kyp).

Pour construire des représentations cristallines de G, on connait essentielle-
ment deux moyens: le premier est de prendre la cohomologie étale d'une variété
propre et lisse sur Ky a bonne réduction (conjecture C..;s de [Fod], voir [Fal]),
le deuxieme est d’utiliser la théorie de Fontaine-Laffaille ([FL]), c’est a dire de
construire des représentations cristallines a partir de W-modules fortement divis-
ibles. L’avantage du premier est (entre autre) qu’on obtient des représentations
cristallines sans restriction sur les poids de Hodge-Tate. L’avantage du second est
qu’il permet de définir une théorie entiere, ¢’est a dire une catégorie abélienne de
représentations de longueur finie de GG. Les représentations cristallines sont alors
construites par passage a la limite a partir d’objets de cette catégorie. En outre,
par un résultat de Laffaille ([Lal]), on obtient ainsi toutes les représentations
cristallines a poids de Hodge-Tate compris dans un intervalle de longueur ne
dépassant pas p — 1.

Apres l'introduction par Fontaine des représentations semi-stables de G' (qui
contiennent les représentations cristallines, voir [Fo2]), il était tentant d’essayer
de généraliser les deux résultats précédents. Le premier a été obtenu par Kato
et Tsuji (conjecture Cy; de Fontaine dans [Il], voir [Ka] et [Ts]). Sur le second,
on ne disposait jusqu’a présent que des résultats partiels de Faltings ([Fa2],5).
Nous proposons dans cet article une théorie entiere ”semi-stable” qui généralise la
théorie de Fontaine-Laffaille, ¢’est a dire nous définissons une catégorie abélienne
de représentations de GG de longueur finie, grace a laquelle nous construisons, par
passage a la limite, des représentations semi-stables de G. Nous montrons qu’en
dimension 2, on obtient bien ainsi toutes les représentations semi-stables a poids
de Hodge-Tate compris dans un intervalle de longueur ne dépassant pas p — 2.
Nous espérons qu’il en est de méme en dimension supérieure. Par ailleurs, cette
théorie a également des applications a la géométrie (voir [Br3]).

Rentrons un peu plus dans les détails de I'article:

En 2, nous introduisons diverses catégories de modules de p-torsion sur un
certain anneau W <u> (complété p-adique de I'algebre polynomiale aux puis-
sances divisées en 'indéterminée u). L’idée de considérer un tel anneau est venue
des travaux de Kato ([Ka]) sur la cohomologie étale des variétés algébriques a

réduction semi-stable. Il y est apparue une certaine algébre noté ici B;, munie
d’un Frobenius, d'un opérateur de monodromie, d’une action de GG, d’une filtra-



tion vérifiant le critere de transversalité de Griffiths avec la monodromie, et telle

—G —
que B = Ky ®w W <u>. Dans ([Fa2],3 et 5), Faltings considere déja de tels
modules. Cette partie differe de ([Fa2],5) essentiellement par trois points:

1) Nous travaillons avec By, et pas B, ce qui nous permet de conserver 'opérateur

de monodromie dans la construction des représentations galoisiennes de torsion.
2) Nous introduisons une catégorie, notée M?2 de W <u>-modules de p-torsion
différente de celle de ([Fa2],5). En particulier, nous n’avons (apparemment) pas
la méme notion de suite exacte.

3) Nous montrons que cette catégorie est abélienne.

Nous montrons également que cette catégorie admet les mémes objets simples
que dans la théorie de Fontaine-Laffaille.

En 3, nous définissons un foncteur exact et fidele de MP~? dans la catégorie
des représentations de longueur finie de G. Nous montrons qu’il est pleinement
fidele en adaptant la preuve de Faltings ([Fa2],5.2).

En 4, nous définissons certains W <u>-modules libres " fortement divisibles”
qui, par les résultats de 3 et en inversant p, permettent de retomber du coté ga-
loisien, dans la catégorie des représentations semi-stables de GG, et du coté module,
dans la catégorie des modules filtrés admissibles de Fontaine. L’existence de tels
réseaux " fortement divisibles” entraine que la conjecture de Serre est vérifiée sur
les exposants de 'action de l'inertie modérée sur la semi-simplifiée modulo p de
la représentation galoisienne correspondante (i.e. ces exposants sont “bornés”).

En 5, nous traitons le cas facile ou la transversalité de Griffiths est vérifiée au
niveau des Ky-modules filtrés de Fontaine (cas dit “naif”).

En 6, nous traitons completement le cas de dimension 2 qui, non seulement
donne un exemple concret non trivial, mais aussi présente l'avantage d’étre lié
aux formes modulaires de la fagon suivante. Soit f une forme modulaire “nou-
velle” a coefficients de Fourier dans Q,: on sait lui associer depuis Deligne une
représentation galoisienne de Gal(Q/Q) sur un Q,-espace vectoriel de dimen-
sion 2. Pour certaines f sur I'g(/N) de poids pair et telles que p divise exacte-
ment N (voir [Ma2]), la restriction de cette représentation a un sous-groupe de
décomposition en p est semi-stable par les résultats de Tsuji [Ts] et non cristalline
([Sa]): c’est une des représentations construites ici. D’autre part, Fontaine et
Mazur conjecturent essentiellement que toute Q,-représentation de Gal(Q/Q)
absolument irréductible de dimension 2 qui est “géométrique” (i.e. en gros po-
tentiellement semi-stable en chaque place non archimédienne) provient des formes
modulaires nouvelles ([FM],(f)). Si la potentielle semi-stabilité est automatique
quand on se restreint & Gal(Q;/Q;) avec | # p, elle est loin d’étre toujours vraie
en [ = p, d’ou l'intérét de connaitre toutes les représentations p-adiques po-



tentiellement semi-stables de dimension 2 (elles sont conjecturalement données
dans [FM]) et donc, dans un premier temps, celles qui sont déja semi-stables.
Grace & des W <u>-réseaux ”fortement divisibles”, nous construisons ici toutes
les représentations p-adiques semi-stables de dimension 2 a poids de Hodge-Tate
dans un intervalle de longueur ne dépassant pas p—2. Nous obtenons d’autre part
modulo p des représentations galoisiennes qui présentent la curiosité de ressembler
a la réduction modulo p de représentations cristallines, mais a poids de Hodge-
Tate différents. Nous calculons ces poids, c’est a dire les exposants de I’action de
I'inertie modérée sur les semi-simplifiées modulo p des représentations.

Je remercie M. Gros et B. Edixhoven pour les discussions que nous avons
eues ensemble et l'intérét qu’ils ont porté a ce travail. C’est J.-M. Fontaine qui
m’a proposé de regarder les représentations p-adiques semi-stables de dimension
2, a la suite de son article avec B. Mazur ([FM]). Il m’a en outre dispensé sans
compter son soutien et ses conseils. Je lui exprime ici ma plus vive reconnaissance.

Enfin, je remercie chaleureusement le referee pour son travail de tres grande
qualité, pour ses nombreuses remarques constructives et pertinentes, pour m’avoir
indiqué en plusieurs endroits des preuves alternatives et pour m’avoir signalé la
tres jolie preuve du théoreme (A.4) de I'appendice.

2 Des catégories abéliennes

Dans cette section, on introduit un anneau S et on construit certaines catégories
abéliennes M{ et M" de S-modules de torsion pour r entier entre 0 et p — 2.

On montre que les objets simples de M" sont ceux de la catégorie M F {0: de
([FL],3.2).

2.1 Définition des catégories

On se fixe un entier r quelconque entre 0 et p — 2 et on introduit deux sortes
de catégories qui dépendent de r: les unes avec un opérateur de monodromie,
les autres sans. Les "vraies” catégories que nous utiliserons par la suite (voir
3) sont celles munies d'un opérateur de monodromie. Cependant, cet opérateur
n’intervient pas dans le fait que certaines de ces catégories sont abéliennes.

2.1.1

Soit S le complété p-adique de la P.D. algebre polynomiale a une indéterminée
W < u>: S s'identifie a la sous W-algebre de Kpy[[u]] définie par les séries

o _u' : : :
formelles {Z zii—', zi € W, Zlirglo zi=0}. Soit v = u— p, on a aussi S =
i=0 v



00 Ui

{Z Zimys % € W, lim z; = 0}: on munit S d’une filtration positive décroissante
Fil'S = v".Ky[[v]] NS, i € N. On définit sur S un opérateur de monodromie N
comme 'unique dérivation (de séries formelles) W-linéaire telle que N(u) = —u
et un opérateur de Frobenius ¢, W-semi-linéaire, par ¢(u) = u? (on vérifie facile-
ment qu’on reste bien dans S). On a N¢ = ppN, N(Fil'S) C Fil""'S et pour

0<i<p-—1, ¢(Fil'S) C p'S. On note alors (pour 0 <i < p—1) ¢ = £|Fili5
pl
p
et c = ¢1(v) = Q; —1=(p—Dly(u) -1 5"
2.1.2

Soit "M la catégorie suivante: les objets sont la donnée:
e d'un S-module M
e d’un sous-S-module Fil" M de M contenant Fil"S.M

e d’une fleche ¢-semi-linéaire ¢, : Fil" M — M telle que pour tout s € Fil"S
et € M, on ac".¢.(s.z) = ¢.(s).0. (V).

Les fleches sont les morphismes S-linéaires qui préservent F'il" M et commu-
tent a ¢,.

1
Remarque: Soit M un objet de 'My et posons ¢(z) = —.¢.(v".x) pour
CT‘

tout x € M. La condition précédente sur ¢, n’est autre que la condition

Or(s.2) = ¢p(8).0(x).

On note My la sous-catégorie pleine de ' M formée des objets M qui vérifient
les deux conditions supplémentaires:

e le S-module M est de la forme M ~ @ S/p"S pour I fini et n; € N*

i€l

e le S-module M est engendré par I'image de ¢,.

Soit 'M" la catégorie suivante: les objets sont la donnée:
e d’un objet M de 'Mj

e d’une application W-linéaire N : M — M telle que:
)sixeSetze M, NAx)=N\).x+ AN(x)



i) v.N(Fil" M) C Fil' M

iii) le diagramme suivant est commutatif:

FilrM % M
v.N l l c.N
FirmM % M

Les fleches sont les morphismes de 'M{ qui commutent a V.

Remarque: Soit M un objet de’M" et posons, pour 0 < i < r, Fil'l M = {x €
) . 1 .
M tq v .x € Fil" M} et, pour x € Fil' M, ¢;(z) = ¢r-(v""".x). Les condi-

cr—t '

tions sur NV sont alors équivalentes & N(Fil' M) C Fil" *M et N¢; = ¢;_1N.

On note M" la sous-catégorie pleine de 'M" formée des objets M qui sont
dans M. Par (2.1.1), S/p™S est clairement muni d'une structure d’objet de
M" pour tout n € N*. Pour 0 < r < s < p — 2, on construit un foncteur
MG — Mg (resp. M" — M?®) par (M, Fil' M, ¢,) — (M, Fil°> M, ¢5) (resp.
(M, Fil' M, ¢, N) — (M, Fil° M, ¢5, N)) ou Fil>’’ M = v* " . Fil" M + Fil?S.M,
ps(v°"x) = g (x) (€ Fill M), ¢s(a.x) = ¢s(a).¢o(x) (a € FilPS, v € M)
(resp. et ou N est le méme, les conditions sur N dans M?® se vérifiant par un
calcul facile).

LEMME 2.1.2.1 Pour 0 <r <s<p-—2,le foncteur My — M (resp. M" —
M?) est pleinement fidéle, d’image essentielle les objets (M, Fil" M, ¢,.) (resp.
(M, Fil" M, ¢, N)) tels que Fil*’ 1 C Fil*~"S.M.

Preuwve. — On donne la preuve pour My seulement (I'autre cas est iden-
tique). Il est clair sur la définition du foncteur que I'image (M, Fil*M, ¢s) de
(M, Fil" M, ¢,) est bien telle que Fil*> M C Fil*~"S.M. On construit un quasi-
inverse: soit (M, Fil*M, ¢s) un objet de Mg tel que Fil°> M C Fil*""S.M et
posons Fil" M = {x € M tqv°*".x € Fil’ M}, ¢.(x) = Cslr.qu(vS_’”.x). A par-
tir des hypotheses sur Fil* M et ¢, on voit facilement que ¢4(Fil* M Nv ™" . M)
suffit a engendrer M. De la formule de ¢, et du fait que ¢ € S*, il est alors
clair que ¢, (F'il" M) engendre M, donc que (M, Fil" M, ¢,) est un objet de M.
La seule chose non formelle qui reste a vérifier est que, si (M, Fil" M, ¢,) est
un objet de My et si Fil°’ M = v* " Fil" M + Fil’S.M, alors Fill M = {x €
M tq v ".x € Fil>’ M}. 11 est clair que Fil" M est inclus dans le membre de
droite et en utilisant M ~ @S/p""s et Fil"S.M C Fil" M, on se ramene a
i€l

montrer que v°".a; — v¥ ".ay € FilP(S/p"S) entraine a; — ay € Fil"(S/p"S)
(n € N*, a; € S/p"9), ce qui est facile. O




Quand r augmente, les catégories My (resp. M") sont donc des sous-catégories
pleines les unes des autres. En particulier, ce sont toutes des sous-catégories
pleines de M{;‘Q (resp. MP~2).

Nous allons montrer:

THEOREME 2.1.2.2 Les catégories My, et M" sont abéliennes, et méme artini-
ennes. Plus précisément, soit f : N'— M un morphisme dans M, (resp. M"),
alors:

(i) f(Fil'N') = Fil” M0 f(N).

(11) Soit KC le noyau de lapplication S-linéaire sous-jascente, Fil"IC = Fil" N'N
K, ¢ : Fil'K — K la restriction de ¢, : Fil' N' — N (resp. et N : K — K la
restriction de N : N' — N ). Avec ces structures, K est un objet de My (resp.
M") et donne le noyau de f dans My (resp. M").

(#ii) Soit C le conoyau de l'application S-linéaire sous-jascente, Fil"C l'image
de Fil"M dans C, ¢, : Fil"C — C lapplication qu’induit ¢, : Fil' M — M par
(i) (resp. et N : C — C le quotient de N : M — M ). Awvec ces structures, C est
un objet de M (resp. M") et donne le conoyau de f dans M (resp. M").

La preuve consiste en des dévissages pour se ramener modulo p.

2.2 Etude en caractéristique p

/ A !/ T

On fixe un entier r € {0,...,p — 2} et on note "M, (resp. My, resp. 'Mj,
resp. M) la sous-catégorie pleine des objets de ' My (resp. My, resp. 'M", resp.
M") annulés par p. On commence par donner des descriptions plus simples des
catégories My ;. et M, puis on montre qu’elles sont abéliennes.

2.2.1

On munit k[u]/u? de la filtration Fil'k[u]/u? = u'.k[u]/uP; 0 < i < p—1 et
de l'unique k-dérivation N telle que N(u) = —u. Si P(u) € klu|/uP, on pose
¢i(u'.P(u)) = (=1)'P(0)” (on a ¢=¢o).

Soit / Mgk la catégorie suivante: les objets sont la donnée:
e d'un k[u]/uP-module M
e d’un sous-k[u]/uP-module Fil” M contenant u".M

e d’une fleche ¢-semi-linéaire ¢, : Fil" M — M.



Les fleches sont les morphismes k[u]/uP-linéaires qui préservent F il M et
commutent a ¢,.

Soit ’ M;; la catégorie suivante: les objets sont la donnée:
e d’'un objet M de /Mg,k

e d’une application k-linéaire N : M — M telle que:
i) si A € k[u]/uP et € M, N(A\.z) = N(\).z + A\.N(z)
ii) u.N(Fil" M) C Fil" M
iii) le diagramme suivant est commutatif:

FilM % M
B I
FilM % M

Les fleches sont les morphismes de /\/lo x qui commutent & N. On note MO K

(resp. M,) la sous-catégorie pleine de /\/lo . (resp. "M) formée des objets M
qui vérifient les deux conditions Supplementalres

e le k[u]/uP-module M est libre de rang fini

e le k[u]/uP-module M est engendré par 'image de .

On remarque que k[u] /uP est muni d'une structure d’objet de M. Si M est
un objet de MOk, on note Fil" ' M = u.Fil” M. Comme ¢(Fil(k[u]/uP)) =

on a ng,«| rarixq = 0. On dit que M satisfait la Condition d’Isomorphie de Faltings
(C.LLF.) si Id ® ¢, définit un isomorphisme de k[u]/uP-modules:

k[u] /uP @y p Fil" MJFil" "M 5 M
(on "tord” a gauche par 'automorphisme ¢ de k, voir [Fa2],2.2).

LEMME 2.2.1.1 Soit M un k[u]/uP-module libre de type fini et M’ un sous-
k[u]/uP-module, alors dimg(M'/u.M") <dimy(M/u.M) avec égalité si et seule-
ment si uP~t. M C M.

Preuve. — Une chasse au diagramme facile donne:

dimy(M/u.M) — dimp(M' Ju.M") = dim,( M /M) — dimy(u.M/u. M)

d’ot1 I'inégalité demandée puisqu’on a une surjection k-linéaire M /M’ = u. M Ju.M'.
Il y a égalité si et seulement si la surjection est un isomorphisme ie. {z €

Mitquzr € uM}=Mie vw ' McM.O

8



LEMME 2.2.1.2 Soit M un objet de ’Mg’k, les trois assertions suivantes sont

équivalentes:
(i) M est de type fini sur k’[ |/uP et satisfait la C.IF.

(i) M est un objet de M()k
(iii) M est de type fini sur k[u]/uP et la fleche canonique klu) /uP @,y (Fil" M) —
M est un isomorphisme.

Prewve. — (i) = (ii) et (ii1) = (ii) sont faciles. Soit M un objet de Mg’k,
par (2.2.1.1), on a dimy (Fil” M /u. Fil" M) <dim;(M /u.M) (en fait, on a méme
égalité). Mais par hypothese, la fleche composée F il" M Ju. Fil' M 25 %M =
M /u.M est surjective, c’est donc un isomorphisme d’ott (7). On montre (ii) =
(77i) de la méme maniere en utilisant:

dimy (o, (Fil" M)) < dimy(Fil" M Ju.Fil" M) < dimy,(M Ju.M)

O

2.2.2

Soit o le morphisme d’algebres S/pS — k[u]/uP, ~;(u) — —,Z si0<i<p-1
et vi(u) — 0 sinon. Pour M dans My, (resp. My), posons To(M) = M ®g ()
Elu]/uP (resp. T(M) = M ®g,») klu]/uP) et soit sy (resp. s) la surjection
canonique M — Ty(M) (resp. M — T(M)). On pose Fil"Toy(M) = so(Fil" M)
et si z € so(Fil' M), ¢.(z) = so(¢,(2)) oit & est un relevé quelconque de z dans
Fil" M (c’est indépendant du relevé). On fait de méme pour 7'(M) et on pose
de plus N(z® P(u)) = N(2) ® P(u)+2® N(P(u)) ouz € M et P(u) € k[u]/u.
On vérifie facilement qu'on définit ainsi un foncteur Ty : Mg, — M(T)k; (resp.

T: My — My).
PROPOSITION 2.2.2.1 Les foncteursTy et T sont des équivalences de catégories.

Preuve. — On le montre d’abord pour Tp. On construit un quasi-inverse. Soit
M un objet de MOk, on pose Ty H(M) = S/pS & ¢, (Fil” M). Par (2.2.1.2), la

fleche canomque klu] /uP @y ¢ (Fil’ M) — M est un isomorphisme de k[u]/u?-
modules et Ty (M) est donc de rang sur S/pS celui de M sur k[u]/u?. Soit 3
la fleche canonique composée:

Ty Y (M) 2 k] /u? @y, o (Fil’ M) — M

on pose Fil' Ty Y (M) = (3o) " Y(Fil" M) et si x € Fil"Ty( M), ¢p(x) = 1®
¢r(So(x)). On vérifie facilement que T; (M) est bien un objet de My ,. Reste
a construire des isomorphismes canomques et fonctoriels TO(TO (M) ~ M

et Ty H(To(M)) ~ M. Pour M dans Mo,ka on a To(Ty H(M)) = Efu]/uP @

9



¢ (Fil" M) et on vérifie aisément que isomorphisme canonique k[u] /u? @, (Fil" M) =
M est compatible avec toutes les structures. Pour M dans MG ., posons M =
To(M). On a Ty Y (M) = S/pS @y, ¢, (Fil” M). Si z € Fil" M et si 2 est un relevé
de z dans Fil" M, I'élément ¢,(2) est indépendant du relevé choisi et permet de
construire une fleche g : &T(Fil’"j\;l) — M, qz;,n(z) — ¢.(2). Notons sg : M — M
la surjection canonique et Sy la surjection composée:

Ty (To(M)) 25 k[ul fuP @y, ¢, (Fil" M) — M

On vérifie qu’on a un diagramme commutatif (ou la fleche du haut est seulement
un isomorphisme de S/pS-modules & priori):

T M) = S/pS @ b (Fill M) 2% M
§0~l lfo
M = M

Siz € Fil"(To_l(/\;l)), (Id ® 59)(x) est donc un relevé dans M de 3¢(z) €
Fil" M. Soit & un relevé de 3(z) dans Fil" M par so, alors (Id ® 5y)(z) — & €
Fil?(S/pS).M, d'on (I1d®35¢)(x) € Fil"M. On laisse au lecteur le soin de vérifier
formellement la commutativité de Id ® §y avec ¢, qui en fait un isomorphisme
dans My ;. Pour T, il suffit de préciser la construction de Popérateur N sur le

quasi-inverse, le reste de la preuve étant similaire. Siy € ggT(F il’”./\;l), on pose
N1®y) = —c'® N(y) et on étend N & T-1(M) par la dérivation produit
tensoriel. O

Si M est un objet de "My, on note Fil""' M = u.Fil" M + Fil?(S/pS).M
et on a encore ¢,|pyr+1p = 0. On dit que M satisfait la Condition d’Isomorphie
de Faltings (C.I.F.) si Id ® ¢, définit un isomorphisme de S/pS-modules:

S/pS &gy x Fil' MJFil" " M — M
(voir [Fa2],2.2).

COROLLAIRE  2.2.2.2 Soit M un objet de "My, les trois assertions suivantes
sont équivalentes:

(i) M est de type fini sur S/pS et satisfait la C.IF.

(i) M est un objet de My,

(iii) M est de type fini sur S/pS et la fleche canonique S/pS &y ¢ (Fil" M) — M
est un isomorphisme.

Preuve. — (i) = (i1) et (iii) = (ii) sont faciles. On montre (iz) = (i) et
(17) = (i77) de la méme fagon qu’en (2.2.1.2), en utilisant:

dimy (¢ (Fil" M) < dimg(Fil" M/ Fil" ™' M) < dimg, (M Fil*(S/pS).M)
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la derniere inégalité provenant de:

dimy,(Fil" M/ Fil" ' M) dimy,(Fil" M/ Fil" ' M)

(

dimy,(Fil" M Ju.Fil" M)
(
(

IN

dimpy(M/u.M)  (2.2.1.1)
dimy, (M /Fil*(S/pS).M)

ot M =T(M). O

2.2.3

La description (plus simple) qui va suivre de la catégorie Mgk m’a été suggérée
par J.M. Fontaine.

Soit C} la catégorie suivante: les objets sont les couples (L, \) ou L est un
k[u]/uP-module de type fini et A un morphisme injectif k[u]/uP-linéaire: L —
klu]/u? @) L/u.L. Les morphismes entre deux objets (L, \) et (K, k) sont les
diagrammes commutatifs:

L LN K
/\l ln

K /w? @ Liul 20 k[u)/up @5 K Ju.K

oil f est k[u]/uP-linéaire et f est le morphisme induit: L/u.L — K/u.K.
PROPOSITION 2.2.3.1 La catégorie Cy est abélienne, et méme artinienne.

Preuve. — Si (L, \) est un objet de Cy, on note L = k[u] /u? @y, L/u.L. Puisque
ML) est un sous-k[u] /uP-module de L tel que dimpA(L)/u.\(L) =dimyL/u.L
(=dimyL/u.L), on a par (2.2.1.1) uP~".L € A(L). Si f: (L,\) — (K, k) est un
morphisme de Cy, on notera encore f : L — K le morphisme k[u]/uP-linéaire sous-
jascent. Remarquons que si f : L — K est injectif, alors f : L/u.L — K/u.K
est encore injectif. En effet, soit z € L tel que f(z) = w.y, y € K. On a vu que
Pélément de L: uP~' @ T est dans A(L) (avec des notations évidentes). Mais la
flecche (Id ® f) oA = ko f: L — K est injective, donc u?~! @ Z = 0 puisque
(Id® (P ®z)=0,iec z=0.

i) Soit f : (L,\) — (K, k) un morphisme de Cj tel que f : L — K est injectif.
Soit J = K/L, remarquons que J/u.J = (K/u.K)/(L/u.L) = K/(u.K,L). Soit
t:J — kfu]/uP ® J/u.J la fleche induite par x. 1l est clair que si (J, ¢) est un ob-
jet de CY, alors c¢’est un conoyau dans C. Montrons que ¢ est bien injective. Soit
x € J tel que t(z) = 0 et soit 2 un relevement de x dans K, alors x(3) = (Idof)(%)
pour un certain # € L. Soit d le plus petit entier tel que ud.i = A(y) pour y € L

(d existe car w?"'.L. C (L)) et supposons d > 1. On a s(f(y)) = r(u®i)
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dou f(y) = u.2 et y € u.L puisque f : L/u.L — K/u.K est injectif. Donc
u’i = w.A(z) pour un z € L soit encore u* ' — A(z) € w'.L C (L)
d’ou u* 'z € A(L) ce qui est impossible par hypotheése. Donc & = A(y) et
k(Z) = k(f(y)) ie. == f(y) ie. z=0.

ii) Soit f: (L,\) — (K, k) un morphisme de Cj tel que f : L — K est surjectif
et notons M = Ker(L — K) et M = Ker(L/u.L — K/u.K). La fleche p induite
par A de M dans k[u] /u? ®; M est injective (puisque \ est injective), donc M est
un sous-k[u] /uP-module de k[u]/uP ®; M d’ott dimy M /u.M <dim,M. Mais on a
une fleche surjective évidente M /u.M — M (car f est surjective): c’est donc un
isomorphisme et (M, u) est clairement un noyau de f dans Cj.

iii) Soit f : (L,\) — (K, k) un morphisme quelconque de Cj et notons M =
Ker(L — K), M = Ker(L/u.L — K/u.K) et L = L/u.L. On montre facile-
ment que la fleche A : L/M — k[u]/u? ®; L/M induite par A est injective, d’ot
dlmk<(L/M)/u(L/M)) <dim(L/M). Mais on a une fleche surjective évidente
(L/M)/u.(L/M) — L/M: c’est donc un isomorphisme et (L/M, \) est un objet
de C. En appliquant i) au morphisme (L/M,)\) — (K, k), on en déduit que f
admet un conoyau dans Cj. En appliquant ii) au morphisme (L, \) — (L/M, \),
on en déduit que f admet un noyau dans C%. On laisse les derniers détails au
lecteur. O

La proposition (2.2.3.1) admet des variantes: par exemple, la catégorie Cj, des
couples (L, \) ou L est un k[u]/uP-module de type fini et A un morphisme k[u]/uP-
linéaire injectif L — k[u]/u? @) L/u.L (on "tord” par I’automorphisme ¢ de k)
est abélienne, ou encore les sous-catégories pleines é’}; formée des couples (L, \)
de C,, tels que u”.k[u] /u? ®(¢),k L/u.L C A(L) sont abéliennes (0 <7 < p —2).

Soit M un objet de M;k, par (2.2.1.2), on a un isomorphisme de k|[u]/uP-

modules: kfu]/u” @g)x Fil" M /u.Fil' M =5 1458+ 14, On associe alors & M I'objet
(Fil" M, ,u) de C7 ol p1 est la composée (injective par définition): Fil" M —

M (1d2g.)~" klu] JuP @y, Fil" M Ju.Fil” M. Réciproquement, si (L, \) est un objet
de C}, on construit un objet de Mgk en posant M = Elul/uP @@y L/u.L,
Fill M = L, ¢, la fleche canonique Fil" M k[u] fu? @) Fil" MJu.Fil" M,

z+— 1®Z et A injection Fil" M C M. On lalsse au lecteur le soin de montrer
~ ~r
qu’on a ainsi une équivalence de catégories entre C} et My, et d’en déduire a

partir de (2.2.3.1):

COROLLAIRE 2.2.3.2 Les catégories Mgk (resp. M,,) sont abéliennes et ar-
tiniennes. Plus précisément, soit f : N — M un morphisme dans Mg’k (resp.

M;), alors:
(i) f(Fil' N) = Fil' M 0 f(N).
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(ii) Soit K le noyau_de l'application k[u]/uP-linéaire sous-jascente, Fil'K =
FilN N K, ¢, : Fil'K — K la restriction de ¢, : Fil'N — N (resp. et

N : K — K la restriction de N : N' — N). Avec ces structures, K est un objet
de MM (resp. M) et donne le noyau de f dans Mo,k (resp. M.,).

(iii) Soit C le conoyau de lapplication k[u]/uP-linéaire sous-jascente, ]*jz'l”é
l'image de Fil" M dans C, o Fil'C —C 1 ‘application qu’induit by 2 Fil' M —
M par (i) (resp. et N :C — C le quotzent de N : M — M). Avec ces structures,

C est un objet de MM (resp. /\/lk.) et donne le conoyau de f dans MOk (resp.

M;).

De (2.2.2.1), on déduit encore:

COROLLAIRE 2.2.3.3 Les catégories M&k (resp. M;.) sont abéliennes et artini-
ennes, et on a un énoncé strictement similaire aux (i), (i) et (iii) de (2.2.3.2).

Remarque: Comme me I’a fait remarquer le referee, on peut bien stir démontrer
directement que M. est abélienne, sans passer ni par M, M, ni par C’k Cependant,
la catégorie M, M, est agréable car les objets y sont de dimension finie sur k. De
plus, dans [Br3|, pour montrer que certains groupes de cohomologie s mterpretent
comme des objets de M., il est pratique de _passer par I'intermédiaire de ./\/lk

Enfin, la catégorie Ck est une formulation de M, M, plus proche de la ”philosophie”
des systemes de Honda ([Fo5]).

2.3 Preuve du théoréeme

Nous allons démontrer le théoreme pour M, seulement, la preuve pour M" étant
absolument similaire en rajoutant 'opérateur de monodromie a chaque étape.

2.3.1

On a regroupé dans cette section trois lemmes utilisés dans la suite.

LEMME 2.3.1.1 Soit M un S-module tel qu’on ait des isomorphismes de S-
modules: M /pM =~ (S/pS)" et pM =~ S/p™S (n,r,n; € N*). Alors on a

i=1
aussi M ~ @ S/p™S.

jeJ

Preuve. — Soit m € N* tel que p™ M =0, (eq, ..., €,) une base de M /pM sur
S/pS et €y, ..., €, des relevés dans M: M est engendré en tant que S/p™S-module
par (€1, ...,€,), donc (péy, ..., pé,) engendre le S/p™S-module pM. Remarquons
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que Panneau S/p™S est local d’idéal maximal I = p.S/p™S + Fil'(S/p™S) et de
corps résiduel k. Quitte a renuméroter les é€;, on peut supposer que les images
de péy, ..., pé, dans pM ®g/,mg k forment une base sur k. Soient fi,..., f, € pM

tels que pM ~ €D S/p™S.f;, il existe une matrice r x r A € M,(S/p™S) telle
i=1

que (f1, ..., [r)A = (péy,...,pé.). Comme A mod I € GL,(k), A € GL.(S/p™S)

et, quitte & remplacer (€, ...,€,) par (éy,...,€.)A™1, on peut supposer pé; = f;,

(1 <i< 7“) Pour 7"—|—1 < j < n, il existe a;; € S/p™S (1 < z < r) tels

que p€; = Zaw fi = ZalﬂoeZ et, quitte a remplacer €; par ¢; — ZaweZ pour
=1 =1
r+1<y § n, on peut supposer pé; =0 (r + 1 < j <n). Finalement, on a une

application S / p™S-linéaire surjective:

n

= @S/ 500 DD 5/pS.g) = M, g

i=r+1

qui est un isomorphisme car elle induit des isomorphismes pM’' = pM et
M [pM' = M /pM par choix des é;, 1 <i <n. O

Si M est un objet de "M}, on note M®™) = {x € M / p™x = 0} et on pose
Filr MP™) = MP™) N ler/\/l. c’est encore un objet de 'Mg.

LEMME 2.3.1.2 Soit M dans M}, alors MW est dans Mg, et ptFil"M =
FilrMnNp™M (m e N).

Preuve. — On fait de p™ M un objet de My en posant Fil" (p" M) = p™Fil" M,
et de W une S-algebre par S — W, ~;(u) — 0,7 > 1. Si M est dans 'M et de
la forme M ~ @S /p™S, on vérifie que M est dans My si et seulement si la
iel

fleche ¢, : Fill M — M ®s W = M est surjective. On fait une récurrence
sur la plus petite puissance de p qui annule M, en supposant pM # 0 (sinon,
c’est trivial). Supposons p>M = 0, il faut voir que M est dans My et que
Fil"(pM) = pM N Fil" M. On a un diagramme commutatif:

0 — FirmM®» — Fi'M — pFilM — 0
67‘ \l/ . E’I‘ l pa’l' ‘L
o — MW®» 5 M - pM - 0

ou les deux fleches verticales de droites sont surjectives par hypothese. Soit
x € MW il existe & € Fil'" M tel que ¢,.(2) = i(z), donc pi € Ker(pp,) =
u.(pFil" M) + FilP~1S.pM et il existe § € u.Fil" M + FilP"1S. M tel que 2 — 4 €
M® A Fill M = Fil" M®). Mais ¢,(9) = pz, 2 € M et si 2 est un relevé de
z dans Fil" M (par ¢,), on a & — ¢ + p2 € Fil'l M®) et ¢.(& —§+ p2) = x
ce qui montre la surjectivité de gauche. Donc M) est dans My et comme
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pM — M@ on déduit de (2.2.3.3) (pFil" M =)Fil" (pM) = Fil" M®) N pM =
Fir M N M® N pM = Fil" M N pM. Pour le cas général, on fait I’hypothese
de récurrence suivante pour m > 2: HR(m) = {si M dans M est tel que
p"M = 0, alors p'Fil M = Fil MNpM, 0 <i<m-—1cect MP est
dans Mg, }. Soit M dans Mg tel que p™ ™M = 0 et p™ M # 0. En raison-
nant comme pour p’M = 0, on montre que M®"™) est dans M}, donc par

hypothese de récurrence (M(pm))(p) = M® est un objet de Mg - Mais on

a une injection p™ M — M) et par (2.2.3.3), on déduit comme précédemment
P Fil" M = Fil" MNp™ M. On fait alors de M /p™ M un objet de M, en posant
Fil"(M/p" M) = Fill M/p™Fil" M C M/p™M. Par récurrence, on a en par-
ticulier p' Fil" M /p™ Fil" M = p' M /p" M N Fil" M /p" Fil' M ,0 < i < m — 1,
d’ott aisément p' Fil"' M = Fill M N p'M pour 0 <i<m—1. O

LEMME 2.3.1.3 Soit f : N — M un morphisme dans My surjectif sur les S-
modules. Supposons de plus que pM =0, alors:

(i) la fleche Fil' N — Fil" M est surjective

(i) (IC, Fil"IC, ¢,) est un noyau de f dans M (voir 2.1.2.2).

Preuve. — (i): On déduit facilement de (2.3.1.2) que N /pN est un objet de
MG ;.. On a donc un morphisme dans Mg ,: N'/pN — M qui est surjectif. Par
(2.2.3.3) et (2.3.1.2), la fleche Fil' N — Fil" (N /pN) — Fil" M est surjective.
(ii): 11 suffit de montrer que (K, Fil"K,¢") est un objet de M. On fait une
récurrence sur la plus petite puissance de p qui annule . Si pN = 0, on utilise
(2.2.3.3). Supposons le résultat vrai & Pordre m — 1 et soit f : NV — M tel que
pM =0 et p"N = 0. On rappelle que Fil"K = K N Fil" N’ muni du ¢, induit.
Montrons d’abord que Fil"K N pIkC = pFil"KC. Soit x € K tel que px € Fil"K,
par (2.3.1.2), il existe ' € Fil"\ tel que p(z — 2') = 0ie. z — 2" € N® qui
est un objet de M{, (2.3.1.2). On a un morphisme dans Mf,, g : N® — M
d’olt par (2.2.3.3) une surjection Fil"N NN® = Fil" N'®) — Fil" M N g(N'®).
Soit z € Fill N® tel que g(2) = f(z — ') = —f(2') € Fil"l M N g(N®), alors
pl' +z2)=preta'+2z€ Fil' NNK = Fil"K, dou px € pFil"K. Montrons
que pK (muni de Fil"(pK) = pFil"K) est dans M. On a une suite exacte de
S/pS-modules 0 — K NN® — NP — M et comme NP et M sont dans
MG, KON® et N /(KNN®) aussi par (2.2.3.3). La suite exacte de S/pS-
modules 0 — N® /(KNN®) — N/K L pN/pK — 0 montre que pN'/(pK) est
dans Mg, (car les deux autres y sont), avec Fil"(pN'/pK) = pFil’ N/ (pFil’ N'N
pK) = pFil" N /pFil"K. Enfin, par récurrence au cas p™ 'N = 0, la suite exacte
0 — pK — pN — pN/pK — 0 montre que pK est un objet de Mj. Montrons
que K/pK est dans Mg ;.. De la suite exacte 0 — K/pN — N /pN — M — 0,
on déduit que KC/pN est dans My . et de la suite exacte 0 — pN /pK — K/pK —
K/pN — 0 que K/pK est un S/pS-module libre de rang fini, puis que la fleche
¢, : Fil'K/pFil"’K — K/pK ®g/ps k est surjective. Donc K/pK est un objet de
Mg .- Par (2.3.1.1), on déduit aisément que K est un objet de M. O
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2.3.2

On prouve le théoreme (2.1.2.2).

PROPOSITION 2.3.2.1 Soit f : N' — M un morphisme de My, alors (K, Fil"K, ¢,)
est un noyau de f dans M.

Preuve. — On fait une récurrence sur le plus petit entier m € N* tel que
p"M =0. Sim =1, on a par (2.3.1.2) que N'/pN est dans Mg, et comme f se

factorise par N — N /pN -5 M et que Im(f) est dans Mg, par (2.2.3.3), on est
ramené au cas ou f est surjectif, i.e. a (2.3.1.3). Supposons le résultat vrai des
que p" M =0 et soit f: N — M avec p M = 0. Par récurrence Ker(pf) :
N — pM (muni des structures induites) est dans M{. Mais f(Ker(pf)) € M®
et par le cas m =1 et (2.3.1.2), K = Ker(Ker(pf) — /\/l(p)) est dans My. O

PROPOSITION 2.3.2.2 Soit f : N' — M un morphisme de My, alors f(Fil'N') =
Filr M0 f(N) et (C, Fil"C, ¢,) est un conoyau de f dans M.

Preuve. — 1l suffit de montrer que C = M /N est de la forme @ S/p™S (I fini)
iel
et que Fil" M /Fil" N s'injecte dans M /N. 1l suffit de le faire pour [ injectif.
En effet, supposons le résultat pour des injections, on sait par (2.3.2.1) que K
est dans My, donc N'/K aussi, mais N /K < M, d’ou le résultat. On fait une
récurrence sur le plus petit entier m € N* tel que p™" M = 0. Si m = 1, on utilise
(2.2.3.3). Supposons le résultat vrai des que p™'M = 0 et soit f : N — M avec
p""M = 0. Soit Ny, = Ker(/\/@p/\/l re-fe ./\/l), par (2.3.2.1), c’est un objet de
Mg et la projection i : N — N est une injection dans Mg qui permet de voir
N(p) comme un sous-objet de . On a alors une suite exacte 0 — Ny — pM —
pM /Ny — 0 qui par récurrence montre que pM /N, est dans Mg (et qu'on
a pFil" M/ Fil" Ny — pM/N)). Comme on a un isomorphisme de S-modules
pM /Ny = p(M/N) (p(M/N) C MJ/N), p(M/N) est de la forme E S/p™ S.
jeJ
Par (2.2.3.3), M/(pM,N) est libre de rang fini sur S/pS et par (2.3.1.1), on a
donc un isomorphisme de S-modules M /N ~ @ S/p"S. De la suite exacte de
iel
S-modules 0 — N /N,y — M/pM — M/(pM,N) — 0, on a par (2.2.3.3) que
N /Ny est libre de rang fini sur S/pS. Posons Fil" (N /Ny,)) = Fil' N /(Fil" N 0
Np)) = Fil' N /Fil" Ny, avec le ¢, induit, cela fait de N'/N(,) un objet de My .
Comme on a une injection de S/pS-modules N'/N,) — M /pM entre objets
de Mg, on a par (2.2.3.3) Fil"(N/Ny,)) = (Fil" M/pFil" M) N (N /N)). Le

diagramme commutatif de S-modules:

0 0 0
! ! !

0 = Nyy = N — N/N — 0
rl rl il

0O - pM —- M — M/pM — 0
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et les égalités Fil" N,y = Fil"(pM) N Ny, (récurrence a l'ordre m — 1) et
Fil" (N /Nyy) = (Fil" M /pFil" M)N(N'/N;)) permettent alors aisément de mon-
trer que Fil' N' = N N Fil"M. O

PROPOSITION 2.3.2.3 Soit f : N — M un morphisme de My, alors on a un
isomorphisme dans My: NJK ~Z, ou T = Ker(M — C).

Preuve. — Par tout ce qui précede, il suffit de voir que si on a un morphisme dans
M N — M qui est un isomorphisme de S-modules, alors Fil" N ~ Fil" M, ce
qui se déduit de la stricte compatibilité de Fil" aux morphismes de M (2.3.2.2).
O

2.4 Sur les objets simples de M"
2.4.1

On désigne toujours par r un entier compris entre 0 et p — 2. Rappelons la
définition de la catégorie M FY" de ([FL],3.2): les objets sont la donnée:

e d'un W-module de longueur finie M

e d’une filtration de M par des sous-W-modules (F'il* M );cz telle que Fil' M =
M pour i <0 et Fil' M =0 pour i >1r + 1

e pour chaque entier 7, d’'une application W-semi-linéaire ¢; : Fil'M — M,
ces applications étant telles que:
(1) ¢ilpartr = pdina
(i) X Im ¢ = M.

Les fleches sont les applications W-linéaires compatibles avec la filtration et
qui commutent aux ¢;. Dans ([FL],1.8 et 3.2), il est montré que MFELT est une
catégorie abélienne. Quand r augmente, les catégories MFL" sont de manitre
évidente des sous-catégories pleines les unes des autres. Soit M un objet de
Mf’r on lui associe un objet F"(M) de M" de la facon suivante: on pose

tor»

Fr(M) =Sew M, Fill F'(M) =Y _Fil" 7S @w Fill M, ¢, = ¢r—; @ ¢; et
=0 =0
N(P(u)®z) = N(P(u))®z (on vérifie facilement que F"(M) est bien dans M").
On définit ainsi un foncteur F” trivialement exact et fidele de M F ,{O’; dans M" et
on vérifie que F" est compatible avec les foncteurs ”inclusion”: MFELT — MF
et M" — M® pour 0 <r <s<p-—2(2.1.2.1). On note MFg’r la sous-catégorie

pleine de M F¥" formée des objets tués par p.

ProrosiTION 2.4.1.1 Le foncteur F" est pleinement fidéle.
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Preuve. — Par un argument standard, il suffit de montrer pour tous N, M €
MFL" que Homy, prr (N, M) — Hompe (F7(N), F'(M)) est un isomorphisme et
Ext! FfT(N M) — Exty,(F"(N), F'(M)) est injectif. Comme pF" (M) = 0 en-
traine pM = 0 pour M dans M F/" MFYy,,., le noyau de la derniere fleche est contenu dans
ExtMFfT(N M) et il suffit donc de montrer que le foncteur F7 : MFL"™ — /\/lk

induit par F" (voir 2.2.2.1) est pleinement fidele. Mais si M est un objet de
MF i’T, on vérifie facilement les deux faits suivants:

(i) si on pose Fill(F"(M)) = {x € F'(M) tq v~ .z € F'(M)} pour 0 < i <r,
alors Fil' M = Fil'(F"(M))N=0

(i) 1® ¢i(z) = (=1) "¢, (v" " @ z) pour 0 < i < r et x € Fil'M

qui entrainent bien HomMi,r(N, M) ~ Homm;(]}"(]\f),]:"’“(M)) pour N, M

dans MFE{". O

2.4.2

Par (2.4.1.1), on peut considérer la catégorie MFIr
pleine de M".

MF;;,. comme une sous-catégorie

PROPOSITION 2.4.2.1 Tout objet de M" admet une filtration (par des objets de
M) dont les gradués sont dans MF]".

Preuve. — La catégorie M" étant artinienne (2.1.2.2), il suffit de montrer que
tout objet non nul de M, contient un objet non nul de MF{T et par (2.2.2.1), on

peut le montrer avec /\/lk Soit M dans Mk, pour 0 <i <, on _pose. le ‘M =
{x € ./\/l tqu' ' x € Fil' M} et ¢; : Fill M — M, x — (-1 )’" i, (u " .x). Soit

= ng)% (Fil* M), on pose Fil' M, = M, N Fil' M et on forme de méme M, =

1=0

> ¢i(Fil'My), puis M etc ... Les M; sont tous non nuls car 1) si z € Fil' M
=0

est tel que ¢;(z) = 0, alors = € Fil'" "M (en posant Fil' "M = u.Fil’ M)
et 2) ¢ (Fil’ M) N Fil' "M C ¢ (Fil’ M) N u.M = 0 par (2.2.1.2). Cette
chaine descendante de k-espaces vectoriels non nuls de dimension finie se sta-
bilise donc et donne un k-espace vectoriel de dimension finie M, C ¢, (Fil" M)
stable par N et muni d’une filtration Fil'M,, et de ¢; k—semi linéaires tels que

ST ¢i(Fil' M) = My, N(Fil'My,) C Fil'" *My et No¢; = ¢;_1 o N. Cette
derniere relation montre que N est nilpotent sur My,. Soit Mo = K erN muni

de la filtration et des ¢; induits, on construit de méme M1 = Z ¢i(Fil' M),

i=0
My 2 = etc... pour aboutir finalement & un objet M non nul de MFfT. Par
(2.2.1.2, (iii)), la fleche: F"(M) = T(F"(M)) = k[u]/v’ @ M — M est injec-

tive, donc F7(M) est bien un sous-objet (non nul) de M dans M. O
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COROLLAIRE 2.4.2.2 Les objets simples des catégories M" et MF{O: sont les
memes.

3 Un foncteur pleinement fidele

Dans cette section, on construit un foncteur Vi, de la catégorie MP~2 dans une
catégorie de représentations de p-torsion de G. On montre que ce foncteur est
pleinement fidele.

3.1 Le foncteur Vy
3.1.1

Nous rappelons brievement la construction des anneaux Agris, Agr €t ;1; pour le
choix de I'uniformisante p. Pour plus de détails sur Ay, voir [Ka] ou [Brl], [Br2];

pour la construction complete des anneaux B, B et Bjy, voir [Fol] et [Fo3].

Pour tout n € N*, soit W,(Og,/pOk,) 'anneau des vecteurs de Witt de
longueur n associé a I'anneau parfait O, /pOg, et W,(Og,/pOg,)[X] I'anneau
des polynomes a une indéterminée. On le munit d’une structure de W), (k)-algebre
en tordant la structure naturelle par F'rob™ sur k, de telle sorte que le morphisme
canonique:

On s WalOk, /pOr,)IX] — Ok, /1" Ok,
@ Gnr) T APET o P
X — 0

ol les a; sont des relevés quelconques des a; dans O, /p"Of, soit un morphisme
de W,-algebres. Soit W, (Og,/pOxk,)”" l'enveloppe aux puissances divisées de
W,.(Og,/pOg,) par rapport au noyau de la restriction de 0, compatible avec les
puissances divisées canoniques sur pW,,(Og, /pOg, ), 'enveloppe aux puissances
divisées (compatible) de W,,(Og, /pOg,)[X] par rapport au noyau de 0, s’identifie
alors & W, (O, /pOxg,)P" <X >. Pour tout n € N*, on a une surjection canon-
ique:

ﬁ : Wn+1(OK0/pOK0)DP<X> B Wn(ofgo/poko)DP<X>
Yi((@o; -y an)) 7 (X) = yl(ag, - ap_q)) i (X)
qui donne lieu & un systeme projectif de W-algebres. On note A..;s = liin (Wn(O i, /PO KO)D P )
et Ay = liin(Wn((’);gO/p(’)KO)DP<X>). La topologie de la limite projective sur

A.ris s'identifiant a la topologie p-adique, A, est en fait le complété p-adique de
la P.D. algebre polynomiale A..;s <X >. On munit A, d’'une action de Galois,
d’un Frobenius ¢, d'un opérateur de monodromie N et d’une filtration positive
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iemes

Fil- de la fagon suivante. Soit (&,)n,en+ un systéme compatible de racines p™*
de p dans O, et [€] Pélément associé dans A..;s & partir des représentants de
Teichmiiller [¢,] dans W,,(Ok,/pOx,). Pour tout g € G, on a g(&,) = €.(9).,
ol (€,(g))nen+ est un systeme compatible de racines P de 'unité dans O Ky
on note de méme [€(g)] I'élément associé dans Agps.

i) sur W, (Og,/pOkg,), on définit une action de Galois naturelle continue pour
la topologie discrete par g((ag,...,an-1)) = (g(ag),...,g(a,_1)), qui s’étend de
manidre évidente & W, (O, /pOs,)PF puis & Agis, puis & Ay en posant g(X) =
[€(g)]X + [€(g)] — 1 (Paction est alors continue pour la topologie p-adique),

ii) le Frobenius ¢ défini sur W,(O,/pOg,) s'é¢tend & W,(Og,/pOxg,)"" car
d(ker,) C kerb, + pWo(Og,/pOxk,). On l'étend alors a Ag;s puis a Ay en
posant ¢(X)=(1+ X)P —1,

iii) sur Ay, on définit un opérateur de monodromie comme 'unique dérivation
Ais-linéaire N telle que N(X) =1+ X,

. i**me puissance divisée de /I;, on définit

iv) soit 1, le noyau de 0, et I, la

Fil' Ay =lim E[i]. Si Fil'A,;s est la filtration induite sur Ag.s, de é;(X) =0 on
déduit facilement:

FZZ%Z; = { Z ak’Yk(X)a ap € Acri57 kh—{go ag = 07 ag € Fili_k<Acm's>vo < k < Z}
k=0

Toute cette construction est indépendante du systeme de racines (&, )nen+ de p,
car un deuxieme systeme lé;l) fourgi\t un isomorphisme A..;s-linéaire compatible
a toutes les structures Ay e — Age, Xe — [€(1+ Xe) — 1 o 6, = &0
En fait, W,(Og, /pOg,)?" < X > a une interprétation cristalline logarithmique
intrinseque ou les structures précédentes apparaissent naturellement (voir [Ka]

ou [Brl]). Soient B, = Aus[1/p] et Bf; = Ay[1/p], on étend par Ko-linéarité

cris

a toutes ces algebres les structures précédentes. Remarquons que N¢ = poN
et N(Fil'BY) C Fil'"'BJ,. On a d’autre part un morphisme d’algébres B

linéaire et compatible a I'action de Galois et aux filtrations f, : By — By tel

que f,(X) = [f — 1. Soit T = Log(1 + X) € Ay, on définit Ay = Ais[T] et

B, = BY,.[T]: ils s’injectent naturellement dans E\;ﬁ et sont stables par ¢, N et

cris
I'action de Galois (on les munit de ces opérateurs induits). Par contre, on ne

munit pas A, ou B} de la filtration induite par B, mais d’une filtration plus

grosse définie par: ' '

Fil'Bf, = fgl(Fil’BjR) (B,
(et Ay de la filtration induite). En fait, la fleche f, restreinte & B est une in-
jection ([Fo2],4.2.4) et la filtration sur Ay et B est donc celle induite par Bjp.

Remarquons que le critere de transversalité de Griffiths n’est plus vérifié sur B,
ou Ag. Enfin, on démontre facilement que B, (resp. A;) correspond exactement
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aux éléments de E\;ﬁ (resp. Z;) annulés par une puissance de la monodromie N
([Kal],3.7 ou [Br2],8.1).

Le lien avec 'algebre S de (2.1.1) vient du lemme:

LEMME 3.1.1.1 ([/Br2],4.2) On a un isomorphisme de modules galoisiens filtrés

JUp—— —
compatible aux Frobenius et aur dérivations S = Ay tel que u — [£](1+ X)~!

3.1.2

Nous donnons quelques propriétés supplémentaires de A..;s et Ay, utiles pour la
suite.

LEMME 3.1.2.1 (i) Pour i € N, Agris, g7y Acris, Zs\t et gr%ﬂ@ sont des W -
modules plats. - -
(11) Pour 0 <i <p—1, on a ¢(Fil'Aeris) C p'Aeris et ¢(Fil'Ag) C p'Ag.

Preuve. — (i) L’algebre A, est sans torsion et griy;; Aeis ~ Oc, ([F03],3.6-3.7),
d’ou les platitudes pour A..;s. Celles pour 1715\,5 se déduisent de sa description a
partir de Ag.s.

(i) Tl suffit de voir que si 0 <7 < p—1, on a ¢(Fil'Asis) C p'Aeris et ¢(1:(X)) €
pizs\t On remarque que Fil’A..;, est le complété p-adique de I'idéal engendré

par les (v ([€] = p)), ., ([Fo3],3.63.7) et on a 6 (v([€] = 1)) = 1([E] — p) €
Yo (P) Aeris C P Arissim >iet 0 <i < p—1. Ona ¢(y(X)) = 'yl-((il—l—X)p—l) =
(=100 - 7)

2!

%#(XP +pT) ot T € WIX], ie. ¢(7:(X)) = g

Remarque: Malheureusement, le (ii) est faux en général pour ¢ > p (par ex-
emple, v,(u — p) € FilP(S) mais qﬁ(’yp(u — p)) = v, (uP — p) ¢ pPS).

Pour 0 < ¢ < p—1, on définit ¢; : Fil'Aeis — Aeris (Tesp. ¢; : FiliA, — 171;)
par ¢; = ¢/p'. Pour i € N, on définit Fil'(Aeis/p" Aeris) (resp. Fili(Ay/p"Ay))
comme l'image de F° il' Aris (vesp. Fil'Ag). Par (3.1.2.1), on a un isomorphisme
canonique Fil’ (Ams/p Aeris) = Fill Apris [D"Fil' Aeris (resp. Fil'(A st/p Ast) ~
Filt st/p"leZAst) ce qui permet de définir, pour 0 <7 < p—1, ¢; : Ful’ (Aeris /P Acris) —
Aeris /D" Aeris (Tesp. avec A, /p Ast) comme le quotient de ¢;.

LEMME 3.1.2.2 (1) Soit R la limite projective du systéme projectif:
Frob Frob
OKo/pOKO A OK()/pOKO A OKo/pOK()

on a un isomorphisme canonique R[X;]/(€7, XP)ien- _Acris/pAcris tel que [€] €
Acms/pAcms COTT@SPOWCZ be (511 mod p)nGN* € R; 717 ([5]) a XZ et Fil" (Acris/pAcris)
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(0 <r <p)alidéal engendré par & et X; (i € N*).
(ii) Soient r,s des entiers tels que 0 <r < s <p—1:

{:U € Acris/pnAcris tq ([6] - p)s—r.m S Fils(Acris/pnAcris)} = FilT(Acris/pnAcris)

Preuve. — (i) résulte de l'explicitation de I'enveloppe aux puissances divisées
RPP de R par rapport a lidéal (£) et de I'isomorphisme RPT ~ A,.;./pAcris
([Fo3,3.7)).

(ii) Par dévissage a partir des propriétés précédentes de Fil"(Aepis/p" Acris), on
se rameéne au cas n = 1. Par (i), on voit facilement qu’il suffit de montrer
{x € R/EPRtq &2 € E(R/EPR)} = €"(R/EPR) et ceci vient du fait que € n’est
pas un diviseur de zéro dans R. O

LEMME 3.1.2.3 (i) (Ag/p"Ag)¥=0 = Ayis /D" Acris
(ii) Soient r,s des entiers tels que 0 <r < s <p—1:

(v € Ay /p" Ay tq (u—p)* "z € Fil*(Ay/p"Ast)} = Fil" (Agt/p" Ast)

Preuwve. — (i) vient du fait que N(X) est une unité et (ii) se rameéne a
(3.1.2.2,(ii)) sachant que v = [¢](1 + X)~!. O

3.1.3

Soit Ay oo = Ag@w Ko/W, daprés (3.1.1) et (3.1.2), c’est un objet de ' MP~2. No-
tons Repz,(G) la catégorie des représentations linéaires de G' dans un Z,-module.
On définit un foncteur Vy; : MP~? — Repg, (G) par V(M) = Homy yo-2(M, Agtoo)
avec g(f)(x) = g(f(x)) si f € Homs yp—2(M, Ay o). Les représentations obtenues
sont par construction tuées par la puissance de p qui annule M et continues pour
la topologie discrete. L’objet de cette section est de prouver le théoreme suivant:

THEOREME 3.1.3.1 Le foncteur Vi est exact et pleinement fidéle. De plus,

st M ~ S/p™S (isomorphisme de S-modules et I fini), alors Vy(M) ~
iel

B z,/p"Z, (isomorphisme de Z,-modules).

iel

COROLLAIRE 3.1.3.2 La restriction du foncteur Vg aux sous-catégories pleines

M" (0 <7 <p-—2) est exacte et pleinement fidéle.

3.2 Exactitude et fidélité
3.2.1

Soit Aerisco = Aeris @w Ko/W, dans [FL|, Fontaine et Laffaille introduisent le
foncteur V45 de MF{P™? dans Repz, (G) défini par:

‘/cris<M> - Home<M7 Acris,oo)
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(en fait, ils utilisent une version ”primitive” de A 00, voir ([Fo3],3.8)) ou M est
un objet de M F{P™% et MF une certaine catégorie abélienne ([FL],1.11) que nous
n’utiliserons pas, I'indice MF signifiant qu’on prend les morphismes W-linéaires
compatibles aux filtrations et commutant aux ¢;.

PROPOSITION 3.2.1.1 La restriction du foncteur Vi o ME{P™> (par 2.4.1.1)
induit le foncteur V..

Prewve. — Soit M un objet de MF¥ ™2 et notons M = FP=2(M) T'objet

de M{(’,ﬁ_z associé. Soit n € N* suffisamment grand pour que V.s(M) =
Hompr(M, Aeris/P" Acris ), par extension des scalaires a S et I'inclusion de A5 /p™ Aeris
dans Zs\t / p"Zs\t, il est clair qu'on a un morphisme injectif de modules galoisiens
Hompr(M, Acris /P Acris) — Hom,Mpa(./\/l,;l;/p"Z;) et le lemme (3.1.2.3)
donne ce qu’il faut pour qu'il s’agisse d’un isomorphisme. O

3.2.2

La catégorie '’MP~? n’est pas abélienne, mais on y dispose de suites exactes cour-
tes: nous dirons que 0 - M’ — M — M"” — 0 est une suite exacte courte dans
'MP~2 si la suite de S-modules est exacte ainsi que la suite 0 — FilP2M' —
FilP*M — FilP">M” — 0. Lassertion Ext/,, »(M,N) = 0 signifie alors
que toute suite exacte dans 'MP 2 : 0 - N — & — M — 0 est scindée
dans '’MP~2. En raisonnant directement sur les classes d’extension, on montre
que si 0 — M’ — M — M"” — 0 est une suite exacte courte dans 'MP~>
et si N € 'MP? alors: 1) si Ext' (M, N) = 0 et Ext'(M",N) = 0, on a
Ext'(M,N) =0 et 2) si Ext'(M”,N') =0, on a une suite exacte:

0— Hom(M" N)— Hom(M,N) — Hom(M',N) — 0
PROPOSITION 3.2.2.1 Soit M un objet de MFP™2 alors Ext!, , »(FP~2(M), Ay se) =

tor /Mp—2
0.
Preuve. — Par dévissage en utilisant ce qui précede, on peut supposer M €
MF{’IFQ. Notons M = FP~2(M), il suffit d’abord d’avoir Ext! (M, Ay /pAg) =

/MP—2
— 716
0. En effet, si £ est une extension de M par Ay o dans 'MP2_ on regarde le
diagramme commutatif a lignes et colonnes exactes:

0 0 0
b ! il
0 — Ayu/pAy — Ker(p) — M — 0
1 ! | 1d
0 — Ast o — & - M — 0
1y Lr I
0 — Ao — Im(p) — 0 — 0
! i !
0 0 0
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et si on a une section sur la ligne du haut, on a une section sur la ligne du
milieu. Soit donc 0 — Zs\t/pAst — & 5 S/pS @ M — 0 une extension de
M = Fr2(M) = S/pS @) M par Ay /pAy dans 'MP™? et notons (e, ..., e,) une
base de M adaptée & la filtration, r; le plus petit entier tel que e; € FilP~27"i M
et é; des relevés quelconques des e; dans £. On va corriger les é; pour que la
fleche de S-modules s : e; — €; soit un morphisme de ’Mid.

1) Compatibilité & FilP=2M et FilP~2E
On sait qu’il existe pq, ..., u, € 71;/1)//1; tels que u"i.é; + p; € FilP=2£, d’on,
puisque w?~2.E C FilP72E, uP~* " p; € FilP=2(A,, /pAy) soit (3.1.2.3,(ii)) u; €
Fil"(Ag/pAg). En faisant agir opérateur N de £ sur u”.€; + p;, on trouve des
4" dans & tels que pour 0 < r < p—3: ur.(u”.yZ(T) + N™(13)) € FilP~2E, d’ont
on déduit comme précédemment:

esi0<r<p—2-—r, N" (i) € F@lr(;l:t/pz;)

esip—2—r;<r<p-3, N () € Filp*Q*’"(ZS\t/pZ;)

p=3
Comme on peut dés le départ choisir les y; de la forme p; = agz)fyj (X) (avec les
=0

agl) € Acris/pAcris)v on Obtient aé)Z) S Fil”(Acris/pAcris)a agl) S FZZTZ (ACTiS/pACTiS)7

Fllm (Acris/pAcris>7 al()ilg_m+1 € Fil”_l(Acris/pAcris>7 sery a;(oil?) € Fill(Acris/pAcris>-

p27ri 4
On peut donc écrire (c.f. 3.1.2.2(1)) py = Y. f”bgz)fyj(X) + v; avec by) €
=0
Aeris|pAeris €t v; € FilP7%(Ay/pAg). Finalement, on obtient une fleche s com-
p—2—-r;
patible aux FilP~2 en remplagant é; par €; + »_ bgl)(l + X))y (X).
=0
2) Compatibilité & la monodromie -
Remarquons que N(é;) € Ay/pAg. On cherche des p; € FilP=27"i(Ay/pAs)
tels que N(é; + p;) = 0. De w.N(u"i.¢;) € FilP~2E, on tire u" . N(¢;) €

. a;%,m €

FilP2(A /pAy) soit N(&) € Filp=2 (A /pAy). Soient b € Apis/DAeris, § >

1 tels que: '

> by (X) = (14 X)TIN(é)

JEN*
(les bg-i) sont tous nuls sauf un nombre fini) et soit bgi) € FilP~27"i(Apris/pAcris)
quelconque, alors j; = Y by)’yj (X) € FilP™>7"(Ay/pAy) et en remplacant é;

jEN

par é; + p;, on a bien N(é; + p;) = 0. La fleche s obtenue est compatible aux
FilP=2 et a la monodromie.
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3) Compatibilité a ¢, o
Soit G I'unique matrice inversible de S/pS telle que:

Pp—2(u™.€1) €1
: =G| :
Pp—2(u"™.€n) En
La matrice G s’écrit G = G + G* avec G° € GL, (k) et G* € M, (v, (u).k[y,(u)]).
On cherche des ju; € FilP727"i( Agpis/pAeris) tels que:

( Pp—a(u™.(€1+ 1)) ) (él + )
: =g :
Gp—2(u™ . (€ + fin)) €n + fin

Gp—o2(u.€7) €1 .
(7 ) o) e

Gp—2(u™.€,) 2

€n
Mais pour tout i, N(é;) =0 et:
N(ghp,g(u”.éi)) =c ¢, (u.N(uriéi)) =c gy a(—ru T E) =0

Puisque N (k[v,(u)]) =0, on a aussi:

On sait que:

Qﬁp,Q(uTl é1> él C1 N
( ) - g ( ) == ( ) S (Acris/pAcris)
Gp—a(u™.€,) €n Cn

En remarquant que 7,(u) = 7,(£) dans Ay/pAg, on a donc A résoudre dans

(Acris/PAcris)"™: _
Pp—2(E 1) I ¢
(o) () ()
¢P—2(5TnUn) Hn Cn
avec ft; € FilP727"(Apris/PAcris). Tout @ € Agpis/pAeris 8'6crit de fagon unique

=2+ avec 2° € R/EPR et 11 € FilP(Apis/pAcris) (3.1.2.2,(1)) et le systeme
précédent est équivalent au systeme:

(6267 1))’ Wy
SRR
(¢p-2(Em12))" Hn n
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(6p-2(E119))’ e ul ¢t
: = G| |+g| :|-|: (1)
(6p2(€m 1)’ e m/) e

Par ([Wa],2.3.2.2) on sait que (0) admet des solutions. Comme G est inversible, a
partir d'une solution (i, ..., u2) de (0) on déduit une unique solution (ui, ..., ul)
de (1). En posant u; = u + pu} et en remplagant é; par é; + p;, on a construit
une section s : e; — é; dans ’Mi_z. O

3.2.3
PROPOSITION 3.2.3.1 Le foncteur Vi, est exact et fidéle de MP~2 (et donc de
M" pour tout r € {0,...,p — 2} ) dans Repz, (G).

Preuve. — Par (2.1.2.2), (3.2.2) et (2.4.2.2) Ext,Mp »(M, Ay o0) = 0 pour tout

M € MP~2 donc le foncteur Vi, est exact. Pour la fidélité, en utilisant (2.1.2.2),
(2.4.1.1), (2.4.2.2) et (3.2.1.1), on se ramene a montrer la fidélité de V., ce qui
est fait dans ([FL],3.3). O

COROLLAIRE 3.2.3.2 Soit M un objet de MP~? de la forme M ~ @S/p”"S,

el
alors V(M) est de la forme Vy(M) ~ P Z,/p" Z,.
i€l
Prewve. — Si pM = 0, on a par (2.1.2.2), (3.2.3.1), (2.4.2.2), (3.2.1.1) et

([FL],5.3): dimyg, V(M) = rgs/psM. Un dévissage facile conclut. O

3.3 Pleine fidélité

On suit, mutatis mutandis, la preuve de Faltings ([Fa2],5.2).

3.3.1

On rappelle que Aeis/pAeis = R[X;]/(€P, X7)ien+ (3.1.2.2,(1)) et que ﬁ;/pz; ~
Agris[pAcris < X > Soient A = R/pr et A= A< X >, il est clair que le
morphlsme surjectif R-linéaire Ast /pAst — A X; — 0 (1 € N*) permet de mu-
nir A des structures quotients de celles de Ast /pASt et, en particulier, A est

un objet de ’Mk . D’autre part, la projection sur la premiére composante
R = lim Og,/pOg, — Og,/pOk, induit un isomorphisme R/{PR ~ Ok, /pOk, -
z—xP

On a donc un isomorphisme A ~ @ i, /POg, <X >et on vérifie que les structures
images correspondantes sont données par Fil'(Og,/pOg,) = &.(Og,/pOx,)
(donc le’(OKO/pOKO) = 0 si ¢ > p, rappelons que (§,)nen+ est un systéeme
de racines p" de p dans Og,), ¢i(€l.x) = (—1)ia? (0 <i < p—1), Fil'A =
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N
{3 an(0), N €N, ax € Pil™(0g, 10} n(X) = dr2r=t

N( )—1+X et u=¢&(1+ X))~ Comme en (3.1.2.3), on a:

LemMME 3.3.1.1 (i) (A)N=0 = Ok, /pOx,
(ii) Soient r,s des entiers tels que 0 <r <s<p—1, ona{r € Atqu".x €
Fil*A} = Fil" A.

En raisonnant comme dans ([FL],6.2), on se raméne a montrer la pleine fidélité
pour k algébriquement clos. Par un dévissage standard (voir [FL],6.5), on est
ramené a montrer que:

EiL’tMp 2(M,N> — Ext}%epzp(G)(‘/st(N)a ‘/;t(M))
est injectif et que:

Hom yp-2(M,N) — Hompep, @) (Vit(N), Vit(M))

est un isomorphisme pour M et N objets simples de MP~2. L’isomorphisme
provient de (2.4.1.1), (2.4.2.2), (3.2.1.1) et ([FL],6.5). Si0 = N =P - M — 0
est une suite exacte dans MP 2 avec N et M simples et si P n’est pas tué
par p, par (3.2.3.2) V,(P) n’est pas tué par p et la suite exacte 0 — Vy(M) —
Vi(P) — Vi (N) — 0 n’est pas scindée. 1l suffit donce de montrer que 'application
canonique e(M, N) : Ext} , »(M,N) — E‘rt}%eppp(G)(‘/St(N)’ V(M) est injec-
tive pour M et N snnplesfc Soient M et N les objets simples correspondants
de MFI?™? (2.4.2.2), par ([FL],6.6), il suffit de montrer que Ker(e(M,N)) C

Ext}wiFQPQ(M’ N)ie,si0— N — P — M — 0 est une extension de M par

N dans MY7? telle que Vi (P) ~ Viy(N) @ Vi (M), alors P provient aussi de

_ . p . P2 P2
MF{P=2 Nous allons travailler avec les catégories ‘M, et Mj (2.2.1), plus
commodes.

LEMME 3.3.1.2 Soit P un objet de M2 > et P l'objet associé de MZ_Q (2.2.2.1),
on a un 1somorphisme F,-linéaire de modules galoisiens:

Vtgt(P) - HOm,szz (P’ Z;/st\t) = HOm,E272 (757 A)

Preuve. — Supposons d’abord que P provient d'un objet P de M Fi’p 2 on

sait que Vi (P) =~ Viis(P) (3.2.1.1). La méme démonstration qu’en (3.2.1.1)

a partir de (3.3.1.1) donne Hom,mpq(P,A) ~ Hommzr(P,Og,/pOg,) (voir
k

3.2.1 pour la "notation” MUIF). il suffit donc de montrer que la projection
Acris/PAcris — Og,/pOg, déduite de Ay /pAy — A induit un isomorphisme
Veris(P) =~ Hommzr (P, O, /pOg,) ce qui est fait dans ([Wa],2.3.1.2”). La méme
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preuve qu'en (3.2.2.1) et (3.2.3.1) (en plus simple) donne Emt}ﬂp_z(ﬁ,fl) =0
My
pour P € MZJ, donc le foncteur H omlﬁpfz(.,fl) est exact comme Vg et le
—k

résultat découle du cas MF i’p 2 et d’un dévissage élémentaire. O

Remarque: Je remercie le referee de m’avoir signalé une preuve directe, sans
dévissages, de ce lemme.

3.3.2

Soit 0 — N — P — M — 0 une suite exacte dans &2_2 avec M et N

simples et Vi (P) = Vi(N) @ V(M) (si P est dans MQ_Q, on note Vy(P) =

Va(T™H(P)) = Hom, (P, A) par (3.3.1.2)). Par ([FL],5.3), I'action de Ga-
=k

lois sur Vst(./\T ) et Vst(./\;l) est modérément ramifiée, donc sur Vst(ﬁ) aussi. No-
tons K¢ Pextension maximale modérément ramifiée de Ky dans K, (rappelons
que K" = K puisque k est algébriquement clos), OKénod I’anneau de ses en-

tiers et G™¢ = Gal(Ko/K{*Y) C G. Soit p € Hom,ﬁp—z(ﬁ,fl), pour tout
B My
x € P, on a des p;(x) uniques dans O, /pOg, et presque tous nuls tels que

sz 7:(X). On a g(p(z)) = p(x) pour tout g € G™? et on vérifie

facﬂement a partir des conditions de commutation les deux égalités (1 € N,z €

rP gE Gmod)

pilz) = po(No(N—1Id)o..o(N—(i—1)Id)(x)) (1)
wle) = Tolp)uels) - 1) 2)

ot g(&1) = €1(9)&1. On note K74 = Kmod[¢ ], Ofmoa les entiers de Kmod et
G4 le groupe de Galois Gal(K,/K™?) ¢ Gmod,
p—1 )
LEMME 3.3.2.1 (i) Pourr € Z, on a §{Ogmod = P(KT N & Ok,) £
1=0
(i1) Pour 0 <i < p—1, soit oW P limage de OKmod dans OKO/ﬁp zOKO et =

limage de OKmod (1] dans Og, /pOg,, alors = = @OKmod

Preuve. — (i) Soit v, la valuation p-adique sur K, normalisée par v,(p) = 1. On
p—1 p—1

a Kot = (K& Soit x = 2.8, € K™%, comme v,(KJ%) C Z,) U{oo}
1=0 1=0

28



et v,(&) = pl, on a v(2:.&) # vp(x;.8]) sii £ jet xp £ 0 # x;. Don

() = min wy(ei) = amin () + i),

(ii) De () pour r = p, on déduit pOgmes = Opmoa[&1] N pOx,, donc = =
Oemoa [§1]/pOgemoa. On obtient (ii) en faisant le quotient de O gmoa [&1] = @(’) Kgod- &
par 'égalité (i) pour r = p. O

PROPOSITION 3.3.2.2 (D’apreés Faltings [Fa2],5.2) Avec les notations précédentes,
on a pour tout x € P: po(x) € E = Im(Omei[&1] — Ok, /pOkg,)-

Preuve. — Soit n le rang de P sur k[u]/uP, par des arguments d’algebre linéaire
élémentaires, on trouve une base (€1, ...,€,) de P sur k[u]/uP et des entiers 1 =
_ Ni41— 1
ng <ng < ...<nyo<n+1=n,, tels que si P; = EB klul/uP.€; (0 <1<
p—2), ona FilP7?>P = @up_2_’.73i. Notons r; = Maxz{r € N tq é; € P,}, par
i=0

(3.3.1.1,(ii)) on a que, si x € P, po(z) € Fil'(Og,/pOg,) = 5’1"((9150/130150) et
les po(€;) satisfont un systeme d’équations dans O, /pOg,:

¢ry(po(€1)) po(€1)
(S) : =g :
Gr, (po(€n)) po(€n)

ou po(&) € Fil"(Og,/pOx,) et G € GL,(k[&1]). Soit G un relévement de G
dans GL,(W[&]) et G son image dans GL,(Og, /& Ok,). Pour m > p et
0 <i<p-—2, onpose leZ(OKO/_flmOKO) £'(0k, /6" Ok,) et siz = &'y €
Fil'(Og, /64" Og,), ¢i(x) = (—1)'y?. Les conditions sur m et i entrainent que

¢i(x) est bien défini dans O, /& Og,. On considere les systemes d’équations
dans Og, /& Og,:

Gry (1) Ty
Or,, (xn) Tn

ou z; € Fil"(Og,/&™OFg,). En utilisant que G,, est inversible, on vérifie facile-
ment que pour m > p, toute solution de (.S,,) se remonte de fagon unique en une
solution de (Sy,11). Finalement, en posant Fil'Og, = §Og, (0 < i < p — 2),
?i(&ly) = (—1)"y” et Sy le systeme d’équations dans O, :

Gry (1) Ty
Gr, (Tn) Tn
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ot z; € Fil""Og,, toute solution de (S) se releve de maniere unique en solution
de (S«). Soient (a;;) les coefficients de G, dans W[;], comme dans la preuve de
([Fal],2.4) on voit facilement que:

C,lTh, .. T/ ((—p) 17 — Zaw i)

est fini étale de degré p™ sur C,. Donc (S) a p™ solutions dans C, puisque
C, est algébriquement clos. Ces solutions sont en fait contenues dans K, car
le recouvrement étale ci-dessus est déja défini sur K, et K, est algébriquement
clos. Le groupe G7°¢ agit sur les solutions de (S) et comme par hypothese, cette
action est triviale modulo p, on en déduit que l'unique relevement (zy, ..., x,)
dans (S.) de la solution (po(€1), ..., po(€n)) de (S) est tel que x; € (£5'Oc¢, N
K)o = &' Ofmoa. En utilisant (Se), il suffit donc de montrer 27 € Oyeoa[&1]

p—1
si # € Opoa. Par (3.3.2.1,(1)), « s'éerit Y w,.87, x; € Kg™, vy(a;) > —ip™!
i—0
donc 2P est de la forme:
p—1 p—1
o’ =Y (2.8 +py = pal +py
i—0 1—0

pour un y € Ogmoa. Le premier terme est contenu dans Ogpmoa et le deuxieme
dans Ogemoa[&1] par (3.3.2.1,(1)) avec r = p. O

3.3.3
Par (3.3.2.2) et (3.3.2.1,(ii)), pour tout = de P, on a des d;(x) uniques dans

O, /&7 Ok, tels que py(w @5 )&7. Les égalités (1) et (2) en (3.3.2)

donnent d’autre part pour ¢ € N, z € P et g € Gmed:

po(z) = Ii%g(po(ﬁ/ o(N—=1Id)o..o(N—(i— 1)]d)(x)>>(61(921_1)1 (3)
En remarquant que pour tout y € P et tout g€ Gmed g(po(y)) = a; €1 (g)j5j(x)§_1j

(avec des notations évidentes), on obtient par (3.3.2.1,(ii)) des égalités dans
Ok, /&7 Oky:

e1(g)P76;(x) :pz_:(ij(]vo (N—Id)o..o(N—(i— 1)Id)(91;))<€1(5g'_1)Z

=0

(4)
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ol z € P,ge G je{0,.,p—1}. En développant e1(g)P = [(e(g) —

1) + 1777 (formule du binéme), on a finalement dans O, /7O, pour tout
j€{0,....,p—1} et g € G™%

p—1
. ~ €
Z <(p—j)(p—j—1)...(p—j—i+1)5j (x)—0; (No(N—Id)o...o(N—(i—l)Id)(x)))

i=1

Soit € une racine primitive p*™¢ de 1, les équations (5) sont du type (pour j
p—1 )
fixé et quitte & changer g) > ¢;(e —1)" = 0 dans O, /&I 7Ok, 1 <1 <p-—1.
i=1
En écrivant (¢! —1)" = (¢ — 1)¥(1 4+ € + ... + €/71)%, on obtient un systéme:

( ci(e—1) )
g : =0
cp-1(e — 1P~

ou g e GLp_l(OKO/ﬁfijKO). Donc ¢;(e — 1) =0 Vi € {0, ...,p — 2}. Appliqué
a ce qui précede, on a en particulier pour i =1, 0 < j < p—1, ((p — 7)d;(z) —
3;(N(x)))(e = 1) = 0 dans Og, /&7 O, ie.

: v p—j 1 _p=2-7j
w((p = 3i(@) = (V@) 2 === =g 25—

soit, pour tout j € {0,...,p — 2}:

(p— §)3;(x) = 5;(N(2)) € &7 (O, /& 7Ok, (6)

Soit Fil'P = (@?;?ﬁj) DuPi 1 @ ... 0u Py, 0<i<p—2 (voir preuve de
3.3.2.2). On a Fil'P = {z € P tq uP~*"'.x € FilP"*P}, N(Fil'P) C Fil""'P
(i > 1) et, si x € Fil'P, po(x) € Fil'(O, /pOg,) = &' (O, /pOx,) (3.3.1.1,(ii)).
De (3.3.2.1), on déduit alors 0;(x) € éiij(olgo/ff_j(’)go) pour j € {0, ...,i}. Par
Iégalité (6), on a (p — 5)d;(N*"1(z)) — 6;(N*(2)) € &" (O, /& O, ) pour
tout k& > 1. Donc, pour j € {0,...,i} et k > 1, §;(N*(2)) € fli_j(O[go/ff_jOlgo)
et po(N*(z)) € Fil'(Og,/pOg,) pour k > 1. Par (1), on en déduit p,;(N(z)) €
Fil'(Og, /pOx,) pour j > 0 qui entraine p(N(z)) € Fil'A.

3.3.4

Notons N = ¢,_o(FilP=2N), M = ¢p_o(Fil""2M) et P = ¢,_o(Fil’">P). Par
hypothese, N et M sont munis d'une structure d’objets de M F £’p ~2 et on a une
suite exacte de k-espaces vectoriels par (2.2.1.2,(iii)): 0 = N — P — M — 0.
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Remarquons que N(P) C N. Soit z € FilP"?P et p € H0m~p

on a N o @y o(p(r)) = ¢p-3 0 N(p(x)). Par (3.3.3), N(p(z)) = p(]\z
FilP=2A, donc ¢, 30 N(p(x)) = 0 i.e. p|gp = 0. La fleche Hom a2

~ ~ k
Hom,mpfz(/\/', A) étant surjective par (3.2.3.1), on obtient:
My

(P, A)
(z))

) €
A) —

vp € HOm,mp—2(./\~/’, A) = ‘/st(j\N/’)u p|N(P) =0
=k

LEMME 3.3.4.1 Soit N un objet de MFﬁ’p*2 et N1 un sous-k-espace vectoriel
de N tel que p(N1) = 0 pour tout p € Hompz(N, Aeris/pAeris), alors Ny = 0.

Preuve. — On peut supposer N; maximal: posons Fil'N; = Fil'N N N,
(1 € Z), la compatibilité de p € Homar (N, Aeris/DAeris) avec ¢; implique alors
¢s(Fil'Ny) C Ny. Comme ¢ : gry, N — N induit par les ¢; est bijectif et que
dimy (grp, N1) =dimg(Ny), ¢. : grip, N1 — Ny est aussi bijectif et (N7, Fil' Ny, ¢;)
est un sous-objet de (N, Fil*N, ¢;) dans Mi’pﬁ. Mais:

HOTTLM]:(N, Acris/pAcris> - Home(Nla Acris/pAcris) = ‘/cris(Nl)
est alors surjectif donc V,.;5(N7) =0 d’ou Ny = 0 par (3.2.3.2). O

Par (3.2.1.1) et (3.3.4.1), on a donc N(P) = 0 dou, si z € FilP*>P, (N o
bp_o)(z ) =0 = ¢p_o(u.N(z)) et par (22 1.2), uN( ) € w.FilP7?P ie. N(z) €
FilP=>P. On en déduit aisément quen fait N(Fil'P) C Fil/(P), 0 < i <
p — 2. Montrons que P est un objet de MF/*~2 On pose Fil'!P = P N Fil'P,
0<i<p—2 FillP =P, i<O0et FillP=0,7>p—1. On définit
¢; © FillP — P par ¢;(x) = (—1)P"2 "¢, o(uP2""z) € P. Par (2.2.1.2),
on a un isomorphisme de k[u]/uP-modules: k[u]/u? @), P ~ P compatible aux
monodromies (la dérivation a gauche est la dérivation produit tensoriel). Par

~ p_l . . .
récurrence sur i, supposons Fil'P = Zuﬂ ® Fil'™7 P (vrai pour i = 0) et soit
j=0
x € Fil"™P. Onaz = xo+tu.ai+...4u'.z;+y avec zg, ...,x; € Pety € Y u.P.

Jj>i+l
De ce qui précede, on déduit en appliquant N: w.x1+2u” zo+...+iu'.2; € Fil 7P
ie. 1+ 2uay + ... + ' la; € Fil'P soit par récurrence x; € Fil't'™IP

(1 <j<iydova =a—Ywa —y € Fil'"PnP = Fi"'P. En
j=1
~ p—l . . ~
particulier FilP~2P = Zuj ® FilP"*77P et de ¢, o(FilP~2P) = P, on déduit
=0
3" ¢i(FillP) =P ie. P € MF* Soit Fil'lN = {x € N tq vz €
i€EN
FilP=2N'} (resp. Fil' M = ...), on vérifie que Fil'N = Fil' NN N et qu’on a des
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suites exactes: 0 — Fil'l N — Fil'P — Fil' M pour tout i € {0,...,p — 2}. La
suite 0 — Fil'N — Fil'P — Fil'M est donc exacte V i € {0,...,p — 2}. Mais le
morphisme P — M de Mﬁ’pd est strict par rapport aux Fil’ ([FL],1.8), donc
Fil'P — Fil'M est surjectif pour tout ¢ et on a bien finalement une suite exacte
0—N—P—M—0dans MF"?,

Remarque: Toute la théorie des sections 2 et 3 a été faite en se restreignant
au FilP~2. Tl est possible qu’on puisse, comme dans [FL], prolonger la théorie
jusqu’au FilP~! moyennant certaines conditions supplémentaires sur les objets
considérés (voir [FL],6.1 et 6.6).

4 Construction de représentations semi-stables

Dans cette section, on introduit des modules “fortement divisibles” grace auxquels
on construit des représentations p-adiques semi-stables par passage a la limite sur
des représentations de torsion. On fait le lien entre ces modules et les (¢, N)-
modules filtrés admissibles de Fontaine.

4.1 Des représentations semi-stables
4.1.1

DEFINITION 4.1.1.1 On appelle S-module fortement divisible tout objet M de
la catégorie 'MP~? (2.1.2) vérifiant les trois conditions supplémentaires:

o le S-module M est libre de rang fini
e le S-module M/FilP~2>M est sans p-torsion

e le S-module M est engendré par ¢, o FilP~>M).

La deuxieme condition équivaut & demander px € FilP7>M < x € FilP72M.
Si M est un module fortement divisible, M /p"M est un objet de M?~? (n € N)
et M s’identifie & lim M /p" M (le fait que FilP~>M = lim Fil’~> M /p" Fil" > M
provient de la condition FilP=2S.M C FilP"2M qui ramene la description de
FilP=2 M essentiellement a celle d'un sous-W-module libre de rang fini de M).
SOlt ‘/st(M) - HOm/Mp72 (M, Ast), on a ‘/st(M) - Hom/Mp72 (h_I)IlM/pnM, Ast7oo) -
limHom, -2 (M/p"M,A;TOO) et par (3.1.3.1), Vi (M) est un Z,-module libre
de rang celui de M. Nous allons nous intéresser a V(M) ®@z, Q,.

On note M Fg, (¢, N) la catégorie suivante: les objets sont des Ky-espaces
vectoriels DD munis:
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e d’'une ﬁltrapion décroissante par des sous-K-espaces vectoriels F' il'D telle
que U Fil'D =D et ﬂ Fil'D =0

i€Z i€Z
e d’une application Ky-semi-linéaire injective ¢ : D — D
e d’une application Ky-linéaire N : D — D telle que N¢ = pp N

Les fleches sont définies de la maniere évidente. Les algebres B .. et B, sont des
exemples d’objets de M F'k, (¢, N). Lorsque dimg, D < oo, la relation N¢ = ppN
entraine que N est nilpotent. On pose Sk, = Ko @ S et on étend a Sk, toutes
les structures de S par Ky-linéarité (Ky-semi-linéarité pour le Frobenius). Soit
M un module fortement divisible et D = M ®w Ky. On pose Fil'D = {x €
Dtq(u—pP2x € FilP*Mew Ky} si0<i<p—2, Fil'D=Dsii <0,
i—1
Fil'D =) Fil"7Sk,.Fi'Dsii > p—1et Fil'! M = M N Fil'D. Pour z € D,
=0
on pose ¢(x) = (¢ 1)P"2¢, o((u — p)P~2.x) et on étend N par Ko-linéarité. Les
propriétés de M font que D est alors un objet de la catégorie MFsg, (®,N) de
([Br2],6) (attention, dans [Br2], on notait M un objet de MFs (P, N) et et
N les opérateurs sur un tel objet). En particulier, D peut s’écrire canoniquement
D = Sk, ®k, D ou D est un objet de M Fg, (¢, N) de dimension finie (voir
[Br2],6.1): on vérifie alors que D s’identifie aux éléments de D annulés par une
puissance de la monodromie. Soit p € Hom ypw—2(M, Ag) et x € D N M, alors
p(x) € Ay (cf. 3.1.1) d’ot une fleche Q,-linéaire U : Hom/Mp—z(./\/l,Zs\t) ®z,
Q, — Homy, (D, B;). Le résultat suivant se déduit de [Br2], nous en donnons
une preuve rapide:

PROPOSITION 4.1.1.2 Awec les notations précédentes, ¥ induit un isomorphisme
de modules galoisiens:

HOm/Mp—Q(M,Z{;) ®Zp Qp ; HOmMFKO(qg’N)(D,B;g)

Preuve. — Il est clair d’apres sa définition que W commute a I'action de Galois et
est injective. Soit p € Hom, yp—2(M, A ), on voit facilement que W(p) commute

au Frobenius et & la monodromie. Montrons que W(p) préserve les filtrations.
i 7

Soit f, : Sk, — Ko, Zw,u — szp' hm w; = 0) et F, lapplication K-

linéaire D = Sk, ®x, D — D deﬁme par F,(A®x) = f,(\)z, on rappelle que par
définition Fil'D = F,(Fil'D) ([Br2],6). Notons ¥,(p) la composée de ¥(p) avec
I'injection B — B;R induite par f, (3.1.1), on a un diagramme commutatif:

—

L) Ast
Fp | L £
p ¥ B
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ou seule la fleche du bas ne préserve peut-étre pas les filtrations. Soit € Fil'D,
il existe Z € MNFil'D = Fil' M et r € N tels que F,(Z) = p"z. De (f,0p)(Z) €
Fil' Bip, on déduit W,(p)(x) € Fil'Bjg, d'ou ¥(p)(z) € f, ' (Fil'Bjg) N By =
Fil'B; (3.1.1) et 'image de ¥ tombe dans HomMFKO(qs’N)(D, B;). Montrons la
surjectivité de W. Soient €1, ..., €,, une base de M sur Set p € HomMFKO(@N)(D, BY),

il existe r € N tel que p"é; = Z)\i,j@)xi,j € Sk, @K, D avec Vi, j, N j.p(x;;) € Ag.

j

On pose p(€;) = > N j.p(x:;) € Ay quon étend & M par S-linéarité. Si on mon-
j

tre que p € Hom/Mpfz(M,Z;), il est clair que p ® 1/p" sera un antécédent

de p. On vérifie que p commute avec N et que p o ¢[y = ¢ o p, il suffit

donc de montrer p(FilP=2M) C FilP=2A,,. Montrons par récurrence sur i que

p(Fill M) C FiliAy, 0 <i < p—2. Clest vrai pour i = 0. Supposons le résultat

a lordre i — 1 et soit y € Fil' M (i > 1), on a:

i) fulp(y)) =" p(Fp(y)) € Fil'Ag,

ii) N(p(y)) = p(N(y)) € Fil""' Ay par hypothese de récurrence.

Dans f/l;, p(y) s’écrit Zak'yk(X) ou les aj sont dans A... Par ii), on a

k=0
N(p(y) = 1+ X)) appm(X) € Fil ' Ay dott Y- api(X) € Fil'™'A,. On
k=0 k=0
en déduit facilement Z ape(X) € Fil'A,,. Mais i) donne alors ag € Fil'Agpis,

k=1
d’ou finalement p(y) € Fil'Ay. O

4.1.2

Il existe ([Fol],2.3.4) un élément ¢ de Fil'A..;s qui engendre Z,(1) et on définit
Beris = B [1/1] et By = B[1/t]. Si V est une représentation linéaire continue

de G dans un Q,-espace vectoriel de dimension finie, on dit que V' est semi-stable
si dimg, (By ®q, V)¢ =dimq,V ([Fo2],5.1.4).

THEOREME 4.1.2.1 Soit M un module fortement divisible, alors Vi (M)®z, Q,
est une représentation p-adique semi-stable.

Preuve. — Soit n le rang de M, V = Vy(M)®z, Q, et V* = Homgq,(V,Q,). 1l
est équivalent de montrer que V* est semi-stable ([Fo2],5.1.7) i.e. dimg,(By ®q,
V)Y = n. Par ([Fo2],1.4.2), il suffit d’avoir dimg,(By ®q, V*)“ > n ou encore
dimKOHomRepQP(G)(V, Bf,) > n. En reprenant les notations de (4.1.1), on a par
(4.1.1.2) une fleche canonique D — Hompepq, () (V. Bf,) et il suffit de montrer
qu’elle est injective, ou encore que si z € M est tel que N*(x) = 0 pour un
s € N* et p(x) = 0 pour tout p € Vy(M), alors o = 0. Soit un tel = supposé
non nul dans M. On peut prendre x ¢ pM. Soit T son image (non nulle)
dans M /pM, puisque Hom, yp-2(M, Ag) — Homiypw—2(M/pM, Ag/pAs) est
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surjectif, on a p(z) = 0 pour tout p € Vy(M/pM). Par (2.4.2.1), on peut
trouver une filtration dans MY % : 0 = My C My C ... € M; = M/pM (les
inclusions sont strictes) telle que les gradués proviennent de M F g,p 2 Soit 7 le
plus petit indice tel que & € M, (r > 1 puisque T # 0), soit P = M,/ M,_;
et notons encore  'image (non nulle) de z dans P. Par hypothese, on a un
isomorphisme dans Mifz : P~ k<u>®pP ou P est un objet de M{:’p%.
Soit P = k[u]/u? ®; P l'objet associé de Mi_z (2.2.2.1) et Z 'image de = dans
P. On vérifie que P s’identifie aux éléments de P annulés par une puissance de
N, donc & € P. Par (3.1.3.1), on a une surjection Vy (M /pM) — Vi (M,) qui
entraine p(Z) = 0 pour tout p € Homﬂz_z(ﬁ,fl) = Hommz(P, Acris/DAcris)-

Par (3.3.4.1), on a & = 0 et, de N*(z) = 0, on déduit que & est de la forme
T=> X“®p, dans P =~ klu, X;]/ (v, XT)ien- @, P ol @ = (o, ..., o), m € N¥,

a € {0,..,p— 1}, X* = X" X0m, Yo, # 0 et po € P, po # 0. _Soit
p € Vu(P), par hypothese, on a donc p(d_X* ® p,) = 0 dans Ay /pAy ~

R[X,]/(€P, XP)ien- < X > (3.1.2.2) d’ot Zggp(pa) = 0 dans R[X;]/(£P, XP)ien-

Soit a° I'unique uplet dans lécriture de Z tel que Y p'al est minimal dans N*,
i=1

en décomposant p(pao) dans Aeis/pAeis ~ R[X;]/(€P, XP)ien+, on en déduit
p(pao) € Filp(*Acris/pAcris)a VP S V;t(P) = HOTan(-P) Acris/pAcris)‘ Comme
poo # 0, soit ¢ Pentier de {0,...,p — 2} tel que poo € Fil'P, poo ¢ Fil™P,
alors ¢;(pao) # 0. Mais pour tout p € Hompyz(P, Acris/DAcris), p(0i(pav)) =
®i(p(pa0)) = 0 puisque p(pao) € FilP(Aeris/DAeris). Par (3.3.4.1), cela n'est
possible que si ¢;(ps0) = 0 d’olt une contradiction qui acheve la preuve. O

4.2 Des (¢, N)-modules filtrés admissibles

Soit D un objet de dimension finie de la catégorie M F g, (¢, N) (4.1.1), on dit
que D est admissible s’il existe une représentation p-adique semi-stable V' telle
qu’on ait un isomorphisme dans M F (¢, N): (By ®q, V)¢ ~ D ([F02],5.3.3).
On montre que la catégorie des modules filtrés admissibles est équivalente a celle
des représentations semi-stables ([Fo2],5.3.5). Un des problemes de la théorie est
de décrire tous les modules filtrés admissibles (et donc toutes les représentations
semi-stables).

Pour D dans MFg,(¢, N), on pose ty(D) = > (dimg,gr'D).i et ty(D) =
1€Z
Z (dimg, D,,).cc ot v € Q et D, est la partie de D de pente o pour 'action de ¢

acQ
(voir [Be],p. 316). Si D est de dimension n, on remarque que A" D est muni de la

fagon évidente d’une structure d’objet de M F'i, (¢, N) et que ty (A" D) =ty (D)
et tN</\n D) = tN<D)
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COROLLAIRE 4.2.1 Soit M un module fortement divisible, D [’objet associé de
MFg,(o,N) (c.f. 4.1.1), V = Vy(M)®z,Qp = HOmMFKO(¢7N)(D7 Bf) (4.1.1.2)
et V* = Homq,(V, Q). Alors la fleche canonique:

D — HomMpepg, @) (V, B) = (Ba ®q, V)¢
est un isomorphisme dans M Fr, (¢, N). En particulier, D est admissible.

Prewve. — Soit D' = Hompepq, (c)(V, BY), dans la preuve de (4.1.2.1), on
montre que la fleche canonique D — D’ est injective. Comme les deux Ky-espaces
vectoriels ont méme dimension, c¢’est un isomorphisme clairement compatible aux
opérateurs ¢ et NV et aux filtrations. Il faut montrer que c’est un isomorphisme sur
les filtrations et il suffit d’avoir ty (D) = tg(D’). Par ([Fo2],5.4), on a ty(D') =
ty(D') et par (A4), ty(D) = ty(D). D'ou le résultat puisque tx(D") = tn(D).
O

4.3 Les (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles

On dit qu'un objet D de dimension finie de M Fg,(¢, N) est faiblement admis-
sible si ty(D) = tn(D) et si pour tout sous-Ky-espace vectoriel D' de D stable
par ¢ et N avec Fil'D' = Fil'D N D', on a ty(D') < ty(D’). On montre que la
catégorie des modules filtrés faiblement admissibles est abélienne, stable par du-
alité et extension ([Fo2],4.4.4) et que tout module filtré admissible est faiblement
admissible ([Fo2],5.4.2). L’intérét de cette notion est que Fontaine conjecture
la réciproque ([Fo2],5.4.4) i.e. que tout module filtré faiblement admissible est
admissible. Lorsque N = 0 et que la longueur de la filtration n’excede pas p — 1,
cette conjecture est démontrée dans [FL]. La méthode est basée sur un théoreme
de Laffaille ([La],3.2) qui dit que si N = 0 et Fil°D = D, la faible admissibilité
est équivalente a l'existence de réseaux fortement divisibles, qui permettent de
construire des représentations cristallines comme en (4.1.2.1) et (4.2.1).

Soit D un objet de M Fg, (¢, N) de dimension finie avec N # 0 et tel que
la longueur de la filtration n’excede pas p — 2. Quitte a décaler la filtration
et & multiplier ¢ par la puissance de p correspondante (ce qui revient du c6té
galoisien a tordre par une puissance du caractere cyclotomique), on peut sup-
poser Fil’D = D et FilP"'D = 0 (voir [Pe],2.1). Soit D = Sk, ®, D son
Sk,-module filtré associé ([Br2],6). Si M est un S-réseau de D stable par ¢
et N, on pose FilP™2M = M N FilP™®D et ¢, o = p;b—Z . FilP72 M — D.
Si ¢p_o(FilP72M) C M et si ¢p_o FilP~>M) engendre M comme S-module,
il est clair que M est un module fortement divisible (4.1.1.1) et l'objet de
MFs, (®,N) associé & M en (4.1.1) s’identifie bien alors & D via I'isomorphisme
de Sk,-module Sk, ®s M = D. En vertu du résultat de Laffaille pour le cas
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cristallin, il est naturel de se poser la question:

St D est faiblement admissible, est-ce qu’il existe toujours un réseau fortement
divisible dans Sk, @k, D ?

Remarque: Comme me I’a fait remarquer le referee, quand on sait a I'avance
que D est faiblement admissible, il suffit de vérifier la divisibilité (i.e. ¢p(FilP7>M) C
pP=2M), la forte divisibilité (i.e. Fil’~> M) engendre M) étant alors au-
tomatique (A.3).

o

Une réponse affirmative a la question ci-dessus entrainerait par (4.2.1) la con-
jecture de Fontaine pour le cas N # 0 (avec la restriction sur les longueurs des
filtrations). D’autre part, si Fil""'D =0 (0 < r < p — 2) et s’il existe un réseau
fortement divisible M dans Sk, ®k, D, on a vu que les gradués dans une suite
de Jordan-Holder de M /pM sont des objets de la catégorie M{:’T (2.4.2.2 et
2.1.2.1). En particulier, les exposants des caracteres fondamentaux qui décrivent
I’action de I'inertie modérée sur la semi-simplifiée modulo p de la représentation
galoisienne H 0mMFK0(¢7N)(D, Bg;) associée a D (voir 6.1.1) ont des chiffres en
base p qui sont compris entre 0 et r (le fait que ces chiffres soient ainsi bornés
est conjecturé par Serre). Une réponse affirmative a la question précédente en-
trainerait donc aussi cette conjecture de Serre pour toutes les représentations
semi-stables a poids de Hodge-Tate dans un intervalle de longueur ne dépassant
pas p — 2.

Dans la suite, nous montrons que la réponse est oui lorsque la transversalité
de Griffiths est vérifiée sur D (cas naif) ou lorsque D est de dimension 2.
5 Le cas naif
Pour i € Z, soit Ky[i] 'objet de M F g, (¢, N) donné par Ky, ¢(1) = p'l, Fil'(Ky[i]) =
Koli], Fil'™(Ko[i]) = 0, N = 0. Si D est un objet de M Fg, (¢, N), on pose
Dli] = D®g, Koli] (produit tensoriel dans la catégorie M F' i, (¢, N), [Fo2],4.3.4).

LEMME 5.1 Pour tout i € Z, D est admissible si et seulement si D[i] est ad-
massible.

Preuve. — Facile, voir ([Pe],2.2). O

Notons M F' {%(Q N) la catégorie abélienne des modules faiblement admissi-

bles (4.3) et M F {g‘; (¢) la sous-catégorie pleine (encore abélienne) des objets pour
lesquels N = 0.
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DEFINITION 5.2 Soit D un objet de MF, (¢, N), on dit que D est naif s’il
vérifie la transversalité de Griffiths, i.e. si, pour tout i € Z, on a N(Fil'D) C
Fil'='D.

Remarquons que si D est de dimension finie et naif, la filtration construite en
([Br2],6) sur Sk, ®k, D n’est autre que la filtration produit tensoriel. Soit D un
objet de M F ffo (¢, N) naif et dont la longueur de la filtration n’excede pas p — 2.
On a alors:

PROPOSITION 5.3 Le module D est admissible (4.2).

Preuwve. — (La preuve suivante m’a été indiquée par J.-M. Fontaine). Par
(5.1), on se ramene au cas ot Fil’D = D et FilP"*D = 0. Si N = 0, on con-
clut par ([La],3.2) et ([FL],8.4) (ou la théorie précédente). Supposons N # 0,
nous allons d’abord montrer que D contient encore un réseau fortement divisi-
ble au sens classique ([La],3.1) stable par 'opérateur N. A cause des relations
N(Fil'D) C Fil"/Y(D) et N¢ = ppN, 'opérateur N* = N o ./;.‘o N (n € N*) in-
duit des morphismes dans M F g, (¢, N): N*: D — Din]. Comme D et D[n] sont
faiblement admissibles et que la catégorie M F' }cg) (¢, N) est abélienne, Ker N™ et
KerN™/Ker N™! sont aussi faiblement admissibles. Soit ng le plus petit entier
dans N* tel que N = 0, on a en particulier une filtration de D par des objets
de MFJ (¢, N):
0C KerN C..C KerN"™ CD

(les inclusions sont strictes) telle que les gradués sont dans M F {%(gb) 11 suffit
donc de montrer que si on a une suite exacte courte 0 — D' — D — D" — 0
dans MF {%((b, N) (avec filtrations positives inférieures a p — 2) avec D" dans

MF fg)(gb) et D' contenant un réseau fortement divisible stable par N, alors D
contient aussi un réseau fortement divisible stable par N. Soient M” un réseau
fortement divisible de D" et (e;)1<j<n une base de M” adaptée a la filtration.
On a des entiers r; tels que e; € Fil"7M" avec r; le plus grand possible et une
matrice G dans GL,,»(W) telle que:

¢T1 (61) €1
. |=9g] :

(bT‘n// (en//) Enpt

Soient €; des relevements des e; dans D tels que €; € Fil"'D et (x;)1<j<n les
éléments de D’ tels que:

%(él) €1 1

Solen))  N\ew)  \aw
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Soit M’ un réseau fortement divisible de D’ stable par N, quitte a diviser M’ par
une puissance de p, on peut supposer que M’ contient les z; et les N(é€;). Soit
M le réseau de D engendré par M’ et les €, il est clairement stable par N. On
vérifie facilement que ¢(Fil'M) C p'M et qu’on a une suite exacte courte:

0— M — Z%(FWM) - M'"—=0

ieN P

ce qui montre qu'on a bien » g(lelM) = M. Si maintenant on pose M =
e P
Zp—2 p—2

S ®@w M avec FilP>M = > Fil'S@ Fil’ 7'M, ¢p2 = > ¢i ® ¢po_; et

=0 1=0
N=N®Id+ Id® N, M est un réseau fortement divisible au sens (4.1.1.1) et
par (4.2.1), on a le résultat. O

Remarque: La naiveté est automatique lorsque la longueur de la filtration
n’excede pas 1. En dehors de ce cas, la plupart des modules faiblement admissibles
ne sont, bien sur, pas naifs | (voir section suivante).

6 Le cas de dimension 2

Nous montrons que les modules faiblement admissibles de dimension 2 dont la
longueur de la filtration n’excede pas p — 2 sont admissibles en exhibant des
réseaux fortement divisibles (4.1.1.1). Nous décrivons les exposants de l'inertie
modérée sur la semi-simplifiée modulo p des représentations galoisiennes semi-
stables associées. Les démonstrations sont assez calculatoires et le lecteur est
invité a traiter d’abord quelques cas simples (petites valeurs des parametres).

6.1 Les (¢,N)-modules filtrés faiblement admissibles de
dimension 2 et leur Sk -module associé

6.1.1

Notons v, la valuation p-adique sur K, normalisée par vp(p) = 1. Soit D un
module filtré faiblement admissible de dimension 2 tel que N est non nul. Soit r
le plus petit élément de Z tel que Fil"™1D # Fil"D et s le plus petit élément de
N tel que Fil" "' D = 0. Soit e; un vecteur de D tel que N(e;) # 0, (e1, N(ey))
est alors une base de D et ¢(N(e1)) = IN(ey) pour un [ € K. On peut alors
choisir ey tel que ¢(e;) = ple; et un tel e; est unique a multiplication par un
élément de K pres. Sion remplace e; par ae; (a € K{), | est remplacé par
d(a)a'l et en particulier v,(l) est indépendant des choix. Soit ey = N(e;):
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1" cas: s = 0, les conditions d’admissibilité faible s’écrivent v, (1) +v,(pl) = 2r
et r < v,(l) qui entraine 2u,(1) + 1 < 2v,(l) et est donc impossible.

2eme cas: s > 1, on a Fil""'D = Fil'"?D = ... = Fil"™D = Ky.(\e; +
Ao€2), A1, A2 € Ko, (A1, A2) # (0,0).

e Si Ay = 0, les conditions d’admissibilité faible s’écrivent v,(l) + v,(pl) =
2r+set r+s < yy(l), qui donne 2(r +s) +1 < 2r + s et est encore
impossible.

e Si A\ # 0, on a un unique £ € K, tel que Fil"™'D = ... = Fil""*D =
Ky.(e1 + L.e3) et les conditions d’admissibilité faible s’écrivent v,(1/p") > 0
et 2v,(I/p") + 1 = s: s est impair.

Nous allons montrer le théoréme:

THEOREME 6.1.1.1 Soit D faiblement admissible de dimension 2. Avec les no-
tations précédentes, supposons p > s+ 2, alors D est admissible.

Par (5.1), on se rameéne au cas r = 0. La démonstration utilise alors I'existence
de réseaux fortement divisibles (d’ou la restriction inévitable sur la longueur de
la filtration), mais va donner plus que la simple admissibilité:

Soit V une représentation p-adique de G de dimension finie et V sa semi-
simplifiée modulo p (la semi-simplifiée de la réduction modulo p d’un réseau stable
par Galois: c’est indépendant du réseau, voir ([Se],1.6)), on a sur V une action de
Iinertie modérée et cette action s’exprime comme puissances des caracteres fon-
damentaux de Serre: y'otipt-+ia-1p*™" 0 < i < p—1([Se],1.7). En dimension
2, on a donc deux chiffres 0 < iy < iy < p — 1 (Vaction étant Diag(xy, xi') ou
X2 ou son conjugué). Supposons V' semi-stable (de dimension 2) & poids de
Hodge-Tate (0, s) avec 0 < s < p—2. Si V est cristalline, un résultat de Fontaine
et Laffaille ([FL],5.3) donne (ip,i1) = (0,s). Si V n’est pas cristalline, c’est une
des représentation Hom MF, (¢, ~n)(D, Bg) pour un certain D précédent: on note
L(V) € Ky l'invariant £ de D. Par un calcul explicite, on aura le résultat:

THEOREME 6.1.1.2 Avec les notations précédentes:

(io:i0) = (S5 52) st ml£(V) 2 0,
(io.in) = (25 +ulL(V)), o —1Vp<£<V>>) si =2 <L) <0,
(ig.1) = (0,5) si m(L(V)) < _5; .

Remarque 1: En combinant les deux théoremes, on remarque que si 'on a
deux entiers positifs 7g, 71 tels que ig + i3 < p — 2, on peut toujours trouver une
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représentation semi-stable de dimension 2 a poids de Hodge-Tate (0,iy + i1) et
dont les chiffres des exposants de I'inertie modérée sont (i, 7).

Remarque 2: Le nombre £ revét une importance particuliere pour les fonctions
L p-adiques associées a certaine formes modulaires “nouvelles” de poids pair (voir
[Ma2] et les travaux a venir de Kato).

6.1.2

Soit D faiblement admissible de dimension 2 comme en (6.1.1) avec r = 0. Pour
s =1, D est naif et donc, par (5.3), admissible (en fait, dans ce cas, D est méme
ordinaire ([Pe],1.2)). De facon explicite, on voit facilement, lorsque s = 1, que

M = W.e +VV.£2 siv,(L) <0et M =W.e + VV.2 si v,(L£) > 0 est un réseau
p p

fortement divisible stable par N. Le théoréme (6.1.1.2) s’en déduit aisément dans
ce cas.

On suppose dorénavant s = 2t +1,t € N*, p > s+ 2, Fil’D = D, Fil'D =
.. = Fil*D = Kq.(e; + Ley), Fil*™'D =0, ¢(e1) = p"uer, ¢(ez) = pluey ot
pw € W*et N(ey) =eq, N2 =0. Soit D = Sk, @k, D le Sg,-module filtré associé
a D ([Br2],6): il est muni d'un Frobenius ¢ défini par ¢(A ® x) = ¢(A) ® ¢(x) et
d’un opérateur de monodromie N défini par N(A® ) = N(\) @ x + A ® N(x).

: o L - u' — D o

Soit I}, : D — D l'application Ky-linéaire Fp(z;) wl?’ Rx) = Z;) wiﬂx, on définit
= =

la filtration par Fil'D = D si i < 0 et, pour i > 1, par la formule récurrente

([Br2],6):

Fil'D ={y € Dtq N(y) € Fil""'D et F,(y) € Fil'D}

On montre que Fil'D = Z Fill Sk, .Fil' 9D pour i > p — 1 et que (u —
j=i—(p—2)

p)l.x € Fil'D < x € Fil" 7D (ces faits se déduisent immédiatement de [Br2],B.4.4).

Donnons une description explicite de la filtration sur D.

Soient v = u — p et r € N*, puisque ce sont les “degrés” en v inférieurs a r
qui sont significatifs pour la description de Fil"D, on pose:
r—1 'Ui
D, ={>_ —wi, yi € D}NFil'D
i—0 P

de sorte que Fil"D = D, + Fil"Sk,.D.
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r— 1

ProprosITION 6.1.2.1 Soient yo,...,y, € D, y = Z yZ € D et soit ig le plus
=0 p
petit entier tel que y;, # 0. Alors y € D, si el seulement siig > r — s et il existe

Co€ K et (Ch,...,Criy_1) € K{T71 tels que

yz-o = 00(61 + £€2)
i—19— 1 1>7j—i0—j—1
Ys = Cifio (61 + [,62) + Z %Cjeg y io + 1 S 1 S r—1°
j=0 t—w—J
Preuve. — Le résultat est immédiat en utilisant la remarque finale de 'appendice

de [Br2]. Donnons en une preuve directe. Il suffit de montrer le lemme avec
1 <r<s<p—2. Onpose e =e; + Les et on prend 'hypothese de récurrence:

r—1 Ui r—2 Ui r—9 4 al
HR(T) = (Z —Yi € D, ssi Z —Yi € D,_1 et af_l = Z(—l)T_Q_ZZ)

i=0 i=0 i—0 r—1—1

ot y; = aje} + aley. Pour r = 1, HR(1) = (yo € Dy ssi a3 = 0) est bien
T ?}i

vérifiée. Supposons HR(i) pour i < r, r+1 < s et soit y=>» —y; € D avec

— P

r—1
y; = aj e} +a’ey. Posons y' = Z —Y;, on a facilement y € D, 4 si et seulement si

i=0
r—1

y' € D, et N(y) € Fil"D i.e. si et seulement si ¢y € D, et N(y') — U—lryr € D,.
P

r—1 r—1
v vt
Un calcul donne N(y') — ——=7y, = > —z; avec z; = bie} 4 bieg olt:
P Pty

bi = —ia; — (i +1)aj,y, b = a; —ia; — (i+1)af,;, 0<i<r—1

’Uril r—2 Ui
Par HR(r), N(y') — ——ry- € D, si et seulement si > —2; € Dy et
P i—0 P
=2 bl Z
v = Z(—l)r_2_2+. La premiere condition découle de 3y’ € D, qui,
= r—1—i
' z—l (11'
par récurrence, est équivalent a (ao Yt ]7,, 1<i<r— 1).
J=0 —J

Donc finalement, y € D, est équivalent a:

D —re? =S T
aly—(r—1)a2, —ral = (—ia} — (i +1)al,,)
o r—1—1

et

.
|

—
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La premiere équation s’écrit:

r—2 a;)
s 1a;
ra2 = —(r —1)a?_, +ral_, + 3 (~1)"2 (r—1—1d)(r —1)
i=1
En utilisant:
r—2 r—2—i 1 ! = ey
2 (—1) a r—2 Qg S (=1) -
_ = (-1

a, q ; r—1—1 ( ) T_1+i:1 r—1-—d

elle devient:

ra; =ra;_y +(=1)""lag +

SR i - =)y

S r—1—1

r—1 (_1)r—1—ia1
soit a2 = > ~————". On a Iénoncé en posant C; = aj. O

; r—1
1=0

6.2 Réseaux fortement divisibles
6.2.1
On rappelle que s =2t + 1, t € N*, p > s+ 2. Soit | = —1,(L) € ZU {—o0} et,

A

si L # 0, A 'unique élément de W* tel que £ = —. Soit M le réseau suivant de
p

D:

o M =W(es+ o(N) +W;s&l<t

)

o M =W(es+ ¢(N) +Wp781l>t

l+1) pl+1

(donc M = Weﬁ—W@ sil ={—o0}). Onpose M = S®@wM C Sk,Rk,D =
p

D, on vérifie que M est stable par ¢ et N et on le munit de la filtration induite
par D.

PROPOSITION 6.2.1.1 Awec les notations précédentes, on a ¢p(FilP~>M) C pP2 M.

(o] 1
Preuve. — Soit x = Z U—'xz € FilP"2M, x; € M, on écrit z = T<p_o+T>y_o avec
i—0
p=3 i
T<po = Z sz Il est clair que (>, 2) € PP~ 2M. Soit iy le plus petit entier
Pl
’ Ui() p—3—io i )
tel que x;, # 0, on a <, o = Ty ouy = > Vi € FilP "M (y; € M) et
0. 'LZO .

44



tel que F,(y) # 0. Par (6.1.2.1), on peut écrire y = > %(Ci(el + Les) + Dieg)
i—0 P

il suffit de montrer ¢(y) € pP>~° M. Soient donc m < s — 1 et y € Fil™" M
(

ouCy € K§, (Ch,...,Cp) € K" et:

)
Dy = 0
{ )i—k—‘rl '
—(} (1 <1< m)

11—k -
On a aussi:
32 (it + 002200 + (01 O = 0N G)(D)) € M1 5.1
y=19 o
> <Ci(€1 + 45@);31) + (P D+ (O - d)(A))Z)(ptfil)) eMsil>t
i=0

ce qui entraine pour 0 <7 < m:

Ci € p'W etpDi+()\p—¢()\))g€pWszl<t

(1) | ’oo
C; € pW et p1D; + (\p — qﬁ(A))E cep'W sil>t
Un calcul facile donne par ailleurs:

upt“z (0G0 er + 00 + 0(D) ) si L <t

¢(y) = e
Mpt“z (@(Ci)er + 6N H1>+pl DI ) si L2t

Sim < t, il est clair que ¢(y) € p" ™' M. Supposons t + 1 < m < 2t.
Sil>t: pourtouti,ona(l)iCiEpiW( Diew ¥ ()\p d(A >)§ €
W = C; € p'W 9 D; € p'W. Comme m < s — 1 =2t, on a ¢(y) € p" M.
Sil < 0: pour tout i > 1, (1) = D; € p" 'W et C; € p'W, en particulier

Ciepm ' Wsim—t<i<metD,ecp™'Wsim—t+1<i<2m-—2t<m.
On en déduit un systeme:

-1 1 (—1)m-t
—Chpi —Cpt o - Cy € p™'W
% t—1 + % t—2 T + m—tr1° p
gcmftfl — gbmeti2 + ...+ e e ptw
-1 mf;f
TEL—)t—f—]_Om_t_l + Ce + ... + e € pmftW
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La matrice correspondante a un déterminant dit de Cauchy (de la forme det( 0
a; o

les signes alternés ne changeant éventuellement que le signe du déterminant) dont
Ilic;(a; — ai)(b; — b;)

Il 5 (a; + bs)
teurs sont plus petits que p — 1, ce déterminant est inversible d’out C; € p™ ‘W
pour i € {0,...,m}, donc D; aussi et ¢(y) € p" M.

). Puisque les fac-

le calcul est bien connu et élémentaire (

Si0<1<t—1: un examen des équations correspondantes en (1) donne:

esi0<m<2t Cy € plW, C, € pIHW,..., C, € leer, Cl+1 S lerIW,
Cl+2 € pHQW,...,Cm ep"W

e si 2 +2r S m S 2 (0 S r S l— l)’ CO € lerTW,”" OT € lerTW’
Cryr € P HW . Cripr € PP HW, Crpgn € P HPW LG € P W

Le premier point vient de (1) = C; € p'W @ D;eW Q C; € p™HW 4 W =
Co € p'W, C; € pH*W Np'W (i > 1). Le deuxiéme se prouve par récurrence sur
r: le cas r = 0 vient du premier. Par récurrence (au cran r — 1) et en utilisant
les r dernieres équations de (1), on a C; € p™W (r < i < m) et D; € p*" W
(2l4+r+1 <i <2[+2r < m). Par le méme argument que dans le cas [ < 0, on en

déduit Cy, ..., Cy_1 € p*rW, done Vi € {0, ...,m},C; € p+w & D, e prrriv &
C; € p W 4+ pHW = Oy € pHTHW N p'W, r + 1 < i < m (attention, les
valuations précédentes sont loin d’étre optimales en général). On en déduit:

esi0<m<20+1(I<t—1),onam<t+Ildoum—t<I<y,(C), Vi

e sim=2[+2r (1<r<t—Il),onam—t<20+2r—(l+r)=14+r <1,(Cy),
Vi

o sim=2042r+1,dem <2tonar <t—Il—letm—t=I1+r+(+r+1-t) <
[+7r< Vp<Ci), N4

On a donc toujours ¢(y) € p" M siy € Fil™' M d’ou le résultat. O

Par la faible admissibilité de D, (6.2.1.1) et (A.3), on en déduit:

COROLLAIRE 6.2.1.2 Awvec les notations précédentes, %(Filp_QM) engendre

M comme S-module i.e. M est fortement divisible.

Par (4.2.1), ceci démontre le théoreme (6.1.1.1).
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6.2.2

Pour démontrer (6.1.1.2), on va expliciter deux éléments X et Y de Fil?~? M tels

ppgb 5(X) et p;bz( ) engendrent le S-module M. Si (Cy, ..., Co;) € K3, on
1)1 k+1

pose Dy =0et D; = Z

que
ﬁ@. (1 <i<2t).

Sil> t: on pose X = vP2(e; + (A )le) et Y = P32y ot Y est
Pélément de Fil*' M construit en (6.1.2.1) avec ig = 0 et Cy = 1, Oy = ... =
Clot = 0, Ci = —(pA — ¢(\))! l+1(1z_>z+l, ie{l+2,..20 (Co=1,C =0
i€{l,...,2t} sil>2t—1). On vérifie facilement que p'Y’ € M N Fil**1D puis

que:

]jgax>=;w%2(*“@ +¢<>ﬂﬁq+«¢%x>—p¢@»ufgﬁn)

¢ 392t 2 i t ¢ €2
o) = e (S e+ o022 0 2)

Finalement, on a w,w’ € S*, w"” € S et Z € M tels que p;b_Q(X) = w(pt];il)
® e e - : ¢
pZ et pT(Y) = w'(e; +¢()\)pl—i1) +w”(ptpl—il) d’ou le fait que pT(X) et

2 -2

= (Y) engendrent le S-module M dans ce cas.
=

Dans la suite de (6.2.2), on suppose [ <t — 1.

Sil<I<t—1l:soitr=t—1, 1<r<t—1,onpose X =P 272p=1 X" et
Y = o372 Y7 avec:

. 2t—1 UZ X X €2 . 2t Ui v ey v €2
1=0 =0

ot (C)o<icat_1 et (CF )o<i<ar sont les uniques éléments de W (voir ci-apres) qui
satisfont respectivement les équations:

Cx¥=1,CX= =G =0
Cl+r+1 = —(p>\ (b( )) l+1Dl+r+17 - 021+r :X_(p)\ - Qb( )) ! H_ngngr
02l+r+1 C2l+2r 1 — =0, D2l+r+1 - D2l+2r—1 =0

(les 2(r — 1) derniéres équations disparaissent pour r = 1)

Cg)/ - ]., C}‘il = ... :CZ{»I+1 :0
Cl}{/—r+2 = _(p/\ _)?(A))ilpprlelz-r—i-% sy C%;—H“Y: _(p)‘ - ¢( )) ! l+1D§—|—T
Cotprpr = o = Cgpy9, = 0, Doy = oo = Dyyyg, = 0
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(X,Y € FilP"2M par (6.1.2.1) et un calcul facile). Un examen de ces équations
montre que pour 7 > 2, (C)1<;<,_1 est solution d’un systéme dans W qui modulo
p est le systeme:

(_1)2H—r+1 " N (_1>2l+r CX N N (_1)2l+3CX B (_1)21+r+1

21 +r A+r—1 72 2A+2 1 2441
(_1)2l+r+2 CX N (_1)2l+r+1 CX N N (_1>21+4 CX B (_1)2l+r+2

Sfid 2+r+1 1 20+r 7 2043 70 2471 +2
(_1)2l+2r—1 " N (_1)2l+2r—2 x N N (_1)2l+r+1 CX B (_1)2l+2r—1
A+2r—2 1 2+42r—3 2 A+r T 242 —1

et que (C))i<i<, est solution d'un systeme dans W qui modulo p est le
systeme:

-1 2l+r+1 -1 2l+r —1 20+2 -1 2l+r+1

. Lot 2(1 )—105/ o (2z)107¥ - (25) 1

-1 2l+77:+2 __1}_27;—5—7“—4—1 _1_{—214-3 _1’_27;—0:';4-2

Sppig 24r+171 204r 7 20+2 7 20+ 7 +2
-1 21‘+2r -1 21+'27"71 -1 2l+'7"+1 -1 ‘2l+2r

D oy LU gy By . LT
20+ 2r —1 20+ 2r — 2 20+ r 204 2r

Comme en (6.2.1.1), S}, et S}, correspondent & des matrices de Cauchy de
déterminant non nul dans F, et les (C*) et (CY) sont donc déterminés de fagon
unique dans W. De plus, on a CX | € W* et CY € W*.

Sil < 0: on pose de méme X = P22t~ 1 X" ot Y = vP~372ptY" avec:
PN U o €2 x €2 f_em V' y €2 y €2
X'=3 —(CXer +A2) + D} 2) et Y =3 —(CY (es + A=) + DY =)

i=0 P p p i—o P p D

olt (C#)o<i<ar—1 et (CY )o<i<ar sont les uniques éléments de W qui satisfont res-
pectivement les équations:

Cr=1CY=CX,=..=C5_,=0,(pour t >2) DX, = ...=Dg5i_; =0
CY=1,C,=0C,..=C}, =0, DYy =..=D} =0

C’est équivalent & demander que (Cf*)1<i<;,—1 (resp. (C})i<i<;) soit solution du

systeme Sg, (resp. S},) dans W. On a aussi Ci¥ | € W* et CY € W*.

Le lemme suivant sera utile:

LEMME 6.2.2.1 Ona Dy € W*sil<I<t—1et DX eW*sil<O.
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Preuve. — On considere chaque équation modulo p. Pour 1 <[ <t —1 et

A
r > 2 (rappelons que [ + 7 =t), on a C* = 1<i<r—1oud,estle
> 2 (rappelons q ); det(5%)"
déterminant de S;*  une fois remplagée la im¢ colonne par la colonne de droite.

Mais on voit facilement que (modulo p):

X r—1 (_1)2t7r7i+1 X r—l 1)2t7r7i+1
D = ——C; A
2 ; 20—r—1i detS ; 2t —1r —1i

(olt Ag = det(S}X)), soit det(S;X)D3; . = det(S},.) (au signe pres) en développant
det(S};,) par rapport a la premiere ligne. Les déterminants étant inversibles, on
a le résultat. Pour [ < 0 la preuve est similaire. O

Un calcul facile donne:

¢ €2
——X) er+ o\
pp¢2 g o Pl
) ;
ol
G- <c(¢<cox )+ cp(CF) + o+ 1G(CH ) e(S(D) + co(DY) + .. + 2 1p(DF ) )
O(Co )+ cH(CY) + . + 6 (Cyy) ¢(Dy) + co(DY) + .. + *6(Dy)
Le fait que pji(X ) et piQ(Y) engendrent le S-module M découle alors de:

PROPOSITION 6.2.2.2 Awvec les notations précédentes, G € G La(S5).

Preuve. — La matrice G est a coefficients dans W{[y,(u)]] qui s’injecte dans S,
il suffit donc d’avoir 'inversibilité modulo 7,(u) et modulo p. On voit facilement
que G est alors la matrice en (6.2.2.3) en multipliant la premiere ligne par —1.
Par (6.2.2.1) et puisque CTY eW*sil<I<t-—1, CtY e W*sil <0, le lemme
(6.2.2.3) permet de conclure. O

LEMME 6.2.2.3 On a les égalités suivantes modulo p et au signe pres:

CF¥—C{¥+ ..+ (=)'CXy DF =D +...+(-1D)*"Dx_ | oY DX
CYy —-CY+..+(=y¢cyY DY-DY+. +(=0)¥rD)_ | 77
s11<[<t—1cet
Co —CF +..+(D)"ICE, Dy =Df +..+ (=D'Df | _ -y px
Cy —CY +..+(-1)'¢Y DY —Dy+..+(-1)'Df t i

st l <0.
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Preuve. — On donne la preuve pour 1 <[ < t—1, 'autre cas étant similaire. Je
n’ai trouvé d’autre démonstration qu'un calcul d’algebre linéaire horrible, mais
facile. On rappelle que t = [ +r, DY = DX =0, DY = D{¥ =1 et, modulo p,
CZ»X =0,7>ret C’iY = 0,7 >r+ 1. Tous les calculs ci-dessous sont modulo
p. Afin d’éviter un foisonnement de cas particuliers, une expression qui n’a pas

de sens pour une valeur permise d’un parametre sera convenue nulle (exemple:
r—1

Y (.)=0sir=1).

j=1

Soit A le déterminant a calculer, puisque:

2t—r 21 1.7 2t—r 1 2t—r—j
S (- =3 -3 (- )iy 4 S 2% (- )il
i=1 07 i j=2141J =0

(resp. avec X), on a au signe pres (C = 0):

r—1 r—j
SIS SN ST eIy
_ i=r—j+1 =0
2l_|_ . T ) =]
! (~1yer Y-y
i=r—j+1 i=0

Posons §; = CY —CX, 0<i<r—1,ona:

r 1 r—1

A=Y o= X CUTEE Y ()OS - O] - A
= AE T i EEA
s 1 r—j .
ot A’ = (—1)"CY Z ST (—1)!C5*. Une réindexation soigneuse donne:
j 1=0
r—1 r—1 (_ )ifl(y (_1)15 ( )z+]5
) A = — Y d N
(1) ;[22214-7’4—] 1;2l+r+j—i—1+ -+ G 122l+r—2+1
r—1 1
+ —_— —1)mCXs, — A
=2+ 1§nzs:r—j .

r—j+1<m<r—1

En faisant la différence des deux systemes Sy, et Sf,., on déduit

115

= 1
Z _ & )Cty,1<j<r—1
= 2l+r+]—z

20+

En coupant la somme et en multipliant par C;°, on génere les équations pour
0<k<r—2etk+1<j<r—1

N e

1)r+k0 CY Jj—1 (_1)z+k51
Ci §2l+r+j—z’—k h

2+ ) —k Zl A+r+j—i—k

20
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En les injectant dans la premiere somme de (1) et en réindexant la deuxieme, on
obtient:

r—1j-1 ( 1)i (_1)i+1 (_1)i+j—1
A = CXp.  +——2 X
2,20 G i tasr e~ Tt a e s =in)
r—1r—j ( 1)7" J+i+1 (_1)T—j+2+i (_1)r—1+i
s (C T ex UV T ey BT e
+ ;; ’t( 21 + j CT—]+1+ 20+ Cr—g+2+ + AT CT_1>
r—1 1 1 (_1)j—1
-ncy X4 X\ A
A Z(2l+y 310 et g )
soit:
—i:1 1L P 101 2l+] 2l+]—1 1 2l—|—]_ -1
avec:
r—1 (_1)2 (_1)i+1 (_1)i+j—]_
P, = C¥+. +—-——~L X
i= <2Z+T+J—Z Atr+j—G+D T Al )
r—t r—1 (_1)k+z
Qi = > X —C
=2 k=r—j+1 20+
r—1 (_1)1+] X (_1)’L+]+1 X (_1)7.4,2‘71 "
= Y G e Ot o)

.

Par définition de Sl);, onaP,+Q; =0, 1 <1i<r—2. Apres réindexation du
restant, on trouve:

A o -1 'roYr - 1( 1)J710X —A/

= (= ’“ZIZ 244 7
i=1 j=i

eSS e - e T S (1o
m2+ D 21+]zo
r—1 r—j+1

rY (_1) J X 1 X
= ( 1) OT{;M r—j _moo}

(=) rAY X
T‘i‘jcr i = <_1) Cr D2t—7"

|

6.3 Les exposants de ’'inertie modérée

Nous prouvons ici (6.1.1.2). On rappelle que M est le réseau fortement divisible
de (6.2.1). Si M est un objet de MFJ27? (2.4.1), on appelle poids de la filtration

tor
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les entiers i tels que Fil'M # Fil"*'M. Si pM = 0, on rappelle que l'inertie
modérée agit sur la semi-simplifiée de la représentation galoisienne associée par
des puissances des caracteres fondamentaux. Ces poids sont alors les chiffres en
base p des exposants des puissances ([FL],5.3).

PROPOSITION 6.3.1 Awec les notations précédentes, M /pM provient de la catégorie

Mﬁ’p_z. Les poids de la filtration sur ['objet correspondant sont les suivants:
(0,2t +1) si 1>t

(t—I0t+1+1) s 0<I<t,

(t,t+1) si 1<0.

Preuve. — Modulo p, il est clair que N|p/pm = 0 et que, si ./\/171;./\/1 désigne
'objet de MZ_Q correspondant & M /pM (2.2.2.1), on a ¢,_s (Filp_Q(/\/l/NpM)) =
M /pM (utiliser les formules donnant ¢,_(X) et ¢,_2(Y")). En raisonnant comme
en (3.3.4), on en déduit que M/pM est mum d’une structure d’objet de M F/?~2
et que M /pM est isomorphe dans /\/lk k[u]/uP @) M/pM. Notons X et Y
les images de X et Y dans FilP~ 2(J\/l / p/\/l) un calcul facile donne:

sil>t X =uP 2. (e;+0(N) et Y = —p(\)uP—2- (2t+1)p Csil > 2t—1,
Pt

)

Y = (—¢p(\) + (=D} + 1)_1ul+1).up_2_(2t+1).pt% sit <1 <2t—1, donc
p

€9
pt]ﬁ € F2l2t+1(M/pM> (et €1 + ¢< )F & FZZ()(M/pM))

sil<l<t—1,

— _ o (4 [ o o
X = ¢(\)'Dy, w2 l)‘(61+¢()\>pl742-1) + (_qb(/\)cviilup 2-(t4141) | pX g2 t)'i
}_/ — (_QS()\)C«YU;D 2—(t+14+1) +Dr+l+1up_2_t>'€£

p

et comme CY € W* et Dy, € W* on déduit 2 ¢ Fil™ ™ (M /pM) et
p

er + o(A )F € Fil'”'(M/pM)
sil <0,
S _9_ (& 7 € 5 1 €
X = L (e + 600 >plil)—¢<x>p L)+ D
o AY, p—2— -1 €2
Y o= Crur (e + 6(N) m) $(\p .5)

et comme CY € W* et DX € W*, on déduit e; + ¢(\ )%— ()\)p_l.9 €
p p

HWWWMQ%?EMMMMMD
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Par ([FL],5.3), ceci acheve la preuve de (6.1.1.2).

Remarque 1: On montre facilement que, dans le cas d’une représentation semi-
stable a poids de Hodge-Tate entre 0 et p — 2 et provenant d'un Ky-module filtré
naif (5.2), les chiffres des exposants de 'inertie modérée sur la semi-simplifiée
modulo p sont encore les poids de la filtration sur le module filtré (comme dans
le cas cristallin).

Remarque 2: L’'image essentielle de la catégorie MP~2 dans Repz,(G) est une
catégorie abélienne de représentations galoisiennes de longueur finie, stable par
somme directe, sous-objet et quotient dans Repz,(G) (les deux derniers faits se
déduisent du résultat analogue pour la catégorie image essentielle de M{g’;_z,
et du fait que ces deux catégories ont les mémes objets simples (2.4.2.2)). Cette
catégorie peut donc se préter a ’étude des déformations de représentations p-
adiques semi-stables (voir [Mal]), au moins dans le cas de dimension 2, avec la

restriction habituelle sur les poids de Hodge-Tate.

A  Modules fortement divisibles et modules faible-
ment admissibles

Les résultats de cet appendice m’ont été indiqués par le referee.

Soit M un module fortement divisible (4.1.1.1) et D le (¢, N)-module filtré
de M Fg,(¢,N) qu'on lui associe en (4.1.1). On montre ici que D est faiblement
admissible. Dans le cas d’un réseau fortement divisible ”classique” ([FL],7.7), le
résultat est di a Laffaille ([Lal,3.4). Commengons par un lemme:

LEMME A.1 Soient m € N*, M un Wu]/(u — p)™-module libre de type fini,
D=KyQwM et M = M/uM. Soient D' C D un sous-Ko[u]/(u—p)™-module,
M =D'NnM et M' I'image de M’ dans M. Alors lgw (M/M') =dimk,(D/D’).

Preuve. — On définit une filtration positive décroissante sur D par:

Fil'D = D4+ (u—-p)'Dsi0<i<m
Fil'D = (u—p)""D sim<i<2m
Fil'D = 0si2m<i

et on pose Fil'l! M = Fil'DN M et Fil' M = Im(Fil' M — M). En partic-
ulier, Fil™"M = M’ et Fil"M = M’'. Les gri;M sont des W-modules libres
de rang fini. Comme (u — p)Fil'’M C Fil'"*M, on a pFil'M C Fil"™*M et
les grt.;M sont des k-espaces vectoriels de dimension finie. Pour tout i € N,
on a dimy(gré, M) =rgw (gri,M). En effet, la surjection canonique gri,M —
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gri, M entraine déja dimy,(gri., M) <rgw (grt.,; M), et d’autre part:

Zdimk(gr%ﬂM) =lgw M =rgw M =dimg,D = ZdimKo (97%uD) = ngw(gr%il/\/l)

i>0 >0 >0
m—1 m—1

d’oti I'égalité. Mais alors dimg, (D/D') = Y dimg, (griy D) = > rgw (gri M) =
=0 i=0

m—1

> dimy(gri, M) =lgw (M/M') puisque Fil™M = M'. O

i=0

COROLLAIRE A.2 Soient M un S-module libre de type fini, D = Sk, ®s M et
M=W®gqp Mot fo:S—W, () w—0 (@ >1) Soient D' C D un sous-
Sk,-module tel que Fil’Sk, D C D', M' =D'NM et M’ I'image de M’ dans M.
Alors M/M' est un W -module de longueur finie et on algy (M/M') =dimg,(D/D').

Preuve. — Soient D = D/Fil’Sk, D, M = M/FilPS.M, M = M/p’.M et
D', M', M’ les images respectives de D', M', M'. De Fil’Sk, D C D', on tire
D/D' = D/D'. On a aussi (u — p)’. M C Fil’SM C M' dou pPM C M’ et
M/M = M/M', M/M' = M/M'. D’autre part, M’ est I'image de M’ dans
M et M' =D NM car Fil’Sg, D C D'. Le résultat découle alors de (A.1)
appliqué & M, D et D’ avec m = p. O

PROPOSITION A.3 Soit D un objet de dimension finie de M F (¢, N) (4.1.1)
tel que Fil°D = D et Fil’"'D = 0, D l'objet associé de MFs, (®,N) ([Br2],6)
et M C D un sous-S-module tel qu’il existe une base (e, ...,e,) de D sur Sk,
et des entiers ¢ > d vérifiant p°. ®1<i<n S.e; C M C p?. Di1<i<n S.€;. On pose
FilP=2M = FilP72D N M et on suppose ¢(FilP~2M) C pP2M, alors:

(i) tu(D) < tx(D) (cf. 4.3)

(ii) supposons de plus M libre de type fini sur S, alors ty(D) = ty(D) si et
seulement si ¢(FilP~2 M) engendre pP~2> M sur S.

Preuwve. — (i) Siz € M, on a ¢((u — p)P~2x) = P 2pP2¢(x) € pPP2M d'on
¢(x) € M puisque ¢ € S* i.e. ¢(M) C M. Soit M l'image de M dans D ~
Ko ®syc.00 D (fo : Sy — Ko,7i(u) = 0,0 > 1): M est un réseau de D tel
que ¢(M) C M d’ou tn(D) =lgw (M/d(M)) ([La],1.5). Soit FilP~2M I'image de
FilP=> M dans M, on a ¢(FilP~2M) C pP=2M d’ou, en posant n =dimg,D:

lgw(M/FilP>M) = lgw(¢(M)/S(Fil"*M))
= lgw(M/éb(Fllp *M)) — lgw(M/$(M))
(

> lgw(M/p"2M) — lgw (M/¢(M))
= (p—2)n—1tn(D)

Pour 0 < i < p—2, soit Fil'’ M = Fil'DNM, comme Fil'Sk,.D C Fil'D, gri, D
est un Ky-espace vectoriel de dimension finie et comme Sy, ®g Fil'l M = Fil'D,
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gria M est un W-réseau de gri., D. Soit Fil' M I'image de Fil' M dans M, comme
(u — p)Fil'l M C Fil™ ™' M, gri, M est un k-espace vectoriel et la surjection W-
linéaire grt.,, M — gri., M entraine dimy,(gré,; M) <rgw (gr&; M) =dimg, (gré; D)
d’ot lgw (M/FilP=2M) <dimg,(D/Fil’~*D). Mais si (€;)1<i<n est une base de
D adaptée a la filtration (voir I'appendice de [Br2]) et si r; est le plus grand entier
dans {0, ..., p—2} tel que é; € Fil"D, un calcul simple donne dimg, (D/FilP~*D) =
dp=2-r)=@-2)n—=>_ r;=(p—2)n—ty(D) dou lgw(M/Fil"2M) <
i=1 i—1

(p—2)n —ty(D) qui donne (i) par la précédente inégalité.

(i) Le corollaire (A.2) appliqué avec D' = FilP~*D donne dans ce cas lgy (M /FilP~2M) =
dimg, (D/FilP=?D) = (p—2)n—tg(D) et il est clair que la premicre inégalité est
une égalité si et seulement si ¢(FilP~2M) = pP~2M ou encore si et seulement si
d(FilP~2 M) engendre pP~2M sur S. O

THEOREME A.4 Soit M un module fortement divisible, D l'objet de M F s, (®,N)
associé a M (4.1.1) et D l'objet de M F g, (¢, N) associé a D ([Br2],6). Alors D
est faiblement admissible.

Preuve. — Par (A.3,(ii)), on a ty(D) = tnx(D). Soit D' C D un sous-Ky-
espace vectoriel de D stable par ¢ et N. On pose Fil"D' = Fil" DN D' (r € Z):
(D', Fil"D',¢, N) est un objet de M Fk, (¢, N) de dimension finie et il suffit de
montrer ty(D') < tn(D'). Soit D' l'objet de MFg, (®,N) correspondant a
D' ([Br2],6): c’est un facteur direct de D stable par ¢ et N tel que Fil"D" =
Fil'DND'. Soit M' = D'NM et FilP72M' = FilP=>D' N1 M’, on a donc
G(FilP=2 M) C pP=2 M': par (A.3,(i)) appliqué & D" et M’, on a ty(D') < tn(D')
d’ou le résultat. O
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