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Mathématiques, Bât. 425
U.R.A. 752 du C.N.R.S.

Université Paris-Sud
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1 Introduction

Dans cet article, k est un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W (k)
l’anneau des vecteurs de Witt et K0 = Frac(W ). On note K̄0 une clôture
algébrique de K0, OK̄0

l’anneau des entiers, OCp son complété p-adique, Cp =
Frac(OCp) et G = Gal(K̄0/K0).

Pour construire des représentations cristallines de G, on connâıt essentielle-
ment deux moyens: le premier est de prendre la cohomologie étale d’une variété
propre et lisse sur K0 à bonne réduction (conjecture Ccris de [Fo4], voir [Fa1]),
le deuxième est d’utiliser la théorie de Fontaine-Laffaille ([FL]), c’est à dire de
construire des représentations cristallines à partir de W -modules fortement divis-
ibles. L’avantage du premier est (entre autre) qu’on obtient des représentations
cristallines sans restriction sur les poids de Hodge-Tate. L’avantage du second est
qu’il permet de définir une théorie entière, c’est à dire une catégorie abélienne de
représentations de longueur finie de G. Les représentations cristallines sont alors
construites par passage à la limite à partir d’objets de cette catégorie. En outre,
par un résultat de Laffaille ([La]), on obtient ainsi toutes les représentations
cristallines à poids de Hodge-Tate compris dans un intervalle de longueur ne
dépassant pas p− 1.

Après l’introduction par Fontaine des représentations semi-stables de G (qui
contiennent les représentations cristallines, voir [Fo2]), il était tentant d’essayer
de généraliser les deux résultats précédents. Le premier a été obtenu par Kato
et Tsuji (conjecture Cst de Fontaine dans [Il], voir [Ka] et [Ts]). Sur le second,
on ne disposait jusqu’à présent que des résultats partiels de Faltings ([Fa2],5).
Nous proposons dans cet article une théorie entière ”semi-stable” qui généralise la
théorie de Fontaine-Laffaille, c’est à dire nous définissons une catégorie abélienne
de représentations de G de longueur finie, grâce à laquelle nous construisons, par
passage à la limite, des représentations semi-stables de G. Nous montrons qu’en
dimension 2, on obtient bien ainsi toutes les représentations semi-stables à poids
de Hodge-Tate compris dans un intervalle de longueur ne dépassant pas p − 2.
Nous espérons qu’il en est de même en dimension supérieure. Par ailleurs, cette
théorie a également des applications à la géométrie (voir [Br3]).

Rentrons un peu plus dans les détails de l’article:

En 2, nous introduisons diverses catégories de modules de p-torsion sur un
certain anneau ̂W <u> (complété p-adique de l’algèbre polynomiale aux puis-
sances divisées en l’indéterminée u). L’idée de considérer un tel anneau est venue
des travaux de Kato ([Ka]) sur la cohomologie étale des variétés algébriques à

réduction semi-stable. Il y est apparue une certaine algèbre noté ici B̂+
st, munie

d’un Frobenius, d’un opérateur de monodromie, d’une action de G, d’une filtra-
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tion vérifiant le critère de transversalité de Griffiths avec la monodromie, et telle

que B̂+
st

G
= K0 ⊗W

̂W <u>. Dans ([Fa2],3 et 5), Faltings considère déjà de tels
modules. Cette partie diffère de ([Fa2],5) essentiellement par trois points:

1) Nous travaillons avec B̂+
st et pas B+

cris, ce qui nous permet de conserver l’opérateur
de monodromie dans la construction des représentations galoisiennes de torsion.
2) Nous introduisons une catégorie, notéeMp−2, de ̂W <u>-modules de p-torsion
différente de celle de ([Fa2],5). En particulier, nous n’avons (apparemment) pas
la même notion de suite exacte.
3) Nous montrons que cette catégorie est abélienne.
Nous montrons également que cette catégorie admet les mêmes objets simples
que dans la théorie de Fontaine-Laffaille.

En 3, nous définissons un foncteur exact et fidèle de Mp−2 dans la catégorie
des représentations de longueur finie de G. Nous montrons qu’il est pleinement
fidèle en adaptant la preuve de Faltings ([Fa2],5.2).

En 4, nous définissons certains ̂W <u>-modules libres ”fortement divisibles”
qui, par les résultats de 3 et en inversant p, permettent de retomber du côté ga-
loisien, dans la catégorie des représentations semi-stables de G, et du côté module,
dans la catégorie des modules filtrés admissibles de Fontaine. L’existence de tels
réseaux ”fortement divisibles” entraine que la conjecture de Serre est vérifiée sur
les exposants de l’action de l’inertie modérée sur la semi-simplifiée modulo p de
la représentation galoisienne correspondante (i.e. ces exposants sont “bornés”).

En 5, nous traitons le cas facile où la transversalité de Griffiths est vérifiée au
niveau des K0-modules filtrés de Fontaine (cas dit “näıf”).

En 6, nous traitons complètement le cas de dimension 2 qui, non seulement
donne un exemple concret non trivial, mais aussi présente l’avantage d’être lié
aux formes modulaires de la façon suivante. Soit f une forme modulaire “nou-
velle” à coefficients de Fourier dans Qp: on sait lui associer depuis Deligne une
représentation galoisienne de Gal(Q̄/Q) sur un Qp-espace vectoriel de dimen-
sion 2. Pour certaines f sur Γ0(N) de poids pair et telles que p divise exacte-
ment N (voir [Ma2]), la restriction de cette représentation à un sous-groupe de
décomposition en p est semi-stable par les résultats de Tsuji [Ts] et non cristalline
([Sa]): c’est une des représentations construites ici. D’autre part, Fontaine et
Mazur conjecturent essentiellement que toute Qp-représentation de Gal(Q̄/Q)
absolument irréductible de dimension 2 qui est “géométrique” (i.e. en gros po-
tentiellement semi-stable en chaque place non archimédienne) provient des formes
modulaires nouvelles ([FM],(f)). Si la potentielle semi-stabilité est automatique
quand on se restreint à Gal(Q̄l/Ql) avec l 6= p, elle est loin d’être toujours vraie
en l = p, d’où l’intérêt de connâıtre toutes les représentations p-adiques po-
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tentiellement semi-stables de dimension 2 (elles sont conjecturalement données
dans [FM]) et donc, dans un premier temps, celles qui sont déjà semi-stables.
Grâce à des ̂W <u>-réseaux ”fortement divisibles”, nous construisons ici toutes
les représentations p-adiques semi-stables de dimension 2 à poids de Hodge-Tate
dans un intervalle de longueur ne dépassant pas p−2. Nous obtenons d’autre part
modulo p des représentations galoisiennes qui présentent la curiosité de ressembler
à la réduction modulo p de représentations cristallines, mais à poids de Hodge-
Tate différents. Nous calculons ces poids, c’est à dire les exposants de l’action de
l’inertie modérée sur les semi-simplifiées modulo p des représentations.

Je remercie M. Gros et B. Edixhoven pour les discussions que nous avons
eues ensemble et l’intérêt qu’ils ont porté à ce travail. C’est J.-M. Fontaine qui
m’a proposé de regarder les représentations p-adiques semi-stables de dimension
2, à la suite de son article avec B. Mazur ([FM]). Il m’a en outre dispensé sans
compter son soutien et ses conseils. Je lui exprime ici ma plus vive reconnaissance.

Enfin, je remercie chaleureusement le referee pour son travail de très grande
qualité, pour ses nombreuses remarques constructives et pertinentes, pour m’avoir
indiqué en plusieurs endroits des preuves alternatives et pour m’avoir signalé la
très jolie preuve du théorème (A.4) de l’appendice.

2 Des catégories abéliennes

Dans cette section, on introduit un anneau S et on construit certaines catégories
abéliennes Mr

0 et Mr de S-modules de torsion pour r entier entre 0 et p − 2.
On montre que les objets simples de Mr sont ceux de la catégorie MF f,r

tor de
([FL],3.2).

2.1 Définition des catégories

On se fixe un entier r quelconque entre 0 et p − 2 et on introduit deux sortes
de catégories qui dépendent de r: les unes avec un opérateur de monodromie,
les autres sans. Les ”vraies” catégories que nous utiliserons par la suite (voir
3) sont celles munies d’un opérateur de monodromie. Cependant, cet opérateur
n’intervient pas dans le fait que certaines de ces catégories sont abéliennes.

2.1.1

Soit S le complété p-adique de la P.D. algèbre polynomiale à une indéterminée
W < u >: S s’identifie à la sous W -algèbre de K0[[u]] définie par les séries

formelles {
∞∑
i=0

zi
ui

i!
, zi ∈ W, lim

i→∞
zi = 0}. Soit v = u − p, on a aussi S =
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{
∞∑
i=0

zi
vi

i!
, zi ∈ W, lim

i→∞
zi = 0}: on munit S d’une filtration positive décroissante

FiliS = vi.K0[[v]] ∩ S, i ∈ N. On définit sur S un opérateur de monodromie N
comme l’unique dérivation (de séries formelles) W -linéaire telle que N(u) = −u
et un opérateur de Frobenius φ, W -semi-linéaire, par φ(u) = up (on vérifie facile-
ment qu’on reste bien dans S). On a Nφ = pφN , N(FiliS) ⊂ Fili−1S et pour

0 ≤ i ≤ p− 1, φ(FiliS) ⊂ piS. On note alors (pour 0 ≤ i ≤ p− 1) φi =
φ

pi
|FiliS

et c = φ1(v) =
up

p
− 1 = (p− 1)!γp(u)− 1 ∈ S∗.

2.1.2

Soit ′Mr
0 la catégorie suivante: les objets sont la donnée:

• d’un S-moduleM

• d’un sous-S-module FilrM deM contenant FilrS.M

• d’une flèche φ-semi-linéaire φr : FilrM→M telle que pour tout s ∈ FilrS
et x ∈M, on a cr.φr(s.x) = φr(s).φr(v

r.x).

Les flèches sont les morphismes S-linéaires qui préservent FilrM et commu-
tent à φr.

Remarque: Soit M un objet de ′Mr
0 et posons φ(x) =

1

cr
.φr(v

r.x) pour

tout x ∈ M. La condition précédente sur φr n’est autre que la condition
φr(s.x) = φr(s).φ(x).

On noteMr
0 la sous-catégorie pleine de ′Mr

0 formée des objetsM qui vérifient
les deux conditions supplémentaires:

• le S-moduleM est de la formeM'
⊕
i∈I

S/pniS pour I fini et ni ∈ N∗

• le S-moduleM est engendré par l’image de φr.

Soit ′Mr la catégorie suivante: les objets sont la donnée:

• d’un objetM de ′Mr
0

• d’une application W -linéaire N :M→M telle que:
i) si λ ∈ S et x ∈M, N(λ.x) = N(λ).x + λ.N(x)
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ii) v.N(FilrM) ⊂ FilrM
iii) le diagramme suivant est commutatif:

FilrM φr→ M
v.N ↓ ↓ c.N

FilrM φr→ M

Les flèches sont les morphismes de ′Mr
0 qui commutent à N .

Remarque: SoitM un objet de ′Mr et posons, pour 0 ≤ i ≤ r, FiliM = {x ∈
M tq vr−i.x ∈ FilrM} et, pour x ∈ FiliM, φi(x) =

1

cr−i
.φr(v

r−i.x). Les condi-

tions sur N sont alors équivalentes à N(FiliM) ⊂ Fili−1M et Nφi = φi−1N .

On note Mr la sous-catégorie pleine de ′Mr formée des objets M qui sont
dans Mr

0. Par (2.1.1), S/pnS est clairement muni d’une structure d’objet de
Mr pour tout n ∈ N∗. Pour 0 ≤ r ≤ s ≤ p − 2, on construit un foncteur
Mr

0 → Ms
0 (resp. Mr → Ms) par (M, F ilrM, φr) 7→ (M, F ilsM, φs) (resp.

(M, F ilrM, φr, N) 7→ (M, F ilsM, φs, N)) où FilsM = vs−r.F ilrM+FilpS.M,
φs(v

s−r.x) = cs−r.φr(x) (x ∈ FilrM), φs(a.x) = φs(a).φ0(x) (a ∈ FilpS, x ∈M)
(resp. et où N est le même, les conditions sur N dans Ms se vérifiant par un
calcul facile).

Lemme 2.1.2.1 Pour 0 ≤ r ≤ s ≤ p− 2, le foncteur Mr
0 →Ms

0 (resp. Mr →
Ms) est pleinement fidèle, d’image essentielle les objets (M, F ilrM, φr) (resp.
(M, F ilrM, φr, N)) tels que FilsM⊂ Fils−rS.M.

Preuve. — On donne la preuve pour Mr
0 seulement (l’autre cas est iden-

tique). Il est clair sur la définition du foncteur que l’image (M, F ilsM, φs) de
(M, F ilrM, φr) est bien telle que FilsM⊂ Fils−rS.M. On construit un quasi-
inverse: soit (M, F ilsM, φs) un objet de Ms

0 tel que FilsM ⊂ Fils−rS.M et

posons FilrM = {x ∈ M tq vs−r.x ∈ FilsM}, φr(x) =
1

cs−r
.φs(v

s−r.x). A par-

tir des hypothèses sur FilsM et φs, on voit facilement que φs(FilsM∩ vs−r.M)
suffit à engendrer M. De la formule de φr et du fait que c ∈ S×, il est alors
clair que φr(FilrM) engendreM, donc que (M, F ilrM, φr) est un objet deMr

0.
La seule chose non formelle qui reste à vérifier est que, si (M, F ilrM, φr) est
un objet de Mr

0 et si FilsM = vs−r.F ilrM + FilpS.M, alors FilrM = {x ∈
M tq vs−r.x ∈ FilsM}. Il est clair que FilrM est inclus dans le membre de
droite et en utilisant M'

⊕
i∈I

S/pniS et FilrS.M ⊂ FilrM, on se ramène à

montrer que vs−r.a1 − vs−r.a2 ∈ Filp(S/pnS) entraine a1 − a2 ∈ Filr(S/pnS)
(n ∈ N∗, ai ∈ S/pnS), ce qui est facile. 2
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Quand r augmente, les catégoriesMr
0 (resp. Mr) sont donc des sous-catégories

pleines les unes des autres. En particulier, ce sont toutes des sous-catégories
pleines deMp−2

0 (resp. Mp−2).

Nous allons montrer:

Théoreme 2.1.2.2 Les catégoriesMr
0 etMr sont abéliennes, et même artini-

ennes. Plus précisément, soit f : N →M un morphisme dans Mr
0 (resp. Mr),

alors:

(i) f(FilrN ) = FilrM∩ f(N ).

(ii) Soit K le noyau de l’application S-linéaire sous-jascente, FilrK = FilrN∩
K, φr : FilrK → K la restriction de φr : FilrN → N (resp. et N : K → K la
restriction de N : N → N ). Avec ces structures, K est un objet de Mr

0 (resp.
Mr) et donne le noyau de f dans Mr

0 (resp. Mr).

(iii) Soit C le conoyau de l’application S-linéaire sous-jascente, FilrC l’image
de FilrM dans C, φr : FilrC → C l’application qu’induit φr : FilrM→M par
(i) (resp. et N : C → C le quotient de N :M→M). Avec ces structures, C est
un objet de Mr

0 (resp. Mr) et donne le conoyau de f dans Mr
0 (resp. Mr).

La preuve consiste en des dévissages pour se ramener modulo p.

2.2 Etude en caractéristique p

On fixe un entier r ∈ {0, ..., p − 2} et on note ′Mr
0,k (resp. Mr

0,k, resp. ′Mr
k,

resp. Mr
k) la sous-catégorie pleine des objets de ′Mr

0 (resp. Mr
0, resp. ′Mr, resp.

Mr) annulés par p. On commence par donner des descriptions plus simples des
catégoriesMr

0,k etMr
k, puis on montre qu’elles sont abéliennes.

2.2.1

On munit k[u]/up de la filtration Filik[u]/up = ui.k[u]/up, 0 ≤ i ≤ p − 1 et
de l’unique k-dérivation N telle que N(u) = −u. Si P (u) ∈ k[u]/up, on pose
φi(u

i.P (u)) = (−1)iP (0)p (on a φ=φ0).

Soit ′M̃
r

0,k la catégorie suivante: les objets sont la donnée:

• d’un k[u]/up-module M̃

• d’un sous-k[u]/up-module FilrM̃ contenant ur.M̃

• d’une flèche φ-semi-linéaire φ̃r : FilrM̃ → M̃.
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Les flèches sont les morphismes k[u]/up-linéaires qui préservent FilrM̃ et
commutent à φ̃r.

Soit ′M̃
r

k la catégorie suivante: les objets sont la donnée:

• d’un objet M̃ de ′M̃
r

0,k

• d’une application k-linéaire Ñ : M̃ → M̃ telle que:
i) si λ ∈ k[u]/up et x ∈ M̃, Ñ(λ.x) = N(λ).x + λ.Ñ(x)
ii) u.Ñ(FilrM̃) ⊂ FilrM̃
iii) le diagramme suivant est commutatif:

FilrM̃ φ̃r→ M̃
u.Ñ ↓ ↓ −Ñ

FilrM̃ φ̃r→ M̃

Les flèches sont les morphismes de ′M̃
r

0,k qui commutent à Ñ . On note M̃
r

0,k

(resp. M̃
r

k) la sous-catégorie pleine de ′M̃
r

0,k (resp. ′M̃
r

k) formée des objets M̃
qui vérifient les deux conditions supplémentaires:

• le k[u]/up-module M̃ est libre de rang fini

• le k[u]/up-module M̃ est engendré par l’image de φ̃r.

On remarque que k[u]/up est muni d’une structure d’objet de M̃
r

k. Si M̃ est

un objet de ′M̃
r

0,k, on note Filr+1M̃ = u.F ilrM̃. Comme φ(Fil1(k[u]/up)) = 0,

on a φ̃r|Filr+1M̃ = 0. On dit que M̃ satisfâıt la Condition d’Isomorphie de Faltings
(C.I.F.) si Id⊗ φ̃r définit un isomorphisme de k[u]/up-modules:

k[u]/up ⊗(φ),k FilrM̃/F ilr+1M̃ ∼−→ M̃

(on ”tord” à gauche par l’automorphisme φ de k, voir [Fa2],2.2).

Lemme 2.2.1.1 Soit M un k[u]/up-module libre de type fini et M′ un sous-
k[u]/up-module, alors dimk(M′/u.M′) ≤dimk(M/u.M) avec égalité si et seule-
ment si up−1.M⊂M′.

Preuve. — Une chasse au diagramme facile donne:

dimk(M/u.M)− dimk(M′/u.M′) = dimk(M/M′)− dimk(u.M/u.M′)

d’où l’inégalité demandée puisqu’on a une surjection k-linéaireM/M′ u→ u.M/u.M′.
Il y a égalité si et seulement si la surjection est un isomorphisme i.e. {x ∈
M tq u.x ∈ u.M′} =M′ i.e. up−1.M⊂M′. 2
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Lemme 2.2.1.2 Soit M un objet de ′M̃
r

0,k, les trois assertions suivantes sont
équivalentes:
(i) M̃ est de type fini sur k[u]/up et satisfâıt la C.I.F.

(ii) M̃ est un objet de M̃
r

0,k

(iii) M̃ est de type fini sur k[u]/up et la flèche canonique k[u]/up⊗k φ̃r(FilrM̃)→
M̃ est un isomorphisme.

Preuve. — (i) ⇒ (ii) et (iii) ⇒ (ii) sont faciles. Soit M̃ un objet de M̃
r

0,k,

par (2.2.1.1), on a dimk(FilrM̃/u.F ilrM̃) ≤dimk(M̃/u.M̃) (en fait, on a même

égalité). Mais par hypothèse, la flèche composée FilrM̃/u.F ilrM̃ φ̃r→ M̃ →
M̃/u.M̃ est surjective, c’est donc un isomorphisme d’où (i). On montre (ii) ⇒
(iii) de la même manière en utilisant:

dimk(φ̃r(FilrM̃)) ≤ dimk(FilrM̃/u.F ilrM̃) ≤ dimk(M̃/u.M̃)

2

2.2.2

Soit σ le morphisme d’algèbres S/pS → k[u]/up, γi(u) 7→ ui

i!
si 0 ≤ i ≤ p − 1

et γi(u) 7→ 0 sinon. Pour M dans Mr
0,k (resp. Mr

k), posons T0(M) =M⊗S,(σ)

k[u]/up (resp. T (M) = M ⊗S,(σ) k[u]/up) et soit s0 (resp. s) la surjection
canoniqueM→ T0(M) (resp. M→ T (M)). On pose FilrT0(M) = s0(FilrM)
et si x ∈ s0(FilrM), φ̃r(x) = s0(φr(x̂)) où x̂ est un relevé quelconque de x dans
FilrM (c’est indépendant du relevé). On fait de même pour T (M) et on pose
de plus Ñ(x⊗P (u)) = N(x)⊗P (u)+x⊗N(P (u)) ou x ∈M et P (u) ∈ k[u]/up.

On vérifie facilement qu’on définit ainsi un foncteur T0 : Mr
0,k → M̃

r

0,k (resp.

T :Mr
k → M̃

r

k).

Proposition 2.2.2.1 Les foncteurs T0 et T sont des équivalences de catégories.

Preuve. — On le montre d’abord pour T0. On construit un quasi-inverse. Soit
M̃ un objet de M̃

r

0,k, on pose T−1
0 (M̃) = S/pS ⊗k φ̃r(FilrM̃). Par (2.2.1.2), la

flèche canonique k[u]/up ⊗k φ̃r(FilrM̃) → M̃ est un isomorphisme de k[u]/up-
modules et T−1

0 (M̃) est donc de rang sur S/pS celui de M̃ sur k[u]/up. Soit s̃0

la flèche canonique composée:

T−1
0 (M̃)

σ⊗Id−→ k[u]/up ⊗k φ̃r(FilrM̃) −→ M̃

on pose FilrT−1
0 (M̃) = (s̃0)

−1(FilrM̃) et si x ∈ FilrT−1
0 (M̃), φr(x) = 1 ⊗

φ̃r(s̃0(x)). On vérifie facilement que T−1
0 (M̃) est bien un objet de Mr

0,k. Reste

à construire des isomorphismes canoniques et fonctoriels T0(T
−1
0 (M̃)) ' M̃

et T−1
0 (T0(M)) ' M. Pour M̃ dans M̃

r

0,k, on a T0(T
−1
0 (M̃)) = k[u]/up ⊗k
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φ̃r(FilrM̃) et on vérifie aisément que l’isomorphisme canonique k[u]/up⊗kφ̃r(FilrM̃)
∼→

M̃ est compatible avec toutes les structures. Pour M dans Mr
0,k, posons M̃ =

T0(M). On a T−1
0 (M̃) = S/pS⊗k φ̃r(FilrM̃). Si z ∈ FilrM̃ et si ẑ est un relevé

de z dans FilrM, l’élément φr(ẑ) est indépendant du relevé choisi et permet de
construire une flèche ŝ0 : φ̃r(FilrM̃)→M, φ̃r(z) 7→ φr(ẑ). Notons s0 :M→ M̃
la surjection canonique et s̃0 la surjection composée:

T−1
0 (T0(M))

σ⊗Id−→ k[u]/up ⊗k φ̃r(FilrM̃) −→ M̃

On vérifie qu’on a un diagramme commutatif (où la flèche du haut est seulement
un isomorphisme de S/pS-modules à priori):

T−1
0 (M̃) = S/pS ⊗k φ̃r(FilrM̃)

Id⊗ŝ0−→ M
s̃0 ↓ ↓ s0

M̃ = M̃

Si x ∈ Filr
(
T0
−1(M̃)

)
, (Id ⊗ ŝ0)(x) est donc un relevé dans M de s̃0(x) ∈

FilrM̃. Soit x̂ un relevé de s̃0(x) dans FilrM par s0, alors (Id ⊗ ŝ0)(x) − x̂ ∈
Filp(S/pS).M, d’où (Id⊗ ŝ0)(x) ∈ FilrM. On laisse au lecteur le soin de vérifier
formellement la commutativité de Id ⊗ ŝ0 avec φr qui en fait un isomorphisme
dans Mr

0,k. Pour T , il suffit de préciser la construction de l’opérateur N sur le

quasi-inverse, le reste de la preuve étant similaire. Si y ∈ φ̃r(FilrM̃), on pose
N(1 ⊗ y) = −c−1 ⊗ Ñ(y) et on étend N à T−1(M̃) par la dérivation produit
tensoriel. 2

Si M est un objet de ′Mr
0,k, on note Filr+1M = u.F ilrM + Filp(S/pS).M

et on a encore φr|Filr+1M = 0. On dit queM satisfâıt la Condition d’Isomorphie
de Faltings (C.I.F.) si Id⊗ φr définit un isomorphisme de S/pS-modules:

S/pS ⊗(φ),k FilrM/F ilr+1M ∼−→M

(voir [Fa2],2.2).

Corollaire 2.2.2.2 Soit M un objet de ′Mr
0,k, les trois assertions suivantes

sont équivalentes:
(i) M est de type fini sur S/pS et satisfâıt la C.I.F.
(ii) M est un objet de Mr

0,k

(iii)M est de type fini sur S/pS et la flèche canonique S/pS⊗kφr(FilrM)→M
est un isomorphisme.

Preuve. — (i) ⇒ (ii) et (iii) ⇒ (ii) sont faciles. On montre (ii) ⇒ (i) et
(ii)⇒ (iii) de la même façon qu’en (2.2.1.2), en utilisant:

dimk(φr(FilrM)) ≤ dimk(FilrM/F ilr+1M) ≤ dimk(M/F il1(S/pS).M)
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la dernière inégalité provenant de:

dimk(FilrM/F ilr+1M) = dimk(FilrM̃/F ilr+1M̃)

= dimk(FilrM̃/u.F ilrM̃)

≤ dimk(M̃/u.M̃) (2.2.1.1)

= dimk(M/F il1(S/pS).M)

où M̃ = T (M). 2

2.2.3

La description (plus simple) qui va suivre de la catégorie M̃
r

0,k m’a été suggérée
par J.M. Fontaine.

Soit Ck la catégorie suivante: les objets sont les couples (L, λ) où L est un
k[u]/up-module de type fini et λ un morphisme injectif k[u]/up-linéaire: L ↪→
k[u]/up ⊗k L/u.L. Les morphismes entre deux objets (L, λ) et (K, κ) sont les
diagrammes commutatifs:

L
f−→ K

λ ↓ ↓ κ

k[u]/up ⊗k L/u.L
Id⊗f̄−→ k[u]/up ⊗k K/u.K

où f est k[u]/up-linéaire et f̄ est le morphisme induit: L/u.L→ K/u.K.

Proposition 2.2.3.1 La catégorie Ck est abélienne, et même artinienne.

Preuve. — Si (L, λ) est un objet de Ck, on note L̃ = k[u]/up⊗k L/u.L. Puisque
λ(L) est un sous-k[u]/up-module de L̃ tel que dimkλ(L)/u.λ(L) =dimkL̃/u.L̃
(=dimkL/u.L), on a par (2.2.1.1) up−1.L̃ ⊂ λ(L). Si f : (L, λ) → (K, κ) est un
morphisme de Ck, on notera encore f : L→ K le morphisme k[u]/up-linéaire sous-
jascent. Remarquons que si f : L → K est injectif, alors f̄ : L/u.L → K/u.K
est encore injectif. En effet, soit x ∈ L tel que f(x) = u.y, y ∈ K. On a vu que
l’élément de L̃: up−1 ⊗ x̄ est dans λ(L) (avec des notations évidentes). Mais la
flèche (Id ⊗ f̄) ◦ λ = κ ◦ f : L → K̃ est injective, donc up−1 ⊗ x̄ = 0 puisque
(Id⊗ f̄)(up−1 ⊗ x̄) = 0, i.e. x̄ = 0.
i) Soit f : (L, λ) → (K, κ) un morphisme de Ck tel que f : L → K est injectif.
Soit J = K/L, remarquons que J/u.J = (K/u.K)/(L/u.L) = K/(u.K,L). Soit
ι : J → k[u]/up⊗k J/u.J la flèche induite par κ. Il est clair que si (J, ι) est un ob-
jet de Ck, alors c’est un conoyau dans Ck. Montrons que ι est bien injective. Soit
x ∈ J tel que ι(x) = 0 et soit x̂ un relèvement de x dans K, alors κ(x̂) = (Id◦f̄)(x̃)
pour un certain x̃ ∈ L̃. Soit d le plus petit entier tel que ud.x̃ = λ(y) pour y ∈ L
(d existe car up−1.L̃ ⊂ λ(L)) et supposons d ≥ 1. On a κ(f(y)) = κ(ud.x̂)
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d’où f(y) = ud.x̂ et y ∈ u.L puisque f̄ : L/u.L → K/u.K est injectif. Donc
ud.x̃ = u.λ(z) pour un z ∈ L soit encore ud−1.x̃ − λ(z) ∈ up−1.L̃ ⊂ λ(L)
d’où ud−1.x̃ ∈ λ(L) ce qui est impossible par hypothèse. Donc x̃ = λ(y) et
κ(x̂) = κ(f(y)) i.e. x̂ = f(y) i.e. x = 0.
ii) Soit f : (L, λ)→ (K,κ) un morphisme de Ck tel que f : L → K est surjectif
et notons M = Ker(L→ K) et M̄ = Ker(L/u.L→ K/u.K). La flèche µ induite
par λ de M dans k[u]/up⊗k M̄ est injective (puisque λ est injective), donc M est
un sous-k[u]/up-module de k[u]/up⊗k M̄ d’où dimkM/u.M ≤dimkM̄ . Mais on a
une flèche surjective évidente M/u.M → M̄ (car f est surjective): c’est donc un
isomorphisme et (M, µ) est clairement un noyau de f dans Ck.
iii) Soit f : (L, λ) → (K, κ) un morphisme quelconque de Ck et notons M =
Ker(L → K), M̄ = Ker(L/u.L → K/u.K) et L̄ = L/u.L. On montre facile-
ment que la flèche λ̄ : L/M → k[u]/up ⊗k L̄/M̄ induite par λ est injective, d’où

dimk

(
(L/M)/u.(L/M)

)
≤dimk(L̄/M̄). Mais on a une flèche surjective évidente

(L/M)/u.(L/M)→ L̄/M̄ : c’est donc un isomorphisme et (L/M, λ̄) est un objet
de Ck. En appliquant i) au morphisme (L/M, λ̄) → (K, κ), on en déduit que f
admet un conoyau dans Ck. En appliquant ii) au morphisme (L, λ)→ (L/M, λ̄),
on en déduit que f admet un noyau dans Ck. On laisse les derniers détails au
lecteur. 2

La proposition (2.2.3.1) admet des variantes: par exemple, la catégorie C̃k des
couples (L, λ) où L est un k[u]/up-module de type fini et λ un morphisme k[u]/up-
linéaire injectif L ↪→ k[u]/up⊗(φ),k L/u.L (on ”tord” par l’automorphisme φ de k)

est abélienne, ou encore les sous-catégories pleines C̃r
k formée des couples (L, λ)

de C̃k tels que ur.k[u]/up ⊗(φ),k L/u.L ⊂ λ(L) sont abéliennes (0 ≤ r ≤ p− 2).

Soit M̃ un objet de M̃
r

0,k, par (2.2.1.2), on a un isomorphisme de k[u]/up-

modules: k[u]/up ⊗(φ),k FilrM̃/u.F ilrM̃ Id⊗φ̃r−→ M̃. On associe alors à M̃ l’objet

(FilrM̃, µ) de C̃r
k où µ est la composée (injective par définition): FilrM̃ ↪→

M̃ (Id⊗φ̃r)−1

−→ k[u]/up ⊗k FilrM̃/u.F ilrM̃. Réciproquement, si (L, λ) est un objet

de C̃r
k , on construit un objet de M̃

r

0,k en posant M̃ = k[u]/up ⊗(φ),k L/u.L,

FilrM̃ = L, φ̃r la flèche canonique FilrM̃ → k[u]/up ⊗(φ),k FilrM̃/u.F ilrM̃,

x 7→ 1⊗ x̄ et λ l’injection FilrM̃ ⊂ M̃. On laisse au lecteur le soin de montrer
qu’on a ainsi une équivalence de catégories entre C̃r

k et M̃
r

0,k et d’en déduire à
partir de (2.2.3.1):

Corollaire 2.2.3.2 Les catégories M̃
r

0,k (resp. M̃
r

k) sont abéliennes et ar-

tiniennes. Plus précisément, soit f : Ñ → M̃ un morphisme dans M̃
r

0,k (resp.

M̃
r

k), alors:

(i) f(FilrÑ ) = FilrM̃ ∩ f(Ñ ).
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(ii) Soit K̃ le noyau de l’application k[u]/up-linéaire sous-jascente, FilrK̃ =
FilrÑ ∩ K̃, φ̃r : FilrK̃ → K̃ la restriction de φ̃r : FilrÑ → Ñ (resp. et
Ñ : K̃ → K̃ la restriction de Ñ : Ñ → Ñ ). Avec ces structures, K̃ est un objet

de M̃
r

0,k (resp. M̃
r

k) et donne le noyau de f dans M̃
r

0,k (resp. M̃
r

k).

(iii) Soit C̃ le conoyau de l’application k[u]/up-linéaire sous-jascente, FilrC̃
l’image de FilrM̃ dans C̃, φ̃r : FilrC̃ → C̃ l’application qu’induit φ̃r : FilrM̃ →
M̃ par (i) (resp. et Ñ : C̃ → C̃ le quotient de Ñ : M̃ → M̃). Avec ces structures,

C̃ est un objet de M̃
r

0,k (resp. M̃
r

k) et donne le conoyau de f dans M̃
r

0,k (resp.

M̃
r

k).

De (2.2.2.1), on déduit encore:

Corollaire 2.2.3.3 Les catégoriesMr
0,k (resp. Mr

k) sont abéliennes et artini-
ennes, et on a un énoncé strictement similaire aux (i), (ii) et (iii) de (2.2.3.2).

Remarque: Comme me l’a fait remarquer le referee, on peut bien sûr démontrer
directement queMr

k est abélienne, sans passer ni par M̃
r

k, ni par C̃r
k . Cependant,

la catégorie M̃
r

k est agréable car les objets y sont de dimension finie sur k. De
plus, dans [Br3], pour montrer que certains groupes de cohomologie s’interprètent

comme des objets de Mr
k, il est pratique de passer par l’intermédiaire de M̃

r

k.

Enfin, la catégorie C̃r
k est une formulation de M̃

r

k plus proche de la ”philosophie”
des systèmes de Honda ([Fo5]).

2.3 Preuve du théorème

Nous allons démontrer le théorème pourMr
0 seulement, la preuve pourMr étant

absolument similaire en rajoutant l’opérateur de monodromie à chaque étape.

2.3.1

On a regroupé dans cette section trois lemmes utilisés dans la suite.

Lemme 2.3.1.1 Soit M un S-module tel qu’on ait des isomorphismes de S-

modules: M/pM ' (S/pS)n et pM'
r⊕

i=1

S/pniS (n, r, ni ∈ N∗). Alors on a

aussi M'
⊕
j∈J

S/pmjS.

Preuve. — Soit m ∈ N∗ tel que pmM = 0, (e1, ..., en) une base de M/pM sur
S/pS et ê1, ..., ên des relevés dansM: M est engendré en tant que S/pmS-module
par (ê1, ..., ên), donc (pê1, ..., pên) engendre le S/pmS-module pM. Remarquons
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que l’anneau S/pmS est local d’idéal maximal I = p.S/pmS + Fil1(S/pmS) et de
corps résiduel k. Quitte à renuméroter les êi, on peut supposer que les images
de pê1, ..., pêr dans pM⊗S/pmS k forment une base sur k. Soient f1, ..., fr ∈ pM

tels que pM '
r⊕

i=1

S/pniS.fi, il existe une matrice r × r A ∈ Mr(S/pmS) telle

que (f1, ..., fr)A = (pê1, ..., pêr). Comme A mod I ∈ GLr(k), A ∈ GLr(S/pmS)
et, quitte à remplacer (ê1, ..., êr) par (ê1, ..., êr)A

−1, on peut supposer pêi = fi,
(1 ≤ i ≤ r). Pour r + 1 ≤ j ≤ n, il existe aij ∈ S/pmS (1 ≤ i ≤ r) tels

que pêj =
r∑

i=1

aijfi =
r∑

i=1

aijpêi et, quitte à remplacer êj par êj −
r∑

i=1

aij êi pour

r + 1 ≤ j ≤ n, on peut supposer pêj = 0 (r + 1 ≤ j ≤ n). Finalement, on a une
application S/pmS-linéaire surjective:

M′ = (
r⊕

i=1

S/pni+1S.gi)
⊕

(
n⊕

i=r+1

S/pS.gi)→M, gi 7→ êi

qui est un isomorphisme car elle induit des isomorphismes pM′ ∼→ pM et
M′/pM′ ∼→M/pM par choix des êi, 1 ≤ i ≤ n. 2

SiM est un objet de ′Mr
0, on noteM(pm) = {x ∈M / pmx = 0} et on pose

FilrM(pm) =M(pm) ∩ FilrM: c’est encore un objet de ′Mr
0.

Lemme 2.3.1.2 Soit M dans Mr
0, alors M(p)est dans Mr

0,k et pmFilrM =
FilrM∩ pmM (m ∈ N).

Preuve. — On fait de pmM un objet deMr
0 en posant Filr(pmM) = pmFilrM,

et de W une S-algèbre par S → W, γi(u) 7→ 0, i ≥ 1. Si M est dans ′Mr
0 et de

la forme M'
⊕
i∈I

S/pniS, on vérifie que M est dans Mr
0 si et seulement si la

flèche φr : FilrM → M ⊗S W = M est surjective. On fait une récurrence
sur la plus petite puissance de p qui annule M, en supposant pM 6= 0 (sinon,
c’est trivial). Supposons p2M = 0, il faut voir que M(p) est dans Mr

0,k et que
Filr(pM) = pM∩ FilrM. On a un diagramme commutatif:

0 → FilrM(p) → FilrM → pF ilrM → 0
φr ↓ φr ↓ pφr ↓

0 → M (p) i→ M → pM → 0

où les deux flèches verticales de droites sont surjectives par hypothèse. Soit
x ∈ M (p), il existe x̂ ∈ FilrM tel que φr(x̂) = i(x), donc px̂ ∈ Ker(pφr) =
u.(pF ilrM)+Filp−1S.pM et il existe ŷ ∈ u.F ilrM+Filp−1S.M tel que x̂− ŷ ∈
M(p) ∩ FilrM = FilrM(p). Mais φr(ŷ) = pz, z ∈ M et si ẑ est un relevé de
z dans FilrM (par φr), on a x̂ − ŷ + pẑ ∈ FilrM(p) et φr(x̂ − ŷ + pẑ) = x
ce qui montre la surjectivité de gauche. Donc M(p) est dans Mr

0,k et comme
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pM ↪→M(p), on déduit de (2.2.3.3) (pF ilrM =)Filr(pM) = FilrM(p) ∩ pM =
FilrM∩M(p) ∩ pM = FilrM∩ pM. Pour le cas général, on fait l’hypothèse
de récurrence suivante pour m ≥ 2: HR(m) = {si M dans Mr

0 est tel que
pmM = 0, alors piFilrM = FilrM ∩ piM, 0 ≤ i ≤ m − 1 et M(p) est
dans Mr

0,k}. Soit M dans Mr
0 tel que pm+1M = 0 et pmM 6= 0. En raison-

nant comme pour p2M = 0, on montre que M(pm) est dans Mr
0, donc par

hypothèse de récurrence
(
M(pm)

)(p)
= M(p) est un objet de Mr

0,k. Mais on

a une injection pmM ↪→M(p) et par (2.2.3.3), on déduit comme précédemment
pmFilrM = FilrM∩pmM. On fait alors deM/pmM un objet deMr

0 en posant
Filr(M/pmM) = FilrM/pmFilrM ⊂ M/pmM. Par récurrence, on a en par-
ticulier piFilrM/pmFilrM = piM/pmM∩ FilrM/pmFilrM , 0 ≤ i ≤ m − 1,
d’où aisément piFilrM = FilrM∩ piM pour 0 ≤ i ≤ m− 1. 2

Lemme 2.3.1.3 Soit f : N → M un morphisme dans Mr
0 surjectif sur les S-

modules. Supposons de plus que pM=0, alors:
(i) la flèche FilrN → FilrM est surjective
(ii) (K, F ilrK, φr) est un noyau de f dans Mr

0 (voir 2.1.2.2).

Preuve. — (i): On déduit facilement de (2.3.1.2) que N/pN est un objet de
Mr

0,k. On a donc un morphisme dans Mr
0,k: N/pN →M qui est surjectif. Par

(2.2.3.3) et (2.3.1.2), la flèche FilrN → Filr(N/pN )→ FilrM est surjective.
(ii): Il suffit de montrer que (K, F ilrK, φr) est un objet de Mr

0. On fait une
récurrence sur la plus petite puissance de p qui annule N . Si pN = 0, on utilise
(2.2.3.3). Supposons le résultat vrai à l’ordre m− 1 et soit f : N →M tel que
pM = 0 et pmN = 0. On rappelle que FilrK = K ∩ FilrN muni du φr induit.
Montrons d’abord que FilrK ∩ pK = pF ilrK. Soit x ∈ K tel que px ∈ FilrK,
par (2.3.1.2), il existe x′ ∈ FilrN tel que p(x − x′) = 0 i.e. x − x′ ∈ N (p) qui
est un objet de Mr

0,k (2.3.1.2). On a un morphisme dans Mr
0,k, g : N (p) → M

d’où par (2.2.3.3) une surjection FilrN ∩N (p) = FilrN (p) → FilrM∩ g(N (p)).
Soit z ∈ FilrN (p) tel que g(z) = f(x − x′) = −f(x′) ∈ FilrM∩ g(N (p)), alors
p(x′ + z) = px et x′ + z ∈ FilrN ∩ K = FilrK, d’où px ∈ pF ilrK. Montrons
que pK (muni de Filr(pK) = pF ilrK) est dans Mr

0. On a une suite exacte de
S/pS-modules 0 → K ∩ N (p) → N (p) → M et comme N (p) et M sont dans
Mr

0,k, K ∩N (p) et N (p)/(K ∩N (p)) aussi par (2.2.3.3). La suite exacte de S/pS-

modules 0→ N (p)/(K∩N (p))→ N/K p→ pN/pK → 0 montre que pN/(pK) est
dansMr

0,k (car les deux autres y sont), avec Filr(pN/pK) = pF ilrN/(pF ilrN ∩
pK) = pF ilrN/pF ilrK. Enfin, par récurrence au cas pm−1N = 0, la suite exacte
0 → pK → pN → pN/pK → 0 montre que pK est un objet de Mr

0. Montrons
que K/pK est dans Mr

0,k. De la suite exacte 0 → K/pN → N/pN → M → 0,
on déduit que K/pN est dansMr

0,k et de la suite exacte 0→ pN/pK → K/pK →
K/pN → 0 que K/pK est un S/pS-module libre de rang fini, puis que la flèche
φr : FilrK/pF ilrK → K/pK ⊗S/pS k est surjective. Donc K/pK est un objet de
Mr

0,k. Par (2.3.1.1), on déduit aisément que K est un objet deMr
0. 2
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2.3.2

On prouve le théorème (2.1.2.2).

Proposition 2.3.2.1 Soit f : N →M un morphisme deMr
0, alors (K, F ilrK, φr)

est un noyau de f dans Mr
0.

Preuve. — On fait une récurrence sur le plus petit entier m ∈ N∗ tel que
pmM = 0. Si m = 1, on a par (2.3.1.2) que N/pN est dansMr

0,k et comme f se

factorise par N → N /pN f̄→M et que Im(f̄) est dansMr
0,k par (2.2.3.3), on est

ramené au cas où f est surjectif, i.e. à (2.3.1.3). Supposons le résultat vrai dès
que pm−1M = 0 et soit f : N → M avec pmM = 0. Par récurrence Ker(pf) :
N → pM (muni des structures induites) est dansMr

0. Mais f(Ker(pf)) ∈M(p)

et par le cas m = 1 et (2.3.1.2), K = Ker
(
Ker(pf)→M(p)

)
est dansMr

0. 2

Proposition 2.3.2.2 Soit f : N →M un morphisme deMr
0, alors f(FilrN ) =

FilrM∩ f(N ) et (C, F ilrC, φr) est un conoyau de f dans Mr
0.

Preuve. — Il suffit de montrer que C =M/N est de la forme
⊕
i∈I

S/pniS (I fini)

et que FilrM/F ilrN s’injecte dans M/N . Il suffit de le faire pour f injectif.
En effet, supposons le résultat pour des injections, on sait par (2.3.2.1) que K
est dans Mr

0, donc N/K aussi, mais N/K ↪→ M, d’où le résultat. On fait une
récurrence sur le plus petit entier m ∈ N∗ tel que pmM = 0. Si m = 1, on utilise
(2.2.3.3). Supposons le résultat vrai dès que pm−1M = 0 et soit f : N ↪→M avec

pmM = 0. Soit N(p) = Ker
(
N ⊕ pM f⊕−Id−→ M

)
, par (2.3.2.1), c’est un objet de

Mr
0 et la projection i : N(p) → N est une injection dans Mr

0 qui permet de voir
N(p) comme un sous-objet de N . On a alors une suite exacte 0→ N(p) → pM→
pM/N(p) → 0 qui par récurrence montre que pM/N(p) est dans Mr

0 (et qu’on
a pF ilrM/F ilrN(p) ↪→ pM/N(p)). Comme on a un isomorphisme de S-modules

pM/N(p) ' p(M/N ) (p(M/N ) ⊂M/N ), p(M/N ) est de la forme
⊕
j∈J

S/pmjS.

Par (2.2.3.3), M/(pM,N ) est libre de rang fini sur S/pS et par (2.3.1.1), on a
donc un isomorphisme de S-modules M/N '

⊕
i∈I

S/pniS. De la suite exacte de

S-modules 0 → N/N(p) →M/pM→M/(pM,N ) → 0, on a par (2.2.3.3) que
N/N(p) est libre de rang fini sur S/pS. Posons Filr(N/N(p)) = FilrN/(FilrN ∩
N(p)) = FilrN/F ilrN(p), avec le φr induit, cela fait de N/N(p) un objet deMr

0,k.
Comme on a une injection de S/pS-modules N/N(p) ↪→ M/pM entre objets
de Mr

0,k, on a par (2.2.3.3) Filr(N/N(p)) = (FilrM/pF ilrM) ∩ (N/N(p)). Le
diagramme commutatif de S-modules:

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → N(p) → N → N /N(p) → 0
f ↓ f ↓ f̄ ↓

0 → pM → M → M/pM → 0
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et les égalités FilrN(p) = Filr(pM) ∩ N(p) (récurrence à l’ordre m − 1) et
Filr(N/N(p)) = (FilrM/pF ilrM)∩(N/N(p)) permettent alors aisément de mon-
trer que FilrN = N ∩ FilrM. 2

Proposition 2.3.2.3 Soit f : N → M un morphisme de Mr
0, alors on a un

isomorphisme dans Mr
0: N/K ' I, où I = Ker(M→ C).

Preuve. — Par tout ce qui précède, il suffit de voir que si on a un morphisme dans
Mr

0 : N →M qui est un isomorphisme de S-modules, alors FilrN ' FilrM, ce
qui se déduit de la stricte compatibilité de Filr aux morphismes deMr

0 (2.3.2.2).
2

2.4 Sur les objets simples de Mr

2.4.1

On désigne toujours par r un entier compris entre 0 et p − 2. Rappelons la
définition de la catégorie MF f,r

tor de ([FL],3.2): les objets sont la donnée:

• d’un W -module de longueur finie M

• d’une filtration de M par des sous-W -modules (FiliM)i∈Z telle que FiliM =
M pour i ≤ 0 et FiliM = 0 pour i ≥ r + 1

• pour chaque entier i, d’une application W -semi-linéaire φi : FiliM → M ,
ces applications étant telles que:
(i) φi|Fili+1 = pφi+1

(ii)
∑

Im φi = M .

Les flèches sont les applications W -linéaires compatibles avec la filtration et
qui commutent aux φi. Dans ([FL],1.8 et 3.2), il est montré que MF f,r

tor est une
catégorie abélienne. Quand r augmente, les catégories MF f,r

tor sont de manière
évidente des sous-catégories pleines les unes des autres. Soit M un objet de
MF f,r

tor, on lui associe un objet F r(M) de Mr de la façon suivante: on pose

F r(M) = S ⊗W M , FilrF r(M) =
r∑

j=0

Filr−jS ⊗W FiljM , φr =
r∑

j=0

φr−j ⊗ φj et

N(P (u)⊗x) = N(P (u))⊗x (on vérifie facilement que F r(M) est bien dansMr).
On définit ainsi un foncteur F r trivialement exact et fidèle de MF f,r

tor dansMr et
on vérifie que F r est compatible avec les foncteurs ”inclusion”: MF f,r

tor →MF f,s
tor

etMr →Ms pour 0 ≤ r ≤ s ≤ p− 2 (2.1.2.1). On note MF f,r
k la sous-catégorie

pleine de MF f,r
tor formée des objets tués par p.

Proposition 2.4.1.1 Le foncteur F r est pleinement fidèle.
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Preuve. — Par un argument standard, il suffit de montrer pour tous N, M ∈
MF f,r

k que HomMF f,r
tor

(N, M)→ HomMr(F r(N),F r(M)) est un isomorphisme et

Ext1
MF f,r

tor

(N, M)→ Ext1Mr(F r(N),F r(M)) est injectif. Comme pF r(M) = 0 en-

traine pM = 0 pour M dans MF f,r
tor, le noyau de la dernière flèche est contenu dans

Ext1
MF f,r

k

(N, M) et il suffit donc de montrer que le foncteur F̃ r : MF f,r
k → M̃

r

k

induit par F r (voir 2.2.2.1) est pleinement fidèle. Mais si M est un objet de
MF f,r

k , on vérifie facilement les deux faits suivants:
(i) si on pose Fili(F̃ r(M)) = {x ∈ F̃ r(M) tq vr−i.x ∈ F̃ r(M)} pour 0 ≤ i ≤ r,

alors FiliM = Fili(F̃ r(M))Ñ=0

(ii) 1⊗ φi(x) = (−1)r−iφ̃r(v
r−i ⊗ x) pour 0 ≤ i ≤ r et x ∈ FiliM

qui entrainent bien HomMF f,r
k

(N, M) ' HomM̃
r

k
(F̃ r(N), F̃ r(M)) pour N, M

dans MF f,r
k . 2

2.4.2

Par (2.4.1.1), on peut considérer la catégorie MF f,r
tor comme une sous-catégorie

pleine deMr.

Proposition 2.4.2.1 Tout objet deMr admet une filtration (par des objets de
Mr) dont les gradués sont dans MF f,r

k .

Preuve. — La catégorie Mr étant artinienne (2.1.2.2), il suffit de montrer que
tout objet non nul deMr

k contient un objet non nul de MF f,r
k et par (2.2.2.1), on

peut le montrer avec M̃
r

k. Soit M̃ dans M̃
r

k, pour 0 ≤ i ≤ r, on pose FiliM̃ =
{x ∈ M̃ tq ur−i.x ∈ FilrM̃} et φi : FiliM̃ → M̃, x 7→ (−1)r−iφ̃r(u

r−i.x). Soit

M1 =
r∑

i=0

φi(FiliM̃), on pose FiliM1 = M1 ∩FiliM̃ et on forme de même M2 =

r∑
i=0

φi(FiliM1), puis M3 etc ... Les Mi sont tous non nuls car 1) si x ∈ FiliM̃

est tel que φi(x) = 0, alors x ∈ Fili+1M̃ (en posant Filr+1M̃ = u.F ilrM̃)
et 2) φ̃r(FilrM̃) ∩ Filr+1M̃ ⊂ φ̃r(FilrM̃) ∩ u.M̃ = 0 par (2.2.1.2). Cette
châıne descendante de k-espaces vectoriels non nuls de dimension finie se sta-
bilise donc et donne un k-espace vectoriel de dimension finie M∞ ⊂ φ̃r(FilrM̃)
stable par Ñ et muni d’une filtration FiliM∞ et de φi k−semi linéaires tels que
r∑

i=0

φi(FiliM∞) = M∞, Ñ(FiliM∞) ⊂ Fili−1M∞ et Ñ ◦ φi = φi−1 ◦ Ñ . Cette

dernière relation montre que Ñ est nilpotent sur M∞. Soit M∞,0 = KerÑ muni

de la filtration et des φi induits, on construit de même M∞,1 =
r∑

i=0

φi(FiliM∞,0),

M∞,2 = etc... pour aboutir finalement à un objet M non nul de MF f,r
k . Par

(2.2.1.2, (iii)), la flèche: F̃ r(M) = T (F r(M)) = k[u]/up ⊗k M → M̃ est injec-

tive, donc F̃ r(M) est bien un sous-objet (non nul) de M̃ dans M̃
r

k. 2
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Corollaire 2.4.2.2 Les objets simples des catégories Mr et MF f,r
tor sont les

mêmes.

3 Un foncteur pleinement fidèle

Dans cette section, on construit un foncteur Vst de la catégorie Mp−2 dans une
catégorie de représentations de p-torsion de G. On montre que ce foncteur est
pleinement fidèle.

3.1 Le foncteur Vst

3.1.1

Nous rappelons brièvement la construction des anneaux Acris, Ast et Âst pour le
choix de l’uniformisante p. Pour plus de détails sur Âst, voir [Ka] ou [Br1], [Br2];
pour la construction complète des anneaux B+

cris, B+
st et B+

dR, voir [Fo1] et [Fo3].

Pour tout n ∈ N∗, soit Wn(OK̄0
/pOK̄0

) l’anneau des vecteurs de Witt de
longueur n associé à l’anneau parfait OK̄0

/pOK̄0
et Wn(OK̄0

/pOK̄0
)[X] l’anneau

des polynômes à une indéterminée. On le munit d’une structure de Wn(k)-algèbre
en tordant la structure naturelle par Frob−n sur k, de telle sorte que le morphisme
canonique:

θ̂n : Wn(OK̄0
/pOK̄0

)[X] −→ OK̄0
/pnOK̄0

(a0, ..., an−1) 7→ â0
pn

+ pâ1
pn−1

+ ... + pn−1ân−1
p

X 7→ 0

où les âi sont des relevés quelconques des ai dans OK̄0
/pnOK̄0

soit un morphisme
de Wn-algèbres. Soit Wn(OK̄0

/pOK̄0
)DP l’enveloppe aux puissances divisées de

Wn(OK̄0
/pOK̄0

) par rapport au noyau de la restriction de θ̂n compatible avec les
puissances divisées canoniques sur pWn(OK̄0

/pOK̄0
), l’enveloppe aux puissances

divisées (compatible) de Wn(OK̄0
/pOK̄0

)[X] par rapport au noyau de θ̂n s’identifie
alors à Wn(OK̄0

/pOK̄0
)DP <X >. Pour tout n ∈ N∗, on a une surjection canon-

ique:

f̂n : Wn+1(OK̄0
/pOK̄0

)DP <X > −→ Wn(OK̄0
/pOK̄0

)DP <X >
γi((a0, ..., an)).γj(X) 7→ γi((a

p
0, ..., a

p
n−1)).γj(X)

qui donne lieu à un système projectif de W -algèbres. On note Acris = lim
←

(
Wn(OK̄0

/pOK̄0
)DP

)
et Âst = lim

←
(Wn(OK̄0

/pOK̄0
)DP <X >). La topologie de la limite projective sur

Acris s’identifiant à la topologie p-adique, Âst est en fait le complété p-adique de
la P.D. algèbre polynomiale Acris < X >. On munit Âst d’une action de Galois,
d’un Frobenius φ, d’un opérateur de monodromie N et d’une filtration positive
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Fil. de la façon suivante. Soit (ξn)n∈N∗ un système compatible de racines pnièmes

de p dans OK̄0
et [ξ̄] l’élément associé dans Acris à partir des représentants de

Teichmüller [ξ̄n] dans Wn(OK̄0
/pOK̄0

). Pour tout g ∈ G, on a g(ξn) = εn(g).ξn

où (εn(g))n∈N∗ est un système compatible de racines pnièmes
de l’unité dans OK̄0

;
on note de même [ε̄(g)] l’élément associé dans Acris.
i) sur Wn(OK̄0

/pOK̄0
), on définit une action de Galois naturelle continue pour

la topologie discrète par g((a0, ..., an−1)) = (g(a0), ..., g(an−1)), qui s’étend de
manière évidente à Wn(OK̄0

/pOK̄0
)DP puis à Acris, puis à Âst en posant g(X) =

[ε̄(g)]X + [ε̄(g)]− 1 (l’action est alors continue pour la topologie p-adique),
ii) le Frobenius φ défini sur Wn(OK̄0

/pOK̄0
) s’étend à Wn(OK̄0

/pOK̄0
)DP car

φ(kerθ̂n) ⊂ kerθ̂n + pWn(OK̄0
/pOK̄0

). On l’étend alors à Acris puis à Âst en
posant φ(X)=(1 + X)p − 1,
iii) sur Âst, on définit un opérateur de monodromie comme l’unique dérivation
Acris-linéaire N telle que N(X) = 1 + X,

iv) soit În le noyau de θ̂n et În

[i]
la iième puissance divisée de În, on définit

FiliÂst =lim
←

În

[i]
. Si FiliAcris est la filtration induite sur Acris, de θ̂n(X) = 0 on

déduit facilement:

FiliÂst =
{ ∞∑

k=0

akγk(X), ak ∈ Acris, lim
k→∞

ak = 0, ak ∈ Fili−k(Acris), 0 ≤ k ≤ i
}

Toute cette construction est indépendante du système de racines (ξ̄n)n∈N∗ de p,
car un deuxième système (ξ′n) fournit un isomorphisme Acris-linéaire compatible
à toutes les structures Âst,ξ′ → Âst,ξ, Xξ′ 7→ [ε̄](1 + Xξ) − 1 où εn = ξ′nξ

−1
n .

En fait, Wn(OK̄0
/pOK̄0

)DP < X > a une interprétation cristalline logarithmique
intrinsèque où les structures précédentes apparaissent naturellement (voir [Ka]

ou [Br1]). Soient B+
cris = Acris[1/p] et B̂+

st = Âst[1/p], on étend par K0-linéarité
à toutes ces algèbres les structures précédentes. Remarquons que Nφ = pφN

et N(FiliB̂+
st) ⊂ Fili−1B̂+

st. On a d’autre part un morphisme d’algèbres B+
cris-

linéaire et compatible à l’action de Galois et aux filtrations fp : B̂+
st → B+

dR tel

que fp(X) =
[ξ̄]

p
− 1. Soit T = Log(1 + X) ∈ Âst, on définit Ast = Acris[T ] et

B+
st = B+

cris[T ]: ils s’injectent naturellement dans B̂+
st et sont stables par φ, N et

l’action de Galois (on les munit de ces opérateurs induits). Par contre, on ne

munit pas Ast ou B+
st de la filtration induite par B̂+

st, mais d’une filtration plus
grosse définie par:

FiliB+
st = f−1

p (FiliB+
dR)

⋂
B+

st

(et Ast de la filtration induite). En fait, la flèche fp restreinte à B+
st est une in-

jection ([Fo2],4.2.4) et la filtration sur Ast et B+
st est donc celle induite par B+

dR.
Remarquons que le critère de transversalité de Griffiths n’est plus vérifié sur B+

st

ou Ast. Enfin, on démontre facilement que B+
st (resp. Ast) correspond exactement
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aux éléments de B̂+
st (resp. Âst) annulés par une puissance de la monodromie N

([Ka],3.7 ou [Br2],8.1).

Le lien avec l’algèbre S de (2.1.1) vient du lemme:

Lemme 3.1.1.1 ([Br2],4.2) On a un isomorphisme de modules galoisiens filtrés

compatible aux Frobenius et aux dérivations S
∼→ Âst

G
tel que u 7→ [ξ̄](1 + X)−1.

3.1.2

Nous donnons quelques propriétés supplémentaires de Acris et Âst utiles pour la
suite.

Lemme 3.1.2.1 (i) Pour i ∈ N, Acris, gri
F ilAcris, Âst et gri

F ilÂst sont des W -
modules plats.
(ii) Pour 0 ≤ i ≤ p− 1, on a φ(FiliAcris) ⊂ piAcris et φ(FiliÂst) ⊂ piÂst.

Preuve. — (i) L’algèbre Acris est sans torsion et gri
F ilAcris ' OCp ([Fo3],3.6-3.7),

d’où les platitudes pour Acris. Celles pour Âst se déduisent de sa description à
partir de Acris.
(ii) Il suffit de voir que si 0 ≤ i ≤ p− 1, on a φ(FiliAcris) ⊂ piAcris et φ(γi(X)) ∈
piÂst. On remarque que FiliAcris est le complété p-adique de l’idéal engendré
par les

(
γm([ξ̄] − p)

)
m≥i

([Fo3],3.6-3.7) et on a φ
(
γm([ξ̄] − p)

)
= γm([ξ̄]p − p) ∈

γm(p)Acris ⊂ piAcris si m ≥ i et 0 ≤ i ≤ p−1. On a φ(γi(X)) = γi((1+X)p−1) =

γi(X
p + pT ) où T ∈ W [X], i.e. φ(γi(X)) = pi

(
(p− 1)!γp(X)− T

)i

i!
. 2

Remarque: Malheureusement, le (ii) est faux en général pour i ≥ p (par ex-

emple, γp(u− p) ∈ Filp(S) mais φ
(
γp(u− p)

)
= γp(u

p − p) /∈ ppS).

Pour 0 ≤ i ≤ p−1, on définit φi : FiliAcris → Acris (resp. φi : FiliÂst → Âst)
par φi = φ/pi. Pour i ∈ N, on définit Fili(Acris/p

nAcris) (resp. Fili(Âst/p
nÂst))

comme l’image de FiliAcris (resp. FiliÂst). Par (3.1.2.1), on a un isomorphisme
canonique Fili(Acris/p

nAcris) ' FiliAcris/p
nFiliAcris (resp. Fili(Âst/p

nÂst) '
FiliÂst/p

nFiliÂst) ce qui permet de définir, pour 0 ≤ i ≤ p−1, φi : Fili(Acris/p
nAcris)→

Acris/p
nAcris (resp. avec Âst/p

nÂst) comme le quotient de φi.

Lemme 3.1.2.2 (i) Soit R la limite projective du système projectif:

OK̄0
/pOK̄0

Frob←− OK̄0
/pOK̄0

Frob←− OK̄0
/pOK̄0

...

on a un isomorphisme canonique R[Xi]/(ξ̄
p, Xp

i )i∈N∗ ' Acris/pAcris tel que [ξ̄] ∈
Acris/pAcris correspond à ξ̄ = (ξn mod p)n∈N∗ ∈ R, γpi([ξ̄]) à Xi et Filr(Acris/pAcris)
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(0 ≤ r ≤ p) à l’idéal engendré par ξ̄r et Xi (i ∈ N∗).
(ii) Soient r, s des entiers tels que 0 ≤ r ≤ s ≤ p− 1:

{x ∈ Acris/p
nAcris tq ([ξ̄]− p)s−r.x ∈ Fils(Acris/p

nAcris)} = Filr(Acris/p
nAcris)

Preuve. — (i) résulte de l’explicitation de l’enveloppe aux puissances divisées
RDP de R par rapport à l’idéal (ξ̄) et de l’isomorphisme RDP ' Acris/pAcris

([Fo3,3.7]).
(ii) Par dévissage à partir des propriétés précédentes de Filr(Acris/p

nAcris), on
se ramène au cas n = 1. Par (i), on voit facilement qu’il suffit de montrer
{x ∈ R/ξ̄pR tq ξ̄s−r.x ∈ ξ̄s(R/ξ̄pR)} = ξr(R/ξ̄pR) et ceci vient du fait que ξ̄ n’est
pas un diviseur de zéro dans R. 2

Lemme 3.1.2.3 (i) (Âst/p
nÂst)

N=0 = Acris/p
nAcris

(ii) Soient r, s des entiers tels que 0 ≤ r ≤ s ≤ p− 1:

{x ∈ Âst/p
nÂst tq (u− p)s−r.x ∈ Fils(Âst/p

nÂst)} = Filr(Âst/p
nÂst)

Preuve. — (i) vient du fait que N(X) est une unité et (ii) se ramène à
(3.1.2.2,(ii)) sachant que u = [ξ̄](1 + X)−1. 2

3.1.3

Soit Âst,∞ = Âst⊗W K0/W , d’après (3.1.1) et (3.1.2), c’est un objet de ′Mp−2. No-
tons RepZp(G) la catégorie des représentations linéaires de G dans un Zp-module.

On définit un foncteur Vst :Mp−2 → RepZp(G) par Vst(M) = Hom′Mp−2(M, Âst,∞)

avec g(f)(x) = g(f(x)) si f ∈ Hom′Mp−2(M, Âst,∞). Les représentations obtenues
sont par construction tuées par la puissance de p qui annuleM et continues pour
la topologie discrète. L’objet de cette section est de prouver le théorème suivant:

Théoreme 3.1.3.1 Le foncteur Vst est exact et pleinement fidèle. De plus,
si M '

⊕
i∈I

S/pniS (isomorphisme de S-modules et I fini), alors Vst(M) '⊕
i∈I

Zp/p
niZp (isomorphisme de Zp-modules).

Corollaire 3.1.3.2 La restriction du foncteur Vst aux sous-catégories pleines
Mr (0 ≤ r ≤ p− 2) est exacte et pleinement fidèle.

3.2 Exactitude et fidélité

3.2.1

Soit Acris,∞ = Acris ⊗W K0/W , dans [FL], Fontaine et Laffaille introduisent le

foncteur Vcris de MF f,p−2
tor dans RepZp(G) défini par:

Vcris(M) = HomMF(M, Acris,∞)
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(en fait, ils utilisent une version ”primitive” de Acris,∞, voir ([Fo3],3.8)) où M est

un objet de MF f,p−2
tor etMF une certaine catégorie abélienne ([FL],1.11) que nous

n’utiliserons pas, l’indiceMF signifiant qu’on prend les morphismes W -linéaires
compatibles aux filtrations et commutant aux φi.

Proposition 3.2.1.1 La restriction du foncteur Vst à MF f,p−2
tor (par 2.4.1.1)

induit le foncteur Vcris.

Preuve. — Soit M un objet de MF f,p−2
tor et notons M = Fp−2(M) l’objet

de MFf,p−2
tor associé. Soit n ∈ N∗ suffisamment grand pour que Vcris(M) =

HomMF(M, Acris/p
nAcris), par extension des scalaires à S et l’inclusion de Acris/p

nAcris

dans Âst/p
nÂst, il est clair qu’on a un morphisme injectif de modules galoisiens

HomMF(M, Acris/p
nAcris) → Hom′Mp−2(M, Âst/p

nÂst) et le lemme (3.1.2.3)
donne ce qu’il faut pour qu’il s’agisse d’un isomorphisme. 2

3.2.2

La catégorie ′Mp−2 n’est pas abélienne, mais on y dispose de suites exactes cour-
tes: nous dirons que 0→M′ →M→M′′ → 0 est une suite exacte courte dans
′Mp−2 si la suite de S-modules est exacte ainsi que la suite 0 → Filp−2M′ →
Filp−2M → Filp−2M′′ → 0. L’assertion Ext1′Mp−2(M,N ) = 0 signifie alors

que toute suite exacte dans ′Mp−2 : 0 → N → E → M → 0 est scindée
dans ′Mp−2. En raisonnant directement sur les classes d’extension, on montre
que si 0 → M′ → M → M′′ → 0 est une suite exacte courte dans ′Mp−2

et si N ∈ ′Mp−2, alors: 1) si Ext1(M′,N ) = 0 et Ext1(M′′,N ) = 0, on a
Ext1(M,N ) = 0 et 2) si Ext1(M′′,N ) = 0, on a une suite exacte:

0→ Hom(M′′,N )→ Hom(M,N )→ Hom(M′,N )→ 0

Proposition 3.2.2.1 Soit M un objet de MF f,p−2
tor , alors Ext1′Mp−2(Fp−2(M), Âst,∞) =

0.

Preuve. — Par dévissage en utilisant ce qui précède, on peut supposer M ∈
MF f,p−2

k . NotonsM = Fp−2(M), il suffit d’abord d’avoir Ext1′Mp−2
k

(M, Âst/pÂst) =

0. En effet, si E est une extension de M par Âst,∞ dans ′Mp−2, on regarde le
diagramme commutatif à lignes et colonnes exactes:

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → Âst/pÂst → Ker(p) → M → 0
↓ ↓ ↓ Id

0 → Âst,∞ → E → M → 0
↓ p ↓ p ↓

0 → Âst,∞ → Im(p) → 0 → 0
↓ ↓ ↓
0 0 0
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et si on a une section sur la ligne du haut, on a une section sur la ligne du
milieu. Soit donc 0 → Âst/pÂst → E

σ→ S/pS ⊗k M → 0 une extension de
M = Fp−2(M) = S/pS ⊗k M par Âst/pÂst dans ′Mp−2

k et notons (e1, ..., en) une
base de M adaptée à la filtration, ri le plus petit entier tel que ei ∈ Filp−2−riM
et êi des relevés quelconques des ei dans E . On va corriger les êi pour que la
flèche de S-modules s : ei 7→ êi soit un morphisme de ′Mp−2

k .

1) Compatibilité à Filp−2M et Filp−2E
On sait qu’il existe µ1, ..., µn ∈ Âst/pÂst tels que uri .êi + µi ∈ Filp−2E , d’où,
puisque up−2.E ⊂ Filp−2E , up−2−ri .µi ∈ Filp−2(Âst/pÂst) soit (3.1.2.3,(ii)) µi ∈
Filri(Âst/pÂst). En faisant agir l’opérateur N de E sur uri .êi + µi, on trouve des

y
(r)
i dans E tels que pour 0 ≤ r ≤ p − 3 : ur.(uri .y

(r)
i + N r(µi)) ∈ Filp−2E , d’où

on déduit comme précédemment:

• si 0 ≤ r ≤ p− 2− ri, N r(µi) ∈ Filri(Âst/pÂst)

• si p− 2− ri ≤ r ≤ p− 3, N r(µi) ∈ Filp−2−r(Âst/pÂst)

Comme on peut dès le départ choisir les µi de la forme µi =
p−3∑
j=0

a
(i)
j γj(X) (avec les

a
(i)
j ∈ Acris/pAcris), on obtient a

(i)
0 ∈ Filri(Acris/pAcris), a

(i)
1 ∈ Filri(Acris/pAcris), ..., a

(i)
p−2−ri

∈
Filri(Acris/pAcris), a

(i)
p−2−ri+1 ∈ Filri−1(Acris/pAcris), ..., a

(i)
p−3 ∈ Fil1(Acris/pAcris).

On peut donc écrire (c.f. 3.1.2.2(i)) µi =
p−2−ri∑

j=0

ξ̄rib
(i)
j γj(X) + vi avec b

(i)
j ∈

Acris/pAcris et vi ∈ Filp−2(Âst/pÂst). Finalement, on obtient une flèche s com-

patible aux Filp−2 en remplaçant êi par êi +
p−2−ri∑

j=0

b
(i)
j (1 + X)riγj(X).

2) Compatibilité à la monodromie
Remarquons que N(êi) ∈ Âst/pÂst. On cherche des µi ∈ Filp−2−ri(Âst/pÂst)
tels que N(êi + µi) = 0. De u.N(uri .êi) ∈ Filp−2E , on tire uri+1.N(êi) ∈
Filp−2(Âst/pÂst) soit N(êi) ∈ Filp−2−ri−1(Âst/pÂst). Soient b

(i)
j ∈ Acris/pAcris, j ≥

1 tels que: ∑
j∈N∗

b
(i)
j γj−1(X) = −(1 + X)−1N(êi)

(les b
(i)
j sont tous nuls sauf un nombre fini) et soit b

(i)
0 ∈ Filp−2−ri(Acris/pAcris)

quelconque, alors µi =
∑
j∈N

b
(i)
j γj(X) ∈ Filp−2−ri(Âst/pÂst) et en remplaçant êi

par êi + µi, on a bien N(êi + µi) = 0. La flèche s obtenue est compatible aux
Filp−2 et à la monodromie.
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3) Compatibilité à φp−2

Soit G l’unique matrice inversible de S/pS telle que: φp−2(u
r1 .e1)

...
φp−2(u

rn .en)

 = G

 e1
...
en


La matrice G s’écrit G = G0 + G1 avec G0 ∈ GLn(k) et G1 ∈ Mn(γp(u).k[γp(u)]).
On cherche des µi ∈ Filp−2−ri(Acris/pAcris) tels que: φp−2(u

r1 .(ê1 + µ1))
...

φp−2(u
rn .(ên + µn))

 = G

 ê1 + µ1
...

ên + µn


On sait que:  φp−2(u

r1 .ê1)
...

φp−2(u
rn .ên)

− G
 ê1

...
ên

 ∈ (Âst/pÂst

)n

Mais pour tout i, N(êi) = 0 et:

N
(
φp−2(u

ri .êi)
)

= c−1.φp−2

(
u.N(uri êi)

)
= c−1.φp−2(−riu

ri+1.êi) = 0

Puisque N(k[γp(u)]) = 0, on a aussi:

N

(
G

 ê1
...
ên

) = 0

d’où:  φp−2(u
r1 .ê1)

...
φp−2(u

rn .ên)

− G
 ê1

...
ên

 =

 c1
...
cn

 ∈ (Acris/pAcris

)n

En remarquant que γp(u) = γp(ξ̄) dans Âst/pÂst, on a donc à résoudre dans
(Acris/pAcris)

n:  φp−2(ξ̄
r1µ1)

...
φp−2(ξ̄

rnµn)

 = G

 µ1
...

µn

−
 c1

...
cn


avec µi ∈ Filp−2−ri(Acris/pAcris). Tout x ∈ Acris/pAcris s’écrit de façon unique
x = x0 +x1 avec x0 ∈ R/ξ̄pR et x1 ∈ Filp(Acris/pAcris) (3.1.2.2,(i)) et le système
précédent est équivalent au système:

(
φp−2(ξ̄

r1µ0
1)
)0

...(
φp−2(ξ̄

rnµ0
n)
)0

 = G0

 µ0
1
...

µ0
n

−
 c0

1
...
c0
n

 (0)
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
(
φp−2(ξ̄

r1µ0
1)
)1

...(
φp−2(ξ̄

rnµ0
n)
)1

 = G1

 µ0
1
...

µ0
n

+ G

 µ1
1
...

µ1
n

−
 c1

1
...
c1
n

 (1)

Par ([Wa],2.3.2.2) on sait que (0) admet des solutions. Comme G est inversible, à
partir d’une solution (µ0

1, ..., µ
0
n) de (0) on déduit une unique solution (µ1

1, ..., µ
1
n)

de (1). En posant µi = µ0
i + µ1

i et en remplaçant êi par êi + µi, on a construit
une section s : ei 7→ êi dans ′Mp−2

k . 2

3.2.3

Proposition 3.2.3.1 Le foncteur Vst est exact et fidèle de Mp−2 (et donc de
Mr pour tout r ∈ {0, ..., p− 2}) dans RepZp(G).

Preuve. — Par (2.1.2.2), (3.2.2) et (2.4.2.2) Ext1′Mp−2(M, Âst,∞) = 0 pour tout

M∈Mp−2, donc le foncteur Vst est exact. Pour la fidélité, en utilisant (2.1.2.2),
(2.4.1.1), (2.4.2.2) et (3.2.1.1), on se ramène à montrer la fidélité de Vcris, ce qui
est fait dans ([FL],3.3). 2

Corollaire 3.2.3.2 Soit M un objet de Mp−2 de la forme M '
⊕
i∈I

S/pniS,

alors Vst(M) est de la forme Vst(M) '
⊕
i∈I

Zp/p
niZp.

Preuve. — Si pM = 0, on a par (2.1.2.2), (3.2.3.1), (2.4.2.2), (3.2.1.1) et
([FL],5.3): dimFpVst(M) = rgS/pSM. Un dévissage facile conclut. 2

3.3 Pleine fidélité

On suit, mutatis mutandis, la preuve de Faltings ([Fa2],5.2).

3.3.1

On rappelle que Acris/pAcris ' R[Xi]/(ξ̄
p, Xp

i )i∈N∗ (3.1.2.2,(i)) et que Âst/pÂst '
Acris/pAcris < X >. Soient A = R/ξ̄pR et Ã = A < X >, il est clair que le
morphisme surjectif R-linéaire Âst/pÂst → Ã, Xi 7→ 0 (i ∈ N∗) permet de mu-
nir Ã des structures quotients de celles de Âst/pÂst et, en particulier, Ã est

un objet de ′M̃
p−2

k . D’autre part, la projection sur la première composante
R = lim←−

x 7→xp

OK̄0
/pOK̄0

→ OK̄0
/pOK̄0

induit un isomorphisme R/ξ̄pR ' OK̄0
/pOK̄0

.

On a donc un isomorphisme Ã ' OK̄0
/pOK̄0

<X >et on vérifie que les structures
images correspondantes sont données par Fili(OK̄0

/pOK̄0
) = ξ̄i

1.(OK̄0
/pOK̄0

)
(donc Fili(OK̄0

/pOK̄0
) = 0 si i ≥ p, rappelons que (ξn)n∈N∗ est un système

de racines pnièmes
de p dans OK̄0

), φi(ξ̄
i
1.x) = (−1)ixp (0 ≤ i ≤ p − 1), FiliÃ =
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{ N∑
k=0

akγk(X), N ∈ N, ak ∈ Fili−k(OK̄0
/pOK̄0

)
}
, φ1(X) =

(1 + X)p − 1

p
,

N(X) = 1 + X et u = ξ̄1(1 + X)−1. Comme en (3.1.2.3), on a:

Lemme 3.3.1.1 (i) (Ã)N=0 = OK̄0
/pOK̄0

(ii) Soient r, s des entiers tels que 0 ≤ r ≤ s ≤ p − 1, on a {x ∈ Ã tq us−r.x ∈
FilsÃ} = FilrÃ.

En raisonnant comme dans ([FL],6.2), on se ramène à montrer la pleine fidélité
pour k algébriquement clos. Par un dévissage standard (voir [FL],6.5), on est
ramené à montrer que:

Ext1Mp−2(M,N )→ Ext1RepZp (G)(Vst(N ), Vst(M))

est injectif et que:

HomMp−2(M,N )→ HomRepZp (G)(Vst(N ), Vst(M))

est un isomorphisme pour M et N objets simples de Mp−2. L’isomorphisme
provient de (2.4.1.1), (2.4.2.2), (3.2.1.1) et ([FL],6.5). Si 0→ N → P →M→ 0
est une suite exacte dans Mp−2 avec N et M simples et si P n’est pas tué
par p, par (3.2.3.2) Vst(P) n’est pas tué par p et la suite exacte 0 → Vst(M) →
Vst(P)→ Vst(N )→ 0 n’est pas scindée. Il suffit donc de montrer que l’application
canonique e(M,N ) : Ext1Mp−2

k

(M,N )→ Ext1RepFp (G)(Vst(N ), Vst(M)) est injec-

tive pour M et N simples. Soient M et N les objets simples correspondants
de MF f,p−2

k (2.4.2.2), par ([FL],6.6), il suffit de montrer que Ker(e(M,N )) ⊂
Ext1

MF f,p−2
k

(M, N) i.e., si 0 → N → P → M → 0 est une extension de M par

N dans Mp−2
k telle que Vst(P) ' Vst(N ) ⊕ Vst(M), alors P provient aussi de

MF f,p−2
k . Nous allons travailler avec les catégories ′M̃

p−2

k et M̃
p−2

k (2.2.1), plus
commodes.

Lemme 3.3.1.2 Soit P un objet deMp−2
k et P̃ l’objet associé de M̃

p−2

k (2.2.2.1),
on a un isomorphisme Fp-linéaire de modules galoisiens:

Vst(P) = Hom′Mp−2
k

(P , Âst/pÂst)
∼→ Hom′M̃

p−2

k

(P̃ , Ã)

Preuve. — Supposons d’abord que P provient d’un objet P de MF f,p−2
k , on

sait que Vst(P) ' Vcris(P ) (3.2.1.1). La même démonstration qu’en (3.2.1.1)
à partir de (3.3.1.1) donne Hom′M̃

p−2

k

(P̃ , Ã) ' HomMF(P,OK̄0
/pOK̄0

) (voir

3.2.1 pour la ”notation” MF). Il suffit donc de montrer que la projection
Acris/pAcris → OK̄0

/pOK̄0
déduite de Âst/pÂst → Ã induit un isomorphisme

Vcris(P ) ' HomMF(P,OK̄0
/pOK̄0

) ce qui est fait dans ([Wa],2.3.1.2’). La même
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preuve qu’en (3.2.2.1) et (3.2.3.1) (en plus simple) donne Ext1
′M̃

p−2

k

(P̃ , Ã) = 0

pour P̃ ∈ M̃
p−2

k , donc le foncteur Hom′M̃
p−2

k

(., Ã) est exact comme Vst et le

résultat découle du cas MF f,p−2
k et d’un dévissage élémentaire. 2

Remarque: Je remercie le referee de m’avoir signalé une preuve directe, sans
dévissages, de ce lemme.

3.3.2

Soit 0 → Ñ → P̃ → M̃ → 0 une suite exacte dans M̃
p−2

k avec M̃ et Ñ
simples et Vst(P̃) ' Vst(Ñ ) ⊕ Vst(M̃) (si P̃ est dans M̃

p−2

k , on note Vst(P̃) =
Vst(T

−1(P̃)) ' Hom′M̃
p−2

k

(P̃ , Ã) par (3.3.1.2)). Par ([FL],5.3), l’action de Ga-

lois sur Vst(Ñ ) et Vst(M̃) est modérément ramifiée, donc sur Vst(P̃) aussi. No-
tons Kmod

0 l’extension maximale modérément ramifiée de K0 dans K̄0 (rappelons
que Knr

0 = K0 puisque k est algébriquement clos), OKmod
0

l’anneau de ses en-

tiers et Gmod = Gal(K̄0/K
mod
0 ) ⊂ G. Soit ρ ∈ Hom′M̃

p−2

k

(P̃ , Ã), pour tout

x ∈ P̃ , on a des ρi(x) uniques dans OK̄0
/pOK̄0

et presque tous nuls tels que

ρ(x) =
∞∑
i=0

ρi(x).γi(X). On a g(ρ(x)) = ρ(x) pour tout g ∈ Gmod et on vérifie

facilement à partir des conditions de commutation les deux égalités (i ∈ N, x ∈
P̃ , g ∈ Gmod):

ρi(x) = ρ0

(
Ñ ◦ (Ñ − Id) ◦ ... ◦ (Ñ − (i− 1)Id)(x)

)
(1)

ρ0(x) =
p−1∑
i=0

g(ρi(x))γi(ε1(g)− 1) (2)

où g(ξ1) = ε1(g)ξ1. On note Kmod
1 = Kmod

0 [ξ1], OKmod
1

les entiers de Kmod
1 et

Gmod
1 le groupe de Galois Gal(K̄0/K

mod
1 ) ⊂ Gmod.

Lemme 3.3.2.1 (i) Pour r ∈ Z, on a ξr
1OKmod

1
=

p−1⊕
i=0

(Kmod
0 ∩ ξr−i

1 OK̄0
).ξi

1

(ii) Pour 0 ≤ i ≤ p − 1, soit O(i)

Kmod
0

l’image de OKmod
0

dans OK̄0
/ξp−i

1 OK̄0
et Ξ

l’image de OKmod
0

[ξ1] dans OK̄0
/pOK̄0

, alors Ξ =
p−1⊕
i=0

O(i)

Kmod
0

.ξ̄1
i
.

Preuve. — (i) Soit νp la valuation p-adique sur K̄0 normalisée par νp(p) = 1. On

a Kmod
1 =

p−1⊕
i=0

Kmod
0 .ξi

1. Soit x =
p−1∑
i=0

xi.ξ
i
1 ∈ Kmod

1 , comme νp(K
mod
0 ) ⊂ Z(p)∪{∞}
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et νp(ξ1) = p−1, on a νp(xi.ξ
i
1) 6= νp(xj.ξ

j
1) si i 6= j et xi 6= 0 6= xj. D’où

νp(x) = min
0≤i≤p−1

νp(xi.ξ
i
1) = min

0≤i≤p−1
(νp(xi) + ip−1).

(ii) De (i) pour r = p, on déduit pOKmod
1

= OKmod
0

[ξ1] ∩ pOK̄0
, donc Ξ =

OKmod
0

[ξ1]/pOKmod
1

. On obtient (ii) en faisant le quotient deOKmod
0

[ξ1] =
p−1⊕
i=0

OKmod
0

.ξi
1

par l’égalité (i) pour r = p. 2

Proposition 3.3.2.2 (D’après Faltings [Fa2],5.2) Avec les notations précédentes,
on a pour tout x ∈ P̃: ρ0(x) ∈ Ξ = Im(OKmod

0
[ξ1]→ OK̄0

/pOK̄0
).

Preuve. — Soit n le rang de P̃ sur k[u]/up, par des arguments d’algèbre linéaire
élémentaires, on trouve une base (ẽ1, ..., ẽn) de P̃ sur k[u]/up et des entiers 1 =

n0 ≤ n1 ≤ ... ≤ np−2 ≤ n + 1 = np−1 tels que si P̃i =
ni+1−1⊕
j=ni

k[u]/up.ẽj (0 ≤ i ≤

p − 2), on a Filp−2P̃ =
p−2⊕
i=0

up−2−i.P̃i. Notons ri = Max{r ∈ N tq ẽi ∈ P̃r}, par

(3.3.1.1,(ii)) on a que, si x ∈ P̃i, ρ0(x) ∈ Fili(OK̄0
/pOK̄0

) = ξ̄1
i
(OK̄0

/pOK̄0
) et

les ρ0(ẽi) satisfont un système d’équations dans OK̄0
/pOK̄0

:

(S)

 φr1(ρ0(ẽ1))
...

φrn(ρ0(ẽn))

 = G

 ρ0(ẽ1)
...

ρ0(ẽn)


où ρ0(ẽi) ∈ Filri(OK̄0

/pOK̄0
) et G ∈ GLn(k[ξ̄1]). Soit G∞ un relèvement de G

dans GLn(W [ξ1]) et Gm son image dans GLn(OK̄0
/ξ1

mOK̄0
). Pour m ≥ p et

0 ≤ i ≤ p − 2, on pose Fili(OK̄0
/ξ1

mOK̄0
) = ξ̄1

i
(OK̄0

/ξ1
mOK̄0

) et si x = ξ̄1
i
y ∈

Fili(OK̄0
/ξ1

mOK̄0
), φi(x) = (−1)iyp. Les conditions sur m et i entrainent que

φi(x) est bien défini dans OK̄0
/ξ1

mOK̄0
. On considère les systèmes d’équations

dans OK̄0
/ξ1

mOK̄0
:

(Sm)

 φr1(x1)
...

φrn(xn)

 = Gm

 x1
...

xn


où xi ∈ Filri(OK̄0

/ξ1
mOK̄0

). En utilisant que Gm est inversible, on vérifie facile-
ment que pour m ≥ p, toute solution de (Sm) se remonte de façon unique en une
solution de (Sm+1). Finalement, en posant FiliOCp = ξi

1OCp (0 ≤ i ≤ p − 2),
φi(ξ

i
1y) = (−1)iyp et S∞ le système d’équations dans OCp :

(S∞)

 φr1(x1)
...

φrn(xn)

 = G∞

 x1
...

xn


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où xi ∈ FilriOCp , toute solution de (S) se relève de manière unique en solution
de (S∞). Soient (aij) les coefficients de G∞ dans W [ξ1], comme dans la preuve de
([Fa1],2.4) on voit facilement que:

Cp[T1, ..., Tn]/
(
(−p)−riT p

i −
n∑

j=1

aijTj

)

est fini étale de degré pn sur Cp. Donc (S∞) a pn solutions dans Cp puisque
Cp est algébriquement clos. Ces solutions sont en fait contenues dans K̄0 car
le recouvrement étale ci-dessus est déjà défini sur K̄0 et K̄0 est algébriquement
clos. Le groupe Gmod

1 agit sur les solutions de (S) et comme par hypothèse, cette
action est triviale modulo p, on en déduit que l’unique relèvement (x1, ..., xn)
dans (S∞) de la solution (ρ0(ẽ1), ..., ρ0(ẽn)) de (S) est tel que xi ∈ (ξri

1 OCp ∩
K̄0)

Gmod
1 = ξri

1 OKmod
1

. En utilisant (S∞), il suffit donc de montrer xp ∈ OKmod
0

[ξ1]

si x ∈ OKmod
1

. Par (3.3.2.1,(i)), x s’écrit
p−1∑
i−0

xi.ξ
i
1, xi ∈ Kmod

0 , νp(xi) ≥ −ip−1,

donc xp est de la forme:

xp =
p−1∑
i−0

(xi.ξ
i
1)

p + py =
p−1∑
i−0

pixp
i + py

pour un y ∈ OKmod
1

. Le premier terme est contenu dans OKmod
0

et le deuxième
dans OKmod

0
[ξ1] par (3.3.2.1,(i)) avec r = p. 2

3.3.3

Par (3.3.2.2) et (3.3.2.1,(ii)), pour tout x de P̃ , on a des δj(x) uniques dans

OK̄0
/ξp−j

1 OK̄0
tels que ρ0(x) =

p−1⊕
j=0

δj(x)ξ̄1
j
. Les égalités (1) et (2) en (3.3.2)

donnent d’autre part pour i ∈ N, x ∈ P̃ et g ∈ Gmod:

ρ0(x) =
p−1∑
i=0

g

(
ρ0

(
Ñ ◦ (Ñ − Id) ◦ ... ◦ (Ñ − (i− 1)Id)(x)

))(ε1(g)− 1)i

i!
(3)

En remarquant que pour tout y ∈ P̃ et tout g ∈ Gmod, g(ρ0(y)) =
p−1⊕
j=0

ε1(g)jδj(x)ξ̄1
j

(avec des notations évidentes), on obtient par (3.3.2.1,(ii)) des égalités dans
OK̄0

/ξp−j
1 OK̄0

:

ε1(g)p−jδj(x) =
p−1∑
i=0

δj

(
Ñ ◦ (Ñ − Id) ◦ ... ◦ (Ñ − (i− 1)Id)(x)

)(ε1(g)− 1)i

i!
(4)
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où x ∈ P̃ , g ∈ Gmod, j ∈ {0, ..., p − 1}. En développant ε1(g)p−j = [(ε1(g) −
1) + 1]p−j (formule du binôme), on a finalement dans OK̄0

/ξp−j
1 OK̄0

pour tout
j ∈ {0, ..., p− 1} et g ∈ Gmod:

p−1∑
i=1

(
(p−j)(p−j−1)...(p−j−i+1)δj(x)−δj

(
Ñ◦(Ñ−Id)◦...◦(Ñ−(i−1)Id)(x)

))(ε1(g)− 1)i

i!
= 0 (5)

Soit ε une racine primitive pième de 1, les équations (5) sont du type (pour j

fixé et quitte à changer g)
p−1∑
i=1

ci(ε
l − 1)i = 0 dans OK̄0

/ξp−j
1 OK̄0

, 1 ≤ l ≤ p − 1.

En écrivant (εl − 1)i = (ε− 1)i(1 + ε + ... + εl−1)i, on obtient un système:

G

 c1(ε− 1)
...

cp−1(ε− 1)p−1

 = 0

où G ∈ GLp−1(OK̄0
/ξp−j

1 OK̄0
). Donc ci(ε − 1)i = 0 ∀i ∈ {0, ..., p − 2}. Appliqué

à ce qui précède, on a en particulier pour i = 1, 0 ≤ j ≤ p − 1,
(
(p − j)δj(x) −

δj(Ñ(x))
)
(ε− 1) = 0 dans OK̄0

/ξp−j
1 OK̄0

i.e.:

νp

(
(p− j)δj(x)− δj(Ñ(x))

)
≥ p− j

p
− 1

p− 1
≥ p− 2− j

p

soit, pour tout j ∈ {0, ..., p− 2}:

(p− j)δj(x)− δj(Ñ(x)) ∈ ξ̄1
p−2−j

(OK̄0
/ξp−j

1 OK̄0
) (6)

Soit FiliP̃ = (⊕p−2
j=i P̃j) ⊕ u.P̃i−1 ⊕ ... ⊕ ui.P̃0, 0 ≤ i ≤ p − 2 (voir preuve de

3.3.2.2). On a FiliP̃ = {x ∈ P̃ tq up−2−i.x ∈ Filp−2P̃}, Ñ(FiliP̃) ⊂ Fili−1P̃
(i ≥ 1) et, si x ∈ FiliP̃ , ρ0(x) ∈ Fili(OK̄0

/pOK̄0
) = ξ̄1

i
(OK̄0

/pOK̄0
) (3.3.1.1,(ii)).

De (3.3.2.1), on déduit alors δj(x) ∈ ξ̄1
i−j

(OK̄0
/ξp−j

1 OK̄0
) pour j ∈ {0, ..., i}. Par

l’égalité (6), on a (p− j)δj(Ñ
k−1(x))− δj(Ñ

k(x)) ∈ ξ̄1
p−2−j

(OK̄0
/ξp−j

1 OK̄0
) pour

tout k ≥ 1. Donc, pour j ∈ {0, ..., i} et k ≥ 1, δj(Ñ
k(x)) ∈ ξ̄1

i−j
(OK̄0

/ξp−j
1 OK̄0

)

et ρ0(Ñ
k(x)) ∈ Fili(OK̄0

/pOK̄0
) pour k ≥ 1. Par (1), on en déduit ρj(Ñ(x)) ∈

Fili(OK̄0
/pOK̄0

) pour j ≥ 0 qui entraine ρ(Ñ(x)) ∈ FiliÃ.

3.3.4

Notons N = φ̃p−2(Filp−2Ñ ), M = φ̃p−2(Filp−2M̃) et P = φ̃p−2(Filp−2P̃). Par

hypothèse, N et M sont munis d’une structure d’objets de MF f,p−2
k , et on a une

suite exacte de k-espaces vectoriels par (2.2.1.2,(iii)): 0 → N → P → M → 0.
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Remarquons que Ñ(P ) ⊂ N . Soit x ∈ Filp−2P̃ et ρ ∈ Hom′M̃
p−2

k

(P̃ , Ã),

on a N ◦ φp−2(ρ(x)) = φp−3 ◦ N(ρ(x)). Par (3.3.3), N(ρ(x)) = ρ(Ñ(x)) ∈
Filp−2Ã, donc φp−3 ◦N(ρ(x)) = 0 i.e. ρ|Ñ(P ) = 0. La flèche Hom′M̃

p−2

k

(P̃ , Ã)→
Hom′M̃

p−2

k

(Ñ , Ã) étant surjective par (3.2.3.1), on obtient:

∀ρ ∈ Hom′M̃
p−2

k

(Ñ , Ã) = Vst(Ñ ), ρ|Ñ(P ) = 0

Lemme 3.3.4.1 Soit N un objet de MF f,p−2
k et N1 un sous-k-espace vectoriel

de N tel que ρ(N1) = 0 pour tout ρ ∈ HomMF(N, Acris/pAcris), alors N1 = 0.

Preuve. — On peut supposer N1 maximal: posons FiliN1 = FiliN ∩ N1

(i ∈ Z), la compatibilité de ρ ∈ HomMF(N, Acris/pAcris) avec φi implique alors
φi(FiliN1) ⊂ N1. Comme φ̄. : gr.

F ilN → N induit par les φi est bijectif et que
dimk(gr.

F ilN1) =dimk(N1), φ̄. : gr.
F ilN1 → N1 est aussi bijectif et (N1, F iliN1, φi)

est un sous-objet de (N, FiliN, φi) dans MF f,p−2
k . Mais:

HomMF(N, Acris/pAcris)→ HomMF(N1, Acris/pAcris) = Vcris(N1)

est alors surjectif donc Vcris(N1) = 0 d’où N1 = 0 par (3.2.3.2). 2

Par (3.2.1.1) et (3.3.4.1), on a donc Ñ(P ) = 0 d’où, si x ∈ Filp−2P̃ , (Ñ ◦
φ̃p−2)(x) = 0 = φ̃p−2(u.Ñ(x)) et par (2.2.1.2), u.Ñ(x) ∈ u.F ilp−2P̃ i.e. Ñ(x) ∈
Filp−2P̃ . On en déduit aisément qu’en fait Ñ(FiliP̃) ⊂ Fili(P̃), 0 ≤ i ≤
p − 2. Montrons que P est un objet de MF f,p−2

k . On pose FiliP = P ∩ FiliP̃ ,
0 ≤ i ≤ p − 2, FiliP = P , i ≤ 0 et FiliP = 0, i ≥ p − 1. On définit
φi : FiliP → P par φi(x) = (−1)p−2−iφ̃p−2(u

p−2−i.x) ∈ P . Par (2.2.1.2),
on a un isomorphisme de k[u]/up-modules: k[u]/up ⊗k P ' P̃ compatible aux
monodromies (la dérivation à gauche est la dérivation produit tensoriel). Par

récurrence sur i, supposons FiliP̃ =
p−1∑
j=0

uj ⊗ Fili−jP (vrai pour i = 0) et soit

x ∈ Fili+1P̃ . On a x = x0+u.x1+...+ui.xi+y avec x0, ..., xi ∈ P et y ∈
∑

j≥i+1

uj.P .

De ce qui précède, on déduit en appliquant Ñ : u.x1+2u2.x2+...+iui.xi ∈ Fili+1P̃
i.e. x1 + 2u.x2 + ... + iui−1.xi ∈ FiliP̃ soit par récurrence xj ∈ Fili+1−jP

(1 ≤ j ≤ i) d’où x0 = x −
i∑

j=1

uj.xj − y ∈ Fili+1P̃ ∩ P = Fili+1P . En

particulier Filp−2P̃ =
p−1∑
j=0

uj ⊗ Filp−2−jP et de φp−2(Filp−2P̃) = P , on déduit∑
i∈N

φi(FiliP ) = P i.e. P ∈ MF f,p−2
k . Soit FiliÑ = {x ∈ Ñ tq up−2−i.x ∈

Filp−2Ñ } (resp. FiliM̃ = ...), on vérifie que FiliN = FiliÑ ∩N et qu’on a des

32



suites exactes: 0 → FiliÑ → FiliP̃ → FiliM̃ pour tout i ∈ {0, ..., p − 2}. La
suite 0→ FiliN → FiliP → FiliM est donc exacte ∀ i ∈ {0, ..., p− 2}. Mais le
morphisme P → M de MF f,p−2

k est strict par rapport aux Fili ([FL],1.8), donc
FiliP → FiliM est surjectif pour tout i et on a bien finalement une suite exacte
0→ N → P →M → 0 dans MF f,p−2

k .

Remarque: Toute la théorie des sections 2 et 3 a été faite en se restreignant
au Filp−2. Il est possible qu’on puisse, comme dans [FL], prolonger la théorie
jusqu’au Filp−1 moyennant certaines conditions supplémentaires sur les objets
considérés (voir [FL],6.1 et 6.6).

4 Construction de représentations semi-stables

Dans cette section, on introduit des modules “fortement divisibles” grâce auxquels
on construit des représentations p-adiques semi-stables par passage à la limite sur
des représentations de torsion. On fait le lien entre ces modules et les (φ,N)-
modules filtrés admissibles de Fontaine.

4.1 Des représentations semi-stables

4.1.1

Définition 4.1.1.1 On appelle S-module fortement divisible tout objet M de
la catégorie ′Mp−2 (2.1.2) vérifiant les trois conditions supplémentaires:

• le S-module M est libre de rang fini

• le S-module M/F ilp−2M est sans p-torsion

• le S-module M est engendré par φp−2(Filp−2M).

La deuxième condition équivaut à demander px ∈ Filp−2M⇔ x ∈ Filp−2M.
SiM est un module fortement divisible,M/pnM est un objet deMp−2 (n ∈ N)
etM s’identifie à lim

←
M/pnM (le fait que Filp−2M = lim

←
Filp−2M/pnFilp−2M

provient de la condition Filp−2S.M ⊂ Filp−2M qui ramène la description de
Filp−2M essentiellement à celle d’un sous-W -module libre de rang fini de M).
Soit Vst(M) = Hom′Mp−2(M, Âst), on a Vst(M) = Hom′Mp−2(lim

→
M/pnM, Âst,∞) =

lim
←

Hom′Mp−2(M/pnM, Âst,∞) et par (3.1.3.1), Vst(M) est un Zp-module libre

de rang celui deM. Nous allons nous intéresser à Vst(M)⊗Zp Qp.

On note MFK0(φ,N) la catégorie suivante: les objets sont des K0-espaces
vectoriels D munis:
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• d’une filtration décroissante par des sous-K0-espaces vectoriels FiliD telle
que

⋃
i∈Z

FiliD = D et
⋂
i∈Z

FiliD = 0

• d’une application K0-semi-linéaire injective φ : D → D

• d’une application K0-linéaire N : D → D telle que Nφ = pφN

Les flèches sont définies de la manière évidente. Les algèbres B+
cris et B+

st sont des
exemples d’objets de MFK0(φ, N). Lorsque dimK0D <∞, la relation Nφ = pφN
entraine que N est nilpotent. On pose SK0 = K0 ⊗W S et on étend à SK0 toutes
les structures de S par K0-linéarité (K0-semi-linéarité pour le Frobenius). Soit
M un module fortement divisible et D = M⊗W K0. On pose FiliD = {x ∈
D tq (u − p)p−2−i.x ∈ Filp−2M⊗W K0} si 0 ≤ i ≤ p − 2, FiliD = D si i ≤ 0,

FiliD =
i−1∑
j=0

Fili−jSK0 .F iljD si i ≥ p − 1 et FiliM =M∩ FiliD. Pour x ∈ D,

on pose φ(x) = (c−1)p−2.φp−2((u − p)p−2.x) et on étend N par K0-linéarité. Les
propriétés deM font que D est alors un objet de la catégorieMFSK0

(Φ,N ) de

([Br2],6) (attention, dans [Br2], on notait M̂ un objet deMFSK0
(Φ,N ) et Φ et

N les opérateurs sur un tel objet). En particulier, D peut s’écrire canoniquement
D = SK0 ⊗K0 D où D est un objet de MFK0(φ,N) de dimension finie (voir
[Br2],6.1): on vérifie alors que D s’identifie aux éléments de D annulés par une
puissance de la monodromie. Soit ρ ∈ Hom′Mp−2(M, Âst) et x ∈ D ∩M, alors

ρ(x) ∈ Ast (c.f. 3.1.1) d’où une flèche Qp-linéaire Ψ : Hom′Mp−2(M, Âst) ⊗Zp

Qp → HomK0(D, B+
st). Le résultat suivant se déduit de [Br2], nous en donnons

une preuve rapide:

Proposition 4.1.1.2 Avec les notations précédentes, Ψ induit un isomorphisme
de modules galoisiens:

Hom′Mp−2(M, Âst)⊗Zp Qp
∼→ HomMF K0

(φ,N)(D, B+
st)

Preuve. — Il est clair d’après sa définition que Ψ commute à l’action de Galois et
est injective. Soit ρ ∈ Hom′Mp−2(M, Âst), on voit facilement que Ψ(ρ) commute
au Frobenius et à la monodromie. Montrons que Ψ(ρ) préserve les filtrations.

Soit fp : SK0 → K0,
∞∑
i=0

wi
ui

i!
7→

∞∑
i=0

wi
pi

i!
( lim
i→∞

wi = 0) et Fp l’application K0-

linéaire D = SK0⊗K0 D → D définie par Fp(λ⊗x) = fp(λ)x, on rappelle que par
définition FiliD = Fp(FiliD) ([Br2],6). Notons Ψp(ρ) la composée de Ψ(ρ) avec
l’injection B+

st ↪→ B+
dR induite par fp (3.1.1), on a un diagramme commutatif:

M ρ−→ Âst

Fp ↓ ↓ fp

D
Ψp(ρ)−→ B+

dR
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où seule la flèche du bas ne préserve peut-être pas les filtrations. Soit x ∈ FiliD,
il existe x̂ ∈M∩FiliD = FiliM et r ∈ N tels que Fp(x̂) = prx. De (fp ◦ρ)(x̂) ∈
FiliB+

dR, on déduit Ψp(ρ)(x) ∈ FiliB+
dR, d’où Ψ(ρ)(x) ∈ f−1

p (FiliB+
dR) ∩ B+

st =
FiliB+

st (3.1.1) et l’image de Ψ tombe dans HomMF K0
(φ,N)(D, B+

st). Montrons la

surjectivité de Ψ. Soient ê1, ..., ên une base deM sur S et ρ̄ ∈ HomMF K0
(φ,N)(D, B+

st),

il existe r ∈ N tel que prêi =
∑
j

λi,j⊗xi,j ∈ SK0⊗K0D avec ∀i, j, λi,j.ρ̄(xi,j) ∈ Ast.

On pose ρ(êi) =
∑
j

λi,j.ρ̄(xi,j) ∈ Âst qu’on étend àM par S-linéarité. Si on mon-

tre que ρ ∈ Hom′Mp−2(M, Âst), il est clair que ρ ⊗ 1/pr sera un antécédent
de ρ̄. On vérifie que ρ commute avec N et que ρ ◦ φ|M = φ ◦ ρ, il suffit
donc de montrer ρ(Filp−2M) ⊂ Filp−2Âst. Montrons par récurrence sur i que
ρ(FiliM) ⊂ FiliÂst, 0 ≤ i ≤ p− 2. C’est vrai pour i = 0. Supposons le résultat
à l’ordre i− 1 et soit y ∈ FiliM (i ≥ 1), on a:
i) fp(ρ(y)) = prρ̄(Fp(y)) ∈ FiliAst,

ii) N(ρ(y)) = ρ(N(y)) ∈ Fili−1Âst par hypothèse de récurrence.

Dans Âst, ρ(y) s’écrit
∞∑

k=0

akγk(X) où les ak sont dans Acris. Par ii), on a

N(ρ(y)) = (1+X)
∞∑

k=0

ak+1γk(X) ∈ Fili−1Âst d’où
∞∑

k=0

ak+1γk(X) ∈ Fili−1Âst. On

en déduit facilement
∞∑

k=1

akγk(X) ∈ FiliÂst. Mais i) donne alors a0 ∈ FiliAcris,

d’où finalement ρ(y) ∈ FiliÂst. 2

4.1.2

Il existe ([Fo1],2.3.4) un élément t de Fil1Acris qui engendre Zp(1) et on définit
Bcris = B+

cris[1/t] et Bst = B+
st[1/t]. Si V est une représentation linéaire continue

de G dans un Qp-espace vectoriel de dimension finie, on dit que V est semi-stable
si dimK0(Bst ⊗Qp V )G =dimQpV ([Fo2],5.1.4).

Théoreme 4.1.2.1 SoitM un module fortement divisible, alors Vst(M)⊗ZpQp

est une représentation p-adique semi-stable.

Preuve. — Soit n le rang deM, V = Vst(M)⊗Zp Qp et V ∗ = HomQp(V,Qp). Il
est équivalent de montrer que V ∗ est semi-stable ([Fo2],5.1.7) i.e. dimK0(Bst⊗Qp

V ∗)G = n. Par ([Fo2],1.4.2), il suffit d’avoir dimK0(Bst ⊗Qp V ∗)G ≥ n ou encore
dimK0HomRepQp (G)(V, B+

st) ≥ n. En reprenant les notations de (4.1.1), on a par

(4.1.1.2) une flèche canonique D → HomRepQp (G)(V, B+
st) et il suffit de montrer

qu’elle est injective, ou encore que si x ∈ M est tel que N s(x) = 0 pour un
s ∈ N∗ et ρ(x) = 0 pour tout ρ ∈ Vst(M), alors x = 0. Soit un tel x supposé
non nul dans M. On peut prendre x /∈ pM. Soit x̄ son image (non nulle)
dans M/pM, puisque Hom′Mp−2(M, Âst) → Hom′Mp−2(M/pM, Âst/pÂst) est
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surjectif, on a ρ(x̄) = 0 pour tout ρ ∈ Vst(M/pM). Par (2.4.2.1), on peut
trouver une filtration dans Mp−2

k : 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ ... ⊂ Ml = M/pM (les
inclusions sont strictes) telle que les gradués proviennent de MF f,p−2

k . Soit r le
plus petit indice tel que x̄ ∈ Mr (r ≥ 1 puisque x̄ 6= 0), soit P = Mr/Mr−1

et notons encore x̄ l’image (non nulle) de x̄ dans P . Par hypothèse, on a un
isomorphisme dans Mp−2

k : P ' k < u > ⊗kP où P est un objet de MF f,p−2
k .

Soit P̃ = k[u]/up ⊗k P l’objet associé de M̃
p−2

k (2.2.2.1) et x̃ l’image de x̄ dans
P̃ . On vérifie que P s’identifie aux éléments de P̃ annulés par une puissance de
Ñ , donc x̃ ∈ P . Par (3.1.3.1), on a une surjection Vst(M/pM) → Vst(Mr) qui
entraine ρ(x̃) = 0 pour tout ρ ∈ Hom

M̃
p−2

k

(P̃ , Ã) = HomMF(P, Acris/pAcris).

Par (3.3.4.1), on a x̃ = 0 et, de N s(x̄) = 0, on déduit que x̄ est de la forme
x̄ =

∑
α

Xα⊗pα dans P ' k[u, Xi]/(u
p, Xp

i )i∈N∗⊗kP où α = (α1, ..., αm), m ∈ N∗,

αi ∈ {0, ..., p − 1}, Xα = Xα1
1 ...Xαm

m ,
∑

αi 6= 0 et pα ∈ P , pα 6= 0. Soit
ρ ∈ Vst(P), par hypothèse, on a donc ρ(

∑
α

Xα ⊗ pα) = 0 dans Âst/pÂst '

R[Xi]/(ξ̄
p, Xp

i )i∈N∗<X > (3.1.2.2) d’où
∑
α

Xαρ(pα) = 0 dans R[Xi]/(ξ̄
p, Xp

i )i∈N∗ .

Soit α0 l’unique uplet dans l’écriture de x̄ tel que
m∑

i=1

piα0
i est minimal dans N∗,

en décomposant ρ(pα0) dans Acris/pAcris ' R[Xi]/(ξ̄
p, Xp

i )i∈N∗ , on en déduit
ρ(pα0) ∈ Filp(Acris/pAcris), ∀ρ ∈ Vst(P) = HomMF(P, Acris/pAcris). Comme
pα0 6= 0, soit i l’entier de {0, ..., p − 2} tel que pα0 ∈ FiliP , pα0 /∈ Fili+1P ,
alors φi(pα0) 6= 0. Mais pour tout ρ ∈ HomMF(P, Acris/pAcris), ρ(φi(pα0)) =
φi(ρ(pα0)) = 0 puisque ρ(pα0) ∈ Filp(Acris/pAcris). Par (3.3.4.1), cela n’est
possible que si φi(pα0) = 0 d’où une contradiction qui achève la preuve. 2

4.2 Des (φ,N)-modules filtrés admissibles

Soit D un objet de dimension finie de la catégorie MFK0(φ,N) (4.1.1), on dit
que D est admissible s’il existe une représentation p-adique semi-stable V telle
qu’on ait un isomorphisme dans MFK0(φ,N): (Bst ⊗Qp V )G ' D ([Fo2],5.3.3).
On montre que la catégorie des modules filtrés admissibles est équivalente à celle
des représentations semi-stables ([Fo2],5.3.5). Un des problèmes de la théorie est
de décrire tous les modules filtrés admissibles (et donc toutes les représentations
semi-stables).

Pour D dans MFK0(φ,N), on pose tH(D) =
∑
i∈Z

(dimK0griD).i et tN(D) =∑
α∈Q

(dimK0Dα).α où α ∈ Q et Dα est la partie de D de pente α pour l’action de φ

(voir [Be],p. 316). Si D est de dimension n, on remarque que
∧n D est muni de la

façon évidente d’une structure d’objet de MFK0(φ,N) et que tH(
∧n D) = tH(D)

et tN(
∧n D) = tN(D).
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Corollaire 4.2.1 SoitM un module fortement divisible, D l’objet associé de
MFK0(φ,N) (c.f. 4.1.1), V = Vst(M)⊗Zp Qp = HomMFK0

(φ,N)(D, B+
st) (4.1.1.2)

et V ∗ = HomQp(V,Qp). Alors la flèche canonique:

D → HomRepQp (G)(V, B+
st) = (Bst ⊗Qp V ∗)G

est un isomorphisme dans MFK0(φ,N). En particulier, D est admissible.

Preuve. — Soit D′ = HomRepQp (G)(V, B+
st), dans la preuve de (4.1.2.1), on

montre que la flèche canonique D → D′ est injective. Comme les deux K0-espaces
vectoriels ont même dimension, c’est un isomorphisme clairement compatible aux
opérateurs φ et N et aux filtrations. Il faut montrer que c’est un isomorphisme sur
les filtrations et il suffit d’avoir tH(D) = tH(D′). Par ([Fo2],5.4), on a tH(D′) =
tN(D′) et par (A.4), tH(D) = tN(D). D’où le résultat puisque tN(D′) = tN(D).
2

4.3 Les (φ, N)-modules filtrés faiblement admissibles

On dit qu’un objet D de dimension finie de MFK0(φ, N) est faiblement admis-
sible si tH(D) = tN(D) et si pour tout sous-K0-espace vectoriel D′ de D stable
par φ et N avec FiliD′ = FiliD ∩D′, on a tH(D′) ≤ tN(D′). On montre que la
catégorie des modules filtrés faiblement admissibles est abélienne, stable par du-
alité et extension ([Fo2],4.4.4) et que tout module filtré admissible est faiblement
admissible ([Fo2],5.4.2). L’intérêt de cette notion est que Fontaine conjecture
la réciproque ([Fo2],5.4.4) i.e. que tout module filtré faiblement admissible est
admissible. Lorsque N = 0 et que la longueur de la filtration n’excède pas p− 1,
cette conjecture est démontrée dans [FL]. La méthode est basée sur un théorème
de Laffaille ([La],3.2) qui dit que si N = 0 et Fil0D = D, la faible admissibilité
est équivalente à l’existence de réseaux fortement divisibles, qui permettent de
construire des représentations cristallines comme en (4.1.2.1) et (4.2.1).

Soit D un objet de MFK0(φ,N) de dimension finie avec N 6= 0 et tel que
la longueur de la filtration n’excède pas p − 2. Quitte à décaler la filtration
et à multiplier φ par la puissance de p correspondante (ce qui revient du côté
galoisien à tordre par une puissance du caractère cyclotomique), on peut sup-
poser Fil0D = D et Filp−1D = 0 (voir [Pe],2.1). Soit D = SK0 ⊗K0 D son
SK0-module filtré associé ([Br2],6). Si M est un S-réseau de D stable par φ

et N , on pose Filp−2M = M ∩ Filp−2D et φp−2 =
φ

pp−2
: Filp−2M → D.

Si φp−2(Filp−2M) ⊂ M et si φp−2(Filp−2M) engendre M comme S-module,
il est clair que M est un module fortement divisible (4.1.1.1) et l’objet de
MFSK0

(Φ,N ) associé àM en (4.1.1) s’identifie bien alors à D via l’isomorphisme

de SK0-module SK0 ⊗S M
∼→ D. En vertu du résultat de Laffaille pour le cas
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cristallin, il est naturel de se poser la question:

Si D est faiblement admissible, est-ce qu’il existe toujours un réseau fortement
divisible dans SK0 ⊗K0 D ?

Remarque: Comme me l’a fait remarquer le referee, quand on sait à l’avance
que D est faiblement admissible, il suffit de vérifier la divisibilité (i.e. φ(Filp−2M) ⊂
pp−2M), la forte divisibilité (i.e.

φ

pp−2
(Filp−2M) engendre M) étant alors au-

tomatique (A.3).

Une réponse affirmative à la question ci-dessus entrainerait par (4.2.1) la con-
jecture de Fontaine pour le cas N 6= 0 (avec la restriction sur les longueurs des
filtrations). D’autre part, si Filr+1D = 0 (0 ≤ r ≤ p− 2) et s’il existe un réseau
fortement divisible M dans SK0 ⊗K0 D, on a vu que les gradués dans une suite
de Jordan-Hölder de M/pM sont des objets de la catégorie MF f,r

k (2.4.2.2 et
2.1.2.1). En particulier, les exposants des caractères fondamentaux qui décrivent
l’action de l’inertie modérée sur la semi-simplifiée modulo p de la représentation
galoisienne HomMFK0

(φ,N)(D, Bst) associée à D (voir 6.1.1) ont des chiffres en
base p qui sont compris entre 0 et r (le fait que ces chiffres soient ainsi bornés
est conjecturé par Serre). Une réponse affirmative à la question précédente en-
trainerait donc aussi cette conjecture de Serre pour toutes les représentations
semi-stables à poids de Hodge-Tate dans un intervalle de longueur ne dépassant
pas p− 2.

Dans la suite, nous montrons que la réponse est oui lorsque la transversalité
de Griffiths est vérifiée sur D (cas näıf) ou lorsque D est de dimension 2.

5 Le cas näıf

Pour i ∈ Z, soit K0[i] l’objet de MFK0(φ,N) donné par K0, φ(1) = pi1, F ili(K0[i]) =
K0[i], F ili+1(K0[i]) = 0, N = 0. Si D est un objet de MFK0(φ, N), on pose
D[i] = D⊗K0 K0[i] (produit tensoriel dans la catégorie MFK0(φ,N), [Fo2],4.3.4).

Lemme 5.1 Pour tout i ∈ Z, D est admissible si et seulement si D[i] est ad-
missible.

Preuve. — Facile, voir ([Pe],2.2). 2

Notons MF fa
K0

(φ,N) la catégorie abélienne des modules faiblement admissi-

bles (4.3) et MF fa
K0

(φ) la sous-catégorie pleine (encore abélienne) des objets pour
lesquels N = 0.
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Définition 5.2 Soit D un objet de MFK0(φ,N), on dit que D est näıf s’il
vérifie la transversalité de Griffiths, i.e. si, pour tout i ∈ Z, on a N(FiliD) ⊂
Fili−1D.

Remarquons que si D est de dimension finie et näıf, la filtration construite en
([Br2],6) sur SK0 ⊗K0 D n’est autre que la filtration produit tensoriel. Soit D un
objet de MF fa

K0
(φ, N) näıf et dont la longueur de la filtration n’excède pas p− 2.

On a alors:

Proposition 5.3 Le module D est admissible (4.2).

Preuve. — (La preuve suivante m’a été indiquée par J.-M. Fontaine). Par
(5.1), on se ramène au cas où Fil0D = D et Filp−1D = 0. Si N = 0, on con-
clut par ([La],3.2) et ([FL],8.4) (ou la théorie précédente). Supposons N 6= 0,
nous allons d’abord montrer que D contient encore un réseau fortement divisi-
ble au sens classique ([La],3.1) stable par l’opérateur N . A cause des relations
N(FiliD) ⊂ Fili−1(D) et Nφ = pφN , l’opérateur Nn = N ◦ ... ◦N︸ ︷︷ ︸

n fois

(n ∈ N∗) in-

duit des morphismes dans MFK0(φ, N): Nn : D → D[n]. Comme D et D[n] sont
faiblement admissibles et que la catégorie MF fa

K0
(φ,N) est abélienne, KerNn et

KerNn/KerNn−1 sont aussi faiblement admissibles. Soit n0 le plus petit entier
dans N∗ tel que Nn0+1 = 0, on a en particulier une filtration de D par des objets
de MF fa

K0
(φ, N):

0 ⊂ KerN ⊂ ... ⊂ KerNn0 ⊂ D

(les inclusions sont strictes) telle que les gradués sont dans MF fa
K0

(φ). Il suffit
donc de montrer que si on a une suite exacte courte 0 → D′ → D → D′′ → 0
dans MF fa

K0
(φ,N) (avec filtrations positives inférieures à p − 2) avec D′′ dans

MF fa
K0

(φ) et D′ contenant un réseau fortement divisible stable par N , alors D
contient aussi un réseau fortement divisible stable par N . Soient M ′′ un réseau
fortement divisible de D′′ et (ej)1≤j≤n′′ une base de M ′′ adaptée à la filtration.
On a des entiers rj tels que ej ∈ FilrjM ′′ avec rj le plus grand possible et une
matrice G dans GLn′′(W ) telle que: φr1(e1)

...
φrn′′

(en′′)

 = G

 e1
...

en′′


Soient êj des relèvements des ej dans D tels que êj ∈ FilrjD et (xj)1≤j≤n′′ les
éléments de D′ tels que:

φ
pr1

(ê1)
...

φ
prn′′ ( ˆen′′)

 = G

 ê1
...
ˆen′′

+

 x1
...

xn′′


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Soit M ′ un réseau fortement divisible de D′ stable par N , quitte à diviser M ′ par
une puissance de p, on peut supposer que M ′ contient les xj et les N(êj). Soit
M le réseau de D engendré par M ′ et les êj, il est clairement stable par N . On
vérifie facilement que φ(FiliM) ⊂ piM et qu’on a une suite exacte courte:

0→M ′ →
∑
i∈N

φ

pi
(FiliM)→M ′′ → 0

ce qui montre qu’on a bien
∑
i∈N

φ

pi
(FiliM) = M . Si maintenant on pose M =

S ⊗W M avec Filp−2M =
p−2∑
i=0

FiliS ⊗ Filp−2−iM , φp−2 =
p−2∑
i=0

φi ⊗ φp−2−i et

N = N ⊗ Id + Id⊗N , M est un réseau fortement divisible au sens (4.1.1.1) et
par (4.2.1), on a le résultat. 2

Remarque: La näıveté est automatique lorsque la longueur de la filtration
n’excède pas 1. En dehors de ce cas, la plupart des modules faiblement admissibles
ne sont, bien sur, pas näıfs ! (voir section suivante).

6 Le cas de dimension 2

Nous montrons que les modules faiblement admissibles de dimension 2 dont la
longueur de la filtration n’excède pas p − 2 sont admissibles en exhibant des
réseaux fortement divisibles (4.1.1.1). Nous décrivons les exposants de l’inertie
modérée sur la semi-simplifiée modulo p des représentations galoisiennes semi-
stables associées. Les démonstrations sont assez calculatoires et le lecteur est
invité à traiter d’abord quelques cas simples (petites valeurs des paramètres).

6.1 Les (φ,N)-modules filtrés faiblement admissibles de
dimension 2 et leur SK0

-module associé

6.1.1

Notons νp la valuation p-adique sur K̄0 normalisée par νp(p) = 1. Soit D un
module filtré faiblement admissible de dimension 2 tel que N est non nul. Soit r
le plus petit élément de Z tel que Filr+1D 6= FilrD et s le plus petit élément de
N tel que Filr+s+1D = 0. Soit e1 un vecteur de D tel que N(e1) 6= 0, (e1, N(e1))
est alors une base de D et φ(N(e1)) = lN(e1) pour un l ∈ K∗0 . On peut alors
choisir e1 tel que φ(e1) = ple1 et un tel e1 est unique à multiplication par un
élément de K∗0 près. Si on remplace e1 par ae1 (a ∈ K∗0), l est remplacé par
φ(a)a−1l et en particulier νp(l) est indépendant des choix. Soit e2 = N(e1):
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1er cas: s = 0, les conditions d’admissibilité faible s’écrivent νp(l)+νp(pl) = 2r
et r ≤ νp(l) qui entraine 2νp(l) + 1 ≤ 2νp(l) et est donc impossible.

2ième cas: s ≥ 1, on a Filr+1D = Filr+2D = ... = Filr+sD = K0.(λ1e1 +
λ2e2), λ1, λ2 ∈ K0, (λ1, λ2) 6= (0, 0).

• Si λ1 = 0, les conditions d’admissibilité faible s’écrivent νp(l) + νp(pl) =
2r + s et r + s ≤ νp(l), qui donne 2(r + s) + 1 ≤ 2r + s et est encore
impossible.

• Si λ1 6= 0, on a un unique L ∈ K0 tel que Filr+1D = ... = Filr+sD =
K0.(e1 +L.e2) et les conditions d’admissibilité faible s’écrivent νp(l/p

r) ≥ 0
et 2νp(l/p

r) + 1 = s: s est impair.

Nous allons montrer le théorème:

Théoreme 6.1.1.1 Soit D faiblement admissible de dimension 2. Avec les no-
tations précédentes, supposons p ≥ s + 2, alors D est admissible.

Par (5.1), on se ramène au cas r = 0. La démonstration utilise alors l’existence
de réseaux fortement divisibles (d’où la restriction inévitable sur la longueur de
la filtration), mais va donner plus que la simple admissibilité:

Soit V une représentation p-adique de G de dimension finie et V̄ sa semi-
simplifiée modulo p (la semi-simplifiée de la réduction modulo p d’un réseau stable
par Galois: c’est indépendant du réseau, voir ([Se],1.6)), on a sur V̄ une action de
l’inertie modérée et cette action s’exprime comme puissances des caractères fon-
damentaux de Serre: χi0+i1p+...+iα−1pα−1

α , 0 ≤ ij ≤ p− 1 ([Se],1.7). En dimension
2, on a donc deux chiffres 0 ≤ i0 ≤ i1 ≤ p − 1 (l’action étant Diag(χi0

1 , χi1
1 ) ou

χi0+i1p
2 ou son conjugué). Supposons V semi-stable (de dimension 2) à poids de

Hodge-Tate (0, s) avec 0 ≤ s ≤ p−2. Si V est cristalline, un résultat de Fontaine
et Laffaille ([FL],5.3) donne (i0, i1) = (0, s). Si V n’est pas cristalline, c’est une
des représentation HomMFK0

(φ,N)(D, Bst) pour un certain D précédent: on note
L(V ) ∈ K0 l’invariant L de D. Par un calcul explicite, on aura le résultat:

Théoreme 6.1.1.2 Avec les notations précédentes:

(i0, i1) =
(s− 1

2
,
s + 1

2

)
si νp(L(V )) ≥ 0,

(i0, i1) =
(s− 1

2
+ νp(L(V )),

s + 1

2
− νp(L(V ))

)
si −s− 1

2
≤ νp(L(V )) ≤ 0,

(i0, i1) =
(
0, s

)
si νp(L(V )) ≤ −s− 1

2
.

Remarque 1: En combinant les deux théorèmes, on remarque que si l’on a
deux entiers positifs i0, i1 tels que i0 + i1 ≤ p − 2, on peut toujours trouver une
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représentation semi-stable de dimension 2 à poids de Hodge-Tate (0, i0 + i1) et
dont les chiffres des exposants de l’inertie modérée sont (i0, i1).

Remarque 2: Le nombre L revêt une importance particulière pour les fonctions
L p-adiques associées à certaine formes modulaires “nouvelles” de poids pair (voir
[Ma2] et les travaux à venir de Kato).

6.1.2

Soit D faiblement admissible de dimension 2 comme en (6.1.1) avec r = 0. Pour
s = 1, D est näıf et donc, par (5.3), admissible (en fait, dans ce cas, D est même
ordinaire ([Pe],1.2)). De façon explicite, on voit facilement, lorsque s = 1, que

M = W.e1 + W.Le2

p
si νp(L) ≤ 0 et M = W.e1 + W.

e2

p
si νp(L) ≥ 0 est un réseau

fortement divisible stable par N . Le théorème (6.1.1.2) s’en déduit aisément dans
ce cas.

On suppose dorénavant s = 2t + 1, t ∈ N∗, p ≥ s + 2, F il0D = D, Fil1D =
... = FilsD = K0.(e1 + Le2), F ils+1D = 0, φ(e1) = pt+1µe1, φ(e2) = ptµe2 où
µ ∈ W ∗ et N(e1) = e2, N2 = 0. Soit D = SK0 ⊗K0 D le SK0-module filtré associé
à D ([Br2],6): il est muni d’un Frobenius φ défini par φ(λ⊗ x) = φ(λ)⊗ φ(x) et
d’un opérateur de monodromie N défini par N(λ ⊗ x) = N(λ) ⊗ x + λ ⊗ N(x).

Soit Fp : D → D l’application K0-linéaire Fp(
∞∑
i=0

wi
ui

i!
⊗x) =

∞∑
i=0

wi
pi

i!
x, on définit

la filtration par FiliD = D si i ≤ 0 et, pour i ≥ 1, par la formule récurrente
([Br2],6):

FiliD = {y ∈ D tq N(y) ∈ Fili−1D et Fp(y) ∈ FiliD}

On montre que FiliD =
i∑

j=i−(p−2)

FiljSK0 .F ili−jD pour i ≥ p − 1 et que (u −

p)j.x ∈ FiliD ⇔ x ∈ Fili−jD (ces faits se déduisent immédiatement de [Br2],B.4.4).
Donnons une description explicite de la filtration sur D.

Soient v = u − p et r ∈ N∗, puisque ce sont les “degrés” en v inférieurs à r
qui sont significatifs pour la description de FilrD, on pose:

Dr = {
r−1∑
i=0

vi

pi
yi, yi ∈ D} ∩ FilrD

de sorte que FilrD = Dr + FilrSK0 .D.
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Proposition 6.1.2.1 Soient y0, ..., yr ∈ D, y =
r−1∑
i=0

vi

pi
yi ∈ D et soit i0 le plus

petit entier tel que yi0 6= 0. Alors y ∈ Dr si et seulement si i0 ≥ r − s et il existe
C0 ∈ K∗0 et (C1, ..., Cr−i0−1) ∈ Kr−i0−1

0 tels que

yi0 = C0(e1 + Le2)

yi = Ci−i0(e1 + Le2) +
i−i0−1∑

j=0

(−1)i−i0−j−1

i− i0 − j
Cje2 , i0 + 1 ≤ i ≤ r − 1

.

Preuve. — Le résultat est immédiat en utilisant la remarque finale de l’appendice
de [Br2]. Donnons en une preuve directe. Il suffit de montrer le lemme avec
1 ≤ r ≤ s ≤ p− 2. On pose e′1 = e1 +Le2 et on prend l’hypothèse de récurrence:

HR(r) =

(
r−1∑
i=0

vi

pi
yi ∈ Dr ssi

r−2∑
i=0

vi

pi
yi ∈ Dr−1 et a2

r−1 =
r−2∑
i=0

(−1)r−2−i a1
i

r − 1− i

)

où yi = a1
i e
′
1 + a2

i e2. Pour r = 1, HR(1) = (y0 ∈ D1 ssi a2
0 = 0) est bien

vérifiée. Supposons HR(i) pour i ≤ r, r + 1 ≤ s et soit y =
r∑

i=0

vi

pi
yi ∈ D avec

yi = a1
i e
′
1 +a2

i e2. Posons y′ =
r−1∑
i=0

vi

pi
yi, on a facilement y ∈ Dr+1 si et seulement si

y′ ∈ Dr et N(y) ∈ FilrD i.e. si et seulement si y′ ∈ Dr et N(y′)− vr−1

pr−1
ryr ∈ Dr.

Un calcul donne N(y′)− vr−1

pr−1
ryr =

r−1∑
i=0

vi

pi
zi avec zi = b1

i e
′
1 + b2

i e2 où:

b1
i = −ia1

i − (i + 1)a1
i+1, b2

i = a1
i − ia2

i − (i + 1)a2
i+1, 0 ≤ i ≤ r − 1

Par HR(r), N(y′)− vr−1

pr−1
ryr ∈ Dr si et seulement si

r−2∑
i=0

vi

pi
zi ∈ Dr−1 et

b2
r−1 =

r−2∑
i=0

(−1)r−2−i b1
i

r − 1− i
. La première condition découle de y′ ∈ Dr qui,

par récurrence, est équivalent à
(
a2

0 = 0, a2
i =

i−1∑
j=0

(−1)i−1−j a1
j

i− j
, 1 ≤ i ≤ r − 1

)
.

Donc finalement, y ∈ Dr+1 est équivalent à:

a1
r−1 − (r − 1)a2

r−1 − ra2
r =

r−2∑
i=0

(−1)r−2−i

r − 1− i
(−ia1

i − (i + 1)a1
i+1)

et

a2
0 = 0, a2

i =
i−1∑
j=0

(−1)i−1−j a1
j

i− j
, 1 ≤ i ≤ r − 1
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La première équation s’écrit:

ra2
r = −(r − 1)a2

r−1 + ra1
r−1 +

r−2∑
i=1

(−1)r−2−i ia1
i

(r − 1− i)(r − i)

En utilisant:

a2
r−1 =

r−2∑
i=0

(−1)r−2−ia1
i

r − 1− i
= (−1)r−2 a1

0

r − 1
+

r−2∑
i=1

(−1)r−2−ia1
i

r − 1− i

elle devient:

ra2
r = ra1

r−1 + (−1)r−1a1
0 +

r−2∑
i=1

(−1)r−2−i

r − 1− i
a1

i

(i− (r − 1)(r − i)

r − i

)

soit a2
r =

r−1∑
i=0

(−1)r−1−ia1
i

r − i
. On a l’énoncé en posant Cj = a1

j . 2

6.2 Réseaux fortement divisibles

6.2.1

On rappelle que s = 2t + 1, t ∈ N∗, p ≥ s + 2. Soit l = −νp(L) ∈ Z ∪ {−∞} et,

si L 6= 0, λ l’unique élément de W ∗ tel que L =
λ

pl
. Soit M le réseau suivant de

D:

• M = W.(e1 + φ(λ)
e2

pl+1
) + W.

e2

p
si l ≤ t

• M = W.(e1 + φ(λ)
e2

pl+1
) + W.pt e2

pl+1
si l ≥ t

(donc M = W.e1+W.
e2

p
si l = {−∞}). On poseM = S⊗W M ⊂ SK0⊗K0D =

D, on vérifie queM est stable par φ et N et on le munit de la filtration induite
par D.

Proposition 6.2.1.1 Avec les notations précédentes, on a φ(Filp−2M) ⊂ pp−2M.

Preuve. — Soit x =
∞∑
i=0

vi

i!
xi ∈ Filp−2M, xi ∈M , on écrit x = x≤p−2+x≥p−2 avec

x≤p−2 =
p−3∑
i=0

vi

i!
xi. Il est clair que φ(x≥p−2) ∈ pp−2M. Soit i0 le plus petit entier

tel que xi0 6= 0, on a x≤p−2 =
vi0

i0!
y ou y =

p−3−i0∑
i=0

vi

i!
yi ∈ Filp−2−i0M (yi ∈ M) et
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il suffit de montrer φ(y) ∈ pp−2−i0M. Soient donc m ≤ s − 1 et y ∈ Film+1M

tel que Fp(y) 6= 0. Par (6.1.2.1), on peut écrire y =
m∑

i=0

vi

pi

(
Ci(e1 + Le2) + Die2

)
où C0 ∈ K∗0 , (C1, ..., Cm) ∈ Km

0 et:

(0)


D0 = 0

Di =
i−1∑
k=0

(−1)i−k+1

i− k
Ck (1 ≤ i ≤ m)

On a aussi:

y =



m∑
i=0

vi

pi

(
Ci(e1 + φ(λ)

e2

pl+1
) +

(
pDi + (λp− φ(λ))

Ci

pl

)
(
e2

p
)

)
∈M si l ≤ t

m∑
i=0

vi

pi

(
Ci(e1 + φ(λ)

e2

pl+1
) +

(
pl+1−tDi + (λp− φ(λ))

Ci

pt

)
(pt e2

pl+1
)

)
∈M si l ≥ t

ce qui entraine pour 0 ≤ i ≤ m:

(1)


Ci ∈ piW et pDi + (λp− φ(λ))

Ci

pl
∈ piW si l ≤ t

Ci ∈ piW et pl+1−tDi + (λp− φ(λ))
Ci

pt
∈ piW si l ≥ t

Un calcul facile donne par ailleurs:

φ(y) =


µpt+1

m∑
i=0

ci
(
φ(Ci)(e1 + φ(λ)

e2

pl+1
) + φ(Di)

e2

p

)
si l ≤ t

µpt+1
m∑

i=0

ci
(
φ(Ci)(e1 + φ(λ)

e2

pl+1
) + pl−tφ(Di)(p

t e2

pl+1
)
)

si l ≥ t

Si m ≤ t, il est clair que φ(y) ∈ pm+1M. Supposons t + 1 ≤ m ≤ 2t.

Si l ≥ t: pour tout i, on a (1) ⇒ Ci ∈ piW
(0)⇒ Di ∈ W

(1)⇒ (λp − φ(λ))
Ci

pt
∈

W ⇒ Ci ∈ ptW
(0)⇒ Di ∈ ptW . Comme m ≤ s− 1 = 2t, on a φ(y) ∈ pm+1M.

Si l ≤ 0: pour tout i ≥ 1, (1) ⇒ Di ∈ pi−1W et Ci ∈ piW , en particulier
Ci ∈ pm−tW si m− t ≤ i ≤ m et Di ∈ pm−tW si m− t + 1 ≤ i ≤ 2m− 2t ≤ m.
On en déduit un système:

−1

2
Cm−t−1 +

1

3
Cm−t−2 + . . . +

(−1)m−t

m− t + 1
C0 ∈ pm−tW

1

3
Cm−t−1 − 1

4
Cm−t+2 + . . . + . . . ∈ pm−tW

...
... . . .

...
...

(−1)m−t

m− t + 1
Cm−t−1 + . . . + . . . + . . . ∈ pm−tW
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La matrice correspondante a un déterminant dit de Cauchy (de la forme det
( 1

ai + bj

)
(i,j)

,

les signes alternés ne changeant éventuellement que le signe du déterminant) dont

le calcul est bien connu et élémentaire (
Πi<j(aj − ai)(bj − bi)

Π(i,j)(ai + bj)
). Puisque les fac-

teurs sont plus petits que p − 1, ce déterminant est inversible d’où Ci ∈ pm−tW
pour i ∈ {0, ...,m}, donc Di aussi et φ(y) ∈ pm+1M.

Si 0 ≤ l ≤ t− 1: un examen des équations correspondantes en (1) donne:

• si 0 ≤ m ≤ 2t, C0 ∈ plW , C1 ∈ pl+1W ,..., Cl ∈ pl+1W , Cl+1 ∈ pl+1W ,
Cl+2 ∈ pl+2W ,...,Cm ∈ pmW

• si 2l + 2r ≤ m ≤ 2t (0 ≤ r ≤ t − l), C0 ∈ pl+rW ,..., Cr ∈ pl+rW ,
Cr+1 ∈ pl+r+1W ,...,Cl+r+1 ∈ pl+r+1W , Cl+r+2 ∈ pl+r+2W ,...,Cm ∈ pmW

Le premier point vient de (1)⇒ Ci ∈ piW
(0)⇒ Di ∈ W

(1)⇒ Ci ∈ pl+1W + pl+iW ⇒
C0 ∈ plW, Ci ∈ pl+1W ∩ piW (i ≥ 1). Le deuxième se prouve par récurrence sur
r: le cas r = 0 vient du premier. Par récurrence (au cran r − 1) et en utilisant
les r dernières équations de (1), on a Ci ∈ pl+rW (r ≤ i ≤ m) et Di ∈ pl+rW
(2l+r+1 ≤ i ≤ 2l+2r ≤ m). Par le même argument que dans le cas l ≤ 0, on en

déduit C0, ..., Cr−1 ∈ pl+rW , donc ∀i ∈ {0, ...,m}, Ci ∈ pl+rW
(0)⇒ Di ∈ pl+rW

(1)⇒
Ci ∈ pl+r+1W + pl+iW ⇒ Ci ∈ pl+r+1W ∩ piW , r + 1 ≤ i ≤ m (attention, les
valuations précédentes sont loin d’être optimales en général). On en déduit:

• si 0 ≤ m ≤ 2l + 1 (l ≤ t− 1), on a m ≤ t + l d’où m− t ≤ l ≤ νp(Ci), ∀i

• si m = 2l+2r (1 ≤ r ≤ t− l), on a m− t ≤ 2l+2r−(l+r) = l+r ≤ νp(Ci),
∀i

• si m = 2l+2r+1, de m ≤ 2t on a r ≤ t−l−1 et m−t = l+r+(l+r+1−t) ≤
l + r ≤ νp(Ci), ∀i

On a donc toujours φ(y) ∈ pm+1M si y ∈ Film+1M d’où le résultat. 2

Par la faible admissibilité de D, (6.2.1.1) et (A.3), on en déduit:

Corollaire 6.2.1.2 Avec les notations précédentes,
φ

pp−2
(Filp−2M) engendre

M comme S-module i.e. M est fortement divisible.

Par (4.2.1), ceci démontre le théorème (6.1.1.1).
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6.2.2

Pour démontrer (6.1.1.2), on va expliciter deux éléments X et Y de Filp−2M tels

que
φ

pp−2
(X) et

φ

pp−2
(Y ) engendrent le S-moduleM. Si (C0, ..., C2t) ∈ K2t+1

0 , on

pose D0 = 0 et Di =
i−1∑
k=0

(−1)i−k+1

i− k
Ck (1 ≤ i ≤ 2t).

Si l ≥ t: on pose X = vp−2(e1 + φ(λ)
e2

pl+1
) et Y = vp−3−2tptY ′ où Y ′ est

l’élément de Fil2t+1M construit en (6.1.2.1) avec i0 = 0 et C0 = 1, C1 = ... =

Cl+1 = 0, Ci = −(pλ − φ(λ))−1pl+1 (−1)i+1

i
, i ∈ {l + 2, ..., 2t} (C0 = 1, Ci = 0,

i ∈ {1, ..., 2t} si l ≥ 2t− 1). On vérifie facilement que ptY ′ ∈M∩ Fil2t+1D puis
que:

φ

pp−2
(X) = µcp−2

(
pt+1(e1 + φ(λ)

e2

pl+1
) + (φ2(λ)− pφ(λ))(pt e2

pl+1
)

)
φ

pp−2
(Y ) = µcp−3−2t

(
2t∑

i=0

ci
(
φ(Ci)(e1 + φ(λ)

e2

pl+1
) + pl−tφ(Di)(p

t e2

pl+1
)
))

Finalement, on a w, w′ ∈ S∗, w′′ ∈ S et Z ∈ M tels que
φ

pp−2
(X) = w(pt e2

pl+1
) +

pZ et
φ

pp−2
(Y ) = w′(e1 + φ(λ)

e2

pl+1
) + w′′(pt e2

pl+1
) d’où le fait que

φ

pp−2
(X) et

φ

pp−2
(Y ) engendrent le S-moduleM dans ce cas.

Dans la suite de (6.2.2), on suppose l ≤ t− 1.

Si 1 ≤ l ≤ t− 1: soit r = t− l, 1 ≤ r ≤ t− 1, on pose X = vp−2−2tpt−1X ′ et
Y = vp−3−2tptY ′ avec:

X ′ =
2t−1∑
i=0

vi

pi

(
CX

i (e1 + λ
e2

pl
) + DX

i

e2

p

)
et Y ′ =

2t∑
i=0

vi

pi

(
CY

i (e1 + λ
e2

pl
) + DY

i

e2

p

)
où (CX

i )0≤i≤2t−1 et (CY
i )0≤i≤2t sont les uniques éléments de W (voir ci-après) qui

satisfont respectivement les équations:
CX

0 = 1, CX
r = ... = CX

r+l = 0
CX

l+r+1 = −(pλ− φ(λ))−1pl+1DX
l+r+1, ..., C

X
2l+r = −(pλ− φ(λ))−1pl+1DX

2l+r

CX
2l+r+1 = ... = CX

2l+2r−1 = 0, DX
2l+r+1 = ... = DX

2l+2r−1 = 0

(les 2(r − 1) dernières équations disparaissent pour r = 1)
CY

0 = 1, CY
r+1 = ... = CY

r+l+1 = 0
CY

l+r+2 = −(pλ− φ(λ))−1pl+1DY
l+r+2, ..., C

Y
2l+r = −(pλ− φ(λ))−1pl+1DY

2l+r

CY
2l+r+1 = ... = CY

2l+2r = 0, DY
2l+r+1 = ... = DY

2l+2r = 0

47



(X, Y ∈ Filp−2M par (6.1.2.1) et un calcul facile). Un examen de ces équations
montre que pour r ≥ 2, (CX

i )1≤i≤r−1 est solution d’un système dans W qui modulo
p est le système:

SX
l,r :



(−1)2l+r+1

2l + r
CX

1 +
(−1)2l+r

2l + r − 1
CX

2 + . . . +
(−1)2l+3

2l + 2
CX

r−1 =
(−1)2l+r+1

2l + r + 1
(−1)2l+r+2

2l + r + 1
CX

1 +
(−1)2l+r+1

2l + r
CX

2 + . . . +
(−1)2l+4

2l + 3
CX

r−1 =
(−1)2l+r+2

2l + r + 2
...

... . . .
...

...
(−1)2l+2r−1

2l + 2r − 2
CX

1 +
(−1)2l+2r−2

2l + 2r − 3
CX

2 + . . . +
(−1)2l+r+1

2l + r
CX

r−1 =
(−1)2l+2r−1

2l + 2r − 1

et que (CY
i )1≤i≤r est solution d’un système dans W qui modulo p est le

système:

SY
l,r :



(−1)2l+r+1

2l + r
CY

1 +
(−1)2l+r

2l + r − 1
CY

2 + . . . +
(−1)2l+2

2l + 1
CY

r =
(−1)2l+r+1

2l + r + 1
(−1)2l+r+2

2l + r + 1
CY

1 +
(−1)2l+r+1

2l + r
CY

2 + . . . +
(−1)2l+3

2l + 2
CY

r =
(−1)2l+r+2

2l + r + 2
...

... . . .
...

...
(−1)2l+2r

2l + 2r − 1
CY

1 +
(−1)2l+2r−1

2l + 2r − 2
CY

2 + . . . +
(−1)2l+r+1

2l + r
CY

r =
(−1)2l+2r

2l + 2r

Comme en (6.2.1.1), SX
l,r et SY

l,r correspondent à des matrices de Cauchy de
déterminant non nul dans Fp et les (CX

i ) et (CY
i ) sont donc déterminés de façon

unique dans W . De plus, on a CX
r−1 ∈ W ∗ et CY

r ∈ W ∗.

Si l ≤ 0: on pose de même X = vp−2−2tpt−1X ′ et Y = vp−3−2tptY ′ avec:

X ′ =
2t−1∑
i=0

vi

pi

(
CX

i (e1 + λ
e2

pl
) + DX

i

e2

p

)
et Y ′ =

2t∑
i=0

vi

pi

(
CY

i (e1 + λ
e2

pl
) + DY

i

e2

p

)
où (CX

i )0≤i≤2t−1 et (CY
i )0≤i≤2t sont les uniques éléments de W qui satisfont res-

pectivement les équations:

CX
0 = 1, CX

t = CX
t+1 = ... = CX

2t−1 = 0, (pour t ≥ 2) DX
t+1 = ... = DX

2t−1 = 0
CY

0 = 1, CY
t+1 = CY

t+2... = CY
2t = 0, DY

t+1 = ... = DY
2t = 0

C’est équivalent à demander que (CX
i )1≤i≤t−1 (resp. (CY

i )1≤i≤t) soit solution du
système SX

0,t (resp. SY
0,t) dans W . On a aussi CX

t−1 ∈ W ∗ et CY
t ∈ W ∗.

Le lemme suivant sera utile:

Lemme 6.2.2.1 On a DX
2t−r ∈ W ∗ si 1 ≤ l ≤ t− 1 et DX

t ∈ W ∗ si l ≤ 0.
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Preuve. — On considère chaque équation modulo p. Pour 1 ≤ l ≤ t − 1 et

r ≥ 2 (rappelons que l + r = t), on a CX
i =

∆i

det(SX
l,r)

, 1 ≤ i ≤ r − 1 où ∆i est le

déterminant de SX
l,r une fois remplaçée la ième colonne par la colonne de droite.

Mais on voit facilement que (modulo p):

DX
2t−r =

r−1∑
i=0

(−1)2t−r−i+1

2t− r − i
CX

i =
1

det(SX
l,r)

r−1∑
i=0

(−1)2t−r−i+1

2t− r − i
∆i

(où ∆0 = det(SX
l,r)), soit det(SX

l,r)D
X
2t−r = det(SY

l,r) (au signe près) en développant
det(SY

l,r) par rapport à la première ligne. Les déterminants étant inversibles, on
a le résultat. Pour l ≤ 0 la preuve est similaire. 2

Un calcul facile donne:
φ

pp−2
(X)

φ

pp−2
(Y )

 = µcp−3−2tG

 e1 + φ(λ)
e2

pl+1

e2

p


où

G =

(
c
(
φ(CX

0 ) + cφ(CX
1 ) + ... + c2t−1φ(CX

2t−1)
)

c
(
φ(DX

0 ) + cφ(DX
1 ) + ... + c2t−1φ(DX

2t−1)
)

φ(CY
0 ) + cφ(CY

1 ) + ... + c2tφ(CY
2t) φ(DY

0 ) + cφ(DY
1 ) + ... + c2tφ(DY

2t)

)

Le fait que
φ

pp−2
(X) et

φ

pp−2
(Y ) engendrent le S-moduleM découle alors de:

Proposition 6.2.2.2 Avec les notations précédentes, G ∈ GL2(S).

Preuve. — La matrice G est à coefficients dans W [[γp(u)]] qui s’injecte dans S,
il suffit donc d’avoir l’inversibilité modulo γp(u) et modulo p. On voit facilement
que G est alors la matrice en (6.2.2.3) en multipliant la première ligne par −1.
Par (6.2.2.1) et puisque CY

r ∈ W ∗ si 1 ≤ l ≤ t− 1, CY
t ∈ W ∗ si l ≤ 0, le lemme

(6.2.2.3) permet de conclure. 2

Lemme 6.2.2.3 On a les égalités suivantes modulo p et au signe près:∣∣∣∣∣ CX
0 − CX

1 + ... + (−1)r−1CX
r−1 DX

0 −DX
1 + ... + (−1)2t−rDX

2t−r

CY
0 − CY

1 + ... + (−1)rCY
r DY

0 −DY
1 + ... + (−1)2t−rDY

2t−r

∣∣∣∣∣ = CY
r DX

2t−r

si 1 ≤ l ≤ t− 1 et∣∣∣∣∣ CX
0 − CX

1 + ... + (−1)t−1CX
t−1 DX

0 −DX
1 + ... + (−1)tDX

t

CY
0 − CY

1 + ... + (−1)tCY
t DY

0 −DY
1 + ... + (−1)tDY

t

∣∣∣∣∣ = CY
t DX

t

si l ≤ 0.
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Preuve. — On donne la preuve pour 1 ≤ l ≤ t−1, l’autre cas étant similaire. Je
n’ai trouvé d’autre démonstration qu’un calcul d’algèbre linéaire horrible, mais
facile. On rappelle que t = l + r, DY

0 = DX
0 = 0, DY

1 = DX
1 = 1 et, modulo p,

CX
i = 0, i ≥ r et CY

i = 0, i ≥ r + 1. Tous les calculs ci-dessous sont modulo
p. Afin d’éviter un foisonnement de cas particuliers, une expression qui n’a pas
de sens pour une valeur permise d’un paramètre sera convenue nulle (exemple:
r−1∑
j=1

(...) = 0 si r = 1).

Soit ∆ le déterminant à calculer, puisque:

2t−r∑
i=1

(−1)iDY
i =

2l∑
j=1

1

j

r∑
i=0

(−1)i+1CY
i +

2t−r∑
j=2l+1

1

j

2t−r−j∑
i=0

(−1)i+1C2t
i

(resp. avec X), on a au signe près (CX
r = 0):

∆ =
r∑

j=1

1

2l + j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r−1∑
i=r−j+1

(−1)iCX
i

r−j∑
i=0

(−1)iCX
i

r∑
i=r−j+1

(−1)iCY
i

r−j∑
i=0

(−1)iCY
i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Posons δi = CY

i − CX
i , 0 ≤ i ≤ r − 1, on a:

∆ =
r∑

j=2

1

2l + j

[ r−1∑
i=r−j+1

(−1)i−1δi +
∑

1≤n≤r−j
r−j+1≤m≤r−1

(−1)m+n(CX
mδn − CX

n δm)
]
−∆′

où ∆′ = (−1)rCY
r

r∑
j=1

1

2l + j

r−j∑
i=0

(−1)iCX
i . Une réindexation soigneuse donne:

(1) ∆ =
r−1∑
j=1

[ r−1∑
i=j

(−1)i−1δi

2l + r + j − i
+ CX

1

r−1∑
i=j

(−1)iδi

2l + r + j − i− 1
+ ... + CX

j−1

r−1∑
i=j

(−1)i+jδi

2l + r − i + 1

]

+
r−1∑
j=2

1

2l + j

∑
1≤n≤r−j

r−j+1≤m≤r−1

(−1)m+nCX
mδn −∆′

En faisant la différence des deux systèmes SY
l,r et SX

l,r, on déduit

r−1∑
i=1

(−1)i−1δi

2l + r + j − i
=

(−1)r

2l + j
CY

t , 1 ≤ j ≤ r − 1

En coupant la somme et en multipliant par CX
k , on génère les équations pour

0 ≤ k ≤ r − 2 et k + 1 ≤ j ≤ r − 1:

CX
k

r−1∑
i=j

(−1)i+k−1δi

2l + r + j − i− k
=

(−1)r+kCX
k CY

r

2l + j − k
+ CX

k

j−1∑
i=1

(−1)i+kδi

2l + r + j − i− k
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En les injectant dans la première somme de (1) et en réindexant la deuxième, on
obtient:

∆ =
r−1∑
j=2

j−1∑
i=1

δi

( (−1)i

2l + r + j − i
+

(−1)i+1

2l + r + j − (i + 1)
CX

1 + ... +
(−1)i+j−1

2l + r + 1− i
CX

j−1

)

+
r−1∑
j=2

r−j∑
i=1

δi

((−1)r−j+i+1

2l + j
CX

r−j+1 +
(−1)r−j+2+i

2l + j
CX

r−j+2 + ... +
(−1)r−1+i

2l + j
CX

r−1

)

+ (−1)rCY
r

r−1∑
j=1

( 1

2l + j
+

−1

2l + j − 1
CX

1 + ... +
(−1)j−1

2l + 1
CX

j−1

)
−∆′

soit:

∆ =
r−2∑
i=1

δiPi +
r−2∑
i=1

δiQi + (−1)rCY
r

r−1∑
j=1

( 1

2l + j
+

−1

2l + j − 1
CX

1 + ... +
(−1)j−1

2l + 1
CX

j−1

)
−∆′

avec:

Pi =
r−1∑

j=i+1

( (−1)i

2l + r + j − i
+

(−1)i+1

2l + r + j − (i + 1)
CX

1 + ... +
(−1)i+j−1

2l + r + 1− i
CX

j−1

)

Qi =
r−i∑
j=2

r−1∑
k=r−j+1

(−1)k+i

2l + j
CX

k

=
r−1∑

j=i+1

( (−1)i+j

2l + r − i
CX

j +
(−1)i+j+1

2l + r − i− 1
CX

j+1 + ... +
(−1)r+i−1

2l + j − i + 1
CX

r−1

)
Par définition de SX

l,r, on a Pi + Qi = 0, 1 ≤ i ≤ r − 2. Après réindexation du
restant, on trouve:

∆ = (−1)rCY
r

r−1∑
i=1

r−1∑
j=i

(−1)j−i

2l + i
CX

j−i −∆′

= (−1)rCY
r

r−1∑
j=1

1

2l + j

r−1−j∑
i=0

(−1)iCX
i − (−1)rCY

r

r∑
j=1

1

2l + j

r−j∑
i=0

(−1)iCX
i

= (−1)rCY
r

[ r−1∑
j=1

(−1)r−j+1

2l + j
CX

r−j −
1

2l + r
CX

0

]

= (−1)rCY
r

r∑
j=1

(−1)r−j+1

2l + j
CX

r−j = (−1)rCY
r DX

2t−r

2

6.3 Les exposants de l’inertie modérée

Nous prouvons ici (6.1.1.2). On rappelle queM est le réseau fortement divisible
de (6.2.1). Si M est un objet de MF f,p−2

tor (2.4.1), on appelle poids de la filtration
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les entiers i tels que FiliM 6= Fili+1M . Si pM = 0, on rappelle que l’inertie
modérée agit sur la semi-simplifiée de la représentation galoisienne associée par
des puissances des caractères fondamentaux. Ces poids sont alors les chiffres en
base p des exposants des puissances ([FL],5.3).

Proposition 6.3.1 Avec les notations précédentes,M/pM provient de la catégorie
MF f,p−2

k . Les poids de la filtration sur l’objet correspondant sont les suivants:
(0, 2t + 1) si l ≥ t,
(t− l, t + 1 + l) si 0 ≤ l ≤ t,
(t, t + 1) si l ≤ 0.

Preuve. — Modulo p, il est clair que N |M/pM = 0 et que, si ˜M/pM désigne

l’objet de M̃
p−2

k correspondant àM/pM (2.2.2.1), on a φ̃p−2

(
Filp−2( ˜M/pM)

)
=

M/pM (utiliser les formules donnant φp−2(X) et φp−2(Y )). En raisonnant comme

en (3.3.4), on en déduit que M/pM est muni d’une structure d’objet de MF f,p−2
k

et que ˜M/pM est isomorphe dans M̃
p−2

k à k[u]/up ⊗k M/pM . Notons X̄ et Ȳ

les images de X et Y dans Filp−2( ˜M/pM), un calcul facile donne:

si l ≥ t, X̄ = up−2.(e1+φ(λ)
e2

pl+1
) et Ȳ = −φ(λ)up−2−(2t+1).pt e2

pl+1
si l > 2t−1,

Ȳ = (−φ(λ) + (−1)l(l + 1)−1ul+1).up−2−(2t+1).pt e2

pl+1
si t ≤ l ≤ 2t − 1, donc

pt e2

pl+1
∈ Fil2t+1(M/pM) (et e1 + φ(λ)

e2

pl+1
∈ Fil0(M/pM))

si 1 ≤ l ≤ t− 1,

X̄ = φ(λ)−1DX
2l+ru

p−2−(t−l).
(
e1 + φ(λ)

e2

pl+1

)
+
(
− φ(λ)CX

r−1u
p−2−(t+l+1) + DX

r+lu
p−2−t

)
.
e2

p

Ȳ =
(
− φ(λ)CY

r up−2−(t+l+1) + DY
r+l+1u

p−2−t
)
.
e2

p

et comme CY
r ∈ W ∗ et DX

2l+r ∈ W ∗, on déduit
e2

p
∈ Filt+l+1(M/pM) et

e1 + φ(λ)
e2

pl+1
∈ Filt−l(M/pM)

si l ≤ 0,

X̄ = CX
t−1u

p−2−(t+1)
(
(e1 + φ(λ)

e2

pl+1
)− φ(λ)p−l.

e2

p

)
+ DX

t up−2−t.
e2

p

Ȳ = CY
t up−2−(t+1)

(
(e1 + φ(λ)

e2

pl+1
)− φ(λ)p−l.

e2

p

)
et comme CY

t ∈ W ∗ et DX
t ∈ W ∗, on déduit e1 + φ(λ)

e2

pl+1
− φ(λ)p−l.

e2

p
∈

Filt+1(M/pM) et
e2

p
∈ Filt(M/pM). 2
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Par ([FL],5.3), ceci achève la preuve de (6.1.1.2).

Remarque 1: On montre facilement que, dans le cas d’une représentation semi-
stable à poids de Hodge-Tate entre 0 et p− 2 et provenant d’un K0-module filtré
näıf (5.2), les chiffres des exposants de l’inertie modérée sur la semi-simplifiée
modulo p sont encore les poids de la filtration sur le module filtré (comme dans
le cas cristallin).

Remarque 2: L’image essentielle de la catégorieMp−2 dans RepZp(G) est une
catégorie abélienne de représentations galoisiennes de longueur finie, stable par
somme directe, sous-objet et quotient dans RepZp(G) (les deux derniers faits se

déduisent du résultat analogue pour la catégorie image essentielle de MF f,p−2
tor ,

et du fait que ces deux catégories ont les mêmes objets simples (2.4.2.2)). Cette
catégorie peut donc se préter à l’étude des déformations de représentations p-
adiques semi-stables (voir [Ma1]), au moins dans le cas de dimension 2, avec la
restriction habituelle sur les poids de Hodge-Tate.

A Modules fortement divisibles et modules faible-

ment admissibles

Les résultats de cet appendice m’ont été indiqués par le referee.

Soit M un module fortement divisible (4.1.1.1) et D le (φ, N)-module filtré
de MFK0(φ,N) qu’on lui associe en (4.1.1). On montre ici que D est faiblement
admissible. Dans le cas d’un réseau fortement divisible ”classique” ([FL],7.7), le
résultat est dû à Laffaille ([La],3.4). Commençons par un lemme:

Lemme A.1 Soient m ∈ N∗, M un W [u]/(u − p)m-module libre de type fini,
D = K0⊗WM et M =M/uM. Soient D′ ⊂ D un sous-K0[u]/(u−p)m-module,
M′ = D′ ∩M et M ′ l’image deM′ dans M . Alors lgW (M/M ′) =dimK0(D/D′).

Preuve. — On définit une filtration positive décroissante sur D par:

FiliD = D′ + (u− p)iD si 0 ≤ i ≤ m

FiliD = (u− p)i−mD′ si m ≤ i ≤ 2m

FiliD = 0 si 2m ≤ i

et on pose FiliM = FiliD ∩ M et FiliM = Im(FiliM → M). En partic-
ulier, FilmM = M′ et FilmM = M ′. Les gri

F ilM sont des W -modules libres
de rang fini. Comme (u − p)FiliM ⊂ Fili+1M, on a pF iliM ⊂ Fili+1M et
les gri

F ilM sont des k-espaces vectoriels de dimension finie. Pour tout i ∈ N,
on a dimk(gri

F ilM) =rgW (gri
F ilM). En effet, la surjection canonique gri

F ilM→
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gri
F ilM entraine déjà dimk(gri

F ilM) ≤rgW (gri
F ilM), et d’autre part:

∑
i≥0

dimk(gri
F ilM) =lgW M =rgWM =dimK0D =

∑
i≥0

dimK0(gri
F ilD) =

∑
i≥0

rgW (gri
F ilM)

d’où l’égalité. Mais alors dimK0(D/D′) =
m−1∑
i=0

dimK0(gri
F ilD) =

m−1∑
i=0

rgW (gri
F ilM) =

m−1∑
i=0

dimk(gri
F ilM) =lgW (M/M ′) puisque FilmM = M ′. 2

Corollaire A.2 Soient M un S-module libre de type fini, D = SK0 ⊗SM et
M = W ⊗S,f0 M où f0 : S → W , γi(u) 7→ 0 (i ≥ 1). Soient D′ ⊂ D un sous-
SK0-module tel que FilpSK0 .D ⊂ D′,M′ = D′∩M et M ′ l’image deM′ dans M .
Alors M/M ′ est un W -module de longueur finie et on a lgW (M/M ′) =dimK0(D/D′).

Preuve. — Soient D̄ = D/F ilpSK0 .D, M̄ = M/F ilpS.M, M̄ = M/pp.M et
D̄′, M̄′, M̄ ′ les images respectives de D′, M′, M ′. De FilpSK0 .D ⊂ D′, on tire
D/D′ ∼→ D̄/D̄′. On a aussi (u − p)p.M ⊂ FilpS.M ⊂ M′ d’où ppM ⊂ M ′ et
M/M′ ∼→ M̄/M̄′, M/M ′ ∼→ M̄/M̄ ′. D’autre part, M̄ ′ est l’image de M̄′ dans
M̄ et M̄′ = D̄′ ∩ M̄ car FilpSK0 .D ⊂ D′. Le résultat découle alors de (A.1)
appliqué à M̄, D̄ et D̄′ avec m = p. 2

Proposition A.3 Soit D un objet de dimension finie de MFK0(φ,N) (4.1.1)
tel que Fil0D = D et Filp−1D = 0, D l’objet associé deMFSK0

(Φ,N ) ([Br2],6)
et M ⊂ D un sous-S-module tel qu’il existe une base (e1, ..., en) de D sur SK0

et des entiers c ≥ d vérifiant pc. ⊕1≤i≤n S.ei ⊂ M ⊂ pd. ⊕1≤i≤n S.ei. On pose
Filp−2M = Filp−2D ∩M et on suppose φ(Filp−2M) ⊂ pp−2M, alors:
(i) tH(D) ≤ tN(D) (c.f. 4.3)
(ii) supposons de plus M libre de type fini sur S, alors tH(D) = tN(D) si et
seulement si φ(Filp−2M) engendre pp−2M sur S.

Preuve. — (i) Si x ∈ M, on a φ((u − p)p−2x) = cp−2pp−2φ(x) ∈ pp−2M d’où
φ(x) ∈ M puisque c ∈ S∗ i.e. φ(M) ⊂ M. Soit M l’image de M dans D '
K0 ⊗SK0

,f0 D (f0 : SK0 → K0, γi(u) 7→ 0, i ≥ 1): M est un réseau de D tel
que φ(M) ⊂M d’où tN(D) =lgW (M/φ(M)) ([La],1.5). Soit Filp−2M l’image de
Filp−2M dans M , on a φ(Filp−2M) ⊂ pp−2M d’où, en posant n =dimK0D:

lgW (M/Filp−2M) = lgW (φ(M)/φ(Filp−2M))

= lgW (M/φ(Filp−2M))− lgW (M/φ(M))

≥ lgW (M/pp−2M)− lgW (M/φ(M))

= (p− 2)n− tN(D)

Pour 0 ≤ i ≤ p−2, soit FiliM = FiliD∩M, comme FiliSK0 .D ⊂ FiliD, gri
F ilD

est un K0-espace vectoriel de dimension finie et comme SK0 ⊗S FiliM = FiliD,
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gri
F ilM est un W -réseau de gri

F ilD. Soit FiliM l’image de FiliM dans M , comme
(u − p)FiliM ⊂ Fili+1M, gri

F ilM est un k-espace vectoriel et la surjection W -
linéaire gri

F ilM→ gri
F ilM entraine dimk(gri

F ilM) ≤rgW (gri
F ilM) =dimK0(gri

F ilD)
d’où lgW (M/Filp−2M) ≤dimK0(D/F ilp−2D). Mais si (êi)1≤i≤n est une base de
D adaptée à la filtration (voir l’appendice de [Br2]) et si ri est le plus grand entier
dans {0, ..., p−2} tel que êi ∈ FilriD, un calcul simple donne dimK0(D/F ilp−2D) =
n∑

i=1

(p− 2− ri) = (p− 2)n−
n∑

i=1

ri = (p− 2)n− tH(D) d’où lgW (M/Filp−2M) ≤

(p− 2)n− tH(D) qui donne (i) par la précédente inégalité.
(ii) Le corollaire (A.2) appliqué avecD′ = Filp−2D donne dans ce cas lgW (M/Filp−2M) =
dimK0(D/F ilp−2D) = (p−2)n− tH(D) et il est clair que la première inégalité est
une égalité si et seulement si φ(Filp−2M) = pp−2M ou encore si et seulement si
φ(Filp−2M) engendre pp−2M sur S. 2

Théoreme A.4 SoitM un module fortement divisible, D l’objet deMFSK0
(Φ,N )

associé àM (4.1.1) et D l’objet de MFK0(φ, N) associé à D ([Br2],6). Alors D
est faiblement admissible.

Preuve. — Par (A.3,(ii)), on a tH(D) = tN(D). Soit D′ ⊂ D un sous-K0-
espace vectoriel de D stable par φ et N . On pose FilrD′ = FilrD ∩D′ (r ∈ Z):
(D′, F ilrD′, φ, N) est un objet de MFK0(φ, N) de dimension finie et il suffit de
montrer tH(D′) ≤ tN(D′). Soit D′ l’objet de MFSK0

(Φ,N ) correspondant à
D′ ([Br2],6): c’est un facteur direct de D stable par φ et N tel que FilrD′ =
FilrD ∩ D′. Soit M′ = D′ ∩ M et Filp−2M′ = Filp−2D′ ∩ M′, on a donc
φ(Filp−2M′) ⊂ pp−2M′: par (A.3,(i)) appliqué à D′ etM′, on a tH(D′) ≤ tN(D′)
d’où le résultat. 2
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mologie de Čech, Bull. Soc. math. France 124, 1996, 587-647.

[Br2] Breuil C., Représentations p-adiques semi-stables et transversalité de Grif-
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Soc. math. France 108, 1980, 187-206.

[Ma1] Mazur B., Deforming Galois representations, in Galois Groups over Q,
Springer 1989, 385-438.

[Ma2] Mazur B., On monodromy invariants occurring in global arithmetic, and
Fontaine’s theory, Contemporary Mathematics 165, 1994, 1-20.

[MTT] Mazur B., Tate J., Teitelbaum J., On p-adic analogues of the conjectures
of Birch and Swinnerton-Dyer, Inv. Math. 84, 1986, 1-48.

[Pe] Perrin-Riou B., Représentations p-adiques ordinaires, Astérisque 223, Soc.
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