SUR QUELQUES REPRESENTATIONS
MODULAIRES ET p-ADIQUES DE GL,(Q,) I

par
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Résumé. — Soit p un nombre premier et F' un corps local complet de corps
résiduel fini de caractéristique p. En 1993, Barthel et Livné ont montré ([1], [2])
I'existence de représentations d’un type nouveau de GLy(F) sur F,, qu’ils ont bap-
tisées “supersingulieres” et sur lesquelles on ne sait presque rien. Dans cet article,
on détermine toutes les représentations supersingulieres de GL2(Q)) avec leurs en-
trelacements. Cela acheve la classification des représentations lisses irréductibles de
GL3(Q,) sur F,, avec caractere central et met en évidence une bijection naturelle
entre les classes d’isomorphisme de représentations supersingulieres de GL2(Q,)

et les classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de Gal(Qp /Qp) de
dimension 2 sur F,,.
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1. Introduction

Soit p un nombre premier, F' un corps local complet pour une valuation discrete
de corps résiduel fini de caractéristique p et F' une cloture séparable de F'. Il est

Mots clefs. — Représentation supersinguliere, entrelacement.

Je remercie Alain Genestier pour de nombreuses discussions durant la gestation de cet article.
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maintenant connu que, pour £ # p, il existe une bijection “naturelle” entre les
classes d’isomorphisme de représentations lisses supercuspidales de GL,,(F) sur
F, et les classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de Gal(F/F)
de dimension n sur F, ([8]). On peut méme étendre cette correspondance de
facon & inclure les représentations semi-simples de Gal(F/F) de dimension n
([8]). L’étape suivante consiste a regarder le cas ¢ = p et, comme de sérieuses
complications sont attendues, a se limiter dans un premier temps a GLy et aux
représentations galoisiennes de dimension 2. La classification des représentations
semi-simples de dimension 2 de Gal(F/F) sur F, & partir des caracteres fon-
damentaux de Serre ([7]) n’est pas difficile. Il y a quelques années, Barthel et
Livné se sont attelés a la tache de déterminer toutes les représentations lisses
irréductibles avec caractere central de GLy(F) sur F,. Outre les caracteres (= les
représentations de dimension 1), ils ont trouvé des séries principales et des séries
spéciales qu’ils ont completement étudiées, et des représentations d’un type nou-
veau qu’ils ont appelées “supersingulieres” et laissées de coté apres avoir démontré
qu’elles étaient toutes quotients d’induites compactes quotientées par I'image d'un
endomorphisme T ([2]) et que leur duale lisse était nulle (résultat non publié de
Livné). Le but de cet article est de faire I’étude complete des représentations su-
persingulieres dans le cas particulier, mais important, ot F' = Q,. Contrairement
a la classification des séries principales ou spéciales, celle des représentations
supersingulieres de GLy(Q,) met alors clairement en évidence une correspon-
dance naturelle entre ces représentations et les représentations irréductibles de

Gal(Q,/Q,) de dimension 2 sur F,.

Soit Z le centre de GL2(Q,),  un entier compris entre 0 et p — 1 et Sym”FZ
la représentation naturelle de GLy(Z,) (agissant via GLy(F,)) qu'on étend a
GL3(Z,)Z en envoyant p sur Iidentité. On note :

. .GL =2
deLzEg:))ZSym F,

le Fp—espace vectoriel des fonctions f : GLy(Q,) — Sym’“Fﬁ a support compact
modulo Z telles que f(kg) = Sym'(k)(f(9)) (9 € GL2(Q,), k € GL2(Z,)Z)
muni de l'action a gauche usuelle de GLy(Q,). On peut définir sur cet espace un
certain endomorphisme GLy(Q,)-équivariant injectif 7" (voir §2.6) et considérer,

pour \ € Fp et x: Q) — F: un caractere lisse, les divers quotients :
. |GL P2 ,
7(r,\, x) = [(deLiE%))ZSym F,)/(T - )\)] ® (x o dét)

qui sont lisses et de dimension infinie. Dans [1] et [2], Barthel et Livné ont
completement étudié 7(r, A, x) lorsque A # 0. On regarde ici le cas A = 0.
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Théoréme 1.1 (cf. corollaires 4.1.1 et 4.1.4). — Pourr € {0,...,p— 1},

les représentations :

. GLa(Q, =2
(deLiggp))ZSym Fp) /(T)

sont irréductibles.

Il s’ensuit d’apres [1] et [2] que les représentations supersingulieres de GL2(Q))
sont exactement les représentations m(r,0, x) et que 'on a :

Corollaire 1.2. — Les représentations lisses irréductibles de GLy(Q,) sur F,
ayant un caractere central sont les représentations suivantes :

(i) les x o dét ou x : Q) — F; est un caractére lisse,

(i) les Sp ® (x o dét) ou x est comme en (i) et Sp la représentation “spéciale”
définie dans (1],

(i) les w(r, X, x) ot x est comme en (i), r € {0,...,p—1}, X € F,\ {—1,1}, et
re{l,--- ,p—2} e {-1,+1}.

Soit w le caractere cyclotomique modulo p vu comme caractere de Q,; via I'iso-
morphisme de réciprocité (normalisé pour que les uniformisantes correspondent
aux Frobenius géométriques), et p_; I'unique caractére quadratique non ramifié
de Q. Contrairement & ce qui se passe lorsque A # 0, les 7(r,0, x) admettent
entre elles des entrelacements non triviaux :

Théoréme 1.3 (cf. corollaire 4.1.5). — Les équivalences entre les représen-
tations supersinguliéres de GLa(Q,) sont les suivantes (r € {0,...,p — 1} et

x:Q—F,):
m(r,0,x) = @(r,0,xp-_1)
7(r,0,x) m(p—1—r0,xw")
m(r,0, x) m(p—1—7r0,xw"p-1).

12

12

Soit wy : I, — F; le caractére fondamental de Serre de niveau 2 ou [, est

le sous-groupe d’inertie de Gal(Q,/Q,) et notons ind(w3) pour s € {0,...,p}
'unique représentation (irréductible) de Gal(Q,,/Q,) sur F,, de déterminant w®
et telle que ind(w3)|;,~ w5 @ wy’. On sait que, pour r € {0,...,p — 1} et x :
Q, — F; , les représentations p(r, ) = (ind(wj™)) ® x ont pour déterminant
w1y ? et épuisent les représentations irréductibles de G, de dimension 2 sur Fp

avec les isomorphismes :
p(r,x) =~ p(r; xp-1)
p(r, X) p(p—1—rxw")
p(r;x) =~ plp—1—rxw'na).

12

On en déduit :
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Corollaire 1.4. — Il existe une (unique) bijection entre les classes d’isomor-

phisme de représentations supersinguliéres de GLa(Q,) et les classes d’isomor-
phisme de représentations irréductibles de Gal(Qp/Qp) de dimension 2 sur F,
telle que mw(r,0,x) corresponde a p(r,x) pour tout r € {0,...,p — 1} et tout
caractere x.

Le résultat clef dont on déduit les deux théoremes précédents est le calcul des
invariants de 7(r, 0, x) sous le pro-p-sous-groupe du sous-groupe de GLy(Z,) des
matrices triangulaires supérieures modulo p (théoreme 3.2.4 et corollaire 4.1.4).
Il est obtenu par une récurrence descendante sur le “diametre” dans 'arbre de
SL2(Q,) du support modulo 7" des fonctions f relevant de tels invariants. Il uti-
lise de facon essenticelle le fait qu'on travaille avec Q, et il est faux sinon (il
semble qu'il y ait plus d’'invariants en général, cf. remarque finale). Du coup, on
peut se demander si les analogues pour F' # Q, des représentations 7(r,0, x)
ne sont pas réductibles lorsque F' # Q, (il faudrait alors étudier leur(s) quo-
tient(s) irréductible(s)). Cela dit, on peut quand méme s’attendre a ce que le
corollaire 1.4 reste toujours vrai, i.e. conjecturer l’existence, pour tout corps F'
comme au début, d'une bijection naturelle entre ces quotients irréductibles (i.e.
entre les classes d’isomorphisme de représentations supersingulieres de GLy(F))
et les classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de Gal(F/F) de
dimension 2 sur Fp.

L’article est organisé comme suit : la section 2 rappelle les notations, formules et
résultats nécessaires a la suite, la section 3 contient deux propositions techniques
mais élémentaires qui permettent de déduire le calcul des invariants de 7(r, 0, )
sous le pro-p-Iwahori et la derniere section contient les preuves des résultats de
cette introduction.

Signalons qu’on peut étendre la correspondance de 'énoncé 1.4 de maniere a
inclure les représentations semi-simples de dimension 2 de Gal(Q,/Q,) sur F,
(voir la fin de 'article). La correspondance qu’on obtient sera utilisée dans [3]
pour prédire la réduction modulo p de certaines représentations p-adiques de

Gal(Q,/Q,) de dimension 2 sur Q,,.

2. Préliminaires

2.1. On fixe une cloture algébrique Fp de F, ainsi qu'un plongement du corps
résiduel F de F' dans Fp. On note ¢ = p/ le cardinal de F, O I’anneau des entiers
de F', w une uniformisante de O et val la valuation w-adique sur F' normalisée
par val(w) = 1. On note G = GLy(F), K = GL3(0), I le sous-groupe d’Iwahori
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de K, I(1) le pro-p-sous-groupe de I et Z le centre de GG. On a donc :

I = {(“ b),ae(‘)X,dec‘)X,beo,ceo}
we d

Iy = {(;C Z)G[,azdzl(w)}
7 = {(g 2),aEFX}.

1 0 0 1 01
On note enfin a = (0 w)’ 6 = (w O) et w = (1 O)' On rappelle que 3

normalise [ et I(1) et que l'on a les décompositions de Cartan :

1) G=]]KZa"KZ= ( I IZa‘”KZ)]_[( 11 ]Zﬁa‘”KZ).

neN neN neN

2.2. Soit A l'arbre de SLo(F') ([5]) : ses sommets sont en bijection équivariante
avec les classes G/KZ pour l'action a gauche de G. On pose Iy = {0} et, si
n € Zso, I, = {[Mo] + @[M] + ... + @[N], € F} C O o [1] désigne le
représentant multiplicatif. Pour n € N et A € [,,, on définit :

o A
92)\ = ( 0 1)
T 1 0
Inx = @A @il )

Ona gl,=1d, ggo = a et :

(2) ﬁgg,x = grlz,)\w'
On a également [ Za "KZ = ] g?W\KZ et IZpa "KZ = [] g}L,/\KZ. D’apres
Aely Ael,

(1), les gy 5 et g, , forment donc un systeme de représentants de G/KZ :
= (L!\gg,,\KZ) H (H\gi,,\KZ> .

Pour n € N, on pose :
SY = IZa"KZ S! = IZBa"KZ

B, = 1Is, B, = 118,
m<n m<n
Sw = SIS, B = BB,

En particulier Sp = KZ [[ K Z. On peut voir que S°[[S}_; (resp. BY][B}_,) est
I'ensemble des sommets de A de distance n (resp. inférieure ou égale a n) de KZ
pour la distance naturelle sur A (cf. [5]). De méme S [SY_, (resp. B[[B?_,)

est ’ensemble des sommets de A de distance n (resp. inférieure ou égale a n) de
aKZ.
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2.3. Soit ¢ une représentation lisse de KZ sur un Fp—espace vectoriel V, de
dimension finie. On note :
ind% o

le Fp—espace vectoriel des fonctions f de G dans V, a support compact modulo
Z telles que f(kg) = o(k)(f(9)) (9 € G, k € KZ) muni de I'action & gauche
de G : (gf)(¢") = f(d'g). Ces fonctions sont automatiquement (uniformément)
localement constantes. Comme dans [2], pour ¢ € G et v € V, on note [g, v]
I’élément de ind$ ,o défini comme suit :

l9.0)(¢") = o(d'g)-v si ¢ € KZg™!
9.0](g") = 0 si g’ ¢ KZg™.

On a g([¢',v]) = [g4¢',v] et [gk,v] = [g,0(k)v] si k € KZ. De plus, tout élément
de ind% ,o s’écrit comme une somme finie 3. [g;, v;] ot g; € G et v; € V, ([2]).
D’apres le §2.2, on peut toujours prendre les g; distincts dans {927)\, neN\e
L} U{gy,n € N, X € I,}. Lécriture Y, [g;, v;] précédente est alors unique. Soit
fe ind%za, on appelle support de f ’ensemble des sommets gKZ € A tels que
f(g7) # 0 (c’est indépendant du représentant g choisi). On écrit f € S, (resp.
B, resp. SY, resp. S, + S,_1, etc.) si le support de f est contenu dans S, (resp.
B,,, resp. SY, resp. S, [Sn_1, etc.). Dans ce cas, on peut écrire f = > _[g;, v;] avec
v; =0si KZ & S, (resp. B, resp. SY, resp. S,[[Sn_1, etc.).

2.4. L’algebre de Hecke relativement & K Z et o est par définition Endg(ind$ o).
Par réciprocité de Frobenius, elle s’identifie a ’algebre de convolution des fonc-
tions ¢ : G — Endfp(Vg) a support compact modulo Z telles que :

p(k1gks) = o (ki) o p(g) o o(k2)

pour ki, ko € KZ et g € G ([2]). Soit ¢ une telle fonction, T' I'endomorphisme
correspondant de ind%.,0, g € G, v € V, et [g,v] I'élément défini au §2.3. Alors
on a la formule (cf. [2]) :

(3) T(lg.o) = > lgg.elg )
¢ KZeG/KZ

On écrit T'(S,) (resp. T(S,) + T(Sn—1), etc.) pour désigner le sous-F,-espace
vectoriel des fonctions T'(f) avec f a support dans S,, (resp. S,[[S,-1, etc.).

2.5. On suppose maintenant que le support de ¢ dans G est KZa ‘K7 =

KZaKZ et on pose, pour A € O, wy = (? _1>\> € K. On a KZaKZ =

<]_[ gg/\KZ)HaKZ (cf. §2.2) et (g7 )" = wawy (A € ). On déduit alors

el
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de la formule (3) :
(@) T(g,0]) = Y [997 o w)pla o (w) ()] + [ga, p(a™ ) (0)]:

el
Pour 0 < m < n, soit [ |,, : I, — I, les applications “troncatures” qui envoient
S @i\ sur ST @i\ sim > 1 et sur 0 sim = 0. Notons que, si A € I,,
et N € Iy, alors A + @\ € I et N+ @? X € I,.. Dans le systeme de

représentants du §2.2; la formule (4) s’explicite comme suit :
Sin>letpuel,:

(5) T([ghys?) = D _[neayurwmns o (w)p(a o (wy)(v)]

el

+ [92—1,[%%1’ 0 (WW 1 )gp(a‘l)(v)]

(6) T([9ny ) = D [nsrgrmnns (@ o (wrw)(v)]

+ [9n s U(W[ugﬁw)@(Ofl)U(UJ)(v)]
Sin=0:
(1) T(Ad o)) = Y gl olw)ela™ o (wy) ()] + o, p(a")(v)]
8) T(anv)) = Y lgir elao(ww)(v)] + [Id, o(w)p(a™)o(w)(v)].

. A 0 N 1 .
Bien sur on passe des formules pour g, , a celles pour g, , en appliquant § des
deux cotés du signe = puis en utilisant la formule (2) et le fait que w? = Id.

2.6. On suppose maintenant que o est I'une des représentations o7 suivantes :
7= (ri,...,75) € {0,...,p — 1}/ et o7 est P'unique représentation de KZ dont
I’espace sous-jacent est :

Vo, = (Sym""F,) &g, (Sym"F,) @, -+ O, (Sym'/F,)

w 0 . (a b
telle que 0'7?(0 w) = Id et, si (c d) e K:

a b a b ab WP a? b?
UF(C d)(v1®---®vf):(c d)v1®<cp dp)v2®---®(cq dq)vf

. . =2 ... =2
ou K agit sur SymF, via 'action naturelle de GLy(F) sur F, (noter que la
définition des o fait intervenir le choix de w). A torsion pres par les caractéres,
les o= donnent toutes les représentations lisses irréductibles de dimension finie de

KZ sur F,, ([2]). On identifiera dans la suite Sym”fﬁ avec le F-espace vectoriel
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J .
'l Ti—t 3 ~ \ 7 .
@ Fpz;” "y; des polynomes homogenes de degré r; en les variables x; et y; avec

P’action & gauche de K donnée par :

a b U Tj—1 i
(C d) wi ;= (ax; + cy;)" " (b + dy;)".

2.7. D’apres [2], il existe une unique fonction ¢ : G — Endfp(VUF) a support
dans KZa 'K Z telle que p(kjatky) = ow(ky) o p(a™) o or(ky) (k1 ke € KZ,
geG)et pla™) =U,®@---@U, on U, € Endﬁp(Sym”Fz) est défini par
Urj(x;"_iy;) = 0sii# r;et U, (y;’) = y;. On note T Topérateur de Hecke
correspondant (cf. §2.5) et, pour A € Fp, HEdK—Z‘;T la représentation conoyau du
morphisme G-équivariant injectif :

T—
ind% o i ind% 0.

On note aussi, comme dans [2], 0 = (0,...,0), f—1 = (p—1,...,p— 1) et
wy 2 F* — F; le caractere non ramifié py(z) = A@ (X € F;) Le théoreme
suivant résume une partie des résultats de [1] et [2] :

Théoréme 2.7.1. — Soit ¥ € {0,...,p— 1} et x : F* — F; un caractere
lisse.
(i) Tout quotient irréductible de (ind% ,07)® (xodét) est un quotient (irréductible)

de m(?pxz/\‘;r (x o dét) pour un certain \ € Fp.
. G -
(ii) Si A € F , alors lrz?pK_Z)\o)"“ ® (x odét) est irréductible si et seulement si (T, \) ¢

{(Oail)a(p_lvil)} o

(i) Si (7, \) € {(0,£1), ( — 1,£1)}, alors szTK_Z/\‘;F ® (x o dét) est de longueur
2, de semi-simplifiée isomorphe a (xuy o dét) @ (Sp ® (xpa o dét)) ou Sp est une
représentation lisse irréductible de G appelée représentation “spéciale”.

(iv) Les seules équivalences entre les représentatz’ons irréductz’bles en (i) et (iii)

sont les suivantes : (7, \) ¢ {(0,+1), (F—1,£1)} (avec A € F ) et :

l(anKZ;’)’“ (yodét) =~ l(ani Z;) ® (xp_1 o dét)
ind% 7 , deZUo .
ﬂ ® (y odét) o~ TN ® (x o dét).

(v) Il n’y a pas d’équivalences entre les représentations irréductibles en (ii) et

NgTe =
md(f%"’“ ® (x o dét) pour toutes valeurs de 7

(i) et les quotients irréductibles de
et x.
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Définition 2.7.2 ([2]). — (i) On appelle séries spéciales les représentations :
Sp ® (x o dét).
(ii) On appelle séries principales les représentations :

ind% o
T dét

pour \ € F; et (7, \) ¢ {(0,£1),(F—1,£1)}.
(11i) On appelle représentations supersingulieres les quotients irréductibles de :

G

(T)

® (x o dét)

pour 7€ {0,....,p—1}/.

Dans [2], il est également démontré que toute représentation lisse irréductible
de G sur F,, admettant un caractere central est soit un caractere, soit une série
spéciale, soit une série principale, soit une représentation supersinguliere. En

dehors du cas F' = Q, qui fait l'objet de cet article, rien n’est connu (outre
indgzap

(7)

leur existence [2]) sur les quotients irréductibles de

3. Invariants sous le pro-p-Iwahori

On suppose maintenant F' = Q, et w = p. On fixe r € {0,...,p — 1} et
on note o, au lieu de o la représentation de K7 définie au §2.6. On identifie

V,, = Sym"Fz a G% pr’”*iyi comme au §2.6. On note également ¢ la fonction

définie au §2.7 et T' l'opérateur de Hecke associé. Dans la base (2" 'y")o<i</,
©(a™1) est donc donné par la matrice :

0O ... ... 0

o O
— O
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3.1.
Lemme 3.1.1. — Soitv=> ca" "y’ € SymT’Fi etAX€ly, ona:
i=0

(9) ar(w)pla o (wn)(v) = (D al-N))e"

=0
(10) pla Mo (ww)w) = (Y al-2")y"

i=0
Démonstration. — Calcul. ]
Corollaire 3.1.2. — Soit v € Sym"F}Q7 tel que o.(w)p(a o, (wy)(v) = 0

(resp. o(a™V)o.(wyw)(v) = 0) pour tout X € Iy, alors v =0.

Démonstration. — On utilise 3.1.1 et le fait que, pour 0 < r < p—1, la matrice :
10 ... ... 0
11 ... ... 1
12 22 .02
I

est inversible modulo p. On peut aussi dire qu'un polynome de degré < p—1 qui

a p zéros est nul. O
0 qG

Corollaire 3.1.3. — La représentation md(K#?UT est de dimension infinie.

Démonstration. — Sinon, il existe N > 0 tel que tout f € ind%,0, est dans

By + T(ind% ,0,). Considérant f = [99,0:y"] pour n. > N, on a f —T(h) € By
pour un h € ind% ,0,. Par les formules du §2.5 et le corollaire 3.1.2, cela entraine
que h doit étre & support dans B,,_; et que les termes de f —T'(h) & support dans
B, doivent tous étre nuls. Un examen des formules (5) et (9) montre que cela est
impossible. O

Remarque 3.1.4. — Dans [2], il est démontré que ind% 40, en tant que F,[T]-
module, est libre de rang infini, d’ou en particulier le corollaire ci-dessus.

Lemme 3.1.5. — Soitn € N, n > 1, u € I,, 1, ¢(X) € F,[X] de degré <r et
posons S, = S§ et St = SP, alors :

Z c(N) [92,u+pn—1,\7 Jﬂ e T(S)_1)+ 5.,

)\611

Z C()‘) [gqll,,u+p"—1)\7 yr} € T(S'rlz—l) + S’rlL—Q‘

el
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Démonstration. — La deuxieme assertion se déduit de la premiere en appliquant
B.Sice(X) =73 cX", alors, on vérifie a partir des formules (5), (7) et (9) que :

T

D [ pprin e = T([gh1, ) e(=1)'a"y]) € 57,

Aely 1=0
d’out le résultat. O
Lemme 3.1.6. — Soit f: F, — Fp une application quelconque. Alors il existe

un unique polynome c(X) € F,[X] de degré inférieur ou égal a p — 1 tel que
c(A) = f(A) pour tout A € F,,.

Démonstration. — 1l s’agit de trouver (ao,...,a,-1) € FZ tel que :
p—1
Y aN =f(\) VAEF,
=0

L’existence et I'unicité découlent du fait que la matrice :

1 0 o e 0
1 1 . e 1
1 2 22 2r—1
L p=1 (p—12 ... (p—1p"
est inversible modulo p. ]

Lemme 3.1.7. — Soiti € {0,...,p—1}. On a :

Z,\er)‘l: = 0 si i#£p—1
doer, N = —1 si i=p-—1
Démonstration. — Triviale. O

Lemme 3.1.8. — Soit (Ao, A1, \2) € F}, alors :

o] + plAd] + PP ha] + 1 = [ho + 1] + p[Ag + QDT 215, 4 Py ()] ()

AP +1—(Ao+1)P

ot Py, (X) est un polynome de degré p—1 et de coefficient dominant — ’

Démonstration. — Calcul sur les vecteurs de Witt W(F,) = Z,. Voir [6] par
exemple. O
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3.2. On définit XJ = [Id,2"], X = [a, y"] et, sin € Zwg :

Xg _ Z Z )\r-‘rl [gg,qupn—l)\?xr}

pEL 1 Aely
Xé - Z Z AT [g?luu+p"*1Nyq'
pnel,_1 Ael
Ona X?e S% X! e Slet X2 = X! pour tout n € N. Si CCZ Z € KZ et

v E SymTFz, on écrit (CCL Z) v pour o, (Z Z) (v).

Proposition 3.2.1. — Supposonsr < p—2 et convenons que S°; = S}, St, =
Sy et Sy = Sy. Soit n € Zwq et f, un élément de ind?(zar tel que f, € S, et
9fn — fo € T(ind$,0,) + Bn_1 Vg € I(1). On a alors :

(Z) gfn - fn S T(Sn—l) + Sn—2 \V/g S I<1)

(ii) il existe (°,c') € Fﬁ tels que f, — X0 — ' X} € T(S, 1) + Sp_a.

Démonstration. — (i) Comme gf, — f, € S, pour g € I(1), en regardant les
supports des fonctions et d’apres le corollaire 3.1.2 et les formules du §2.5, on
voit qu’on doit avoir gf, — f, € T(B,_1) + B,_1 pour tout g € I(1). Comme
T(B,2) CB,1sin>2onagf,— fn€T(S,_1)+ B,_1. En regardant encore
les supports, cela entraine gf, — f, € T(Sn-1) + Sn_2.

(i) On écrit f, = fO+ f} ou f0 est & support dans S° et f! & support dans S}.
Comme I (1) préserve S2 et S}, T(SY ;) € SUSY , et T(SE ;) CSIUSE 5 on
agfy—fa € T(Sp_1)+ Sy s et gf, — fa € T(Sh_y) + S, pour tout g € I(1).
1l suffit donc de montrer f0 — °X°% € T(S%_,) + S%_, pour un ® € F,, 'égalité
analogue pour f! s’en déduisant par le méme raisonnement appliqué a 37! f}
en remarquant que (7' normalise I(1). On écrit donc f) = >\, [gn y, va] ol

vy € SymTF;. Un calcul donne (en utilisant 3.1.8) :

1 p” 11
(0 1 ) [gg,m vy] — [92,,\7 vy = [92,» (0 1) Uy — U,\]
1 pnt 1 AP +H1—(Ap_14+1)P
(0 1 ) [gg,)ﬂ U,\] - [g’?L,)\+1 ) /U)\-!—l] = |:g’9l,)\+17 (O { Ux — /U)‘+1:|

ou )\+1 = [)\0] +p[)\1] —+ ... +pn—1[>\n_1 -+ 1] siA= [)\0] —|—p[)\1] + ... +pn_1[)\n_1]
(A\; € F,). D’apres 3.1.1 et 'hypothese, on doit donc avoir pour tout A € I, :

11 —
(11) (0 1) my—vy € Fux

1 AP H1—(Ap—1+1)?P .
(12) 0 ’ vy — vy, € Fya"
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L’égalité (11) entraine vy € Fpa" + F,2" !y et, en notant vy = cya” + dya" "y,
I'égalité (12) entraine :

N 1= (g + 1)

D

Donc dy — dy,, = 0 et dy ne dépend que de [A],,—; et pas de A,_1. Fixons [A],—1
et notons dy = djy,_, et cx = ¢,_, (An—1) que l'on voit comme un polynome
en \,_1 de degré < p — 1 par le lemme 3.1.6. Les formules (5), (9) et le calcul
précédent montrent que :

(c,\ —cyy, +dy )x’" + (dy — d,\+1)a:r_1y € prr.

Xy 41— (g + 1)
p

est un polynome en A,_; de degré r. Comme cpy,,_, (An—1) — ¢,y (An—1 + 1) est
M1 t1=(n1+1)P

1 (A1) = ey (A1 +1) +dpy,,

un polynéme en A,_; de degré < p—2 et comme r < p—2,dp),_,
doit étre aussi de degré < p — 2, ce qui oblige dpyj,_, = 0. Donc ¢y, (An—1) —
C\Jn_1 (An—1+1) doit étre de degré < r, ce qui force cpyj,_, (An—1) de degré < r+1.
Changeant de notations, on peut donc écrire :

fr?: Z Z[gg,u+p"—l/\7cﬂ()\)xT]

weEln_1 A€l

avec ¢,(X) € F,[X] de degré < r + 1. Modulo T(5%_,) +5°_,, on peut supposer
cu(N) = ¢, A"t par le lemme 3.1.5 ot ¢, € F, ne dépend que de . Donc :

=3 e Y N el € T(SO_,) + 8,
H‘Elnfl )\EII

et on peut remplacer fJ par la double somme. Il reste & montrer que ¢, est

indépendant de u. Soit u € I,,_1, les termes dans ((1) /f ) 19— f9 & support dans

0
n,utpnTIA

(CO - C,u) Z )‘TJrl[gg,u-i-p"*l)\? xr]‘

el

les classes KZ(g )~! pour A € I sont :

Mais la condition ((1) /f) fO—f0eT(SY )+S% , entraine (formules (5) et (9))
que (co — ¢, )N est de degré r en A, ce qui force ¢y = ¢,. Comme ceci doit étre

vrai pour tout p € I,,_1, on voit que la constante ¢ = ¢,, convient. O

Remarque 3.2.2. — Pourr = p—1, il y a un énoncé analogue a 3.2.1 a condi-

tion de remplacer X! (resp. X}) par > el [g?m, 2P2y] (resp. > sl [g}w\, yP?)).
Nous n’en aurons pas besoin.

Proposition 3.2.3. — Supposonsr < p—2 et soit f € ind%zar tel que gf —
f € T(ind¥ ,0,) pour tout g € 1(1), alors f € T(ind% ,0,) + B.
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Démonstration. — Soit n € N maximal tel que S,, N Supp(f) # 0. On suppose
n > 2 sinon c’est fini et on traite d’abord le cas n > 3. On écrit f = Z?:o fi ou
fi est a support dans S;. On a :

g(fn) - fn + g(fn—l) - fn—l + g(fn—2) - fn—2 € T(Bn—l) + Bn—3-

En examinant les supports, on voit que g(f,,) — fn € T(Bn_1)+ Bn_1 et g(fn_1) —
Jn-1 € T(By—2) + B,_2 pour tout g € I(1). Par le (ii) de la proposition 3.2.1
appliqué a f,, quitte & modifier f,_o, on peut supposer f,, = "X+ ' X!. Par le
(i) de la proposition 3.2.1 appliqué & f,,_1, on a g(fr_1) — fu_1 € T(Sn—2) + Sn_3,
d’ou :

(13) g(fn) - fn + g(fn—Q) - fn—2 < T(Bn—l) + By—3.

Soit A = [Ao] + p[Ai] + ... + p" [ Ay_1] € I, un calcul donne :

1 2\ 0 1 x
(O 1 )gn,)\:gnj\ 0 1

ot ¥ € Zy et A= o] +p[M]+. ..+ 2 Apg+ 1] +p" ! [)\n,l 4 2o=
(cf. lemme 3.1.8). D’ou, en changeant de notation :

1 n—2 )
(0 pl > X = X = Z Z C”()\”gg,uﬂinﬂwx ]

pweln_1 Ael

g+ 1=(An—2+1)P
p

_1\Pa1_, P r+1 .
ol ¢,(X) = (X— (2 1);1 “”‘2) — X" e Fo[X] st p = [po] +plpa] + ...+

P""2[ftn_o]. On déduit des formules (5), (9) et du lemme 3.1.7 :

1 pn? 0 0 0
0 1 Xn - Xn -Ye T(Snfl)

ou :

Y = (-)"(r+1) Y

(Hn-2 = 1) +1— pty o

[92—2,[;4”,27 (Mn—ZfE + y)r]

el p
ey Y {gQ_Q,M,Z “‘”pp“‘”ww)f
1) = (0D S [y + ()],

% étant un polynome homogene en = et y de degré r — 1 (nul si = 0). On a

n—2
donc, en appliquant (13) a g = ((1] pl ) :

n—2
AY + ((1) g 1 ) a2 = fa—2 € T(Ba-1) + Ba-s + S,
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Un examen des supports montre (via le corollaire 3.1.2) qu’on a en fait :
1
AY + (0 P ) fo—o— fa—a € T(Sh_1) + T(By—3) + Bz + S,

Les termes a support dans les classes KZ (92_2’“)*1 (u € I,_5) qui apparaissent
dans le membre de droite proviennent de T'(S°_,) C T(B,_3). Les formules (5) et
(8) (avec le lemme 3.1.1) montrent qu’ils sont somme de [gy) _, ,,v,] pour des v,
dans F,a". Pour le membre de gauche, les termes & support dans KZ(g9_, )~

n 2
provenant de <(1) ) fn_o — fn_2 sont de la forme :

1 pr2 11
(0 1 ) [92—2,;” Uu] - [gg—Q,Mavu] = [92—2,,;,’ (0 1) Uu - UM]

i 11 — o
pour des v, € ®_,F,2""y". Supposons r > 1, alors <O 1) vu—vue@f;(}Fpgg’“—lyl.

Les [0, L Uu] apparaissant dans AY doivent donc aussi vérifier v,€ @I F,a" "
La formule (14) force ¢® = 0. Supposons r = 0. Un calcul montre qu’alors

n—2
((1) g )f”—z — fae = 0 puis ¥ = T([Id,1]) — [o,1] si n = 3 et ¥ =
T(Zugn_g[gg_gwl]) si n > 4. Ceci ne donne rien sur . On fait alors agir

n—3
((1) pl ) € I(1). Un calcul analogue a (14) utilisant les lemmes 3.1.8 et 3.1.7

1 n—3
montre que (0 P 1 ) X)—X)-Y eT(S)_,) on
(Un—3—1)P+1—pP (\— 1P+1 ,\P o
Y= Z P | gn 27u’ Z Z In—2,ptpn— axo 1]
BEIL, 2 peEl, 3 Aely

et :

AY + (é p" ) frnoo — fao €T(S: ) +T(Bn_3) + Bn_3 + S,

Ecrivons fro =37 ,c; D nen, CulMNgn_g s 1 + fa_s avec ¢, (X) € Fy[X]
de degré < p —1 (lemme 3.1.6) et f! , € S! ,. On obtient donc :

Z Z(@qu(x—m—cﬂm)[gg_zwpn_gm 1] € T(BY _)+B, 3+St+S}
pEl,_3 A\ely
Un examen des supports et la formule (5) montrent que le polynome :
o X —=1)P4+1—-XP
‘ p

ot P(X) est de degré < p — 2, doit étre constant. Cela force encore ¥ = 0.
Finalement, dans tous les cas on a &® = 0 et f = ¢! X! + f, 1 + fu_o + etc. En
appliquant le raisonnement précédent & 3! f (qui vérifie encore g8~ f — 871 f €

+eu(X = 1) —cu(X) = ="XP 1 + P(X),
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T(ind$. ,0,) pour tout g € I(1) puisque 3~* normalise I(1)), on obtient de méme

¢t =0, dou f, = 0. Par récurrence descendante sur le support de f modulo

I'image de T', on est ainsi ramené au cas n = 2. Comme précédemment, on écrit
alors f = fo + f1 + fo avec pour tout g € I(1) :

g(f2) = fa+g(f1) = fr +9(fo) = fo € T(By).
Par le (ii) de la proposition 3.2.1 appliqué a fo, quitte a modifier f, on peut

supposer fy = ®XY + ' XJ. Le méme calcul que pour n > 3 donne ((1) }) X9 —

X3-Y eT(S))ouY = (=1)"(r+1)[Id, y"+z(*)], * étant un polynéme homogene
en x et y de degré r — 1 (nul si » = 0). On a ainsi :

Y (}, }) fo-fi (3 }) fo = fo € T(S1) + T(So) + S}.

Les termes a support dans la classe K'Z qui apparaissent a droite proviennent de
T(S) C T(Sp) et leur somme est encore de la forme A[Id, z"] pour un A € F,. Les
termes a support dans la classe K Z qui apparaissent a gauche proviennent de Y

et de ((1) i) fo—fo. Pour (é }) fo— fo, leur somme est de la forme [Id, v] avec

v E @;;&pr’”*iyi et le méme raisonnement que dans le cas n > 3 pour 7 # 0
fournit ¢® = 0, puis ¢! = 0 ce qui achéve la preuve dans ce cas. Reste le cas r = 0,

mais un calcul montre que (1) i (912 1] = [91.2, 1] = 0 pour tout A € I;. Donc

(é }) f1 — f1 est & support dans SY. Comme dans ce cas ((1) }) fo—fo=0,
on obtient (°Y € T(S}) + T(Sy) + S + SY avec Y = [Id, 1]. Un examen attentif
des supports montre que cela entraine ¢® = 0, puis ¢! = 0 en remplacant f par
B7Lf. Ceci acheve la preuve. O

Théoréme 3.2.4. — Supposons r < p — 2 et notons [Id,z"] (resp. [a,y"])

limage de [Id, "] (resp. [a,y"]) dans ind((f%or. Ona:

ind% o, )I(l) — —
k2% ) _F A2 e g
() ~E e Ry

Démonstration. — 1l est d’abord clair que la famille ([Id, z"], [a, y"]) est libre sur
F, (aucune combinaison linéaire de [Id, z"] et [a, y"] ne peut étre dans I'image de
T pour des questions de support). Soit f € ind% ,0, tel que gf — f € T(ind% ,0,)
pour tout g € I(1). Par la proposition 3.2.3, quitte a modifier f par un élément
dans I'image de T', on peut supposer que f est a support dans B;. Par la propo-
sition 3.2.1, quitte a modifier encore f par un tel élément, on peut écrire :

f =X+ X+ [1d, 00 + [, v']



REPRESENTATIONS MODULAIRES ET p-ADIQUES DE GL2(Qp) I 17

ott (¥, c!) € F; et (v°,v') € V2. Un calcul donne en utilisant les formules (7) et

9) :
(b 1) xe-xt = 3 (-0t

el

- T([ DY (e Z])—[a,<—1>r+l<r+1>yw.

=0

Par hypothese, (0 1) f— f € T(Sy). Comme (é }) [, v1] — [a, v'] = 0, on
obtient :

— O, (=17 (4 1)) + ((1) i) X! —etx} + [1d, (0 D "= 0| = T(fo)

ot fo = [Id, w"] + [o, w'] € Sy ((w°,w') € V). Comme il n’y a pas de termes
a support dans les classes KZ(g{ )" (A € I1) dans le membre de gauche, il n’y
en a pas non plus dans T(fy), ce qui entraine w’ = 0 par la formule (7) (et le
corollaire 3.1.2). Mais comme dans T'([o,w']) il n’y a pas de termes a support
dans la classe KZa™!, on a P, (—=1)""(r + 1)y"] = 0 dou & = 0 puisque
r < p — 2. Le méme raisonnement appliqué & 371f donne ¢! = 0. On a donc
f = [1d,2°] + [, v'] et g([Id, v°] + [, v1]) — [Id, 0] — [, 0] € T(Sy) pour tout
g € I(1). Cela entraine facilement g([Id,v°]) = [Id,2°] et g([o,v!]) = [, ] i.e.
0 € Vi et o, (w)(v!) € V&Y soit finalement o° € Fpa” et v! € Fy". O

Remarque 3.2.5. — Le théoreme 3.2.4 est encore vrai pour r = p — 1 comme

ind?(zao t indgchp,1

conséquence de 'entrelacement entre @8 @ : voir section suivante.

4. Preuve des résultats principaux

4.1.
e
Corollaire 4.1.1. — Supposonsr < p—2, la représentation md{% est irréducti-
ble.
e
Démonstration. — Soit V C md(‘%ar une sous-G-représentation non nulle. Puisque

I(1) est un pro-p-groupe, V1) =£ 0 (cf. [1] par exemple) et par 3.2.4, il existe
(V') e FQ \ {(0,0)} tel que °[Id, z"] + ¢!, y"] € V. Si ® = 0 (resp. ¢! = 0),

alors V = md{‘? - pulsque [a,y"] (resp. [Id,z"]) engendre ind% o, (car o, est

irréductible). Supposons ¢ # 0 et ¢! # 0. Quitte a renormaliser, on peut prendre
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cozl.Sir#O,soit/\eF;telque)(“;él.Ona<
V soit :

[ ]> ([Id,a;’"]—i—cl[oz,yr]) €

O =
> O

[Id,z7] + Mcta,y’] € V
Id,z"] + co,y] € V

—

- G
d’ott on déduit [a,y"] € V. Donc on a encore V = 242" G r = 0, pour A € I,
soit gy € K tel que ghaKZ = gL/\KZ. On a:

14 1]+ c' o, 1+ > ga(Id 1]+ e, 1]) € V

soit :

(p+ DI, 1] + 1+ [0, 1)) =[Id, 1]+ ' T(0d, 1]) = Id, 1] € V

el

et V' est encore tout. [
Soit w : Q) — F; le caractere lisse défini par w(p) = 1 et w(z) =T si v € Z
(T est la réduction modulo p de x).

Proposition 4.1.2. — Soit r € {0,...,p— 1}. La sous-K Z-représentation o,

e
de BdEzp-1or o (w" o dét) engendrée par l'image de [, yP~'7"] est isomorphe a

(T)
oy
Démonstration. — Soit (;c Z) € Iet Ae I\ {0}, un calcul donne (dans la
représentation (ind%,0,_1_,) ® (w" o dét)) :
a b p—1-r] _  —=r " a pb p—1—r
(15) (pc d> [05,3/ ] = a'd [Oé, (C d Y ]
— ar[a’ypflfr]
1 0 1y 0 -\t 1y
(3} e = () )
= (=A)[girr, 2" ]
wloy” T = (=) [, 2]

Comme K = ] (}\ ?) I'T[wl, o] a donc pour espace V,, sous-jacent I'image
el

de @ F,[g),, 2717 @ Fylo, y*~+77]. Supposons d’abord r = 0, il résulte de la
el
formule (7) et des lemmes 3.1.1 et 3.1.6 que :

D Flgl a7 C T(S) + Fpla,y7 ']

el
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et Vo, est de dimension 1, engendré par I'image [, y?~!] de [a, y?~!]. Donc o}, est
un caractere (dét)® pour un s € {0,...,p — 2}. Mais comme [ agit trivialement
sur [, y?~1] (cf. formule (15)), on a s = 0 et g = 0p. Supposons maintenant
r#0iep—1—r<p—2 Soit f € (ind¥,0, 1_,) ® (w" o dét) de support dans
S et non nul. Pour des raisons de support, on a :

FéS Fylgl a7 + Fyla,y” 177 + T(Sy).

el

On en déduit V,, N(F,[Id, 22~ "]&F o, yr~1-7]) = Fyla, y»~1-"] et donc, d’apres
3.2.4, VUI,(I) = F,[a, y?~1-7]. Soit ¢/ C ol une sous-K-représentation non nulle.
On a 0 # V(,I,gl) C VUI,(I) = F,la,y? 1] ce qui entraine Va{gl) = F,la,yp 7],
donc ¢/ ~ o’ puisque F,|a,y?~1-"] engendre o’.. La représentation o’. est donc
irréductible. Soit c¢(00) € F, et (c(A))aer, € Fﬁ. D’apres la formule (7) et les
lemmes 3.1.1 et 3.1.5, on a c(oco)[a, y* "] 4+ 3 ¢, ¢(AN)[gln, 2P € T(So) si
et seulement si le polynéme en X associé a (c(A))aer, par le lemme 3.1.6 est
de degré < p —1—r et a c(co) comme coefficient de X?P=1=r Comme Despace
des polynomes de F,[X] de degré < p —1 — r est de dimension p — r, on obtient
dim(V,,) = p+1—(p—r) = r+1. La classification des représentations irréductibles
de dimension finie de K sur F, (voir [2]) force alors 0. ~ o, ® (dét)* pour un
a

01
s=01ie. 0. ~o0,. O

s €{0,...,p—2}. L’action de < € I sur o, y»~1="] montre qu’on doit avoir

Corollaire 4.1.3. — Soit r € {0,...,p — 1}, il existe un (unique) isomor-
phisme G-équivariant :

ind%,0, ~  ind% 0, 1,

—
T(ind% ,0,) T(ind% 40, 1)

Uy

® (w" o dét)

tel que z/JT([Id,:cT]) = [o, yP~ 7).

Démonstration. — 1l résulte de la proposition 4.1.2 et de la réciprocité de Fro-
benius ([2]) qu’envoyer [Id, 2"] sur [, y?~1="] induit un morphisme G-équivariant

surjectif ¢, : indf ;o — ind%%@(w%dét). Supposons d’abord r ¢ {0, p—1}.

e

Par 4.1.1, mlﬁ% ® (w" o dét) est un quotient irréductible supersingulier de
e’

ind% ,0,. D’aprés le théoreme 2.7.1, ¢, se factorise forcément par md{:}? 7t qui est
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encore irréductible, d’ou le résultat dans ce cas. Pour » =0, on a :

Uo(T(14, 1) = vo(la 1)+ 3 (o8, 1])

el
= Bio([1d, 1)) + ) g7 ytho([1d, 1))
)\611
— 1 A
_ —1 —1
- [w7yp ]—I—Z [(0 1)>?Jp ]
PYSIA
= T T+ 14,3 O + )|
el
— TId, 271 + [Id, (> Ap—l)xp—l} —0,
el
donc v se factorise par ind(%ao qui est irréductible, d’ou le résultat dans ce cas.
Pour r = p — 1, on remarque que 9,_; = Yot ]
Corollaire 4.1.4. — La représentation ndfzop1 est irréductible et :

(T)

ind¢ B W _ . _
(i) g e B

Démonstration. — Découle de 4.1.1 et 4.1.3. ]

Rappelons (cf. [2]) que pour tout r € {0,...,p—1}, on a:
ind%,0, ~ ind% 0,

T )

lg,v] +—— p_1(dét(g))g,v].

® (,[,Lil (0] dét)

Corollaire 4.1.5. — Les seules équivalences entre les représentations super-
singulieres de GLy(Q,) sont les suivantes (r € {0,...,p—1} et x : Q) — F;) :

ind% o, ~ ind% o,
—— @ (xodét — _1odét
ind% o, ~ ind% 0, 1, ,
— g ®(xodét) — K2 @ (xw o dét).
T(ind% ,0,) T(ind% ,0p-1-7)
Démonstration. — On a déja construit de telles équivalences, il s’agit de montrer
qu’il n’y en a pas d’autres. Soit (r,7’) € {0,...,p — 1}* et x, X’ deux caracteres
ind%zar indgzor/

tels que —f5—® (xodét) ~ 5 ® (X' odét). Quitte a tensoriser par y ! odét,
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on peut supposer y = 1. On écrit ¥’ = pyw® ou X € F: et s €40,...,p—2}.
L’égalité des caractéres centraux entraine w” = ji,2w” 725 d’ott N2 = 1ie. X €

ind(%” ~ mdfz)g’" ®(w* odét) avec s’ € {0,...,p—2}.
Notons que pour p = 2 cela acheve la preuve. Supposons p # 2 dans la suite.
D’aprés 3.2.4, on a [Id,2"| — °[Id,z"] + ¢'[a, y"] pour (,ct) € F;. Sig=

(;c Z) € I, on a g[ld,a"] =a"[ld, 2], g[Id, 2™ = g [Id, 2] et gla, y™'| =

{=1,+1} et on est ramené a

ad ™ [, y™]. Si ® # 0 et ¢! # 0, cela force @ = a 4 =a'd " pour tout

(a,d) € (FX)Zcequientraines'—Oet (r,r") € {(0,p—1), (p—1,0)}. Sic! =0, cela
force @ =@ +*'d’ qui entraine s’ = 0 et r = 1/ ou (r,7’) € {(0,p—1), (p—1,0)}.
Si ® = 0, cela force @ = a*'d a7 qui entraine ' + s’ € {0,p — 1} et soit ' =r
soit (s',7)=(0,p—1).Sir"+s =0,alors s =0, =0etr=00our =p-—1.
Sir'+s =p—1lets =0,alors” =p—1etr =0o0ur =p—1. Enfin, si
r+s=p—1lets #0,alorss’ =retr'=p—1—r. H

4.2. On note G = Gal(Qp/ Q,), I, son sous-groupe d’inertie et on normalise
Iinjection du corps de classe local ¢ : Q) — ng de telle sorte que les unifor-
misantes s’envoient sur les Frobenius géométriques. Grace a ¢, on identifie les

caracteres (lisses) de Q) dans F; et les caracteres (finis) de G2” dans F; :

Lemme 4.2.1. — Soit € : ng — 7 le caractere cyclotomique p-adique et €
sa réduction modulo p. On a (eot)(p) =1 etEor=w.

Démonstration. — Résultat classique du corps de classe local (pour la normali-
sation précédente). Voir par exemple le §4 du chapitre 11T de [4]. ]

Soit woy @ I, — upz_l(Q; ) C F: le caractere fondamental de niveau 2 de Serre

o /-1y, _
défini par wo(g) = % sig € I, On a w§2 "= 1etwi" = w|;. Pour
s € {0,...,p}, on note ind(wj) l'unique représentation irréductible de G, de

dimension 2 sur F, de déterminant w® et dont la restriction & I, est w3 @ wh”.

Lemme 4.2.2. — Soit (r,r') € {0,...,p — 1}> et x,X' : QF — F, deuz
camcteres (lisses). Alors (ind(wh™)) @ ¥ ~ (ind(wi*1)) ® x' si et seulement

si (r',x) = (r,x) ou (',X) = (r,xp-) ou (,X) = (p—l—rxw) ou
(T’, X) = (p—1—=rxpw).

Démonstration. — On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’on a bien des iso-
morphismes pour les valeurs (1, ) données. Il reste a voir qu il n'y en a pas
d’autres. Soit (r,7') et (x, x’) tels que (ind(wi™)) ® x ~ (ind(w} ™)) ® ¥'. Quitte
a tensoriser par Y~ !, on peut supposer y = 1. On écrit ' = u,\/ws/ ou N € F;
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+1 r/+142s'

et & € {0,...,p— 2}. L’égalité des déterminants entraine " = u,2w
d'ott N = 1ie N € {—1,41} et on est ramené & ind(wj ™) ~ (ind(wh ) @ W
Quitte a inverser r et 7’ et a remplacer s’ par p — 1 — §’, on peut supposer r’ > r
et, en restreignant a I,, on a wyt! = w;/+1+(p+1)sl ou witt = wg”"'”*(f’“)s/. Le
premier cas donne p? —1 | 7/ —r+ (p+1)s’ qui force ' = r et ' = 0. Le deuxi¢me
cas donne p*—1 | (p+1)(r'+5')+p—1—(r'+r) qui entraine p+1 | p—1— (' +7)
qui force 7' +r =p—1.Doup—1|p—1+4(s'—r) qui force s’ —r € {—p+1,0}. Si
s—r=—p+1l,alorss =0,r=p—1letr' =0.Sinons' =retr' =p—1—r. O

Si (7, V') est une représentation lisse de G ou de K'Z sur un Fp—espace vectoriel
V', on note (7*,V) la représentation donnée par 7*(g) - v © (g7 v (v eV,
g € G ou KZ et "g désigne la transposée de g dans G = GL2(Q,)). Rappelons
que le dual de Cartier d'une représentation de G, est son dual usuel tordu par ¢.

Corollaire 4.2.3. — Il existe une (unique) bijection entre les classes d’iso-
morphisme de représentations supersinguliéres de GL2(Q,) et les classes d’iso-
morphisme de représentations irréductibles de Gal(Qp/Qp) de dimension 2 sur
F, telle que :

ind% 50, , .
=@ (o dén — (ind(wf ™)) @ x
pour tout v € {0,...,p — 1} et tout caractere x. De plus, cette bijection envoie
1 G * . .
(md(%or) sur le dual de cartier de ind(wh™).

Démonstration. — Pour la premiere assertion, il faut vérifier que deux représenta-
tions supersingulieres dans la liste ci-dessus sont isomorphes si et seulement si les
représentations galoisiennes associées le sont aussi. Cela découle de 4.1.5 et 4.2.2.
Pour la deuxieme assertion, il est clair d’apres les définitions que I'application
f— (g~ f(g™")) induit un isomorphisme G-équivariant :

(ind% ,0,)" == ind% ,(07) ~ (ind% ,0,) @ (W™ o dét).

On épargne au lecteur la vérification du fait que cet isomorphisme induit par
passage au quotient :

(ind?{ZUT)* -~ ind% o,
(1) (1)

qui correspond bien & la représentation (ind(w; ")) ® w. O

® (w™" o dét)

On peut également définir une correspondance (motivée par les résultats de
[3]) qui inclut les représentations semi-simples de dimension 2 de G, :

Définition 4.2.4. — Soitr € {0,...,p— 1}, A € F,, x : Q — F; un ca-
racteére lisse et [p — 3 — r] l'unique entier dans {0,...,p — 2} congru a p—3 —r
modulo p — 1. On appelle “correspondance semi-simple modulo p pour GL2(Q,)”
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la correspondance suivante entre classes d’isomorphisme de représentations semi-
simples de Gal(Q,/Q,) de dimension 2 sur F, et certaines classes d’isomor-
phisme de représentations lisses semi-simples de GL2(Q,,) sur Fp :

(i) siA=0 :

. dG .
(ind(w5™) @ x — — K27 @ x
(T)
(ii) si A\ #0 :
WT—HMA 0 indgzar 59 indf(za[p_g_r] 1 59
( 0 fiyt ® X T - QXD T =21 ®w ® X

ou “ss” signifie “semi-simplifiée”.

2 dG
On a noté x au lieu de x o dét pour alléger I’énoncé. Rappelons que m((;K_ Z)\‘)” et

md(%z_a%?“ sont génériquement irréductibles (voir §2.7) et que, vu la normalisa-
tion choisie, le caractere non ramifié iy coté G, envoie le Frobenius arithmétique
sur A71. On laisse au lecteur le soin de vérifier & partir du théoreme 2.7.1 (et
du corollaire 4.2.3) que 'existence d’un isomorphisme entre représentations de
GL2(Q,) de cette liste entraine l'existence d’un isomorphisme entre représenta-

tions galoisiennes associées et vice-versa. Ceci assure que la correspondance en
4.2.4 est bien définie.

Remarque 4.2.5. — On verra dans [3] que les représentations de GL2(Q,) un
peu bizarres qui apparaissent dans la définition 4.2.4, a savoir les représentations

ind?(ZO'r 58 ind%ZU[pig,,r] r41 58 . . , .
< Ty ) @ Ty QW , apparaissent aussi comme réduction modulo

p (semi-simplifiée) de représentations p-adiques simples de GLy(Q,), ce qui est la
raison principale pour les introduire. Ces représentations ont génériquement une
interprétation en termes d’induites paraboliques (cf. [2]) :

ind%. 0, , .,
ﬁ ~ indf (a1 ® W)
indi 70731 r+1

~ indS (W py)w @ (pry-1)w™"

(T _ )\_1) B(( M)\) (/M 1) )
ol B désigne le sous-groupe de Borel de G . On note qu’il s’agit précisément des
séries principales dont on “aimerait qu’elles soient entrelacées mais qui ne le sont

pasen / =p”.

Remarque 4.2.6. — Supposons F' = F,((t)), @w = t et considérons la représen-
ind¢ 00 _ ind§,1
T D
Pimage de 'élément XD =37 o, 37/ A[g) 4 n1y, 1] est invariante sous I(1)

tation . Alors, au moins pour p > 2, on peut montrer que

ind%zao
(T)
F = Qs (I'unique extension non ramifiée de Q,, de degré f) avec f > 1, w =p

(1)
lorsque n > 3. Cela entraine que < > est de dimension infinie. Supposons
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gy ind§ /1 .
et considérons encore (IIE)Z . Alors, au moins pour p > 2, on peut montrer que

Pimage de I'élément X =37 ;>\ 1 A[gh a1y, 1] est invariante sous I(1)
I(1)

indgzao . . . .
est encore de dimension infinie.

(T)
La raison pour laquelle la récurrence du §3.2 dans ce cas ne donne rien est que
Y oaer APt =0des que F #F,,.

lorsque n > 2. Cela entraine que <
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