SUR QUELQUES REPRESENTATIONS
MODULAIRES ET p-ADIQUES DE CL,(Q,) IT

par

Christophe Breuil

Résumé. — Nous conjecturons que la réduction modulo p des représentations
cristallines irréductibles de dimension 2 sur Qp de Gal(@l) /Qp) peut étre prédite
par la réduction modulo p de représentations p-adiques localement algébriques de
GL2(Qp). Nous explicitons quelques calculs de telles réductions confirmant cette
conjecture. Cela suggere un lien arithmétique non trivial entre les deux types de
représentations.
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2 C. BREUIL

1. Introduction

Une question naturelle, évoquée par exemple dans [3] mais soulevée aussi
indépendamment par plusieurs mathématiciens, est de savoir s’il existe un ana-
logue p-adique continu de la correspondance de Langlands locale classique pour
GL,, sur un corps archimédien. Si F' est, disons, une extension finie de Q,, peut-
on relier de fagon “naturelle” (i.e. arithmétique ou géométrique) les, ou certaines,
représentations p-adiques continues de dimension n du groupe de Weil de F' avec
les, ou certaines, représentations p-adiques continues de GL,, (F')?

Dans cet article, presque entierement calculatoire faute de théorie pour 'ins-
tant (& ma connaissance), nous explorons dans 'optique ci-dessus le cas parti-
culier ou F' = Q,, n = 2 et ol les représentations galoisiennes considérées sont les
représentations cristallines irréductibles de dimension 2 sur Qp de Gal(Qp /Qp)-
Les résultats bruts des calculs et les extrapolations que 'on peut en tirer vont
clairement dans le sens d'une telle correspondance, au moins dans le cas considéré,
et m’ont paru suffisamment intéressants pour justifier a eux seuls une publication.

Soit k > 2 un entier, a, un élément de Z, de valuation strictement positive et

> - X . < e .
x : Gal(Q,/Qp) — Z, le produit d'un caractere non ramifié par une puissance
entiere du caractere cyclotomique. Nous commencons par rappeler la construction
([5]), & partir de ces données, des représentations cristallines mentionnées plus
haut (nous les notons Vj 4, ). Puis nous définissons, avec les mémes données, des
représentations p-adiques naturelles I, , de GLy(Q,). Ces représentations sont

simplement le produit tensoriel de la représentation algébrique Symk_QQ; par
une induite parabolique non ramifiée qui, la plupart du temps, est associée via la
correspondance locale classique “de Hecke” pour GLy(Q,) a la représentation de
Weil issue de Vj 4, par le processus de Fontaine (voir e.g. [3]).

En vertu de notre problématique, la question est de savoir si Il;q,, est la
“bonne” représentation associée a Vi 4, , ou en tout cas si elle en est une bonne
approximation. Plusieurs approches sont possibles pour essayer de répondre. Cet
article explore 'une d’entre elles : comme les représentations irréductibles de
GLy(Q,) sur F, sont toutes connues ([1],[2]), nous comparons la réduction mo-
dulo p de I}, avec la réduction modulo p de Vi, (plus précisément, nous

comparons les semi-simplifiées modulo l'idéal maximal de Z,). L’idée étant que
si la correspondance Il 4, \ <> Vi, @ véritablement un sens arithmétique, elle
doit “passer” a la réduction modulo p.
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Rappelons d’abord quelques résultats de [1] et [2]. Considérons les représenta-

tions suivantes de GLy(Q,) sur F,, (cf. §2.1 pour des définitions précises) :
w(r,\,n) = [(indgizg:))cz; SymrFi)/(T — )\)} ® (n o dét)

our e {0, ,p—1},xeF,etn: Qf — F: est un caractere lisse. Dans [1] et [2]
il est démontré que les m(r, \,n) sont toujours irréductibles sauf lorsque (r, \) €
{(0,£1),(p — 1,£1)} ou elles sont de longueur 2. Les m(r, A\,n) irréductibles
et les sous-quotients des 7(r, A, 1) réductibles épuisent les représentations lisses
irréductibles avec caractere central de GLy(Q,) sur F, (cf. [1]). Soit w le ca-
ractere cyclotomique modulo p (vu comme caractére de Q) via le corps de classes
normalisé en envoyant les Frobenius géométriques sur les uniformisantes), ws le
caractere fondamental de niveau 2 et, pour s € Zsg et p+ 11 s, ind(wj) I'unique
représentation irréductible de GLy(Q,) sur F, de déterminant w* et dont la res-
triction a linertie est w§ @ wb”. Dans [2], nous avons relié les représentations
7(r, A, n) aux représentations semi-simples de Gal(Qp /Q,) de dimension 2 sur F,,
de la facon suivante :

Définition 1.1 ([2]). — Pourr €{0,--- ,p—1}, NeF, et n: QX — F; un
caractere lisse, on définit la “correspondance” :
(i) siA=0:
(r,0,n) «— (ind(wy™)) @17
(i) si A #£0 :
ss 9 -1, r+1,\ss nr()\—l)wr—l-l 0
A @ n(lp=3-rl, At (M B 6y
ou nr(zx) est le caractére non ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique sur x,
“ss” signifie “semi-simplifiée” et [p—3—r] est 'unique entier dans {0,--- ,p—2}
congru a p— 3 —1r modulo p — 1.

Revenons au contenu de cet article. Quitte a tordre, on se ramene a y = 1
et on note Vi o, = Vig,1 et Iy, = i q,1. En reformulant II; ., comme induite
compacte, on en définit un sous-Z,|GLy(Z,)]-module de type fini naturel Ok,a, qui
I’engendre sur Qp. On conjecture que Oy, ,, est un zp—réseau, i.e. qu’il ne contient
pas de Qp—droite. La conjecture principale de I'article est alors que la réduction
modulo p de Oy ,, correspond a la réduction modulo p d’un réseau de Vj 4, (apres
semi-simplification) par la correspondance 1.1 (rappelons que “modulo p” signifie
modulo I'idéal maximal de Z,). Autrement dit (cf. conjecture 3.3.5) :

Conjecture 1.2. — La semi-simplifiée modulo p de 1l ,, est associée a la
semi-simplifice modulo p de Vi o, par la correspondance en 1.1.

La conjecture 1.2 contient plusieurs énoncés qui semblent non triviaux : le fait
que Oy 4, ne contient pas de Q,-droite, le fait que sa réduction est de longueur
finie et a I'une des formes particulieres de la définition 1.1, etc.
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Passons aux résultats en direction de cette conjecture, qui sont tres partiels.

Théoréme 1.3. — Supposons k < 2p et k # 4 si p = 2, alors Oy, est libre
sur Z, et sa réduction modulo p est un F,[GLy(Z,)]-module de longueur finie.

Notons ﬁk,ap la semi-simplifiée de la réduction modulo p de Oy, .
Théoreme 1.4. — (i) Supposons k < p+ 1, alors ﬁ;wp =m(k—2,0,1).
(i) Supposons k =p+2 et p # 2, alors :

— sival(a,) <1, I, = 7(p —2,0,w) ~ m(1,0,1)

— sival(ay) > 1, Hj,, = 7(p—2, A\, w)*S7(p—2, A7, w)* o1 )\2—%)\—1—1 =0.
(7i) Supposons p+ 3 < k < 2p, alors :

~ sival(a,) < 1, Hj,, = 7(2p — k, 0,0 P) ~ 7(k—1—p,0,1)

— sival(ay) = 1, Iq, = m(k—3—p, \,w)**&m (2p—k, X" Lw"1P)% ou A = @

— sival(ay) > 1, ﬁk,% =7m(k—3—p,0,w).

Pour des raisons purement techniques, je ne suis pas arrivé a traiter complete-
ment le cas p = 2, k = 4 et ’ai donc exclus des énoncés. Il ne fait aucun doute que
les deux théoremes restent valables dans ce cas. Je me suis limité a k < 2p a cause
de la multiplication probable des cas a considérer (dépendant de val(a,)) lorsque
k grandit. Un peu plus de courage permettrait sirement de traiter d’autres cas.

Notons V,Wp la semi-simplifiée modulo p de V} ,,. Combiné avec la conjecture
1.2, le théoreme 1.4 entraine la conjecture “explicite” suivante :

Conjecture 1.5. — (i) Supposons k < p+1, alors Vi, = ind(w5™).
(i) Supposons k = p+ 2, alors :
— sival(a,) < 1, Vpia,, = ind(wj)
. = _for(AVHw 0 C\2 G B =
— sival(ap) > 1, Vo, = ( 0 nr(A)w) ot A= Z2A+1 =0 dans F,.
(#i) Supposons p+ 3 < k < 2p, alors :
~ sival(a,) < 1, Vi, = ind(wh™?)
: = mr(/\*l)cuk*2 0 Y\ — GDap = X
sival(ap,) =1, Vg, = ( 0 nr(A)w ou N =502 e F)

— sival(ay) > 1, Vi, = ind(wh™).

Coté Galois, on ne connait Vkﬁap que dans peu de cas : si k < p, la théorie de

Fontaine-Laffaille donne indw§ ™) et si a, = 0, Vi, 8’exprime comme une induite

’ . N . E—1\ _- 1, kL k=1

dont la réduction (& vue) est ind(ws ") si p+11k—1 et nr(y~1 )wr @ nr(y~1)wr
sinon. En comparant avec 1.4, on en déduit :
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Corollaire 1.6. — Les conjectures 1.2 et 1.5 sont vraies si k < p ou si a, =0
et k <2p (avec k #4 sip=2).

Notons que le (i) de 1.5 pour & = p + 1 a été démontré lorsque Vj41,4, pro-
vient d'une forme modulaire de poids p+1 et de niveau premier a p ([7]). Pour
p+1 < k, la théorie de Fontaine-Laffaille n’est plus disponible et le calcul de
kaap, méme “a la main”, n’est pas connu en général. On en est réduit a tester la
conjecture 1.5 (donc la conjecture 1.2) sur ordinateur. Les formes modulaires non
ordinaires en p et de niveau premier a p fournissent de nombreux exemples de
représentations cristallines Vj ,, et, par la théorie des congruences entre formes
modulaires, William Stein et David Savitt ont pu “vérifier” sur ordinateur la va-
lidité de la conjecture 1.5 dans plusieurs centaines de cas. En fin d’article, nous
donnons quelques exemples explicites issus de leur programme.

Voici le plan de I'article. On commence par quelques préliminaires au §2. Au §3,
on définit les représentations V., (§3.1) et II; 4, (83.2), on énonce les conjectures
sur Oy, et Opq, ® Fp et on montre que le cas k < p + 1 est facile (§3.3). Au
84, on démontre la premiere partie du théoreme 1.3, ce qui revient a montrer que
si (T — a,)(f) est entier, alors f n’est peut-étre pas entier mais a au moins ses
dénominateurs bornés (§4.1), ce qu’on vérifie “a la main” au §4.2 dans les cas
considérés. Au §5, on démontre la deuxieme partie du théoreme 1.3 ainsi que le
théoreme 1.4. On commence par trouver une représentation évidente de GL3(Q,)
sur F,, dont O, ® F, est un quotient (§5.1). I s’agit alors de calculer le noyau
de la surjection vers Oy ,, ® Fp. On trouve assez facilement des éléments dans
ce noyau (ce sont les divers éléments f considérés au §5.3). Pour montrer que
ces éléments engendrent exactement le noyau (i.e. que le noyau n’est pas plus
gros), on a besoin, lorsque Oy ,, ®Fp est réductible, de lemmes de “descente” sur
Parbre de Bruhat-Tits établis au §5.2. Le calcul complet de Oy ,, ® F, est alors
explicité au §5.3. On termine au §6 en testant la conjecture 1.5 comme expliqué
précédemment.

L’auteur remercie chaleureusement William Stein et David Savitt pour lui avoir
rapidement fourni de nombreux exemples confirmant la conjecture principale de
cet article ainsi que pour leur disponibilité sans faille. Il remercie également Alain
Genestier pour de nombreuses discussions. En guise de conclusion, il éprouve le
besoin de s’excuser pour les preuves assez techniques de cet article (mais qui ont
au moins l'avantage d’étre élémentaires). Il espere I'existence de preuves concep-
tuelles et générales qui rendront un jour les calculs de cet article completement
ou partiellement inutiles.

2. Notations et formules

2.1. Notations. —
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2.1.1. On fixe Qp une cloture algébrique de Q,, d’anneau d’entiers Zp de corps
résiduel F,,. On note val la valuation sur Q, telle que val(p) = 1 ¢t | - | la norme
p-adique |z] = —iz. On normalise I'isomorphisme de la théorie du corps de
classes local en envoyant les uniformisantes sur les Frobenius géométriques. On
note ¢ le caractere cyclotomique p-adique et w sa réduction modulo p vus aussi
comme caractere de Q. En particulier, e(p) =1 (cf. [2],84.2) et e]zx: Z; — Z7
est 'identité. On note wy le caractere fondamental de niveau 2 de Serre. Pour
s € Zxg, (s,p+ 1) = 1, on note ind(wj) 'unique représentation irréductible de
dimension 2 de Gal(Q,/Q,) sur F, de déterminant w* et dont la restriction a
'inertie est wi ®wh’. On note p, le caractére non ramifié de Q, (resp. du groupe
de Weil de Q,) qui envoie p (resp. les Frobenius géométriques) sur A. Enfin,
“modulo p” signifie “modulo I'idéal maximal de Z,”.

2.1.2. On reprend les notations de [2] : G = GLy(Q,), K = GLs(Z,), Z =
Q, — G, B est le sous-groupe de G des matrices triangulaires supérieures,

I<1):{<§c Z)EK,aEdzl(p)},a:((l) 2),62(2 (1)> et, si A € Z,,

0 1 .

1 _)\). On pose Iy = {0} et, si m € Zo, I, = {[Ao] + p[\] + -+ +

" A1, N € Fp} € Z, ou [] désigne le représentant multiplicatif. Pour
pmA 1 0

m € Zxg et X € I, on note g, , = (0 1) et gry = <p/\ pm+1>' On a

5921,A = g}n,AwO et :

(1) G = (K25 ) E 25500 )

wy =

2.1.3. On identifie sans commentaire les représentations avec leur espace sous-
jacent. Soit R un anneau commutatif et o une représentation R-linéaire de K7
sur un R-module. On note ind% o le R-module des fonctions f de G dans o 4
support compact modulo Z telles que f(kg) = o(k)(f(9)) (¢ € G, k € KZ) muni
de laction & gauche de G : (g-f)(¢') = f(¢'g). Pour g € G et v € o on note [g, v]
I’élément suivant de ind% o & support dans KZg~! :

[9,0](¢") = o(g'g)(v) si ¢ € KZg™!
[9,v](9") = 0 si g ¢ KZg'.

On a g-[¢',v] = [9q,v] et [gk,v] = [g,0(k)(v)] si K € KZ. Par (1), tout élément

de ind¥ o s'écrit de facon unique comme une somme finie DG ON] +

DG, W] ot v, wit € o. Pour n € Zg, on note S, (R) le sous- R-module de

ind% ,o des fonctions & support dans (/\H KZ(QSL,,\)_l)H(/\H KZ(gy\)"), cest-
el, el,

a~dire telles que les v}" et w}* sont nuls des que m # n, et B, (R) le sous- R-module
somme des S,, pour m < n.
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2.1.4. On suppose maintenant que R est une Z,-algebre (commutative). Pour
k € Z>,, on définit la représentation Sym* 2R? de KZ comme suit : restreinte
4 K, c’est la représentation Sym* 2R? ot K agit via son action naturelle sur R?

et on envoie (](; 2) € 7 sur I'identité. On identifie Sym* 2R? avec le R-module

k—2
P Rz"'y" des polynémes homogenes de degré k — 2 en x et y a coefficients dans
i=0

R avec 'action a gauche de K donnée explicitement par :

(CCL Z) "2y = (ax + cy) T (b + dy)t Vi

Si v e Sym"2R? et k € KZ, on note simplement x-v 1’action de & sur v.

Lemme 2.1.4.1. — Il existe une unique fonction ¢ : G — Endg(Sym" 2R?)
support dans KZa YK Z telle que (k1o ko) = k1o (aY)oky pour ki, ke € KZ

et telle que, dans la base (2872, 283y, ... yF=2) ;
P2 0 - 0
_ 0 k=3
bla) = b
0 0 1
Démonstration. — L™unicité est claire. Pour I'existence, on peut supposer R = Z,

puisque ¥(a™') € My(Z,). 1l faut vérifier que, si k1o 'k = a~! dans G, alors
(k1o k) = Y(a™t). Comm(; Symk*QZ?) (—; Syka?i, on peut vérifier cette
s = . o 0N =

égalité sur Q,. Mais Sym” 2Qp = (Sym" 2Qp) ® |d82t| z est naturellement une
représentation de G via son action naturelle sur Q,, (en choisissant une racine

1

carrée de p dans Q,, si k est impair). Comme rj0a™ oky = a~letcommea! € G

agit par la matrice p~ = ¢(a~!), ona rkro(p = h(a ")) ok = p = (at) dolt
ki o(a™t) o ky = (kia  ke) = Y(a™h), O

Il est bien connu qu’il existe une bijection entre Endg(ind%ZSy_mk_2R2) et les
fonctions ¢ : G — EndR(Symk_QRQ) a support compact modulo le centre telles
que Y(K1gka) = K1 © go(g)o_@ pour k1,ky € KZ et g € G (voir e.g. [1],52.2). A
1 est donc en particulier associé un opérateur 7 € Endg(ind% ,Sym*~2R?). De
maniere explicite, on a (cf. [1]) : -

T([g,v]) = Z lgg. (g ™) (v)].

¢ KZeG/KZ

Nous explicitons cette formule dans le paragraphe qui suit.
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Remarque 2.1.4.2. — Si R est une Q,-algebre, I'action de K Z sur Sym"*2R?
s’étend en une action de G et on a Sym" ?R? @ ind{,1 ~ ind,Sym* >R? et

Endg(ind% ,1) ~ Endg(Symk ‘R2® 1nd§zl) (voir par exemple la preuve de la
proposition 3.2.1). L’opérateur T' € Endg(ind% ,Sym* 2 R?) = Endg(Sym* ?R?*®
ind% ,1) n’est autre qu'un générateur de I'algebre de Hecke Endg (ind% ,1).

2.2. Formulaire. — On fixe R une Z,-algebre commutative. Pour 0 < m < n,
on note [ |,,, : I, — I, les applications “troncatures qui envoient >7 ' pf[\] sur
SN sim > Tetsur Osim =0.Si\ € I, et X € Ly, alors A+p" N € I,y .

Lemme 2.2.1 ([2]). — Soit n € Zso, p € I,, et v € Sym* 2R?, on a

T([gnw0)) = T[99 v]) + T ([9 o V1)

2) T (gD = D lnsrppn (woo (@) 0wy)(v)]
3 T (gnw ) = -1y (Wi n 0 P(@™h))(v)] sin > 1

pnl

= Ja,¥(aH)(v)] si n=0.

Lemme 2.2.2. — Soitv = Y1 ciz" 27"y’ € Sym* 2R? et A € Z,

k—2 k—2
(4) (woO@/J(a—l) owA)(v) = Z (p]ZC,(;>(_)\)Z J> k—2— ]y
i=0 =
() (wownovl@ ) = (D EI(al=A) )k 2y
— N
N
(6) Pla ) = Y P ey
§=0
Démonstration. — Calcul élémentaire. ]

En posant :

T (gt o) = Tk (] ) ) et T (gbrts) = BT (s (] )l
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on a des formules analogues avec g,, , (cf. [2]). Noter que si p = 0 dans R, ces
formules se simplifient grandement :

k—2

(7) (woop(a™!)owy)(v) = (Z:Q )

7
-2

(8) (’LU()’LU)\ o w(a—l)) (U) _ ((k;Q) Ck_g(—)\)k_z_j)JTk_Q_jyj-

=0

Pour f =37 \[gm 1 U;\n]—i_Zm,)\[g}n,)\’ wy'], posons TH(f) = 3", TH([gmns VX)) +
> mn T ([gh 2, wR']) et de méme avec T~ Des lemmes 2.2.1 et 2.2.2, on déduit :

??‘

.

Corollaire 2.2.3. — Soit m € Z-, a, € R et, pour tout p € I, (resp. p €
Iy, resp. j1 € Iy ), vt = S o enak iyl (resp. vt = 2= T
resp. vt = S 020m+1$k 2=t ) des éléments de Symk 2R%. On note :

fm = Zuelm [ggn,gvvzn] .
fm1 = Zuelm_1[gm L Vit ,
fmy1 = Zuezmﬂ [ggzﬂ,wUTJr J-

Alors :

Ti(fm+1)+T (fm 1 _apfm* Z [gmuazcm k=2-3 ]
Melm
ou :
k—2— z m+1 [u]m 1% m
Zp ,u+p’"[A +p]Z Z[u]m 1 pm T ) = Gy
Aer

3. Définitions et conjectures

3.1. Définition des représentations V., . — Soit k € Z>; et a, un élément

de I'idéal maximal de 2,,. A ces données, on associe le module filtré faiblement
admissible Dy, q, suivant : Dy o, est un Qp—espace vectoriel de dimension 2 de base
(e1,e2) muni d’'un automorphisme Qp—linéaire v:D — D tel que:

oler) = pfleg

ples) = —eq + apes

et d’une filtration décroissante par des sous—Q -espaces vectoriels (Fil' 'D);ez telle
que :

Fi'D = D =i i <0

FiI'D = Qe si 1<i<k-—1

FiI'D = 0 si 1> k.
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On définit alors :
Vk,ap = Homgo,Fil‘ (Dk,apv Bcris)

qui est I'espace des applications Q,-linéaires de Dy ,, dans 'anneau des périodes
B.is qui commutent a ¢ et préservent la filtration (rappelons que B.;s est muni
d’un ¢ et d'une filtration décroissante (Fil' B )icz). C’est naturellement un Q,-
espace vectoriel en posant (A-f)(z) = f(Az) pour A € Q,,, f € Vi, €t T € Dig,.
On définit une action continue Q -linéaire de Gal( p/ Q) sur Vi, en posant

(v-f)(x) = v f(x) pour v € Gal(Q,/Qy), [ € Via, et 2 € Dig, (rappelons
que B.,;s est muni d'une action continue de Gal( / Q,) qui commute aux autres

structures). Un corollaire facile du résultat prln(:lpal de [5] est la :

Proposition 3.1.1. — Soit k € Zss, a, € Z, tel que val(a,) > 0 et x :
Gal(Q o/ Qp) — Z un caractere cristallin, c’est-a-dire le produit d’un caractere
non mmzﬁe par une puissance entiere du caractére cyclotomique. Alors les repré-
sentations Vi q, = Vi.a, @ X €puisent les représentations cristallines irréductibles
de Gal(Q p/Qp) de dimension 2 sur Q et les seuls isomorphismes entre elles sont

Vkﬂp,Xﬂfl = ka_a‘ZNX

Démonstration. — Par [5], les Vi 4, sont bien cristallines irréductibles de dimen-
sion 2. Toute représentation cristalline irréductible de dimension 2 de Gal(Q,/Q,)
est la tordue par une unique puissance de € d’une représentation cristalline a poids
de Hodge-Tate (0,k — 1) avec k € Z>,. Si x est non ramifié, alors Vi, , est a
poids de Hodge-Tate (0, k — 1) et son module filtré associé Dy, , = Qpel @Qpeg
a la méme filtration que Dj,, mais pour Frobenius ¢(e;) = p*'x(p!)%es,
o(e2) = —ey + ayx(pt)es. Par [3],§3.1, on voit qu’on obtient ainsi toutes les
représentations cristallines irréductibles de dimension 2 a poids de Hodge-Tate
(0,k — 1), donc, apres torsion, toutes les représentations cherchées. Si Vj 4, =~
Vi ar x5 leurs poids de Hodge-Tate sont les mémes ce qui entraine k = k" et X’ X!
non ramifié. Quitte & tordre, on est ramené a x,y’ non ramifiés et on a alors
Diapx = Diay - Par [3],83.1, cela entraine x(p ) =X )? et apx(pt) =
anx'(p") dott Te résultat. O

Notons que le déterminant de Vi, est eF1x2. On peut se demander s’il
existe un moyen de décrire directement les representatlons Vi,a, Sans passer par
les modules filtrés. J'ignore la réponse a cette question sauf lorsque a, = 0 :

Proposition 3.1.2. — Soit Q2 [’extension quadratique non ramifice de Q,

dans Qp, Z,2 son anneau d’entiers, € : Gal(Qp/Qpa) — Q; l'un des deux ca-

ractéres continus tels que, via l’injection Q; — Gal(Qp/sz)ab, 82|Z><2 est 'un
ya

des deux plongements naturels Z;Q — Q; et eo(p) = 1, et soit /—1 une racine
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carrée quelconque de —1 dans Qp. Alors pour tout k > 2 :

o (5 1GalQ,/Qp) g1
V;c,O — <1ndGal(QZ/Qp2)62 > ® lu\/jl

Démonstration. — Il est clair que 'induite est irréductible, ne dépend pas des
choix et que son déterminant, vu la formule du déterminant d’une induite, est
exactement 7!, Comme elle est isomorphe & sa tordue par p_1, si elle est cris-
talline elle est forcément de la forme Vj/ o ®¢" par la proposition 3.1.1 ou k' € Zs,
et 20 =k—1—Fk'. Comme une représentation est cristalline si et seulement si sa
restriction & U'inertie I'est, il suffit de montrer que 5" : Gal(ﬁp /Qp2) — Q;2 —
GL3(Q,) est une représentation cristalline a poids de Hodge-Tate (0,k—1) (les
poids de Hodge-Tate de l'induite seront alors aussi (0, k—1)). Par produit tenso-
riel, il suffit de montrer que e, est cristalline a poids de Hodge-Tate (0,1). Ceci
découle de [4],Th. 1.2.1, ou il est en particulier démontré que ;5 est a isogénie pres
le module de Tate d’'un groupe formel de Lubin-Tate sur Z,2, donc d’un groupe
p-divisible sur Spec(Z,2). O

A Via,, on associe enfin la représentation non ramifiée du groupe de Weil qui
envoie le Frobenius arithmétique sur le semi-simplifié de ¢, i.e. sur la matrice

A O . _
(01 )\2) ot Mg = pF et A\j + Ay = ay.

3.2. Définition des représentations II; ,, . — On conserve les notations du
paragraphe précédent. Pour associer une représentation p-adique de G a Vi 4, +,

une premiere idée est de tensoriser la représentation Symk_zﬁi ® (x o dét) avec
I'induite parabolique correspondant a la représentation non ramifiée du groupe de
Weil précédente par la correspondance de “Hecke” (au sens de [6]). Une deuxieme
idée est de fabriquer une représentation p-adique faisant intervenir k et sur laquel-
le a, est la “valeur propre de 7,,”. Par exemple :

. _o—2
indiczSym" *Q, ® (x o dét)
. _o—2
(T — a,)(indf ,Sym**Q,)

(9) Hk,‘lmX =

ou T est I'opérateur construit au §2.1.4 (notons au passage que T'— a,, est injectif
sur indIG(ZSymk_Qﬁi). Ces deux idées essentiellement coincident :

Proposition 3.2.1. — Soit k € Zsy, a, € Z, tel que val(a,) > 0 et y :

Gal(Q,/Q,) — Z; un caractére cristallin (cf. proposition 3.1.1) vu comme ca-

ractére de QY C Gal(Q,/Qp).
(i) Sia, ¢ {£(p"? + p*? )}, Uiy, est (algébriquement) irréductible et :

_o=2 . ,
Hk,ap,x ~ Symk 2Qp X [lndg(,u)ql ® ,Up)\glﬂ (%9 (X o det)
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ot Mg = p" L A+ Ay = a, et Uinduite parabolique est linduite lisse classique.
(ii) Si a, € {£(p*/? + p*/?>~1)}, on a une suite ezacte :

0— Symk_QQ2 ® St ® (xps 0 dét) — g,y — Symk_QQ2 ® (xpus 0 dét) — 0

ot d = 1%1 et St est la représentation de Steinberg usuelle de G (sur Q ).
(i) Les seuls entrelacements entre les représentations Iy, sont Uy q, v =
Hk: ap7X

Démonstration. — Soit A € QX a=X+p\tety,: Q T] — Q le morphisme
1ndKZI
(T—a)(ind§ ,1)
ou T est 'opérateur du §2.1.4 avec k = 2. Il est bien connu (voir e.g. [12] ou [10])

que,sia ¢ {£(p+1)},ona:
ind% ;1

(T — a)(ind$ 41)

et que, si a € {£(p+ 1)}, on a une suite exacte :
ind%,1
0 — St ® (e o dét) — — — p1- 0 dét — 0

ou e = 1‘%1 = #+1. Par ailleurs, quitte a choisir une racine carrée de p dans Qp si
k est impair, on a un isomorphisme G-équivariant :

de Q -algebres qui envoie T sur a. Notons que ind rzl QQ,[xa Q ~

= ind (A © )

Sy__mk_QQf7 ®ind%,1 5 ind?(ZSy_mk_ZQf)
ve f o= (9= f(9)(g))
qui commute aux opérateurs Id ® pg_lT a gauche et T a droite. On en déduit :
ind% 1
(T —p~2""ay)
§+1ap_ 2+1)\1+p( 2+1)\1>

Mka,x =~ Sym“@i ® ® (x o dét).

Comme Ay = p*'A\7!, on a p

Dans le cas (i), on en déduit par ce qui précede :
ind% ,1

(T - p_§+1ap>

= indg(ﬂpgfufl ®/Lp7§+1/\1> lndB( pE-A @k pEas 1)

d’oit on obtient I'isomorphisme de (i) en prenant en compte le caractere |dét|z
Le cas (ii) s’obtient de méme. Pour l'irréductibilité dans (i) et dans les com-
posantes de (ii), voir [11], Prop. 3.4. Pour (iii), considérons un isomorphisme
G-équivariant ¢ : Il 4, = Iy a7 5. On peut supposer les deux représentations
irréductibles, sinon le résultat est facile, et on définit (A1, A2), (A}, A}) comme au
(i). Soit v € indg(u)q1 ®p,x;1) invariant par K, alors L(Symk_ZQf?@va@(XOdét))
est une sous-représentation irréductible de K dans Hk’,a;,x’ nécessairement de la

forme Symkl_zﬁjJ ® o' @ (x' o dét) avec o’ C indg(u/\,l_l ® py,n-1) représentation
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irréductible lisse de K. Quitte a restreindre a un sous-groupe ouvert de K, on peut
supposer que ¢’ est une somme de copies de la représentation triviale. Comme
L(Symk_zﬁf7 ® va ® (xo dét)) restreinte a ce sous-groupe reste irréductible, o’
doit étre de dimension 1 d’ou k& = k’. L’action du caractére central entraine alors
X2 = x"” dott y = ' ou x = ¥'pi_1. Quitte & changer \, en —\! (i = 1,2), i.e. a,
en —a,, on est ramené a y = x’ et on peut oublier ces caracteres. En utilisant que
la seule droite de Symkfzﬁi stabilisé par un sous-goupe ouvert de B est prk”,
on obtient facilement :

L(prk_Q ® indg(u/\f ® prgl)) - prk_Q ® indg(ﬂ,\';l ® #pxzfl)-
Soit ¢ : indg(,u)ql ® ppazt) = indg(,qu1 ® p,n-1) unique application telle que
(¥ 2 ®v) = 2F2 @ 1(v). Pour v € indg(,u/\;l ® pyazt), soit U, C K un sous-

groupe ouvert qui fixe v, ¢(v). Pour j € {0,--- ,k—2}, soit u; € Q,[U,] tel que
w;-xh? = 2F"27Iyd . On calcule :

(2" @) = (uj PP eu) = (u (PP ev) = ui(rF? )
= uj- ("2 @(v) = uiP?euv) = MY @u(v).

On en déduit pour tout g € G :

g2 eov) = gz ) = g @gu(v)
g ev) = g e0) = gt Peg) = gt eugv)

d’ott g-1(v) = ¢(g-v) et ¢ est un entrelacement entre les deux séries principales.

Cela entraine \; = \; ou (A} = Ay, Ay = A1), soit dans les deux cas a, = a,. O
Notons que le caractére central de Iy, est e" 2x2,

Remarque 3.2.2. — Le lecteur a qui les torsions par un caractere cristallin

x dans les propositions 3.1.1 et 3.2.1 sembleraient artificielles pourra se rassurer

comme suit. Soit V' une représentation cristalline irréductible de Gal(Q,/Q))
de dimension 2 sur Qp et D son module filtré associé (de telle sorte que V' ~
Hom,, w1 (D, Bm-s)). Alors V' a pour poids de Hodge-Tate deux entiers distincts
(k1, ko) avec ky < ko. Notons Alg(V') la représentation algébrique de GL2(Q,)
de plus haut poids (k1, ko — 1) et Lisse(V') la représentation lisse irréductible de
GL3(Q,) correspondant, par la correspondance de Hecke, a la représentation de
Weil non ramifiée envoyant le Frobenius arithmétique sur le semi-simplifié de ¢
(le Frobenius sur D). Alors on vérifie facilement que la représentation considérée
au (i) de la proposition 3.2.1 est Alg(V) ® Lisse(V).

. . _9 2 N N . N N
Comme la représentation Sym” 2Qp, meme a torsion pres par un caractere, ne

possede pas de zp—réseau stable par G, il n’est pas aisé de voir sur les formulations
de la proposition 3.2.1 si Il 4, , contient ou non un réseau (voir ci-dessous la
définition précise). De fait, nous n’utilisons pas cette proposition dans la suite,
mais seulement la formulation (9). Lorsque x = 1, on écrit I q, au lieu de Il 4, 1.
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3.3. Conjectures. — On suppose dorénavant x = 1 et on conserve les nota-
tions des deux paragraphes précédents.

On appelle réseau de Il ,, tout sous—zp—module de Il q, qui engendre Il q,
sur Qp, qui est stable par G et qui ne contient pas de Qp—droite. Cette derniere
propriété est équivalente a étre libre sur Zp. En effet, quitte a remplacer Zp par
I'anneau des entiers Op d’une extension finie £ de Q,, contenant a, puis a étendre
les scalaires a Zp, on peut supposer que I'anneau des coefficients est O, i.e. est
local, principal et complet. Comme I, ,, est un E-espace vectoriel de dimension
dénombrable (car ind?(ZSy_mk_QE2 'est), on peut alors utiliser la propriété C.5
de [13].

Pour k € Z>5 et a, € Zp de valuation strictement positive, on définit :

. 92
P (T — ap) b )

Ok, = Image <ind?<ZSym

C’est un sous—zp[G}—module de type fini de II; o, qui 'engendre sur Qp.

Conjecture 3.3.1. — (i) Le Z,-module Oy, ne contient pas de Q,-droite.
(it) Le F,[G]-module Oy, ®7z, F, est de longueur finie.

En particulier ©y,, devrait donc toujours étre un réseau de Il 4, .

Théoréeme 3.3.2. — Supposons k < 2p et p # 2 si k = 4, alors la conjecture
3.3.1 est vrate.

Nous verrons la démonstration de ce théoréme dans la suite de 'article. Notons
qu’on a, par définition, une surjection :

ind%. ZSymk*ZZf7
(T — ap)(indlc’;ZSymk*QZi)

mais qui n'est pas en général un isomorphisme :

- @k,ap

Proposition 3.3.3. — On a :
(T — a,) (ind§ ,Sym**Z}) (T — a,) (indf ,Sym**Q;) N ind§ ,Sym"Z,

P’

cette inclusion étant une égalité si et seulement st k < p+ 1.

Démonstration. — L’inclusion est claire. Soit f € indﬁ ZSymk_QQZ tel que T'(f)—
a,f € ind%zSymk_2z;, n le plus petit entier tel que f € Bn(Qp) et écrivons [ =

> o fm 01 frn € Sp(Q,). L'hypothese sur f entraine T (f,) € ind%ZSymk’QZi.
Montrons que cela implique f, € indg ZSymk’QZi. Il suffit de le montrer pour f,
de la forme [g)) ,, v], car, en appliquant 3, on le déduit pour f,, de la forme [g;, ,, w],
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puis pour n’importe quel f,, par linéarité puisque les supports des T+([g917 . v]) et
des T*([g,, ., w]) sont tous disjoints. La formule (2) donne :

T+([gg7u, v]) € ind?(ZSymk_2zz2? > (wpo(a ") owy)(v) € Symk_szz VAe

c’est-a-dire par la formule (4), en notant v = S ¢ 2eak 21yt

k—2
Py a()=N)7 ez, 0<j<k—2 \eF,
i=j

Pour 7 =0, on a en particulier :

S

-2

ci(=[\) €Z, VA€EF,

Il
o

ce qui entraine ¢; € Z,, pour tout i € {0,--- ,k — 2}, i.e. v € Symkﬂz;, des que
k—2 < p—1. Cela montre f, € ind?{ZSymk’QZi si k < p+ 1. En remplagant
f par f — f, (pour £ < p+ 1), on est ramené au cran n — 1 et une récurrence
immédiate donne f € inngSymk_2z;, d’ou I’égalité de l'inclusion lorsque k <
p+ 1. Supposons maintenant k > p+ 1. Pour £ = p+ 2, on renvoit a la remarque
5.3.1.3. Pour k > p + 3, soit v = 6~} (2" 3y + (—1)Pak~2PyP) € Symkdﬁi ot §
est celui des éléments p, a, qui a la plus petite valuation. Un calcul facile (avec
les lemmes 2.2.1 et 2.2.2) montre que T'([Id, v]) — a,[Id,v] € indIG{ZSymk_QZf, et
il est clair que ce n’est pas le cas de [Id,v] puisque val(6~') < 0. ]

Lorsque les (i) et (ii) de la conjecture 3.3.1 sont vérifiés (c’est-a-dire conjectu-

ralement toujours), on note Il ,, la semi-simplifiée de Oy, 4, ®z, Fp, qui ne dépend

alors pas du réseau de type fini sur Z,[G] choisi (d’ott sa notation) :

Lemme 3.3.4. — Supposons que Oy ,, est un réseau et que Oy, ®z, Fp est
une représentation de longueur finie. Soit © un réseau de Iy, de type fini sur
Z,[G], alors O®z, F, est de longueur finie, de semi-simplifiée isomorphe a Il .

Démonstration. — L’hypothese de finitude entraine qu’on peut toujours se rame-
ner a des coefficients finis sur Q, et que © et ©,, sont commensurables. La

preuve de Brauer-Nesbitt s’étend alors sans probléme : voir par exemple [13],§1.9.6.
O

Jignore si tous les réseaux de Il ,, sont automatiquement de type fini sur
Z,|G]. C'est vraisi II ,, est irréductible. On note de méme V', la semi-simplifiée

modulo p de la représentation V4, du §3.1. C’est la semi-simplifice de T'®z F,
o T C Vi, est un Z,-réseau stable par Galois quelconque.
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Conjecture 3.3.5. — (i) Il exister € {0,---,p—1} et n: Q) —TF, lisse tels que
ou bien ﬁkjap ~ m(r,0,m) ou bien ﬁk,ap ~ mw(r,\,n)* @ n([p—3—r], "1, wn)s
pour un A\ € F: (avec les notations de 1.1 dans l'introduction).

(it) Dans le premier cas, on a Vi, =~ (ind(wi*")) @ n et dans le deuzieme

_ WT—HMA 0
vk,ap - < O /J)\l) ®n

Notons que le (i) de cette conjecture précise le (ii) de la conjecture 3.3.1.

Théoréeme 3.3.6. — Supposons k < 2p et p # 2 si k = 4, alors le (i) de la
conjecture 3.5.5 est vrai.

La démonstration occupe le §5.3. Nous verrons quelques cas particuliers et
exemples numériques pour le (ii) de la conjecture 3.3.5 dans le §6.

4. Existence de réseaux

On démontre le (i) de la conjecture 3.3.1 pour k < 2p et k # 4 si p=2.

4.1. Préparation. — Pour n € Z, rappelons que B,(Q,) désigne le sous-

Q,-espace vectoriel de ind%ZSymk_zﬁi des fonctions a support dans les classes
KZ(gy )" et KZ(g), )" pour m <n et p, A € I,

Théoréme 4.1.1. — Soit k € {2,-- ,2p} et k # 4 sip =2, a, € Z, tel que
val(a,) > 0 et N € Z~. Il existe une constante ¢ € Zs dépendant seulement de
N, k et a, telle que pour tout n € Zx, et tout f € ind%ZSymk_2Q; :

(I'—a,)(f) € BN(QP)—Fp”indIG(ZSymIHZi = fe BN_1(Qp)—l—p"_cind?(ZSymk*Qz;.

Ce théoreme sera démontré dans le paragraphe suivant. Il est encore vrai pour
val(a,) = 0 mais nous ne traitons pas ce cas. Il est aussi strement vrai sans
restriction sur k. Un corollaire facile en est le :

Corollaire 4.1.2. — Pour k <2p etk # 4 sip = 2, Oy, est un zp-module
libre, i.e. me contient pas de Qp—dmite.

Démonstration. — On peut remplacer Zp par 'anneau des entiers Og d’une ex-
tension finie £ de Q) dans Q,, contenant a, et il suffit de montrer que Oy ,, ne
contient pas de E-droite. Cela revient a montrer que si f € indIGgSy_mk_Q(5)12E est
tel qu'il existe des f, € indf,Sym*2E? vérifiant :

f = (T(f,) — apfy) € p"ind%,Sym*20% Vn € Zs,
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alors f € (T — a,) (ind]G(ZSy_mk_2E2). Soit N € Z>o tel que f € By(F), on a
donc (T — a,)(fn) € Bn(E) +p"ind§ZSy_mk_2(9%E, d'ou f, = gn + p" h, avec
gn € Byn_1(E) et h, € ind?(ZSy_mk_zO% par le théoreme 4.1.1 (encore valable
avec Op au lieu de Z, bien entendu). Ainsi :

f € (T —ap)(By_1(E)) +p" “ind%,Sym* 203 V n € Zs,.

Comme (T — ay) (B N_l(E)) est un E-espace vectoriel complet pour la topologie
p-adique car de dimension finie, on en déduit f € (T' — a,) (B N—1(E))- H

4.2. Démonstration du théoréme 4.1.1. —

4.2.1. Notons que si k& < p+1, alors le théoreme 4.1.1 est vrai et ¢ = 0 convient.
Cela découle du fait que si f € 5,,(Q,) C indIG(ZSymk_ZQ; (m € Zsg) et si

T*(f) € p”ind%ZSy_mk’QZf, (n € Zsy), alors f € p"indf(ZS}f_mk’2z; La preuve
est la méme que celle de la proposition 3.3.3. Dans la suite, on suppose p + 2 <
k < 2p. Nous avons été amené a distinguer plusieurs cas, que nous présentons
du plus simple au plus compliqué. L’auteur n’est pas arrivé a trouver une preuve
simple valable dans tous les cas.

Supposons d’abord val(a,) > 1 et soit N, n et f comme dans 1'énoncé 4.1.1.

M N m m
On peut supposer £ = S fu 01 fr = Sy, [0 0 V]+ Ty [ 0] €
Sn+m(Q,) et convenir que f,, = 0si m > M. On a les équations :

T (fos1) + TH(fn1) — apfin € p"indIG(ZSymk_QZi 1<m< M+1.

Supposons fni1, fin € p"‘Hnd%ZSymk_zzz, nous allons montrer qu’alors f,,_1 €
p"_lind[G(ZSymk_sz. Pour tout m et tout y1 € I, écrivons v)} = S okt
Avec les notations du corollaire 2.2.3, on a C), € p"Z, pour tout j€ {0, -, k—2}

et tout p € I,,. Si k = p+ 2, les formules du corollaire 2.2.3 pour (g, et CT",

entrainent (sachant que a,f,, € p"ind & SymF~ 2Zp puisque val(a,) > 1) :

Yyt () e pT'Z, VAEF,
k=2 . m— i— n—1rzy

>ict Zcz‘,[#ﬁn,l(_[)‘]) e p'Z, VAEF,

1

m—1

ce qui 1mphque cm[ ] € p”_lzp pour tout i. Si p+ 3 < k < 2p, les formules

pour Cg’, et CT', entrainent ¢, € p"~%Z, et la formule pour ¢}, donne alors

Z[u] v
Z)\er Czl—gl,ﬁ-p [)\][ ]ki = ZAeFP Zl—i—glu_i_pm[)\} [/\]k—S < pnzp pour tout H S ]m

((k;Q) € Z;). En revenant a CT,, on a donc en fait ZZ h @c;"[#]}n 1( )L e

p"~'Z, pour tout A € F, d'ott (avec ) sz,[u]inq € p"'Z, pour tout i. On

s 1 _ _ —2752 N . _
déduit de cela vyt € p" 1Sym” ®Z,, et, par le méme raisonnement, wit €
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p”_lSymk’zz; pour tout p € I,,_; d’ou finalement f,,_; € p”‘Hnd%ZSymk’Qz;.

’ _1- _9152 .
Par récurrence on a donc f € p" 11nd§ZSymk QZp : ¢ =1 convient dans ce cas.

Remarque 4.2.1.1. — La démonstration ci-dessus marche encore pour p = 2
et Kk =p+ 2 :on a donc en fait un tout petit peu plus que les énoncés 4.1.1 et
4.1.2 puisqu’on peut rajouter le cas p = 2, k =4 et val(a,) > 1.

4.2.2. Supposons maintenant 0 < val(a,) < 1. Dans ce cas, la récurrence est plus
délicate. Supposons d’abord p+3 < k < 2p. Avec les notations du cas précédent,
considérons 1'hypothese de récurrence (ot on oublie les indices en p) :

mtl  mtl i m+1 m+1 pr m+1 Pl ;
¢ 5 Cha € ol + ¢ € oZy ¢ € %z, Vi
p_n— p_n— m pnfl— .

iy € o Z,, a'+c € o Z, " € o Z, V.

De cette hypotheése, on déduit comme précédemment (sachant que a,c € p"Z,
et a,ct € p"Z,)

k—2
(10) i () e BZ, VAEF,
=0
k—2
(11) doid (=)t € pt?Z, VAEF,

i=1

: A : : m—1 Pty m—1 m—1
ce qui entraine en particulier ¢’ € o Zy, "+ et Zp, it p T Cis €

27, ct ! € " *Z, pour tout i. De léquation C, € p"Zy, on déduit :
PO (e (Haaety oy —aye, € BT, Ve,

Z Slm—1

n—

d’ou a,cy’ € i—pr et donc a,c* € %zp. Avec I'équation CT', € p"Z,, on en
déduit :
pYilidt ()T e BZ, VAEF,

Z [M]m 1
puis, avec (10), ¢! € —Z Vi. Il reste & montrer ¢}, € p Z Le méme rai-

sonnement avec T_(fm)—i—T (fin—2)—apfm-1 €D 1ndKZSymk 2Zp (en supposant
m > 2) fournit :

m—2 p_" m—2 m—2 p" m—2
€ ap Zpa € +Cp S ap Zpu c

Comme p| (k L p) p| (k ) p) et pk=i-pcn2 Ep”Z Vi (on utilise ici k >p+2)

I’équation C,T € p "Z, entraine —a,c;’ " p € p"Z,. Dou &' € 2 Z,p

1—p,[u]m—1
m—1 —1 Z P z 1
pulsque Ck 1—p + Ck 9 - ap £ ar récurrence et le méme ralsonnement avec

1

la partie a support dans les classes KZ (g}mu)— , on obtient finalement f,, €

pnfl

’“2212, pour m > 0 : ¢ =1+ val(a,) convient.
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4.2.8. Supposons enfin 0 < val(a,) < 1, & = p+ 2 et p # 2. On considere
I’hypothese de récurrence :

ot e - Zp i ¢ {1,p}, cm“—i-cm“ep Z,, " e ‘7, Vi

]

m 1 m 1
s, it W ESZy Yier, p,:+p N Zp

(resp. avec ¢'). Le début de la preuve reste valable et donne :

()

e %Z,, i¢{1,p}, c’f‘_l —1—621’1 € Z—ZZP, c;”_l el

et de méme avec ¢~ 2 (si m > 2). Pour amorcer la récurrence, il suffit de montrer :

-1 7 1 o
2orek, prpm2y) € o Lp €6 2ner, Cprpm2pA € GZp V1t € L.

De CT", € p"Zy, Y € I, et Cry '€ p"Z, Vu € 1,1, on déduit pour p # 2 :

(12) Py ¢ MNP et —apd, € p'Z, Vpel,

AEF,
p Z CTH+Pm_1P\][ ] +pcl [u]m 2 a’pCTp, ! € pnzp V,u € 1.
AEF,,

Supposons (par récurrence) qu’on ait U411 € 2; tel que :
(14) pCT[P«]m — apUm+1CT:1 S pnzp VILL c Im+1

avec U,,41 ne dépendant que de m et a, (ceci est bien vérifié pour m = M et
m = M — 1). De (14), on déduit (puisque >, p [AP"' =p—1):

p(p— 1)057[;4]7% — apUppa Z)\EFP T[:]lmm m[A] APt e p"zp

qui, combiné avec (12), donne pcf[;]lm ) ap(l — agg’ n)c{% € p"Z, Yy € I,
Cette derniere équation est encore de la forme (14) en posant U, = 1 — ple=l) ¢

a%Um_H
Z; . En la combinant avec (13), on obtient de méme U,,_; € 2; tel que :

pCT[;]Qm 2 apUm 101 S E pnz vlu’ c _[m 1

ce qui entraine (puisque Y, g 1 =p et 30, p [\ = 0 pour p #2) :
-2 _

pQC L[ufm—2 - ap m— 12/\6F], 1[H]m 2+p™m—2[)] € %p

0 — apUp— 12,\er 1,0k ]m apm—2[A] A € p"Z

2m2

d’ou le résultat car p°c € p"Z,. La récurrence peut se poursuivre et on acheve

la preuve comme avant.

Remarque 4.2.3.1. — J’ignore comment traiter ce cas lorsque p = 2.
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5. Réduction modulo p

On démontre le théoreme 3.3.6, en fait sa version plus précise 1.4 de l'intro-
duction.

5.1. Premiers calculs. — Pour £ € Z>,, on note o;_» la représentation
Symk_QFZ de KZ considérée au §2. Pour k € {2,--- ,p + 1}, on sait (voir [1]
par exemple) que oj_5 est irréductible. Par la proposition 3.3.3, on a par ailleurs
pour k<p+1:

ind?(ZSymk_QZi
. TN
(T — ap)(md?(ZSymk 2Zp)

Comme val(a,) > 0, on en déduit :

~Y
k,ap, —

— : G
Corollaire 5.1.1. — Pourk <p+1, on a Oy,, ®z F,~ de(%,H.

Dorénavant, nous supposons p+2 < k < 2p. Pour k > p+1, les représentations
0k_o ne sont plus irréductibles. Rappelons le lemme élémentaire suivant :

Lemme 5.1.2. — Soit 0 une représentation lisse de KZ sur Fp. Si o' est
de dimension 1 et engendre o, alors o est irréductible.

1) 11(1)

Démonstration. — Sio’ Co,ona0#£5"Pca!® don g’ =W et o’ = 0. O

Lemme 5.1.3. — Soitk e {p+2,---,2p}.

(i) Si k =p+2, on a une suite exacte de représentations de KZ :

0 — o — o0, — 0p9® (wodét) — 0
(z,y) — (2",9") , N
iyl s () (PR)ar iy £ 0, p.

(i) Sip+3 <k <2p, on a une suite exacte de représentations de KZ :
0 — op3,® (wWodbt) ® o1y — Opo — Ogpp @ (WP odét) — 0

avec, en termes des variables x ety :

ST =S M (_Dk—i(pff_—:%)xp—l—iyp—kﬂ-&-i sik—1—p <i<p—1cet
227yt 0 sinon

- I € 0y, @ (w0 dét) o gy Ryt 0 < < h-3p

k—1-p i p—144

7

_ xk714p—’iyi € Op1p ( 1 ) ((kf2) mk*ZA’L'y’L'_‘r_( k=2 )$kaH‘y1H+i) 51 0<i<k—1-—p.
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Démonstration. — Pour p+2 <k < 2p,le sous-F p-espace vectoriel o de oj_9
engendré par (272, 283y, ... aPyP 2P gk Tryp L. :cyk 3 y*?) est stable par KZ
(car, sip<j<2p 2, () 0(p )pourj—l—l—p<z<p—1) Un calcul montre
que (oy,_5/c)!M est de dimension 1 sur F,, engendré par 'image de 2P~1y*~177 et
que oy_o/0 est engendré sur Fp[KZ] par 1 image de 2P~1y*~17P. Donc o}_, /0 est
irréductible par le lemme 5.1.2 et, pour des raisons de dimension et de caractere
central, doit étre isomorphe & o9, 1 ® (W* 177 o dét). Comme les matrices dia-
gonales laissent stables F,2*~27%% pour tout 4, il existe un scalaire c(k,i) € F,
tel que x* =27y’ s c(k,i)aP 1714 pour k — 1 —p < i < p—1 (ne pas
oublier la torsion par w**?!). En normalisant c(k, k—1—p) = 1 et en faisant agir

K sur 2P~1y*~1=P un calcul donne c(k,i) = (—1)F* (pfi’:i:ﬂ) Pour k > p+2, en

développant k- (zF 73y — 2¥=27PyP) pour k € K, on voit que la sous-représentation
engendrée par 2F 73y — 2F727PyP est exactement (zF iyl — Ry ] < <
k—2—p). Comme zF 3y — 2¥727PyP v est, a scalaire pres, le seul vecteur invariant
sous I(1) (on vérifie cela par un calcul simple), elle est irréductible par 5.1.2
et doit étre isomorphe a oy 3, ® (w o dét) vu sa dimension et son caractere
central. Comme précédemment, en calculant 'action de K sur ¥=3y — 2#=27PyP,
on obtient l’isomorphisme explicite de I’énoncé en termes de x,y. Pour k > p+ 2,

en développant & - 2*~2 pour x € K, on voit que la sous-représentation engendree
par zF72 est exactement (( ) ke Hyl + (p 1+l) gt priyp ) < § < k— 1—p)

Comme (“*)+( ) = (k’l.’p) € Zy pour 0<i<k—1—p, elle est d’intersection

p—1+1 7
nulle avec la précédente. On vérifie de maniere analogue par un calcul et le lemme
5.1.2 qu’elle est irréductible et isomorphe a 0y, comme dans 1’énoncé. O

5 . . ind%zak_g o
Rappelons qu’on a une surjection T yors) Ok,a, ®z, F, pour tout k& > 2.

Corollaire 5.1.4. — Soitk e {p+2,---,2p}.
(i) Si k =p+2, on a un isomorphisme de représentations de G :

deZUp ~ . (indG .
——2 5 (ind% 0, 2) ® w o dét.
T(lndKzap) (indiz0p-2)

(ii) Sip+3 <k <2p, on a une suite exacte de représentations de G :
ind% , 042

T(indG Ohs) - (indIG{Z02p7k> QWP o dét — 0.
K70 k=

0 — (ind% 404 3,) ®w o dét —

Démonstration. — Par le lemme 5.1.3, on a une suite exacte :

0— (ind%zak,}p) ®wodétd indIG{ZU;HJp — ind% 040 —

(ind% ;09 1) @ WP 0 dét — 0
en convenant que (ind% ;03 5 ,)®w o dét = 0si k = p+2. Soit v = SV 7 cak =271y
€ 0)_2, les formules (7) et (8) avec les lemmes 2.2.1 et 5.1.3 donnent T'([Id, v]) €
ind% ,05,1,. Comme c’est vrai pour tout v, on a T(ind% ,04_5) C ind% o5 1.
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Considérons v = 2Py P — y#2 e méme calcul donne T'([Id,v]) = [, —y*72].
Or, dans ind%,04_s, [a, —y/*?] engendre ind%zok_l_p car y*~2 engendre oy,
(voir la preuve du lemme 5.1.3). Donc ind% 04, disparait dans le quotient.
Ceci acheve la preuve. m

5.2. Lemmes de descente. — Les trois lemmes de ce paragraphe seront uti-
lisés pour calculer Oy ,, ®7z F), lorsque val(a,) > 1.

Lemme 5.2.1. — Supposons k = p + 2 et val(a,) > 1. Soit n € Z~g et f €
B.(Q,) tel que :

(i) (T = a,)(f) € ind§ ,Sym’Z,

(it) limage de (T' — a,)(f) dans (ind% ,0,_2) ® w o dét tombe dans B, (F,).
Alors il existe h € B, _1(Q,) tel que :

(i) (T = a,)(h) € ind$,Sym*Z,

(ii) (T — a,)(Rh) et (T —a,)(f) ont méme image dans (ind% ,0,_5) ® w o dét.

Démonstration. — On écrit f = D" _(fo + fL) avec f) = >

L= Zuelm[g}nyﬂ,wm] et on remarque que vZ‘,wm

ey, [ggn“uv U,T]a
I w € pSymPZ, pour tout

m, i par le raisonnement du §4.2.1. Notons v = Y0 " aP~'y". De TH(f9) e

1ndKZSym Z L. on tire ¢, € Zy sii & {1,p} et ¢}, +cr, € Z, De TT(f)) €
Bn1(Z,) — () dans ind% 40, o, on tire val(c? ) > —1, donc val(cy ,) > —1 et
apfY +— 0 dans ind[G(ZJp_g. Supposons d’abord n > 1. Pour tout p € I,_9, soit
((52;2)095%1 I'unique p-uplet de Qp tel que :

n— 2 i n
Z 0; Z Cp,ptpn =2\ +p" 1] i

veF,

Noter que Val((S{f;Q) > —1 pour tout 7. Posons :

p—1
0 0 n—2,_p—i, i
2t E : [gn—lu’} :51',# x y}'
pnel,_o =0

Onaa,f? y—a,f? , — 0dans md wgopetde T (fO)+TH(f2,) € ind%ZSy_mpz]z,
on déduit TH(f2,) € ind KZSym Z (les o7, % sont fabriqués pour ca). De p| (’;)
pour 1 < j < p—1, on déduit T~ (fo) +T+( 0 ) =T*(f°,) — 0 dans ind% 0,5
par le corollaire 2.2.3. On vérifie aussi que T (f°_,) — T~ (f°_,) € ind$ ZSy_mpz;
et T7(f° ) =T (f° ,) — 0 dans ind% ,0,. Par le méme raisonnement appliqué &

B, Oandlﬁefl gen floy Alors h= f—(fo+ f)+(f0 =10 )+ (fl,—fl,) €
B,-1(Q,) convient. Pour n = 1, on modifie le terme f} = [a,w] en posant

T = o+ 000 — )] o 0 = Ty chylvlh. Alors THE) — TR €
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Ker(ind%ZSympz; — ind[G(Zap)7 T-(f}) e indf(ZSymszQ, (0 est fabriqué pour
ca) et T~ (fO) + T (f}) — T~ (f}) — 0 dans ind% ,0,_5. On supprime f? comme
on a supprimé f°, puis de méme avec f] en corrigeant fJ = [Id, v]. O]

Lemme 5.2.2. — Supposons p+3 < k < 2p et val(a,) = 1. Soit n € Zsq et
f € B.(Q,) tel que :
(i) (T = a,)(f) € ind§,Sym*~*Z,
(ii) 'image de (T —a,)(f) dans (ind% ,09, 1) @ Podét tombe dans B, (F,).
Alors il existe h € B,,_ 1(Q ) tel que :
9752
(i) (T = a,)(h) € indS, Sym*~Z
(ii) (T —a,)(R) et (T —ay,)(f) ont méme image dans (ind% 409, 1) Wk 1P odét.

Démonstration. — Noter qu’on demande ici que I'image de (T' — a,)(f) tombe
dans B,_1(F,) et pas seulement B,(F,) comme au lemme précédent. On garde
les notations de la preuve précédente. On a encore ¢}, € p‘lzp pour tout
i,m,u (§4.2.1). En particulier, T*(f°) et TT(f°_;) ont une image nulle dans
ind% 09, . Par hypothese, I'image de a,f, € S (Z,) y est donc aussi nulle,

i.e. les éléments Ck—l—p,,u_?2' Gty pour 4 € I, ont une valuation > —1. De
T*(fo) € ind?(ZEymk_QZp, ontire ci, € Z,sii ¢ {1,--- ,k—=1—p,p,---  k—=2} et
—l—ch 1 €Zpsii e {1, k=1-p}. Donc ¢y, = (4, +Cha,) —Chi,,

est aussi de valuation > —1. Supposons d’abord n > 1 et, pour u € I,_», soit
(52;2)0Sigp—1 € Qp tel que :

Z‘Sn DD = D Ao

veF,

il 1 ¢en i, i k
Posons fo o = fil o+ .cr 902,020 o7 2x¥27y]. En utilisant p| ( .2) et
p2 \p(k_?’) lorsque k—1—p < j < p—1, on vérifie avec le corollaire 2.2.3 que

T~ (f%) + TH(f2,) et TT(f°,) ont méme image dans ind$ ,c4,_x, ainsi que les
autres propriétés de la preuve précédente. On acheve comme précédemment. [

Lemme 5.2.3. — Supposons p+3 < k < 2p et val(a,) = 1. Soit n € Zs; et
f € B, (Q)telque

(i) (T = a,)() € ind§ Sym" *Z,

(it) Uimage de (T — a,)(f) dans ind% 05,5 tombe dans B, _o(F,).

Alors il existe h € By, 1(Q ) tel que :

(i) (T = a,)(h) € ind§,Sym* *Z,

(ii) (T — a,)(h) et (T — a,)(f) ont méme image dans ind% o4 .

Démonstration. — Reprenons les notations de la preuve précédente et surlignons
les images dans ind% ,04_. De T+(f%) = 0, on tire val(ci,) > —1 pour tout i.
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En particulier a,f? = 0 et donc, par hypothese, T+(f0_ ;) = 0 d'ou a,f) | =
0 encore et T—(f9) +T+(f° ,) = 0 par hypotheése. On modifie f° , en f° ,

exactement comme dans la preuve précédente. Il est clair qu’on a a, 0, = a,f° ,
et T-(f°_,) — T=(f°_,) = 0. Montrons que T+( _,) = 0. Les seules coordonnées
qui peut-étre ne sont pas nulles sont S 52 ipc 2 (=N = S fzpcw (=Nt

(n € I,—a2, X € F,, et avec des notations évidentes). De T—(f9) + T+(fY_,) = 0,
on tire pour tout p, A :

(k - 2)ZV€F1) k—2,pu+pn— 2[)\]+pn 1[1/[ ]k 3 + Z'L 1 chly, ( A)iil =
P =

k—2
( D )ZI/EFP =2,u+p™ 2 [N]+pn—1[v]

comme [v]"73 = [V]F"2P Yy € F, car k > p+ 2 et comme (k;Q) € Z%, on a bien

S ipes 7 2(=A)~! = 0. On modifie alors f comme avant. O

5.3. Réduction modulo p. — On détermine Oy g, Rz, F, pour p+2 <k <2p
et p # 2.

5.3.1. On commence par le cas val(a,) < 1. Supposons d’abord p+3 < k < 2p et
considérons f = [Id, a, (" Py — 2¥2Pyr)]. On a T(f) € pa;l(indf(ZSy_mk_zzjzo)
par les lemmes 2.2.1 et 2.2.2. La réduction indf(ZSy_mk’zz; — ind$ ;04 envoie
T(f) —apf sur —a,f = [Id, —2*3y + 2¥2PyP] qui est 'image de [Id, —2*—37P] €
(ind%. ;o H}) ® w o dét par I'application du lemme 5.1.3. Comme [Id, 2%7377]
gendre ind% 07, 3, et devient nul dans Oy a 7, F,, on voit par le corollaire

5.1.4 que Oy, Q7 F, est, pour p+2 < k < 2p et val(a,) < 1, un quotient de
(ind% 09, _1) @ WP 0 dét (pour k = p + 2, c’est I'énoncé 5.1.4 (i)).

e1-

Pour p 4+ 2 < k < 2p, considérons f = fy + fo avec :

2 = Z)\epp [gg,p[,\p ]
fo = [d,a, (p—1)(a"? — 2t Pyr )]
ol vy = a, [\ F(xPyFP — ¢F2) Par les formules (2), (4), (3) et (6), on
: 952 1/ 952
T (fo) € pa;l(lnngSymk 2Zp) et T*([ggjp[/\},v/\]) € papl(lndg’;ZSymk 2Zg)
pour tout A. Par le corollaire 2.2.3, on a T (f2) + 1" (fo) € pa,* (inle{ZSymk_zzp)
(noter pour cela que p |3\ p [A]" sii=0ousip—11i, 3\ p [A' =p—1si
i#0etsip—1]|i,etp| (];:f)) Par la réduction inngSymk_Qz; — ind% oy s -

T(f) = apf = —apf = =[98 ,p NP (@7 g7 — gF2)) 4 [Id, 22 — 2Py ]
A\eF,
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et par la surjection ind% o4 5 — (ind% 409, &) ® W 0 dét du corollaire 5.1.4 :

_ap_f = _Z [gg,p[)\]v )\2p—kx2p—k] + (_1)]€—p [Id7 y2p—k] = _T([g(l),m (_1)2p—ky2p—k])
AeF,

2p7k:]

(cf. le lemme 2.2.1 et les formules (7) et (8)). Comme [g),,y engendre

indgzogp_k et comme T'(f) — a,f + 0 dans Oy 4, ®z, Fp, on voit que ce dernier

s G
est un quotient non nul (car ©y,, est libre) de mf{f% Qw1 o dét. Mais cette

représentation est irréductible ([2]), donc on a montré :

Proposition 5.3.1.1. — Pour p+2 < k < 2p et val(a,) < 1 (et k # 4 si

indﬁzag _k k—1- ,
p=2), on a Oy, ¥z, Fp ~ =L @ w7 o dét.

Remarque 5.3.1.2. — Tout ceci resterait valable pour p =2 et & = 4 si I'on
savait que Oy 4, est libre sur Z, (sinon 04,4, ®7z, Fy peut étre nul).

Remarque 5.3.1.3. — Supposons k = p + 2 et remplacons aljl par 6! dans
I'expression de f ol 0 est celui des éléments p, a, qui a la plus petite valuation.

Alors T(f) —a,f € indiZSympzzi mais f ¢ ind?(ZSympzzz (cf. proposition 3.3.3).

5.3.2. Supposons val(a,) > 1 et p+3 < k < 2p. Considérons f = fy + fo avec :

f2 = ZAer[gg,p[)\pp_l[)\]2p_k($p_lyk_l_p_yk_Z)]
fo = [d,p ' (p—1)(aF2 — aF1pyp=1)].

Avec le corollaire 2.2.3, on vérifie que l'on a T (fy) € p(ind%ZSymk_Qz;),
: 92 = b
T*(f2) € p(indzSym* Z,) + 32,c1,[98 . Zpa" 2y et -

_ - _ : o2
T(f2) + T (fo) + () 5 g0 oo 2Py ] € p(indf,Sym*™Z)
T2 uen 9y Zpt™ Py + 2y
(Ie terme en y*~2 de droite est inutile si k < 2p). Comme (2F 73y, y*=2) € 02_,

0 € 09y par le lemme 5.1.3 (rappelons que k > p + 3) et comme a,f — 0 €
ind% ;0o car val(a,) > 1, on a :

T(f) —apf — (_1)k_p (i:f)p%l[g?,owzp_k] = k_il[gg,m (‘DQHQQH] S ind?(ZU2p—k-
Mais [9?,07 y***] engendre indizagp,k, donc, par le corollaire 5.1.4, Oy o, ®7 F,

est un quotient de (ind% ,04, 5,) ® w o dét pour p+3 < k < 2p et val(a,) > 1.

Considérons f = [Id, p~' (z*3y — 2¥2PyP)]. Par la surjection sur ind% 0}, on
aayf = 0, TH(f) = X ,en 190, 2"y, T°(f) = 0sik > p+3et T-(f) =
—|a, zyP] si k = p+3. Par le lemme 5.1.3 et le corollaire 5.1.4, 'image de T'(f)—a, f
(ou de T(f)) dans (ind% ,03.5)/(T) tombe donc dans (ind% 04 3.,) ® w o dét et
vaut > uen [g%u,xk_&p} sik>p+3et %Zueh [9Y . 1] + sl 1]sik=p —i—_3,
c’est-a-dire dans tous les cas ZT([Id, z*7*7]). Cela veut dire que Oy 4, @7 F,
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ind%zak,g_p
(T)
irréductible (]2]), on a finalement :

est un quotient non nul de ® w o dét. Comme cette représentation est

Proposition 5.3.2.1. — Pourp+3 <k < 2p et val(a,) > 1, on a O, ®7,
F, ~ ndizonsp ® w o dét.

¥, @)

5.3.3. Supposons val(a,) > 1, k =p+ 2 et p # 2 (le cas p = 2 marcherait mais
nécessiterait plus de calculs, et nous I’avons de toute maniere exclus des énoncés).
Considérons f =3 .} [97 ., p~ (2 'y — y*)] et notons T*(f) et T—(f) l'image
de T*(f) et T~(f) dans ind% ,0,. Un calcul donne (corollaire 2.2.3) :

T™*(f) = Zuell ZAGFP[QSM,,WJUHy]

T = X () Soce, Co AP 7) 1,277
= 4oy =)

donc l'image de T(f) — a,f dans (ind% ,0, ) ® w o dét vaut :

S 168,272 = 3 [gf a7 + (1,27 = (T2 — T 4 1)([1d, 272)).
pelz pnely

indfgap_g
(122 T+1)
wodét. Vu les résultats de [1], un tel quotient ne peut étre que de la forme

.G — —
m((ifT(f%ﬁ ®wodét ot A — A+ 1 =0 dans F,. Si tel est le cas, alors il existe

€ nd, Sy Q’ tel que (i) (T — a,)(/) € ind%,SymdZE et (i) (T — a,)(f)
(T — \)([1d, 2*?]) € B,(F,) C ind% ,0,5. Par le lemme 5.2.1 et une récurrence
évidente, on peut prendre f dans By(Q,), i.e. f = [Id,v] + [o, w] avec v,w €
p*18y_mpz; Donc a,f € indg’;ZSy_m”z; et T(f) € ind?(ZSy_mpz; i.e. T([Id,v]) €

ind?(ZSymszQ) et T([a,w]) € inngSym]”Zf7 (les supports étant disjoints). Des

Pour val(a,) > 1, ©p12,4, ®7 F, est donc un quotient non nul de

formules (4) et (6), on tire v € Syrlnpz;7 et de méme w € Sympz;i. Mais alors
Pimage de (T'—a,)(f) dans ind% ,0, 5 est nulle et ne peut valoir (T'—\)([Id, zP~2]).
Donc un tel f n’existe pas et :

Proposition 5.3.3.1. — Pourk=p+2,val(ay,) >1etp#2, ona:

— ind% o ,
Opt2.a, ¥z, Fp = K202 @wodét.
(T2 — 2T + 1)
Remarque 5.3.3.2. — Ce résultat est encore valable pour p = 2.

5.3.4. Reste le cas val(a,) = 1 et p+3 < k < 2p. Considérons f = fy + f2
comme au §5.3.2. On a vu que T(f) — 25[g0,, )P *y**] € ind§ yo9ys, et le

meéme calcul qu’au §5.3.1 donne —a, f — —%T([g%o, (12 Fy2F]) € indS 09, .

Donc I'image de Oyq, ®7, F, dans (indf(ZJQP_k) ® wh 1P o dét est un quotient
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de mglj%z%i)"“ ® w1 o dét ot A = (k_% € F; . Si c¢’est un vrai quotient, alors il
est soit nul, soit de dimension 1 si k = 2p et A = £1 (voir [1]). Dans ces deux
cas, il existe f € indIG(ZSy_mk’?Qi, tel que (i) (T'—a,)(f) € indIG(ZSy_mk’QzZQ, et
(ii) 'image de (T — a,)(f) dans ind% ;04,1 est non nulle et tombe dans By(F,).
Par le lemme 5.2.2 et une récurrence, on peut prendre f = [Id, v] + [o, w] avec
v,w € p‘lSymk’zz; On a comme avant T'([Id,v]), T([a, w]) € ind?(ZSy_mk’QZf,.
Siv = Zf;oz c;irk=27yt cela entraine en particulier ¢; € Z, pour i € {k—1—
p,---,p—1}y et i = k—2. On en déduit (T — a,)([Id,v]) — 0 € ind%, 00,4
et de méme (T — a,)([o, w]) — 0 € ind% 09,4 ce qui est une contradiction.
Donc I'image de Oy,q, @z F, dans (indgzdgp_k) ® wh 1P o dét est exactement

® WP o dét.

ind?{Zng,k
T-31)
Considérons f = [Id,p~*(z*3y — 2*2PyP)]. On a vu au §5.3.2 que T(f) —
k%LT([Id,a:’H‘p]) € ind% 405, 5 et le méme calcul qu'au §5.3.1 donne —a,f
—%[Id7xk_3‘p]) € ind% 4053, Donc Oy, ®z, F, contient un quotient de
ind%zak_g_p
(T=A)
soit nul, soit de dimension 1 si k = p+3 et A = £1 ([1]). Dans les deux cas, il existe
fe indf;ZSymk_zﬁf7 tel que (i) (T"—ap)(f) € indIG(ZSymk_zz;_et (ii) 'image de
(T — a,)(f) dans ind%,0%_s est non nulle et tombe dans By(F,) N indgzak{»:p.
Par le lemme 5.2.3, on peut prendre f = fo+ fi avec f; = f? + f} € Si(F,)

(1 =0,1). Avec les notations de la preuve de 5.2.3, on a T+ ( f;) = 0 par hypothese

® w o dét avec A comme précédemment. Si ¢’est un vrai quotient, il est

d’ot, comme dans loc.cit., a,fi = 0. Donc T*(fy) = 0 d’ou encore a,fy = 0.

Je dis qu'on a aussi T=(f;) + T~ (fy) = 0. Par symétrie, il suffit de montrer
T-(f%) +T-(f}) = 0. Comme T-(f2) + T—(f}) est dans l'image de ind% 0% 3,
(par hypothese), les coordonnées des termes en 2277y sont nulles pour j = 0,
j=k—2etk—1—p<j<p-—1 (cf. lemme 5.1.3). Soit j € {1,--- ,k—2—p}, la
somme des coordonnées de z¥27yJ et ¥ PyP I doit étre nulle par 5.1.3. Cela
entraine (avec pfl = pfY =0) :

(7 + GEE) D a2 = () D v =0

veF, veF),

pour 1 < 7 < k—2—p, d’ou on déduit la nullité des coordonnées restantes. Les
hypotheses entrainent finalement (7' — a,)(f) = 0 ce qui est impossible. On a
donc prouvé :

Proposition 5.3.4.1. — Pourp+3 <k < 2p et val(a,) = 1, on a une suite
exacte :

G e,
indz ;0135 — indz ;00,1

0 Ty Bwedét = O, @y, Fy - T 0w T 0dét — 0

ou N =% e F)
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6. Quelques vérifications

Nous vérifions quelques cas de la conjecture 3.3.5.

6.1. Cas particuliers. — Rappelons (voir introduction) que la conjecture
3.3.5 avec le théoreme 1.4 entraine la conjecture tres explicite suivante :

Conjecture 6.1.1. — (i) Supposons k < p+ 1, alors Vk,ap = ind(wi™).
(ii) Supposons k = p+ 2, alors :

~ sival(a,) < 1, Vpia,, = ind(wj)

. 1/ w 0
— sival(ay) > 1, Viyioa, = < SLA Wity

) 07))\2—%)\—1-1:0 dans F,.

(#i) Supposons p+ 3 < k < 2p, alors :

— sival(a,) <1, Vig, = ind(ws™P)

_ k-2 —
— sival(ap) =1, Vi, = (w OMA w,?“) ou N = @ € F:

— sival(ay) > 1, Vi,, = ind(wh ™).

Examinons déja les cas ou V., est connu :

Proposition 6.1.2. — (i) Si k <p, Vk,ap = ind(wh ™).
(i) Sia,=0etp+11k—1, Vig=ind(ws ™).

. - T v A i ey 0 %
(111) Sia, =0 etp+ 1|k 1,Vk,0—( 0 M_m>®w+l.

Démonstration. — Pour k < p, cela découle de [8],85 (voir aussi [3],84.1) et, pour
a, = 0, de la proposition 3.1.2, sachant que la réduction modulo p de €, restreinte
a Dinertie est le caractére fondamental w, et que Wi est la restriction de w &

I'inertie. O
La conjecture 6.1.1 est donc vraie si k < p ou si a, = 0.

Corollaire 6.1.3. — La conjecture 3.3.5 est vraie si k < p ou bien si k < 2p
et a, =0 (avecp #2 si k #4).

Remarque 6.1.4. — Il est clair que les (ii) et (iii) de la proposition 6.1.2
devraient étre encore vrais pour a, suffissamment proche de 0 (p-adiquement).
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6.2. Exemples numériques. — Fixons des plongements Q — C et Q — Qp.
Soit N € Zs; et f une forme modulaire parabolique normalisée sur I';(N) de
poids k(f) > 2 et de caractere x. On suppose (p, N) = 1, f nouvelle forme vecteur
propre des opérateurs de Hecke T, pour ¢ 4 N et f non ordinaire en p. Cette
derniere condition signifie val(a,(f)) > 0 ol a,(f) est tel que T,(f) = a,(f)f (et
ap(f) est vu dans Q,, via les plongements choisis).

Soit V; : Gal(Q/Q) — GLQ(QP) la représentation p-adique associée a f. Rap-
pelons le théoreme classique (voir e.g. [3],84.3 pour des références précises) :

Théoreme 6.2.1. — Avec les notations précédentes, on a :

Vilea@,/an™= Ve(r).an (/2.0

ot XY/? est un caractére non ramifié de Gal(Qp/Qp) de carré x ‘Gal(ap/Qp)' En
particulier, si f est une forme sur 'o(N), on a Vy ‘Gal(ﬁp/Qp)g Vielf)san(f)-

Il est tentant de se restreindre au calcul des V;wp pour Vi, =~ Vi(p)ap(p)- En
dehors des exemples numériques ci-apres, le seul cas nouveau, a ma connaissance,
par rapport au §6.1 est :

Théoréme 6.2.2 ([7]). — Awec les notations précédentes, supposons f de poids
k=p+1, alors V1 o (pxmy/2 = ind(wq). En particulier, les conjectures 6.1.1 et
3.3.5 sont vraies dans ce cas.

On donne maintenant plusieurs exemples de valeurs de k et a, provenant de
formes propres de caractere trivial et de niveau premier a p pour lesquels on cons-
tate que la conjecture 6.1.1 (donc la conjecture 3.3.5) est vérifiée. Ces exemples
sont extraits du gros fichier [9], gracieusement créé par D. Savitt et W. Stein
pour l'auteur, et que le lecteur intéressé pourra consulter pour de plus amples
détails sur les formes modulaires fournissant les valeurs (k, a,) ci-dessous ou pour
(beaucoup) d’autres exemples explicites. Disons deux mots sur la méthode. Les
formes f précédentes (supposées de caractere trivial pour simplifier) sont toutes
congrues modulo p, & une torsion “cyclotomique” pres, a des formes propres (non
nécessairement, paraboliques) pour le méme groupe de congruence mais de poids
compris entre 2 et p+ 1. Deux formes propres f et g sont dites congrues modulo
p si, pour tout £ 4 pN, a,(f) = a,(g) dans F,. En particulier, par le théoreme de
Cebotarev et le théoréme 6.2.1, cela entraine Vi (s a, () = (Vg‘Gal(Qp/Qp))ss 2 Wi

pour un certain i € Zso (avec des notations évidentes). Or, rappelons qu’on
A e Ss
connait (V9|Ga1(6p/Qp)) quand 2 < k(g) <p+1:

Théoréeme 6.2.3 (Deligne, Serre, Fontaine, Edixhoven [7])

Avec les notations précédentes, (Vg|Gal(6p/Qp))ss ~ w’f(g)flﬂm D Py 51 ¢

est ordinaire en p et (Vg]Gal(Qp/Qp))ss r~ ind(wg(g)fl) sinon.
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Partant de f, 'ordinateur trouve g et i, d’ou Vk(f),ap(f) par le théoreme 6.2.3.
Exemples pour p =3

~p =3, k=06, a, est une racine de 2> — 3’z — 64 - 3 = 0 (donc val(a,) =
1/2 < 1). Il existe f de poids 6 sur I'g(26) telle que az(f) = a, et il existe g
de poids 2 sur I'g(26) non ordinaire en 3 telle que :

V,mp = 76@3(” ~ (Vg|Gal@S/Q3))SS ~ ind(wy) ~ ind(w}).

~p=3,k=6,a,=3(1—a)oua est une racine de > — z — 16 = 0 (donc
val(a,) = 1). Il existe f de poids 6 sur I'¢(35) telle que a3(f) = a, et il existe
g de poids 2 sur I'y(35) ordinaire en 3 telle que asz(g) =a—1 et :

as(g)

_ — _ . w i 0
Vk.’ap —_= VG;“S(f) ~ (VglGal(63/Q3)) ® w =~ < 03(9) M B .

On a bien asz(g) =a—1= (6 — I)QBT(f) dans Fs.

~p=3,k=6,a,=—2-3%(donc val(a,) = 2 > 1). Il existe f de poids 6 sur
[o(17) telle que as(f) = a, et il existe g de poids 2 sur I'y(17) non ordinaire
en 3 telle que :

Vk’ap = 767(13(]0) ~ (Vg’Gal(63/Q3))ss R w ~ lnd(u)g)

Exemples pour p =5

~p=05, k=38, a, est une racine de 22 — 72 -5 =0 (donc val(a,) = 1/2 < 1).
Il existe f de poids 8 sur I'y(9) telle que a5(f) = a, et il existe g de poids 4
sur I'g(9) non ordinaire en 5 telle que :

vk,ap = v&as(f) = (Vg’Gal(Gs/Q5))ss ® w? ind(wg’).

-~ p=>5,k=10, a, =36-5*—14-5a ol a est une racine de 2> — 9x — 568 = 0
(donc val(a,) = 1). Il existe f de poids 10 sur I's(21) telle que as(f) = a, et
il existe g de poids 4 sur I'y(21) ordinaire en 5 telle que as(g) = —a et :

— — — s wSpi—r 0
vk,% = VlO,as(f) ~ (V9|Gal(65/Q5)) R w ~ ( 05(9) o > .

as(g)

On a bien as(g) = —a = (10 — 1)Q5T(f) dans Fs.

~p=05,k=38,a,=—16-5% (donc val(a,) = 2 > 1). Il existe f de poids 8 sur
[o(14) telle que as(f) = a, et il existe g de poids 2 sur I'y(14) non ordinaire
en 5 telle que :

Viwp = v8,a5(f) = (V9|Ga1(65/Q5))SS QWw = ind(w;).
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Exemples pour p =11

~p=11, k =14, a, = 727757 - 11 + 177a ou a est une racine de x? — 238 -
11x — 2461573 - 11 = 0 (donc val(a,) = 1/2 < 1). Il existe f de poids 14 sur
Lo(8) telle que ay1(f) = a, et il existe g de poids 4 sur I'y(8) non ordinaire
en 11 telle que :

7 = e Ss .
Via, = Vidan(f) = (Vg‘Gal(Qu/Qu)) = 1nd(w§’).

—-p=11, k=20, a, = 574606812 - 11 (donc val(a,) = 1). Il existe f de poids
20 sur I'y(2) telle que a11(f) = a, et il existe g de poids 8 sur I'y(2) ordinaire
en 11 telle que ay1(g) =3 et :

_ _ _ « WS p—— 0
kaap = V207a11(f) ~ (VQ,Gal(Gn/Qu)) ® w >~ ( Oll(g) w,u .

a11(9)71

On a bien a;1(g) =3 =810 = (20 — 1)) dans Fy,.

—p =11, k = 16, a, = —45660 - 11? (donc val(a,) = 2 > 1). Il existe f de
poids 16 sur ['y(8) telle que ay1(f) = a, et il existe g de poids 4 sur I'o(8)
non ordinaire en 11 telle que :

Vk,ap = Vlﬁ,all(f) ~ (Vg’Gal(all/Qn))ss Rw ~ md(wéf’)
On termine avec trois exemplesou p=2et k=4=p+2:
- p=2, k=4, a, est une racine de 2> — 2z — 2 = 0 (donc val(a,) = 1/2 < 1).

Il existe f de poids 4 sur I'g(11) telle que as(f) = a, et il existe g de poids
2 sur ['y(11) non ordinaire en 2 telle que :

Vk,(lp = V47a2(f) ~ (Vg‘Gal(QQ/QQ))SS ~ lnd(CUQ) = lnd(w%)

- p=2k=4,a,=—-2 (donc val(a,) = 1). Il existe f de poids 4 sur I'y(23)
telle que as(f) = a, et il existe g de poids 2 sur I'y(23) ordinaire en 2 telle

queag(g):)\oil)\2+)\+1:)\2—aQT(f))\Jrledannget:

= 17 ~ (77 ss :ua (9) 0 ~ 125\ 0
Vk,ap = V4,a2(f) - (Vg’Gal(Qz/Qg)) - ( 6g M1> - (O ot )

a2(g)

-p =2,k =4, a, =2% (donc val(a,) = 2 > 1). Il existe f de poids 4 sur
[o(21) telle que ay(f) = a, et il existe g de poids 2 sur I'g(21) ordinaire en
2 telle que as(g) =1 et :

— — — sS :ua O H1 0
Vk@p = V4,a2(f) ~ (V9|Gal(62/Q2)> ~ ( (2)(9) i > ~ (O M1> .

az(g)

On a bien 12+ 1 =0 dans F (!).
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