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1 Introduction

Soit K un corps p-adique (par exemple une extension finie de Q,,) et Xy un
schéma propre et lisse sur Spec K. Deux invariants cohomologiques p-adiques
sont associés a Xg: la cohomologie étale p-adique H (X gz, Q,) et la cohomolo-
gie de de Rham H;n(Xf) (K est une cloture algébrique de K). Pressentis
par Grothendieck, initiés par Tate et Raynaud, conjecturés par Fontaine et
démontrés par Fontaine-Messing ([FM]), Faltings ([Fal]), Kato ([Kal], [Ka3])
et Tsuji ([Ts2]), des théoremes dits “de comparaison”, utilisant les anneaux de
Fontaine: B..;s, By et Bygr, décrivent les relations “mystérieuses” entre ces deux



invariants.

Par définition, H(Xg, Qp) = Qp®z, @H*((Xk)ét, Z/p"Z): dans cet article,
on s’intéresse a la cohomologie étale de p-torsion H*((Xg)et, Z/p"Z) lorsque K
est le corps des fractions d'un anneau de vecteurs de Witt W a coefficients dans
un corps parfait de caractéristique p > 0 (par exemple K = Q, et W = Z,).
Si Xk a bonne réduction, i.e. admet un modele propre et lisse X sur Spec W,
Fontaine et Messing signalent, a la fin de leur article ([FM]), qu’en utilisant
d’une part la théorie de construction de représentations cristallines de Fontaine-
Laffaille ([FL]) et d’autre part le calcul des cycles évanescents (ou plutdt proches)
p-adiques de Kato ([Kal]), leurs résultats permettent de montrer un théoréeme de
comparaison “en torsion” entre H'((Xg)a, Z/p"Z) et Hip(X/p™) pourvu qu’on
se restreigne aux i € {0,...,p — 2}. Plus précisément, dans [FL], Fontaine et
Laffaille construisent des catégories abéliennes M F' foﬁ, de W-modules filtrés de
longueur finie avec Frobenius (0 < i < p — 2) et un foncteur exact et pleinement
fidele Vs de MF{; dans la catégorie @ép(@al(f( /K)) des Z,-modules de

longueur finie munis d’une action linéaire de Gal(K/K). Fontaine et Messing
démontrent (entre autres):

Théoreme 1.1 ([FM],I1.2.7) Soit X un modéle propre et lisse de Xk sur
Spec W, pouri € {0, ...,p—2}, Hip(X/p") peut étre muni d’une structure canon-
ique d’objet de MF]:.

et signalent qu’'une conséquence de leur travail et du calcul de Kato ([Kal],1.4.3)
est le théoreme:

Théoréeme 1.2 ([FM]) Avec les hypothéses de (1.1), pour i € {0,....,p — 2},
on a des isomorphismes canoniques de modules galoisiens: Ve.is(Hin(X/p™)) =~
H'(Xg)e, Z/p"Z)" 0t V" = Homg, (V,Qyu/Zy) stV est un Zy-module.

qui a comme corollaire, par passage a la limite projective, que H’, (X Ror Qp) est
cristalline pour i € {0, ...,p—2}. Dans ce travail, nous généralisons les théoremes
précédents au cas ou X a réduction semi-stable sur W. La démonstration repose
sur la généralisation de la théorie de Fontaine-Laffaille développée dans [Br3], le
calcul sur le site log-syntomique initié dans [Brl], une bonne généralisation de
'isomorphisme de Deligne-Illusie et le calcul, di a Kato, Hyodo et Tsuji ([Ka3],
[Hy], [Ts1]), des cycles évanescents p-adiques dans le cas de réduction semi-stable.

Soit u une indéterminée et W < u > l'algebre des polyndémes a puissances
divisées en u a coefficients dans W, on construit dans [Br3], apres avoir fait
le choix d’une uniformisante sur W (par exemple p) et pour 0 < i < p — 2
des catégories abéliennes M" de W < v >-modules filtrés de p-torsion munis d’un
Frobenius et d'une dérivation W-linéaire ainsi qu’'un foncteur exact et pleinement



fidele V,, de M" dans @é (Gal(K/K)). Les catégories MFL sont des sous-

catégories pleines des M et V, “prolonge” V,.;s. En munissant X de la log-
structure définie par sa fibre spéciale et W <u > de la log-structure associée au
monoide uN, on peut considérer la cohomologie log-cristalline du log-schéma X /p™
sur la base W <wu> /p"™, notons la pour cette introduction H!,(X/p"). Dans le
cas ou X est lisse (au sens classique), on a H. (X /p") = W <u> QwH.pn(X/p™)
avec les structures “produit tensoriel”. Grace a une généralisation convenable de
I'isomorphisme de Deligne-Illusie, nous montrons dans la premiere partie (section
2):

Théoreme 1.3 (2.3.2.1) Soit X un modéle propre et semi-stable de Xg sur
Spec W muni de sa log-structure canonique, pour i € {0,...,p — 2}, Hi(X/p")
peut étre muni d’une structure canonique d’objet de M".

En fait, nous montrons ce résultat plus généralement lorsque le log-schéma X
est propre, log-lisse et de fibre spéciale du type de Cartier, ce qui a des applica-
tions au cas ouvert par des résultats encore non publiés de Tsuji (c.f. (3.2.4.7) et

(4.2.5)).

En utilisant le calcul des cycles proches p-adiques en réduction semi-stable
([Ka3],5.4), nous montrons alors dans la deuxiéme partie (section 3):

Théoréeme 1.4 (3.2.4.5) Avec les hypothéses de (1.83), pour i € {0,...,p — 2},
on a des isomorphismes canoniques de modules galoisiens: Vu(H.,(X/p")) =~
H'(Xg)e, 2/p"2)"

Dans [Ts3] (non publié¢), Tsuji, généralisant des résultats de Faltings ([Fa2]),
montre que le complexe calculant, dans la catégorie dérivée, les H'((X g )et, Z/p"7Z)
peut s’obtenir a partir du complexe calculant, dans la catégorie dérivée, les
H!,(X/p"), mais c’est un résultat sur les complexes dans la catégorie dérivée
seulement (I’analogue du foncteur V; est défini au niveau des catégories de com-
plexes). Tout le probleme est donc de savoir ce qui se passe vraiment sur les
groupes de cohomologie, ce que nous montrons ici. Le point clef dans la preuve du
théoreme (1.4) est d’avoir & sa disposition des catégories abéliennes (les M") suff-
isamment " grosses” qui, de plus, ont les mémes objets simples que les catégories
MF {O’T Les calculs marchent bien avec ML {,;ﬁ., et par dévissage, on les étend a
M. Le théoréme (1.4) permet de répondre, dans le cas de réduction semi-stable,
a une question de Serre sur les poids de I'inertie modérée (3.2.5.1).

Enfin, par un passage a la limite projective, nous en déduisons dans une
troisieme partie (section 4) des théoremes de comparaison ”entiers”, c’est-a-
dire faisant intervenir H (Xg,Z,) = imH' ((Xg)e, Z/p"Z), i € {0,....,p — 2}

et obtenons, au passage, des résultats sur les facteurs invariants de HY, (X, Z,)
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(4.3.1.5). Puis nous retrouvons le théoreme de comparaison de Kato-Tsuji tel que
conjecturé par Fontaine-Jannsen (dans le cas non ramifié et pour i € {0, ...,p—2})
en montrant une compatibilité entre I'isomorphisme de Hyodo-Kato et I’équivalence
de catégories de [Br2]. Nous achevons par ’étude des cas particuliers H® et H'.

Quatre appendices concluent 'article: le premier donne quelques rappels
sur les résultats de [Br3], le deuxieéme inclut les démonstrations nécessaires a
I’étude log-syntomique de la condition "du type de Cartier”, le troisieme contient
quelques vérifications de compatibilité entre les points de vue étale de Kato-Tsuji
et log-syntomique de Fontaine-Messing et I'auteur et le quatrieme donne un cal-
cul technique, mais important, de limite inductive.

Les preuves sont souvent données en détail, ce qui excuse peut-étre la longueur
de ce travail.

Les notations adoptées sont les suivantes: k est un corps parfait de car-
actéristique p > 0, W, T'anneau des vecteurs de Witt de longueur n a coeffi-
cients dans k, W = limW,,, Ky = Frac(W), Ky est une cloture algébrique de

Ky, Og, 'anneau des entiers de K et G le groupe de Galois Gal(Ky/Kjp). On
renvoie a [Ka2] pour la théorie des log-schémas. Dans cet article, log-schéma
signifie log-schéma intégre et on note X le schéma sous-jacent au log-schéma X.
Si X = Spec A et si la log-structure est associée & une carte P — A* ol P
est un monoide integre commutatif et A* le monoide multiplicatif A, on note
aussi X = (Spec A, P) et simplement Spec A si la log-structure est triviale. On
appelle parfois log-schéma affine un log-schéma de la forme (Spec A, P). Enfin,
lorsqu’il faut faire le choix d’une uniformisante sur W, on choisit p et on note
(Spec Wy, L(p)) (resp. (Spec Wy, L(0)), (Spec k, L)) le log-schéma associé a
(N—-W)Y, 1—p) (resp. (N— W5, 1+—0), (N —k*, 1~ 0)).

Je remercie J.-M. Fontaine pour ses explications sur la théorie classique, L.
[llusie pour ses questions motivantes et T. Tsuji pour diverses remarques et sug-
gestions d’amélioration. Ce travail a fait 'objet d'une série d’exposés donnés a
I'THP en mai-juin 1997 (cours Peccot du College de France) et je remercie les
auditeurs, notamment O. Gabber et W. Messing, pour leurs présence, questions
et remarques. Enfin, je remercie chaleureusement Bill Messing pour ses exposés
a I'IHP au printemps 1997 et pour nos nombreuses discussions qui m’ont permis
d’éclaircir mes idées sur les "théories” syntomique et log-syntomique.

2 La cohomologie log-cristalline

Grace a la cohomologie log-cristalline, on construit des objets de M" (voir Ap-
pendice A) d’origine ” géométrique”.



2.1 Préliminaires

On rappelle le calcul log-syntomique de la cohomologie log-cristalline et la définition
des faisceaux O et J["! puis on démontre des propriétés de platitude de ces fais-
ceaux.

2.1.1 Définition et calcul sur le site log-syntomique

Si T est un log-schéma fin tel que O; est tué par un entier non nul et muni d’un
idéal a puissances divisées et si X est un log-schéma fin sur T tel que les puis-
sances divisées s’étendent a X, on note (X/T)..s le petit site cristallin fin défini
dans ([Ka2],5) et (X/T)crrs le gros site cristallin fin défini dans ([Br1],3). Pour
tout log-schéma fin X, on note (X)g le site formé des log-schémas sur X dont le
schéma sous-jacent est étale sur X et muni de la log-structure induite par celle
de X (en fait (X)gy = (X)) et (X)gr la catégorie des log-schémas fins locale-
ment de type fini sur X munie de cette topologie étale. On note Ox le faisceau
structural sur (X)g et (X)pr. On définit S,, = W, <u> (resp. S) l'enveloppe
aux puissances divisées de 'algebre des polynomes sur W, en l'indéterminée wu,

W, [u], par rapport a l'idéal engendré par u (resp. son complété pour la topologie

p-adique) et on écrit v;(u) = u—' L’algebre S, est aussi ’enveloppe aux puissances
divisées de W, [u] par rapport au noyau de P'immersion fermée W, [u] =k, uw0,
compatible avec les puissances divisées canoniques sur pWW, [u]. On munit S, de
la log-structure associée a N — S, 1 +— wu et on note FE,, = (Spec S,,N).
Si X est un log-schéma fin sur F, , on peut considérer le site (log-)cristallin
(X/Ey)eris (vesp. (X/Eyn)cris), son faisceau structural Ox g, et les faisceaux
didéanx Ty}, (r € N*) ot Jxyp, (U — T,6)) = Ker(Or — Op). Ce sont
des faisceaux a composantes quasi-cohérentes sur (X/E,,)eris (resp. (X/Ey)coris),
c’est-a-~dire que leur restriction a chaque (U < T, J) est quasi-cohérente sur T'. Le
choix de I'uniformisante p sur W permet de définir une immersion fermée exacte
(Spec Wy, L(p)) — E,, en envoyant u sur p et tout log-schéma sur (Spec W,,, L(p))
peut étre ainsi vu sur E,,.

Soit X un log-schéma fin sur E,,, on peut considérer les groupes de cohomolo-
gie H'((X/Ep)eris: Ox/p,) et H ((X/Ey) eris, j)[(r}En): ce sont des S,,-modules. On
munit S,, d'un opérateur de Frobenius ¢, semi-linéaire par rapport au Frobenius
sur W, défini par ¢(7y;(u)) = v;(u?) et on note Fg, le Frobenius qu’on en déduit
sur E,:

N — 5, E,
p ] Te = |Fg,
N — 5, FE,

Tout log-schéma sur F,, est muni d'un Frobenius canonique qui est le Frobe-
nius classique sur le schéma sous-jacent et 1’élévation a la puissance p sur le



faisceau de monoides (en notation multiplicative). Si X; désigne la réduction
modulo p d’'un log-schéma fin X sur FE,, on a comme dans le cas classique
H'((X1/Ey)eris, OxyE,) = H'((X/Ep)eris, Ox/E, ), de sorte que les groupes
H'((X/Ep)eriss Ox/E,) sont munis d’un opérateur de Frobenius encore noté ¢.
Pour calculer ces groupes, on utilise la topologie log-syntomique:

Définition 2.1.1.1 (/Ka3/,2.5) Un morphisme de log-schémas fins f : Y — X
est dit log-syntomique s’il est integre, si f .Y — X est localement de présentation
finie et si f peut s’écrire étale localement comme la composée d’un morphisme
log-lisse avec une immersion fermée exacte dont l’idéal est engendré en chaque
point par une suite transversalement réqulicre relativement o X.

En particulier, les morphismes des schémas sous-jacents sont plats. On peut
donner une autre description (locale) plus explicite des morphismes log-syntomiques:
soit une carte locale du morphisme f dans la définition précédente:

P — A
! !
Q — B

ot Spec A et Spec B sont des ouverts étales respectivement sur X et Y et ou

le morphisme P — () est integre , on peut toujours écrire () sous la forme

P o N" . . .
Q= —a pour un certain entier r et un certain sous-groupe G de P% ¢ Z"

(rappelons que si P est un monoide integre et G un sous-groupe de P% P/G
désigne le monoide integre P quotienté par la relation d’équivalence z ~ y <
zy~! € G) et B sous la forme B = (A ®zp) Z[(P®&N")G][ X7, ""XSD/] pour un
certain entier s et un certain idéal / contenant les [g]—1, g € G. Par ([Ka3],2.5.1),
quitte a prendre un recouvrement étale de Spec B, on peut alors supposer que
I est engendré par une suite transversalement réguliere relativement a A. C’est
cette description des morphismes log-syntomiques que nous utiliserons pour les
calculs locaux tout au long de cet article. Dans [Brl], 'auteur a introduit une
autre notion de morphismes log-syntomiques qui correspond en fait a des choix de
G et de I d’'un type particulier (dans la description précédente): les morphismes
log-syntomiques au sens de [Brl] sont donc log-syntomiques au sens ci-dessus (et
lauteur est désolé de ne pas avoir vu ce fait plus tot).

Proposition 2.1.1.2 (1) (changement de base) Si f: Y — X est un mor-
phisme log-syntomique, il en est de méme de fx:: Y xXx X' pour tout morphisme
X' — X de log-schémas fins
(2) (composition) le composé de deuz morphismes log-syntomiques est un mor-
phisme log-syntomique
(3) (relévement local) si Y — X est une immersion fermée exacte définie par un
nil-idéal, on peut (étale-)localement relever les morphismes log-syntomiques sur
Y en morphismes log-syntomiques sur X.
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Pour une preuve tres détaillée de cette proposition, voir [Brl] (les morphismes
considérés dans [Brl] sont donc plus restrictifs, mais les démonstrations s’adaptent
facilement). En particulier, si le nil-idéal de I'immersion fermée en (3) est muni
d’une structure de puissances divisées, il en est de méme du nil-idéal du relevé
local.

Soit X un log-schéma fin localement de type fini sur E,, on note (X)syn
le gros site log-syntomique, c’est-a-dire la catégorie des log-schémas fins locale-
ment de type fini sur X munie de la topologie log-syntomique (un morphisme
log-syntomique étant un recouvrement lorsqu’il ’est sur les espaces topologiques
sous-jacents) et (X),, le petit site log-syntomique. Tous les résultats de [Brl]
obtenus avec le site log-syntomique au sens de [Brl] sont évidemment valables
avec le site log-syntomique de Kato: si Ab est la catégorie des groupes abéliens
commutatifs, les préfaisceaux (X)gyn — Ab, U — H°((U/E,)eris, Ovyg,) (vesp.
U — HO((U/En)mS,jg/]En), r € N*) sont des faisceaux de S,-modules sur

(X)syn, notés respectivement O% et jﬂ tels qu’on a des isomorphismes canon-
iques et fonctoriels:

Hi((X)SYNy Ozt) = Hi((X/En)crisa OX/En> = Hi((X/En)CR157 OX/En>

H((X)syn, T ~ H(X/Ep)eris, Ty p,) = H'(X/Ey)crrs. Iy p,)

(pour J!", non traité directement dans ([Br1],3.2), la preuve est la méme que

pour O% car les faisceaux J. )[g/] g, sont a composantes quasi-cohérentes et se cal-
culent localement par des complexes de de Rham logarithmiques analogues a
ceux de ([BO1],7.2)). On peut bien siir calculer la cohomologie de O3 et J
sur le petit site log-syntomique seulement. On conviendra que jTET] = O3 (resp.

j)[cr}En = Ox/g,) pour r entier négatif ou nul.

Remarque: L’hypothese "localement de type fini” (malencontreusement ”ou-
bliée” dans [Brl]) vient du fait que, contrairement au cas classique, le calcul ”a
la de Rham” de la cohomologie log-cristalline n’a été démontré dans [Ka2| que
lorsqu’on dispose d’un plongement dans un log-schéma log-lisse sur la base, et
non pas seulement formellement log-lisse.

2.1.2 Platitude des faisceaux 0% et JI"

On commence par la :

Proposition 2.1.2.1 Le faisceau O sur (Spec Wi, L(D))syn est plat sur S,.
Les faisceauzr J\" sur (Spec Wy, L(p))syn (r € N*) sont plats sur W,,.



Preuwve. — Un log-schéma log-syntomique sur (Spec W, L(p)) s’écrit donc
(étale-)localement sous la forme:

Nzg ® Nz; @ ... & Nz, a W,[(Nzog @ Nzy & ... ® Nz, )G|[ X7, ..., X{]
G ([x(]]_pafh“'uft)
7 7

Nl’o — Wn

avec ([zo] — p, f1,..., ft) transversalement réguliere relativement a W, telle que
Nzo@® Nz; & ... ¢ Nu,

. . G ,
est toujours integre). Notons, pour i € N, Q' = Nzt @ N2t @ .. & Na? ' et
i WL QG XY ..., XP]
‘([xﬂ]_'p7f17'-'7ft) ) ) ) )
(Spec AL Q1 /G) — (Spec A',Q'/G) et on pose Q™ = lim @', A% =lim A’
et a® 1 Q®/G — A®. Soit A = W,(A®/pA>®) Qzi0=/c) Z|Q*GP " /G| on
GP" = {h € Q™% tq h*" € G}, on définit une surjection canonique s 4 : A — A
_ (D" ~ pn—l n—1,~ oo (1,p"
par sA((ao, ey Q1) ® [h]) = (@ +pay?  +..+p" ta,_1).a®(h’") en notant
d; des relevements des a; dans A> et on note AP 'enveloppe aux puissances
divisées par rapport a l'idéal noyau. Soit AP¥ < X >1'algebre polynomiale aux
puissances divisées en l'indéterminée X, en envoyant ;(X) sur 0 pour ¢ > 1,

l'idéal engendré contient [g]—1, g € G (le morphisme Nzy —

. On a des recouvrements log-syntomiques évidents

DP
on définit aussi une surjection APF < X >— APF A, A% de noyau noté J (et
muni de puissances divisées). Par (D.1) et (D.3), on a des isomorphismes (non
canoniques) de S,-modules:

lim O (Spec A',Q"/G) ~ APY < X > et lim J"(Spec A',Q'/G) ~ ]

Il suffit donc de montrer que APY < X > est plat sur S, et JU! est plat sur

W,. Soit B =W, (k[Q"o][[Xfﬂo, ...,X§_M]> Rzjo=] Z[Q*GP"], sp la surjection

naturelle: B — A et BPF I’enveloppe aux puissances divisées de B par rapport a

Ker(s0s3), on vérifie aisément que 'image de Ker(sg) dans BPY est nulle, donc

s induit un isomorphisme: BPY = APP.Si C = W, (k)[Q>G] [Xfﬁoo, e X,

on a un isomorphisme canonique: B = C, (P, ..., Py_1) ® [h] — (ﬁopn —|—p151pn71 +

o+ " P T [RP"] (ol les B relévent les Py dans W, (K)[Q)[XP ™, ..., XP™])

tel que s 4055 est la composée B = C — C/I = A® avec [ = ([xg]—Dp, f1,..., fr): on

C @w, WalTo, .-, T/ (T} o<i<t
(Ti — fi)o<i<t ’

la surjection naturelle s¢ : C — D induit un isomorphisme CP¥ = DPF. Mais par

adonc BPY = CPP. Notons fy = [zo]—p et soit D =

le critere de platitude des suites régulieres ([Mi],1.2.6), D est plat sur W, [Ty, ..., T;] /(T7

d’ou ([BO1],3.21):
AT =D DR,

n)OSiSta



ot T; — f; dans D et DPF est donc plat sur W, <Ty, ..., T, > D’autre part, par
([Be],I.3.4.4), le (APP/Ker(sQ”) =)A>~-module Gr' APT = Gr"CP? est libre,

done plat sur W,,. Comme Gr" APY < X >= P Gr AP (X)) = gl g+,
i=0

T /T [+ est aussi plat sur W, et une récurrence facile & partir des suites ex-
actes courtes: 0 — JU+U — gl — 701/ 70+ — 0 montre que JU! est plat
sur W,,. Enfin, la structure de S,-module de A”" < X > induit sur DPF < X >
la structure de S,-module donnée par v;(u) — v (Ty + p).(1 + X)~! (avec les
puissances divisées canoniques sur 1'idéal engendré par p). On laisse au lecteur
I'exercice de montrer que la platitude de DPF sur W,, < T > entraine celle de
DPP <« X >sur W, <u>=S,. O

Soit ¢ € N*, pour n < g, le foncteur i, : (Spec Wy, L(p))35,, — (Spec Wy, L(p))oyn
sur les catégories de faisceaux correspondantes est exact (a cause de 2.1.1.2,(3)):
si F est un faisceau sur (Spec W, L(p))syn, on notera encore F au lieu de i, F le

faisceau image sur (Spec Wy, L(p))s,,- Pour n+i < g, on a des morphismes de

faisceaux sur (Spec Wy, L(p))syn: O, — O et j[ﬂi AL

Sil’on note p" O, ; (resp. p”]ﬂi) I'image de O, ; 2, Ozl (resp. avec jﬂi),
on déduit facilement de (2.1.2.1) et de sa preuve des isomorphismes Of* ~ p" O3,

(resp. avec jiﬂz) et des suites exactes courtes sur (Spec Wy, L(p))syn:

st st st
0— Off — O3, — O — 0

0— \Z[T] — \77&]_1 —_— jn[r] — 0

D’autre part, le Frobenius sur H((./Ey)eris, O./E, ) induit un morphisme de fais-
ceaux sur (Spec Wy, L(p))syn ¢ : O3 — O3t Montrons que ¢(J\") C p"O2t pour
1 <r < p—1. Il suffit de montrer ¢(7,,) C pO:' ou bien, par platitude, ¢(7;) = 0.
En reprenant les notations de la preuve de (2.1.2.1) dans le cas n = 1, il suffit
de montrer que ¢(J) = 0 dans APY < X > ce qui est évident puisque J y est
muni de puissances divisées. Soit 1 < r < p—1 et supposons n+r < ¢: la fleche
composée jﬂr 2, p O — O3 est nulle sur p” ﬂr et se factorise donc en
un unique morphisme de faisceaux sur (Spec Wy, L(p))syn, ¢r: T — 0%, On a
¢r|‘77[lr+1] = p¢r41. Pour r € N soit Fil"S,, I'idéal de S,, engendré par les v;(u—p)
pour i > r et ¢ = (p—1)ly,(u) —1. Pour 0 < r < p — 1 définissons des ¢,

sur Fil"S,, par ¢.(v;(u —p)) = p.| c' (p,' est toujours un entier p-adique si
i

r<p—1leti>r). Sixze Fil'S,, la multiplication par x induit un morphisme
J L g+l et, pour 0 < r+i<p—-1letn+r+i<gq, lediagramme de
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faisceaux sur (Spec Wy, L(p))syn:

jrgr] RN jr[fH]
d)’l‘ l J/ ¢r+i
Ost M Ost

est alors commutatif.

Sur jlm, on peut construire les ¢, d’une deuxieme facon, au moins pour
0 <r < p-—2. Soit O la réduction modulo p du faisceau structural sur
(Spec Wy, L(p))syn: on remarque que O5f/J; ~ O;. Pour r € N, on a un
morphisme de faisceaux sur (Spec W, L(p))syn: Symp, Ji/ T gl / g

Lemme 2.1.2.2 Pour 0 < r < p—1, le morphisme ci-dessus est un isomor-
phisme.

Preuve. — Reprenons les notations de la preuve de (2.1.2.1), dans le cas n = 1.
Il suffit de montrer que Sym'y-J /T @l =, gl /T [+l Mais J est le P.D. idéal
de APY < X >= CPP < X > engendré par (f, ..., fi, X) qui est une suite réguliere
de générateurs. On conclut encore avec ([Bel,1.3.4.4). O

Supposons p > 3, alors 9251(\71[2}) =0 et on peut définir ¢; : jl/jlp] — Ot et,
par (2.1.2.2), pour 0 <r < p—1, ¢, = Sym"¢; : jlﬂ/jl[rﬂ} — O3, On vérifie
que les diagrammes:

%
l |

jl[r] / jl[r‘f‘l] ﬂ) Oi@t
sont commutatifs pour 0 < r < p — 2. La commutativité est fausse pour
r = p— 1 (car, par exemple, ¢, 1(y,(u)) # 0). Si p = 2, on se contente de
définir g9 = ¢ : O /T, — OFt.

Remarque: Danslecasn=1et 0 <r <p—2, ¢, : jlr} — O3 ne dépend
que de ¢ et peut donc étre défini sur (Spec Wa, L(p))syn-

2.2 La cohomologie log-cristalline en caractéristique p des

log-schémas propres, log-lisses et du type de Cartier
Pour un log-schéma X; du type de Cartier sur (Spec k, L) ([Ka2],4.8) qui admet
un relevement log-lisse sur (Spec Ws, L(p)), on étudie la structure des groupes

H'((X1)syn, O3') pour 0 < i < p—2. Pour ce faire, on démontre des isomorphismes
”a la Fontaine-Messing-Deligne-Illusie-Kato” sur (Spec Wa, L(p))syn-
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2.2.1 Quelques préliminaires

On note Sy = k[u]/u” et on munit I'idéal de S; engendré par u de puissances
divisées “stupides” en posant v;(u) = u’/i! si 0 < i < p—1 et v;(u) = 0 sinon. La
surjection k-linéaire Sy = k <u>— k[u]/uP = Sy qui envoie ;(u) sur u'/i! pour
0 <4 < p—1et y;(u) sur 0 sinon est alors un P.D. morphisme. On munit S de la
log-structure associée & N — S;, 1 — u et on note E; le log-schéma (Spec Sy, N).
Pour alléger les notations, on notera aussi parfois £y = (Spec k,L). On a des
P.D. épaississement F; — E1 — F;. Soit X un log-schéma fin localement de
type fini sur Ey, on note O (resp. OHE) e faisceau sur (X)gyny qui & U associe

HO((U/E1)CRIS,OU/EI) (resp. HO((U/El)oRIS,(’)U/E1>). On note aussi J;"
(resp. jlm) les faisceaux sur (X)gyn qui a U associent HO((U/El)CRIS,JIB/E )
(resp. HO((U/El)CRIs, j([JT/]E )) et on convient que J;" = O3t et J);}E = Ox/p,
(

resp. Jl) = OFK et j[r] = Ox/5,) pour r entier négatif ou nul. On a comme
d’habitude des 1somorphlsmes pour 7,7 € N:

H'((X)syw, jﬁ) - Hi((X/El)CRISa j)[(r}EH)
H(X)syn A7) = Hi((X/El)C’RISa j)[g/]El)
et des morphismes canoniques jl[r] — jl[r] — jl[r].

Soit ¥ I'une des trois algébres Sy, S; ou k et E le log-schéma correspondant
(Ex, F; ou E). Grace aux immersions fermées exactes F; — =, tout log-schéma
sur B peut étre vu sur Z. Soit X un log-schéma fin sur E; et X’ le produit fibré:

[1] < <

R
= e
ou Fz est le Frobenius absolu de Z (voir 2.1.1). Par ([Ka2],4.10), le morphisme

de Frobenius relatif Fx/z= : X — X' se factorise de fagon unique sous la forme

F/l
X 5 X" -5 X' avec F% log-étale et F¥ purement inséparable. De fagon

imagée, X" est "l'exactifié¢” de X' par le Frobenius relatif. Cette construction
étant fonctorielle, on peut définir un préfaisceau (’)CM’“ sur la catégorie des log-
schémas fins sur Ey par O~ (X)) = I'(X",Oxn). Si (Spec A, P) est un log-

schéma affine sur Fy:
H

P A
7 7
N — &k

si N @y~ P désigne la limite inductive du diagramme N L N — P et si

Ny~ P) ={roy € (NS~ P)? = Z D)z PP tqg xy? € P}, on a
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simplement:

O1""(Spec A, P) = (X ®g) 1 A) @zNe 4y nP) LN S(p) N P)°]

car,=

On note OE}"’E la restriction de O]~ a la catégorie des log-schémas fins sur X:
c’est un faisceau de Ox-modules quasi-cohérents sur (X)g.

Proposition 2.2.1.1 Le préfaisceau O est un faisceau sur (Ey)syn =

(Spec ]C, L)SYN-

On renvoie a 'appendice B pour la preuve. Comme pour O3t la méthode est
d’interpréter O7*"= comme le H° du faisceau structural sur un site qui n’est pas
le site log-cristallin, mais qui lui ressemble.

Soit également T I'une des trois bases Ey, Ey ou Ey: on renvoie & ([Brl],3)
pour la définition des sites (X/Y)syn_crrs (mais en prenant les morphismes
log-syntomiques en (2.1.1.1)). On définit un faisceau encore noté O%™= sur
(X/T)CRIS et (X/T)SYN CRIS par OCGT’H(U — T) = F(U, OTGT’:). On a des
morphismes de topoi ([Brl],3.2.1):

(X/TV)syn-cris — (X/T)cris
wl Lu
(X)syn = (X)et
Si F et G sont deux faisceaux de modules sur un site S, on écrit dans la suite
F @5 G le faisceau associé (sur S) au préfaisceau produit tensoriel.

Théoréme 2.2.1.2 Soit X un log-schéma fin localement de type fini sur E,
= et Y deux bases quelconques parmi (Ey, By, Fy) et r € N:

(1) si on dispose d’une Y-immersion fermée X — Y avec Y log-lisse sur T
et si D est ['enveloppe aux puissances divisées de X dans Y :

Ru. (0572 @GRS ({1 ) TYfT))) =~

(] [r—1] [r—2]
0o — OXH@OXT% — (OX”®OX%)®OYW%//T — (OX/I@OX%)(gOYw?’/T — ...
D D D

(2)

Ro. (Ocar,_ ®%§N CRIS ( X/T/ )[;‘/4;1 )) Ocar_ CRIS (\7);/11‘/ XT/JrTll)
(3)

Rw*<0car_ SYN-CRIS ( [r/]E1 1 Th gl )) ~ Qs ®SYN ( jl[r] / jl[r+1])

Ox X/Ey

Ruw, (Oca'r’,u ®g§;N CRIS ( )[(r/]E1 / [r/zll)) ~ Ofar,u ®2991;N ( ~1[r] / jl[r+1])

car,2 — T r+1] car,2 Zrl ) A#lr+1
Ru. (0% @GN M (T 5, /T 5)) = OFE e M (A
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Voir 'appendice B pour la preuve qui découle essentiellement (comme celle
de 2.2.1.1) d’un calcul de Cech.

Corollaire 2.2.1.3 Avec les hypothéses de (2.2.1.2,(1)):
R, (072 @™ (7" 1Y) =~

[r] [r—1] [r—2]

1 2
0 — OX”®OXJTQA] — (Oxll®oxﬁ)®Owa/E1 - (OX//®OX%)®OYWY/E1 -
D D D

(resp. avec les bases E, et E).

car,=

Remarque: Le faisceau O '~ n’apparait pas si les log-structures sont tout le
temps triviales, puisqu’il est alors égal a ¥ ® (g Ox.

2.2.2 Des isomorphismes “a la Fontaine-Messing-Deligne-Illusie-Kato”
sur le site log-syntomique

On commence par travailler sur (Spec k, L)gy,. Sii € N et r € N, on désigne

par %(u).jlm I'image de jl[r] vilw) Jd jl[r].

Lemme 2.2.2.1 On a des suites exactes de faisceaux sur (Spec k, L)sy,:

0— Z%(U).Oft — O — Of{K — 0

i>1

r—1 . -~
0 — S %(w).08 + Y yi(uw). T — g — g —o0

i>r i=1

(r € N*).

Preuve. — Dans tout ce qui suit, on reprend les notations de la preuve de
(2.1.2.1) (dans le cas n = 1). On pose P> = Q>/G, fo = [zo] et, pour tout
faisceau F sur (Spec k, L)gy,, on note F(A>, P>*) = imF (Spec A',Q"'/G). Si

B = KQ™|[XY ..., XP7] @uo=) K[QXGP '], on note ty, ..., 1 les éléments

(uniques) de B tels que ¥ = f; dans k[Q*G][ X} ..., X? 7], et on a:

Oiqt(Aoo, POO) ~ BDP<X> ~ B/(fo, ...,ft> ®k[Tg Ty)/T? k?<T0, ...,E,X>

77777

~ B Q... k<To,...., T, X >

(ou T; +— t; dans B et B/(fo, ..., ft) est plat sur k[Ty, ..., T;]/TF). Soit K 'idéal
a puissances divisées engendré dans k<Ty, ..., Ty, X > par T, on a (Appendice D
ou ([Brl],5.1.1)):

-----
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Soit J (resp. J) l'idéal & puissances divisées engendré dans k < Ty, ..., Ty, X >
(resp. k < Ty,....,T;, X >) par (Tp,...,X) (resp. (T1,...,X)), on a des suites
exactes (r € N*):

r—1
0 — KM+ 3 3(Tp). S — gl — Ji — 0

i=1
d’ou des suites exactes:
r—1
B&k(ry,....r, K@ ZB®k[To ,,,,, )% (T0)- I = BRymy, I = BOwry,. oy I — 0
i=1

Mais J\"1(A%, P%) = B/(fo, .., 1) @umy,.myyze I = B @uqry,..my I (vesp,
jlm (A*, P®) = B Q... 1] J_[’"]) et u=Tp.(1+ X)~! dans BPY < X > d’oti on
déduit facilement le résultat. O

On suit la méthode de ([FM],IL.1.7): pour r > 1, soit Z7 le noyau de la
composée: O, 2, O, — Ofetm: Of — Oy, v — p.2 si T releve
localement 2 dans Of% ;. On définit v, : Z7> — O3 comme la composée I7> —

s — Off et f,: I7” — OF par f,(x) = y si ¢(z) = 7(y). On pose FTOf' =
Imv,, F,08t = Imf,, FOO:t = O3t F,03t = ¢(Os") et F_105" = 0. A partir de
la platitude sur W, des O%, il est formel de montrer (r € N):

o FTOt S FrH10st et F,_ 0%t C F,O%

e f, induit un isomorphisme f, : F7Ost/FrH1Ost & F.05 /F,_, 05,

Afin d’alléger les notations, on note Of*" = O Ocar — @5 e ORI —
O Pour tout log-schéma fin X sur By = (Spec k, L), on a, comme dans
la preuve de (B.3.1) (avec = = Fj), une fleche canonique: I'(X",Oxr) —
H°((X/E\)cris, O x/E,) qui induit en particulier un morphisme de faisceaux sur
(Spec k, L) gyn: O — Oft. On pose FUO5t = FearOQst = FerOFK — () et on
définit, pour r € N:

Foros = Im(0% @y F,O5 — O
Foardst = [m(Ferost - O3t)
FeorOHK — [(Ferost — OHK)
FrOofE = Im(FrOft — Of'F)
Proposition 2.2.2.2 (1) Pourr € N, FrO}' = T et FrOfiK = g
(2) U Feros = o3, | Frroft = o, | Feroft = ofF

reN reN reN

15



(3) Uisomorphisme f, se factorise en des isomorphismes de faisceauz (sur (Spec k, L) gyn,
et pour r € N):

rag K

O @0, FO[IK /O 5, Fr Oy F O

N rag K N N

O go, FTOIN [FHOMK =, Fer O [ FOf
ra@ K

car,HK r YHK r+1 HK ~ car mHK car mHK
C91 ®01F01 /F 01 - Fr 01 /Fr—101

Preuve. — Tout au long de la preuve, on garde les notations de (2.1.2.1) et
(2.2.2.1). Soit P*°¢ = {x € (P*)% tq 2? € P*}, on a:

o O (A, P*) =51 Qun) k(N @g),n P)°] @ppe) A% (a un twist pres sur
k, voir 2.2.1)

DP
o O1'(A%, P®) = (H(N @ )n P*)] @ype) A%) 7 (D.1)
et des expressions analogues pour Q% (A%, P>), O3t(A%®, P>), O HE (Ao p)

et OHE(A> P>) qu’on laisse au lecteur le soin d’écrire. Un calcul rapide donne
alors:

Oigt(Aoo’POO> = @ (B[X]/<f0?""ftvXp))"'Ypmo(wo)"'fypmt(wt)fﬁmt-v—l(X)
(mo,...,mi41)ENTT2
@igt(AOO’POO> = @ (B[X]/<f0?'-'aft>Xp))")/pml(wl)'“’ypmt(wt)ﬁ)/pmt-v—l(X)
(ma,...,m¢41)ENEFL
O{{K(Aoovpoo) - @ (B[X]/(wOafla"'aftvXp))‘ﬁ)/Pml(wl)""ypmt(wt>f}/pmt+1(X)

OFr (A=, P) = D (BIX]/(fo, - f1: X)) Apmo (¢0)

O (A%, P®) = BIX]/(fo, . fi, X7)

O (4> P®) = B[X]/(Wo, f1, ..., fr, XP)

d’ou on déduit:

O (A>, P%) = D OF"" (A%, P%)Apmy (V1) Apmy (V) Ym0 (X)
(m1 ,,,,, mt+1)€Nt+1
O (A*, P*) = D OF"" (A%, P%)Apmy (V1) Apme (V) Vom0 (X)
(m1 ,,,,, mt+1)€Nt+1
O{{K(AOO’POO) = @ OTGT’HK(AoovPOO)-'Yprm(wl)'-'met(wt)met+1(X)
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Posons A% = k[Q®G? [ XP ™, ..., X2"™]/ (4o, ..., 1), on a aussi par ([Be],1.3.4.4):

jl[r](AooﬂPm)/jl[r+l](Aoo>Poo) = @ Aoo'fymo(w(])'"fymt(wt)fymtﬂ (X>
S mi=r

JEM (A poy g (A% Py = @ A%y (81)e Vo (V) Vi (X)
Zmi:r

(1) Montrons que Ji" ¢ FrOst: il suffit de montrer J\" (A, P®) C FrOst(A®, P>)
puisque ce sont des sous-faisceaux de O5'. Pour chaque v; de B, on choisit une

éeriture 1y =a®@ 1+ X 0@ ([h] — 1) ott a € Ker(k[Q>][ XY, ..., XP 7] — A®),
b e klQXXP ™, XP™], h € G*" et on pose g; = (a”/p) + (b @ ([h]P —
1)/p) € BPP (rappelons que {[h] —1,h € G*'} C (¢, ...,%)). On vérifie que:

s 0o pPoo car( Joo oo (1 + X)p -1
O (A%, P*) = @ O (A%, P®) 4y (1) Ao, (90) s ()
(m1 ..... mt+1)€NH‘1 b
Soit a?” " (resp. b ", h? ") uneracine p” " de a (resp. b, h) dans k[Q>][X? ", .., X? ]

(resp. K[Q=][XP™ .., XP"™], G»" ") et ¢ 'image de:

-

1)y

(@000 0)+ 3P 0, 0)@([AP 1= 1)EWrp 1 (RQF)XT o XE ) @z000) ZIQ®GP

dans O ; (A, P>). C’est un relevé de ; tel que qb(’ym(@/b\,)) € pm.OsL (A®, P>),

t+1 . - A
done, si S"mi > T, Yong (€0)-- Yoy (V1) Ay (X) € I dott JI(A®, P> C
0 t+1
FrOt(A>, P>) et, si Y m; =1t
i=0
; —~ —~ (1+X)P—1
Fr (Yo (0)-+ Y (V1) Vome i (X)) = Yong (90) -+ Vom (9) Ve 14 (#)
Montrons par récurrence que jl[r] = F"O5': c’est vrai pour r = 0. La fleche

05t — O3t étant surjective, on a:
F'Of" = Ker(¢: Ot — Of") = Ker(Of' — O)) = 7,

d’ou on déduit par le calcul ci-dessus:

s oo 0o oo 1+ X)P—1
ROMA™ P¥) = @ A% g g0)- 3 (00 s (L)

f1
Mais la composée J; /J — F1Ot /205t = F,05t) FyOst induit sur (Spec A%, P®),
o

par ce qui précede et puisque A —— A, un isomorphisme:

@ Aoo.vm‘)(q’%)”‘,ymt(¢t)7mt+1(X):> @ AOO-’Ymo(g())-..'Ymt(gt)'thH(M)p_l>
Zmiil Zmizl o
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dott 7/ T2 5 F1O3t | F20% et, puisque J; = F1O:t, 72 = F20%. Comme
précédemment, on en déduit alors:

s oo 0o oo 1+ X)P—1
FOMA® P®) = @ A% Am(g0)- e (003, (L1

Par une récurrence dont on laisse les détails au lecteur, on obtient, pour r € N,
I = Frogt et:

s 00 oo 0 1+ X)P—1
FOMA® P*) = @ A .ymo(go)...ymt(gt)vmtﬂ((p))
Zmigr

Par (2.2.2.1), on a immédiatement g = Frofk,

(2) A partir de la formule ci-dessus pour F, O, on a facilement:

car s oo co car [ Aoo 00 (1+X)p_]_
Fr Olt(A >P ) = @ Ol (A 7P )'7m1 (gl)""ymt (gt)fymtﬂ (—)
Zmigr p
= @ O?ﬂ(Aooa POO)"VPTM (¢1)"'7pmt (wt)’ypmt-o-l (X)
Zmigr
puis, par les calculs précédents:
FErOf (A=, P®) = @ OF (A%, P™) Ay, (1) Fom, (V1) Vpme 1 (X)
Zmigr
Feroff (A=, P=) = @ OF (A%, P®) A, (V1) Apme () Ypmy e (X)
Zmigr
d’ou:
U Frroy (A=, pe) = ) O1*" (A%, P*) Apmy (V1) Apme (V) Ypmesr (X)
reN (m1 ..... mz+1)€Nt+1

- op(a, PY)

Le. |JFer Ot = Of, et de méme pour les autres cas.

reN

(3) Pour i > r+ 1, fr(vi(u).O5/J) = 0. Soient 0 < ¢ < r, x une section
locale de J{"", et & un relevé (local) de = dans O}, tel que vi(u).& € Iy
(z existe par (1)), on a fr(7:(w).2) = nyp(u).fr—i(Z) ot n est une unité p-
adique et v (u).fr—i(2) € FCO5t C Ff 05 pour ¢ > 1. Donc, par (2.2.2.1),
fr (K er(JN — jlm)) = 0 dans F“O5'/F“ 05, ce qui permet de définir
un morphisme de faisceaux sur (Spec k, L)syn, fEX . FrOf&/Fr1OfK —
FearQst JFeanOst. On note également f7% les composés avec les projections
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Fer O B 0f — FerOft [ Fe O et FEr Off [ FEq Off — FeerOff [ Fen off .
Par les calculs précédents:
057 (A%, PX) @ g (FrOHE (A%, Px) [ FTH1OHE (A%, Px)) =

= @ O (A%, P*)my (V1) Ymy (V) Y (X))
> mg=r
En vertu de la description dans (2) de F"O5f(A>, P>) et puisque:
1+X)P—-1
I (s 0602 0 () = s (0020 s (2 )

le résultat est clair. Les autres cas sont similaires. O

Grace a la remarque finale de (2.1.2), on se place jusqu’a la fin de cette section
sur (Spec W, L(p))syn. On rappelle que:

: (Spec k, L), — (Spec Wa, L(p))a

syn syn

est exact, qu’on écrit encore F au lieu de 7, et qu'on a défini dans (2.1.2) des

morphismes de faisceaux sur (Spec Wo, L(p))syn r : j_l[r] /jl[”l] — O3t pour
0<r<p-—1sip=>3etr=0sip=2 Onnoteencore ¢, les composés avec les
projections O3t — O3t et Ot — OFK,

Théoreme 2.2.2.3 Pour 0 <r <p—1sip>3,r=0sip =2, on a des
isomorphismes de faisceaux sur (Spec Wa, L(D))syn:

car [r] [7“+ 1] Id%$T car st
O ®o, Ji /T —  FOq
car [r] [7“+1] Id%d% car st
O o \-71 / - Fr Ol
1d®¢r

OF i @o, I = Ferofit

Preuve — Le cas r = 0,p = 2 est laissé au lecteur. Soit x une section locale de
TN g par (2.1.2.2), @ est (localement) une somme d’éléments de la forme

xy...x, avec z; € Jp/ T2 Par les résultats de (2.1.2), on peut trouver des relevés
&; des x; dans O, dont la projection sur O3 tombe dans J> et (2;...2, € I77):

fr(i'l....’i'r) = ¢<£i'1£i'r)/pr = ¢<£i'1)/p¢(i'r)/p = @1(:[1)...(51(:@) = &r(l’l...l})
donc Im¢, C F,O3t C Fr O3 et la fleche est bien définie. Avec les notations
de (2.2.2.2), un calcul simple donne ¢y (¢;) — g;: € B/(fo, ..., fi) CT O (A, P>),
d’oti:
Fo QLA™ P=) = @) OW (A%, P).fy (U)o (60) o (X7)
Zmigr
= D D OIAT P) b, (U)o, (U) Py (X)

mp=0 Z mi=r—mo
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Mais:

7] e 00
TUATPT) oA, Py e x e

OCG,T’(AOO’ POO) ®Aoo .
! T A, Py

— D P (O AT P )X

mo=0 Z m;=r—mg

et il suffit de montrer que la fleche Id®d,,, : O (A™, P>) @iy — OF(A®, P>)

est un isomorphisme, ce qui est évident puisque G, (V5"°) = P (™) est une
unité dans O§* (A>, P*>°). Les autres cas sont similaires. O

2.2.3 Projection sur le site étale

On fixe maintenant X5 un log-schéma fin log-lisse sur (Spec Wa, L(p)) et tel que
X7 = X3 x Spec F, est du type de Cartier sur (Spec k,L). L’intégrité et la
platitude étant automathues X, est aussi log-syntomique sur (Spec Wy, L(p)).
On note encore « le morphisme de topoi : (XQ)Syn (XQ)et = (Xl)et

Corollaire 2.2.3.1 Pour0 <r <p—1sip>3,r=0sip=2, ona des
isomorphismes (dans la catégorie dérivée des faisceaux étales sur Xi):

Id®¢r

S1 ®(¢),k T<r R (jl[r]/jyﬂ]) — TgrROé*Oft

Id®r

1 o) TSTRa*(jl[r]/jl[H_l]) —> 72, Ra, O}

TgrROé*<g71[r]/g71[T+1]> 5 7. Ra,OFF

Preuve. — On ne traite que le cas de la base £y, les autres cas étant similaires.
Par projection sur (X7)e, on déduit de (2.2.2.3) des isomorphismes pour 0 < r <
p—1sip>3,r=0sip=2:

ROé* (Oiar ®01 ( T]/j[r-‘rl])) -~ ROZ* (Fcarost) (1)

Etale-localement, on peut facilement relever X5 en un log-schéma fin Y5 log-lisse
sur Fy dont la fibre spéciale Y7 = Y5 x Spec F), est du type de Cartier sur £j.
L’hypothese ”du type de Cartier” ajoutée a (2.2.1.3) donne (étale-localement):

Y g

car T r—+1
Roz*(Ol R0, (~71H/‘71[ ])) D 0—51® g r+1])_’51®(¢)k( [T] )R0y, Wy, /g,
Iy

~ S Q) k RO&*(«71T/ [TH)
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et la fleche canonique S ®4) jl[r] / jl[rﬂ] — O ®o, \71[7"] / jl[rﬂ] induit donc
des isomorphismes (dans la catégorie dérivée):

S @y Ron (/) < Rau (05" @0, (75 (2)

Par projection sur (X;)g, on déduit de méme de (2.2.2.2,(3)) et (2.2.1.3) pour
r e N:

S @k Rao (T T 5 Rau (08" @0, (I1/T1Y))
rde fHK
2 Ra(F O3 03
Mais:
—\r ~|r+1 r
S1 @) Ree( T T = 81 @ gy w5, [~ 7]

dott Ria,(Fr O3t [Fem 05ty = 0 pour 0 < i < r — 1, ie. Ra,ForOst =
R'a Fe, 05t pour 0 < i <r. On a donc:

i . i ; . 2.2.2.2,(2 ;
RZOK*FTCGTOft — llIllea*FScaTOiet — Rl()é*ll)nFscaTOft ( i (2) Rza*oiet
s>r s>r
pour 0 <17 < r, c’est-a-dire:
7o Ra, F O 5 1 Ra, O3 (3)

En assemblant (1), (2) et (3), on a le résultat. O

Corollaire 2.2.3.2 On a des isomorphismes pour 0 < i1 <r <p—1sip >3
(i=r=0sip=2):

Id®¢r

Sy Dok H((X) sy /AR = H((X1)ayn, OF)
O ; T T Id%d_)T
S O (¢),k Hz((Xn)synv 1[ ]/jl[ +1])

H (X 1) yn, T = HI(X)) syn, OFF)

Hi((Xl)sym @it)

Remarque: Dans les corollaires ci-dessus, les termes de l'isomorphisme ne
dépendent que de X7, mais I'isomorphisme lui-méme dépend bien str de X5. On
remarquera qu’on ne dispose pas, en général, de relevement global log-lisse de
X, sur Ey, ni méme de X; sur E; (ce qui est une différence majeure avec le cas
classique ([FM], [DI]) et sa généralisation par Kato ([Ka2],4.12)).

Supposons en plus que le schéma X, est propre sur Spec W, les H (X)) syn, OFE) =
H ((X1)er, wy, /5,) sont alors des k-espaces vectoriels de dimension finie (EGA

I11,3.2.1) et on peut dans ce cas résumer ’ensemble des résultats précédents de
la fagon suivante:
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Corollaire 2.2.3.3 Soit Xy un log-schéma fin propre, log-lisse sur (Spec Wy, L(p))
et tel que X7 = X5 x Spec F,, est du type de Cartier sur (Spec k,L). Pour 0 <
i<p—1sip>3(i=0sip=2), les H((X1)syn, O) (resp. H((X1)syn, O),
resp. H'((X1)syn, OFK)) sont des Sy-modules libres (resp. Sy-modules libres,
resp. k-espaces vectoriels) de rang fini. De plus, les projections O5t — @ft et
Ost — OFE induisent des isomorphismes pour 0 < i <p—1sip>3,i=0 si
p=2:

S1 @5, H'((X1)syn, OF)

k ®S‘1 Hi((Xl)sym Oft)

H(X1)sgn, OF)
HZ((Xl)syna O{{K)

IREE:

2.2.4 Réduction sur la base F,

Dans cette section et les suivantes, on fixe un log-schéma fin X5 propre et log-lisse
sur (Spec Wy, L(p)) et tel que X3 = Xy x Spec F,, est du type de Cartier sur
(Spec k, L).

Lemme 2.2.4.1 Pourr € N, les morphismes de faisceauz sur (Spec k, L)gyy:
jlm — jlm sont surjectifs. Pour O < ri+ry < p, ils induisent des isomorphismes:

jl[m]/jl[m-i-m] o~ ‘il[n]/jl[rﬁ—rg]

Preuve. — Reprenons les notations de la preuve de (2.2.2.1): il suffit de montrer
qu'on a des surjections jl[T](AOO,POO) — jl[r}(AOO,POO) et des isomorphismes,
pour 0 <7y + 19 < pr

jl[Tl](Aoo7 Poo)/‘71[’f1+?“2} (AOO, Poo) ~ jl[rl](Aoo7Poo)/jl[rl-‘rm](Aoo’ Poo)

.....

.....

(JIT/ K et le résultat est clair. O

Pour 0 <r < p—1sip > 3,7 = 0sip =2, on peut donc définir ¢, : jl[ﬂ — (’jft
comme le composé:
jl[r] _ jl[r]/jl[rJrl] ol jl[r]/jl[rJrl] ﬁ Oit N @iet

Rappelons que dans ([Brl],6), on a défini sur O une dérivation W,-linéaire
N telle que N¢ = poN. Sur S, c’est I'unique dérivation W,-linéaire (encore
notée) N compatible aux puissances divisées telle que N(u) = —u. On vérifie
que N(JyT) € Jr—" et N, = ¢" ' N| /0.

Lemme 2.2.4.2 On a une suite exacte de faisceaux sur (Spec k, L)syn:

0— > %(w).0f — O — Of' — 0

i>p
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Preuve. — Evident a partir des formules donnant O5*(A>, P*®) et O5t(A®, P>)
dans la preuve de (2.2.2.2). O

Puisque N (D 7;(u).0f") C Y 7(u).0f, Vopérateur N induit un opérateur

i>p i>p

N: Ot = 03t tel que N(J™) c JI Y (r e N#).

Remarque: Dans ([HK],3.6), Hyodo et Kato définissent un autre opérateur de
monodromie sur O%. En utilisant (D.1), on peut montrer que cet opérateur est

I'opposé de celui défini par voie syntomique sur O%: par exemple sa définition
donne N(u) = u.

On rappelle (2.1.2) que S, est muni d’une filtration positive décroissante
Fil"S,, = Z%(u —p).Sy, et, pour 0 < r < p—1, de Frobenius ¢, : Fil"S, — S,
P>
tels que ¢.(vi(u —p)) = p"Jil.d sii > (c = (p— Dyp(u) —1). Sin =1,
ces structures correspondent bien str aux structures précédentes induites sur la
cohomologie (en degré 0!) du log-schéma (Spec W, L(p)).

Jusqu’a la fin de cette section, on se fixe un entier » € {0,...,p — 2} et on

. N P . ’ o . ’ . ~ T 7
renvoie a l’appendice A pour la définition des catégories M. et M. Pour alléger
les notations, si F est un faisceau sur (Spec Wa, L(p))syn, on note H'(F) au lieu

de H'((X1)syn, F). Pour tout ¢ € N, soit Fil"H'(O5') I'image de Hi(jl[r]) dans

H(O3) induit par Iinclusion J{" < O3t On vérifie facilement les faits suivants:

e Pour tout ¢ € N, Fil"H'(O3") contient Fil"S;.H'(O5!) (car si s € Fil" S,
les morphismes O3 214 @3t se factorisent par Ji™).

e Pour tout ¢ € N, pour tout s € Fil"S;, pour tout = € Hi(jl[r]), on a
oOr(s.2) = ¢p(s).0(x) (car le diagramme:
Oft S_Id> jlﬂ
or(s)Id | 1 ¢
Oi@t i) Oft

est commutatif). En particulier, ¢,.(u".x) = ¢".¢(z), d’ou finalement ¢".¢,(s.x) =

ér(8).¢p(u".z) (voir Appendice A).

e Pour tout i € N, pour tout s € Sj, pour tout z € H'(O5), N(s.z) =
N(s).x+s.N(z) (car Nos.Id: Ot — O3 est égal a N(s).Id+ (s.Id)o N).

e Pour tout i € N, u.N(FilTHi((’)ft)) C Fil"H(O$) (car le diagramme:

‘71[7”} N Oft
(uId)oN | | (uId)oN
\71["“} SN Oft
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est commutatif !).

e Pour tout 7 € N, le diagramme suivant est commutatif:

) T ¢r 7 S

H(J") 25 H(OF

(u.Id)oN ! ! (c.Id)oN
i r br i s
mi(J) Ln o H(Of)

(car le diagramme correspondant avec les faisceaux est commutatif).

On a des assertions analogues avec H i(@“) Hi(jlr]) br et N qu'on laisse
au lecteur le soin d’écrire. On note les objets de M (resp. M) sous la forme
(M, Fil’ M, ¢,, N) (resp. (M, Fil’M,$,,N)) et on rappelle que le foncteur
M= 5 ®s, M établit une équivalence de catégories entre M, et M, M, (Appendice

A). A partir de (2.2.3.2) et (2.2.3.3) (et au vu des propriétés déja vérifiées), il
est clair que (Hi(Oft),Hi( 1[T]),¢T,N> (resp. (H"(@‘ft),H"( ~1[T]),¢T,N>) est un
objet de M} (resp. M) si et seulement si:
e la fleche H () — HI(O3) (vesp. HI(F™) — Hi(O3)) est injective (i.e.
Hi(JY) ~ Fil' H ()

o la fleche H'(J") — HI(J/TI) (resp. HI(T) — HI(F /T
est, surjective.

On a déja:

Proposition 2.2.4.3 Pour 0 <i <r <p-—2, (Hi(Oft),Hi(jlr]),gbr,N) est

un objet de M, si et seulement si (Hi(@‘*t) HI(TM), b, ]\7) est un objet de M.
Si tel est le cas, ces deux objets se correspondent par ’équivalence de catégories

entre M, et M,.

Preuwve. — Par (2.2.3.3), les fleches H'(O5") — H'(O5') sont surjectives (0 <
i <p—2). Pour 0 <r <p—2, les deux diagrammes commutatifs de faisceaux:
0 0
| |
0 — Ker = Ker — 0
| l
0 - J" - of — og" — o
| |
0 - J" - of — 0J" — o0
| | l
0 0 0
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0 0

! !
0 — Ker = Ker — 0
[l+1] l} [r] v [r+1]
0 — J - B = jlr/jlr — 0
o 1 L
0 — j1[r+] _ 1[7‘} R jl[rl / «71[T+] 0
! ! i
0 0 0

ont leurs lignes horizontales et verticales exactes par (2.2.4.1). Ils donnent lieu a
des suites exactes longues dans les deux sens:

: 0
| l
0 — HY{(Ker) = H'(Ker) — 0
l l l
- HWG) - O~ HOPT) -
L L o
- HWG) - O~ HOPT) -
l l l
: 0 0
| |
0 — HY(Ker) = H(Ker) — 0
l l
R HZ( ll[r+1]) N Hz<l1[r}) N HZ(j[rH/ [r+1) _
= WG - I - G -

! l l

: : 0
Soit 7 € {0, ...,7} et supposons que (Hi(O‘ft), HI(T™, 6, N) est un objet de M.
Dans le premier diagramme au cran i — 1, la floche H=1(O5t) — Hi=1(0st) ")
est surjective ce qui entraine la méme chose pour la flsche Hi=1(O3t) — H=1(0st) 7",
donc H' (T, 7l ]) s'injecte dans H'(O5"). Le méme raisonnement dans le deuxieme

diagramme au cran ¢ montre que la fleche Hi(J\") — H’(j[r ST est aussi
surjective, et (HZ((’)“) WJFM, ) est un objet de M.

Soit i € {0, ..., 7} et supposons que (H’((’)‘ft), H( 1[T]), O, ) est un objet de MZ

Dans le premier diagramme au cran i — 1, la fleche H=1(O3t) — H=1(0st) 7")
est surjective ce qui entraine clairement la méme chose pour la fleche H'~1(O5t) —
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H=1 03t/ 7)., donc HI(J") s'injecte dans H(Os!). De plus, une chasse au
diagramme triviale sur le premier diagramme au cran ¢ montre que la fleche
Hi(T") = HI(F) est surjective. Comme la floche Hi(J1™) — Hi(F /g™
est aussi surjective, en regardant le deuxieme diagramme au cran ¢, on en déduit la
méme chose pour la fleche H(J[") — Hi(F /7Y et (Hi((’)ft), H{(TM, 6., N)

est bien un objet de M;.. La derniere assertion est claire. O

2.2.5 Quelques lemmes

On garde les hypotheses de (2.2.4).

Lemme 2.2.5.1 Pour 0 < k41 <petr e N, on a des suites exactes courtes
de faisceaux sur (Spec k, L)syn:

00— up_’“.jl[’"*p*k] . ul'jl[T] ut.Id uk+l_jl[r] —.0
0— u.jl[Tfl] — jl[r] — jlm —0
Preuve. — Avec les notations de (2.2.2.1), on a:

JA=, )

|
(0]
2y
=
S
E
<
~
=
=
=

.....
-----

jl[r] (AOO, Poo) — B ®k[To

,,,,,

ou B/(fo, .-, ft) est plat sur k[T, ..., T;]/T7F et ol

(‘]/K[p])[r] = @ k.fymo(TO)’ymt(ﬂ)fymHl(X)
Dl
=
= BT D A (T A (1) Yomy (X))
mo=0 Zmin—mo
J/E) = @ k(1) A (T2) Amg 1, (X)
ZmiZT

et le résultat est clair puisque v = Ty.(1+ X)~1. O

Lemme 2.2.5.2 Pour 0 < i < r < p — 1, les fleches jlm WL jlm et

Sli+1] wtId Flr1] . . .
JiH e g duisent des isomorphismes:

=G Ty = 5 (g g
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Preuve. — De (2.2.5.1), on déduit des isomorphismes jlm = uk.jl[r]/uk“.jl[r_l]

pour 0 < k < p—1et J/gl 2wk gk 7 pour v < ry < p — k.
En paftAiculiQr, on a _1[Z+~6I o~ uT*i:fs.jl[z+6]/u’"*i*5+l.jl[“”s] pour 0 < 9§ < r —1
d’ou jl[z]/Jl[Hl] = u”*i.jl[l]/ur*i.jl[lﬂ]. On vérifie également qu’on a des suites

exactes courtes (0 < § <r—i—1):

r,i,(;‘jl[i—i-é} r—i—8—1 .jl[i-i-é-&-l} j1[i+5+1]

u
— — —
Y Fli+d+1 i s Zli46+2 Zi+5+2
ur—? 531[ ] ur—? 4 1*71[ ] \71[ ]

u

0

0—

Mais H1<j1[1+5+1]/j1[1+5+2}) — 0 car Ra*(jl[l+§+1}/jl[2+5+2]> _ w;é/%ll [-(Z—i-é-’-l)],
d’ou des isomorphismes:

Hi(jl[i]/jl[z‘Jrl]) ~ Hi(ur—i"i[i]/ur—i'jl[i-ﬁ-l]) ~ Hi(ur—i—l'z[i+1]/ur—i—1'z[i+2]>
Hi(ur—i—Q'jl[l+2]/ur—i—Q'jl[l+3]) ~ o~ Hi(jl[r]/jl[TJrl])

12

Remarque: On déduit de (2.2.3.2) et (2.2.4.1) que, pour 0 <i <r <p—1+i
p>3i=r=0sip=2 dim;H (J" /T = dim, H (OFK),

Lemme 2.2.5.3 Pour 0 < i < p—1sip > 3,1 =0 st p = 2 et pour
0<k+1<p, on a des suites exactes courtes:

. ~ . ~ k . ~
0 — Hi(uw .0 — H'(W.O") 5 H'(u"*.05") — 0
Preuve. — On part des suites exactes courtes de faisceaux (2.2.5.1):
0 — uP~*.05t — .03 ulid w0t — 0

Commencons avec k=1: on fait une récurrence sur 7. Pour ¢ = 0, on a a priori
seulement des suites exactes:

0 — H(uP .03ty — HO(u!.O3) wld HO(u'*.03t)

Soit h%(OFK) la dimension sur k de HO(OFK). Les HO(u'.Of") étant tous de
dimension finie sur k (car inclus dans H°(O$) qui est de dimension finie par
(2.2.3.3)), notons h%(u!.O5!) leur dimension. On a des inégalités pour 0 < [ <
p— 2 WO(ul.O3) < RO(utt.O%t) + RO(uP~t.O51), soit en sommant: h°(O5t) <
ph?(uP=1.05t) = ph®(OFK). Mais, par (2.2.3.3), h°(O5t) = ph®(OFK), d’on pour
0<1<p—2 hW.O) = hOu.05) + hO(uP~.05") cest-a-dire une suite
exacte courte avec les H. On a alors des suites exactes:

0 — H'(u™".05") — H'(u".0f") 1 H' (u"+.0")
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et le méme raisonnement donne la surjectivité a droite. La récurrence se poursuit

. 1 . N ; ~ uk.Id A
ainsi jusqu'aux HP~! si p > 3. Pour k > 2, la fleche Hi(u!.O5t) = Hi(u*.0O5t)
est surjective car composée des fleches toutes surjectives:

Hi(ul. Oty “14 i1+ @sty w14 pri(y 2+ @sty wId

Remarque: On a donc aussi un début de suite exacte pour p > 3:
0 — HP(uP~*.05") — HP(u!.O3) i HP (uF .08
Lemme 2.2.5.4 Pourk € N et 0<i <k, on a H(J"™) =0.

Preuve. — Le morphisme de topoi a : (X1)5,, — (X1)z donne lieu a une suite
spectrale Hi((Xl)ét,RjOZ*j[p—’_k]) = H™((X1)syns ~1[p+k]) ott Ric, JF™ est le
faisceau sur (X7 )¢ associé a (Ul — HI((U1)syn, Nl[p%]) = HJ((Ul/El)mS, j[BpJ/rgD
Etale-localement, on peut facilement relever X1 en un log-schéma fin Y] log-

lisse sur E1 et on a alors Roz*j k] ~ Jy, [tk ®@Y1 Vi (en convenant que
jyl = Oy, sir <0). Mais jyl = 0 des que r > p puisque 7,.(u) = 0 pour r > p,

donc Ria, J7™ = 0 pour 0 < j < k. En particulier, H((X})e, Rio. ™) = 0
pour 0 <7+ j <k d’ou le résultat. O

2.2.6 Etude sur la base E1

Pour pouvoir raisonner avec des dimensions, on aura besoin du lemme:

Lemme 2.2.6.1 Pouri e N,re N et0<k<p-—1, les Hi(uk.jl[r]) sont des
k-espaces vectoriels de dimension finie.

Preuve. — Si l'on a une suite exacte de faisceaux sur (Xi)sy,: 0 — F —
G — 'H — 0 telle que deux d’entre eux ont toute leur cohomologie de dimension
finie, il est clair qu’il en est de méme du troisieme en prenant la suite exacte
longue associée. Pour i € N et r € N, les k-espaces vectoriels H z(jl[r]) sont de
dimension finies car égaux a Hi(<X1)ét, Uzrw'Xl/El) ol O=rWy, /= 0— ... —
0 — Wy 5 — - De (2.2.5.1), on déduit des suites exactes courtes pour
0<k<p—1letreN:

0 ukﬂ.jl[r_ﬂ

— uk.jlr} — jl[r] — 0

et la cohomologie de u’“.jl[r] est donc de dimension finie si et seulement si celle
de w1 771 Pest. Comme wP=1 7P ~ g7 on a le résultat. O

On a alors:
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Proposition 2.2.6.2 Pour0<i:<r<p—1sip>3,i=r=0sip=2, on
a des suites exactes courtes:

0— Hi(jl[wrl]) SN Hl(jl[r]) _ Hi(jl[T]/jl[r+1]) 0

Preuwve. — On donne la preuve pour p = 3, laissant au lecteur les (quelques)
modifications pour p = 2. Si H'(F) est de dimension finie, notons h*(F) sa
dimension. Le diagramme commutatif:

0 0
1. 1.

0 — Wl X 108 0
- A b

0 — 1[7"] N Oft N Oft / jl[r] — 0
L L e

0 - wJ' = wor S woOtug - o
! ! !
0 0 0

a ses lignes et colonnes exactes par (2.2.5.1). Il donne lieu a des suites exactes
longues (dans les deux sens):

: 0
R L
0 — H@w 1o = H@Ww'0f) — 0
X L L

- H(F) - H(©Of - HOYI) -
! l L

— H@J") — H@oOd) = Hwo/uwj") —
! l !
: 0 0

Les applications H(uP~'O5) — H'(O3') étant injectives pour 0 < i < p (voir
2.2.5.3 et la remarque qui suit), une chasse au diagramme facile donne des suites
exactes courtes:

0 — H'(W0") — H'(J") — H'(w.J{") —0

pour 0 < i < p—1 (et 0 <r < p—1). La suite exacte courte 0 — u.7\" —
jl[rﬂ} — jl[rﬂ] — 0 donne une suite exacte longue:

s HiwJ") — By — 7)) —

Pour ¢ < r, on a Hi(jl[TJrl]) = Hi((Xl)éuUerW'Xl/El) = 0 (voir preuve de
2.2.6.1), don Hi(u.J") 2 Hi(FI™). Avec (2.2.6.1), ce qui précede et puisque
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w05t ~ OFK on en déduit les égalités hi(jl[r]) h{(OHEY hl(j[rJrl ) pour
0 <i<r < p-1 Mais par la remarque qui suit (2.2.5.2), h{(OHE) =
RN g don k(TN = BT T + hi( T et une récurrence
facile sur ¢ a partir de ¢« = 0 montre alors que les suites:

0 — H(R™) — B — BT — 0
sont exactes. O

Remarque: En faisant » = ¢, on a donc aussi des débuts de suites exactes
0<i<p—1sip>3,i=0sip=2):

0 —s Hi“(jl[””) . H”l(ﬂi]) N Hi+1(jl[i]/jl[i+1]>
Proposition 2.2.6.3 Pourp>3,0<i<p—1leti<r<p (i=0sip=2),
la fleche HI(T™) — HI(O) est injective.

Preuve. — Pour p = 2, il n’y a rien a montrer, on suppose donc p > 3. Soit
i €40,...,p—2} et § = Maxz{0,2i — p} (6 < i), le diagramme commutatif de
faisceaux a lignes exactes (2.2.5.1):

0 — upfi'jl[i] N up*i,jl[é] N up*i,jl[é]/up*i,jlm 0
Nl[P] Z[1] ~Hl Z[p]
0 — Ji I 11 - J; 1Z / jlp — 0

donne un diagramme commutatif:
_ Hi(up—i.jl[é]/up—i_jl[i}) N Hz‘+1<up—i_jl[i]) N Hz‘+1(up—i_j1[5]) _
' ~['l} 7[p] i l~[p] o 7 i)
- HY(J" /") - HHY (") - HHY(7") -
Par (2.2.6.2), la fleche H' (FP) — H*(JFI) est injective, donc la fleche

Hi(up_i.jl[‘s]/up_i.jl[i]) — Hi“(jl[p]) est nulle. D’autre part, de (2.2.5.1), on
déduit des suite exactes longues:

o HIY) EH T) — e ) — 1Y) —
et, pour 0 < k <i<p-—2:
RN Hi(ui—k:-i-l‘jl[P-&-k—l}) SN Hi(ui—k.zﬂm‘k]) . Hi(jl[]?+k]) .
Mais, on a vu que pour 0 < i < p+k — 1, Hi(jl[p+k]) = 0, d’out (en faisant
successivement k = 1, k = 2, .k = i) Hi(u'.J") = H(JF™). Comme
Hi(FP™) = 0 par (2.2.5.4), la fleche H+!(ur=i. J) — HH*Y(JFF) est injec-
tive et le diagramme commutatif précédent donne que la fleche H Z‘(up_".jlm) —
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H "(up*".jlw /up*i.jl[i]) est surjective. Considérons alors le diagramme commu-
tatif & lignes et colonnes exactes (0 <i < p — 2):

0
I I
0 —  H@@OH) S  H@WOF) — 0
1 | A
- HIJYH - "I - v(J* 7" -
¢
! ! |
: 0 0

(la colonne du milieu est exacte car les fleches H(u'.O5') — H'(O5') sont in-
jectives pour 0 < ¢ < p — 1 par (2.2.5.3) et se factorisent a travers Hi(jlw)).
La surjection trouvée précédemment entraine alors que la fleche Hi(jl[é]) —
HI(TP T est aussi surjective, donc que la fleche Hi+(F1) — HH+Y(JF)
est injective. Si & = 0, on déduit H*(F") — HITH(Ost) pour i < r < p et
i < p— 2 en utilisant (2.2.6.2) et sa remarque. Si § > 0, c’est que i > 0 et on a
alors § < i —1 et HH(FPY — H+1(F). En posant 6, = Maz{0,5 +i — p}
(03 < 0 — 1), on peut recommencer exactement le raisonnement précédent avec
les diagrammes commutatifs:

0 — up—zZ[Z] BN up—i‘j1[52] BN up—i'kjl[éﬂ/up—i'jl[i} — 0

|

oo W — A — o —
et:

R Hi(upfi‘jl[‘sﬂ/upfi.z[i}) N Hi+1(up—z'.jl[i}) N Hi+1(up—i.jl[52]) N

1 I !

- HGA - BN - HNI) -
pour déduire que Hi(up_i.jl[az]) — Hi(up_i.jl[éﬂ/up_i.jlm) est surjectif, puis, en
remplacant § par 0, dans le troisitme diagramme, montrer que H Z‘“(jl[l]) —
H i+1(j1[62]) est injectif. Par récurrence, on se ramene ainsi au cas § = 0, ce qui

acheve la preuve au moins pour ¢ plus grand que 1. Mais pour ¢ = 0, c’est trivial.
O

Remarque: La preuve de (2.2.6.3) donne en fait que pour 0 < i < p— 2 et

p > 3 les fleches HH(F) — Hi+1(O3t) sont encore injectives: cette remarque
servira pour les dévissages en (2.3.2).
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Finalement, pour 0 < ¢ < r < p — 2, les fleches Hi(jlr}) — H(O$") sont
injectives et les fleches H i(jlr}) — H Z'(jlm / jl[rﬂ]) surjectives. On a donc (voir
2.2.4):

Théoréme 2.2.6.4 Pour 0 <i<r <p-—2, (Hi(@‘ft),Hi( 7, é,, N) est un
objet de M,

Et, par (2.2.4.3):

Corollaire 2.2.6.5 Pour 0 <i<r <p-—2, (H(Of"), H(J"),¢,,N) est un
objet de M.

2.2.7 Remarque sur le H?!

Dans [Br3], on s’est limité aux modules dont la filtration “ne dépasse pas le cran
p — 27. Pour les besoins du dévissage en (2.3.2), on regarde ici la structure du
HP~! (en caractéristique p seulement).

On définit d’abord une application semi-linéaire (bf,_l . FilP=1S, — S) par

Gt (Vp-1(w)) = ¢ (3p-1(w)) et G_y(7i(w)) = 0 powr i > p. Soit Mf,' la
catégorie suivante: les objets sont la donnée:

e d’un S;-module libre de rang fini M
e d’'un sous-S;-module FilP~*M de M contenant FilP~1S;. M

e d’une fleche ¢-semi-linéaire gbf,_l . FilP=IM — M telle que pour tout
s € FilP™1S) et x € M, on a cp*1.¢g,1(s.x) = qufo,l(s).qSﬁ,l(up*l.x) et telle
que le Si-module M est engendré par 'image de gbﬁ,,l.

Les fleches sont les morphismes S;-linéaires qui préservent FilP~' M et com-
mutent a gbi,l. Comme dans ([Br3],2.1.2), on note M? " la catégorie obtenue en
rajoutant un opérateur de monodromie N vérifiant des relations qu’on laisse au
lecteur le soin d’écrire. On définit également comme en ([Br3],2.2.1) les catégories

Mﬁf et &2—1 en faisant 7 = p — 1. On définit un foncteur 7 : MY~ — Mi_l
par T(M) = S} ®g, M muni du FilP~" image et des opérateurs ¢, ; et N définis
par passage au quotient de ¢i_1 et N. Le résultat suivant se prouve exactement
comme en ([Br3],2.2):

—~ p—1
Théoreme 2.2.7.1 Le foncteur T : MZ_I — MZ induit une équivalence de

. . . . p-1 e
catégories. La catégorie M, est abélienne.
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Pour p > 3, notons gbﬁ,l la composée: jl[p_l] — jl[p—”/jl[ﬁ] o1 o5t
((bﬁ,,l # ¢p_1), ainsi que I'opérateur induit sur les groupes de cohomologie. Par
les résultats de (2.2.2), (2.2.5) et (2.2.6), on montre comme en (2.2.4) et (2.2.6):

Théoréme 2.2.7.2 Pourp >3et0<i<p—1, (Hi(@ft), Hi(z[pfl]),q;pq?]\?)

(resp. (Hi(Oft),Hi(jl[pfl]),¢f,_1,N)) est un objet de M,‘Zil (resp. M1, Ces
deux objets se correspondent par l’équivalence de catégories ci-dessus.

2.3 La cohomologie log-cristalline de torsion des log-schémas
propres, log-lisses et du type de Cartier

Dans cette section, grace a un peu d’algebre linéaire et a la platitude des faisceaux
JI'l on étend par dévissage le théoréme précédent au cas de torsion quelconque.
On renvoie a 'appendice A pour la définition des catégories 'M" et M", 0 < r <

p— 2.

2.3.1 Deux lemmes d’algébre (semi-)linéaire

On rappelle que S = lim.5,,.

Lemme 2.3.1.1 Soit 0 < r < p—2 et soit M’ un objet de ' M" vérifiant les
deuz propriétés:

e le S-module M’ est engendré par ¢.(Fil" M'")

e il existe un objet M de M" et un morphisme (dans'M"): M' — M qui
induit une injection sur les S-modules sous-jacents.

Alors M est un objet de M.

Preuve. — La seule chose qu’il faut prouver est que M’ est, en tant que S-
module, une somme directe (finie) de S, pour des n; dans N*. On fait une
récurrence sur le plus petit entier n tel que p"M = 0. Si pM = 0, on a un
diagramme commutatif:

S| ®p gbr(FilrM/) — 5 Qp ¢T(FZZTM)

il 1
M — M

ou la fleche de gauche est surjective par hypothese et ou la fleche de droite est un
isomorphisme puisque M est dans M". La fleche de gauche est alors injective,
donc un isomorphisme et M’ est libre (de type fini) sur S;. Remarquons qu’on
a alors M' N Fil'’ M = Fil' M’ ([Br3],2.3.2.2). Supposons le résultat vrai si
p" M = 0 et soient M’ et M comme dans I’énoncé avec p"M = 0. Par
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récurrence, pM’ muni de pFil" M’ (et vu dans pM) est un objet de M". On
a donc une injection dans M": pM’' — M d’ou pFil" M' = pM' N Fill M =
pM'NFil" M" et M'/pM’ muni de Fil" M'/pM’ = Image(Fil" M) est un objet
de 'M" engendré comme S;-module par ¢,.(Fil" M’ /pM’). Mais M /pM’ est
dans M" (qui est une catégorie abélienne) et l'injection M’/pM’ — M /pM’
montre (par le cas n = 1) que M’'/pM’ est un S;-module libre (de type fini).
Par la suite exacte de S-modules: 0 — pM’' — M’ — M'/pM’ — 0 et le lemme
([Br3],2.3.1.1), on conclut que M’ est bien dans M". O

Lemme 2.3.1.2 Soit 0 < r < p — 2 et soit M un objet de 'M" tel qu’il
existe deuz objets M' et M”" de M" et une suite exacte courte (dans 'M"):
00— M —- M — M"—0. Alors M est un objet de M".

Preuve. — Notons < ¢, (Fil" M) >le module engendré par I'image de ¢, (resp.
avec M’ et M"”). On a une suite exacte courte:

0 — < (Fil" M)>NM' — < (Fill M) > — <. (Fill M")>— 0

Mais M’ =< ¢,(Fil" M') >C (< ¢, (Fil’ M) >NM') C M’ et < ¢,(Fil’ M") >=
M", d’out une suite exacte: 0 — M’ —< ¢, (Fil" M) >— M" — 0 qui entraine
< ¢ (Fil" M) >= M. 1l reste a voir que M est, en tant que module, une somme
directe de S, pour des n; dans N*. Supposons d’abord pM” = 0. On a alors pM
(muni de pFil" M) inclus dans M’ et par (2.3.1.1), pM est dans M". Puisque
M" est abélienne, M'/pM est un objet de M" et la suite exacte courte de
Si-modules: 0 — M'/pM — M/pM — M"/pM" — 0 montre que M /pM
est libre de type fini sur S; (car les deux autres le sont). On conclut (dans ce
cas) avec ([Br3],2.3.1.1), comme en (2.3.1.1). Pour le cas général, on fait une
récurrence sur le plus petit entier n tel que p"M” = 0. Supposons p" 1 M" =0
et soit 0 — M’ — M 5 M” — 0 une suite exacte comme dans 1’énoncé. Soit
M'®) = Ker(M" L M"), le S-module N' = s 1 (M"®) muni de Fil’' N' =
sTHM"®P) N Fil" M, du ¢, et du N induit est un objet de 'M" et on a encore
une suite exacte dans 'M": 0 — M’ — N = M”®) — (0. Par récurrence au cas
n =1, N est un objet de M". Mais M /N =~ M"/M"®) est aussi dans M" et on
a une suite exacte dans 'M": 0 — N — M — M"/M"®) — 0. Par récurrence
au cas p"M"” =0, on a bien M dans M". O

2.3.2 Dévissages

Dans cette section, on se donne deux entiers non nuls n et g tels que n < ¢
et un log-schéma fin X, propre et log-lisse sur (Spec W,, L(p)) dont la fibre
spéciale est du type de Cartier sur (Spec k, L) (en particulier, X, est un objet
de (Spec Wy, L(p))syn). Par (2.1.2), on a pour 0 < r < Min{p — 2,9 — n} des
applications ¢, sur (Spec Wy, L(p))syn: J' — O3t On note X,, = X, x Spec W,,,
HY(JM) aulieu de H((X,)syn, T et ¢, et N les opérateurs induits sur H* (7).
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Théoréme 2.3.2.1 Pour(0 < i <r < Min{p—2,q—n}, (Hi(Off), HY(F, qﬁr,N)
est un objet de M".

Preuve. — Pas besoin de dévissages pour le cas p = 2 (ou trés peu): on
montre 7 la main” & partir du cas n = 1 que H°(O:) ~ S ou ¢y est le

nombre de composantes connexes du schéma sous-jacent et que le Frobenius est
trivial. Supposons donc p > 3, comme en (2.2.4) on se raméne a montrer les trois
assertions:

e la fleche Hi(J[") — H'(O) est injective
o H'(O%) est engendré comme S-module par 'image de ¢,
o H'(O%) est, en tant que S-module, une somme directe de S, (n; € N*)

Par (2.1.2.1), on a des suites exactes de faisceaux sur (X;)gyn: 0 — jlw — g
TN S 0et0— 05t — Ot — 0% | — 0 qui donnent des suites exactes longues:

o= HONIM ) = H(F - H(IN) - BTN = BT —
L= 7O — HY(OY) — HY(O)) — H'(O;L,) — HTHO}) — ...
On fixer € {0,...,p—2} et ¢ > r+1, et on fait une récurrence sur n € {1, ...,q—r}:
on suppose que (Hi((’)ﬁf_l), Hi(T"), ¢, N) est un objet de M" pour 0 < i <r

(c’est vrai pour n = 1 par (2.2.6.5)). Par (2.2.6.5) encore, la catégorie M" étant
abélienne, on se ramene, au moins pour 0 < ¢ < r—1, a des suites exactes courtes:

0 — Fi'N — HY(J'Y — FiI'M — 0
| ,l |
0 — N — H'(O) — M — 0

ott N est dans M}, et M dans M". On en déduit d’abord H(J") — H' (O3,
puis les deux autres assertions par (2.3.1.2). Restent les cas i = r: par la méme
méthode que ci-dessus, il suffit de montrer que Ker(H”((’)ﬁLﬂl) — H”“(Oft))

muni de Ker(H”(Jﬁl) — H”“(jlm)) est un objet de M" (attention, la donnée
(HT“(Oft), H’"“(Jl[r]), o, N) n’est pas un objet de M, a priori). Soit:

M= (H'(O;L)[pH (O3,). H' () [pH (T, 6r. N)

C’est un objet de M}, et il suffit de voir que Ker(M — H"™(O3!")) muni de
Ker(HT(Jﬁl)/p — H’"H(jlm)) est dans M. Par la remarque de (2.2.6.3), la

flache H™(J™) — H™1(O3t) est injective et cela entraine comme en (2.2.4.3)
que la fleche H™(J1) — H™1(Os) est aussi injective. Puisque H™(J",)/p —
H"™(O5 ) /p est injective, on a:

Ker(H" (720 /p — H N (A)) ~ HY(J2) /p( Ker(M — H™ (07
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Notons Fil' M = H"(J"™,)/p et soit Fil' "M = w.Fil' M + Fil"*2S.M sur
lequel on définit, sir < p—3, ¢r41 par @1 (u.x+s.y) = ¢1(u).¢p—1(z) (v € Fil" M
et s € Fil"™2S, on vérifie que cette application est bien définie) et, si r = p — 2,
qbp | par (bf)_l(u.:c + 5.y) = ¢ (u).¢p_o(x) (x € FilP72M et s € FilPS). C'est un
objet de M (voir(2.2.7) pour le cas r = p—2, en fait Mj, est une sous-catégorie
pleine de M} ') et on vérifie facilement que la flocche M — H™1(O5t) induit un
morphisme dans M

(M, Filr "M, 6, N) — (HHHOF), H (T, 64, N)

(resp. avec ¢i_1 sir = p—2et par (2.2.7.2)). Puisque cette catégorie est abélienne
(2.2.7.1 pour r = p — 2), Ker(M — H™(0§")) (muni du Fil""' M induit) est
un objet de M. On laisse alors au lecteur 'exercice d’en déduire que ce noyau,
muni du Fil" M précédent induit, est bien dans M;. O

Remarque 1: Les catégories M" sont des sous-catégories pleines les unes des
autres et le foncteur naturel M” — M"™! envoie (H o, H(JM, ¢, N ) sur

(Hi(Off), T, fry, )

Remarque 2: Si la log-structure de X, est induite par celle de (Spec W, L(p)),
on retrouve le résultat de ([FM],2.7). Plus précisément, on a un relevé global Y,
de X, sur B, (qui est Spec Sy X spec w, X, muni de la log-structure induite par celle
sur Spec S;) et on montre facilement que, pour 0 < i <r < Min{p —2,q —n}:

HY((Xa)syn, OF) = H((Ya)et, Wi, /) = Sn @w, H'(Xa)er, U, )

H(Xa)syns T4") = D Fil™™'Sy @w, H((Xa)ets 0210, w,)
=0

et que (Hi((’)if), HY(TIN), ¢, N) est I'image par le foncteur MELT — M (voir

Appendice A) de H ((X,,)e, ) muni de la filtration (H (X)et, o1

X0 /Wy X /Wn)>0§l§r

et des ¢; correspondants.

3 La cohomologie étale de p-torsion

On montre que les objets de M, d’origine géométrique construits dans la section
précédente permettent de retrouver la cohomologie étale de p-torsion de la fibre
générique. On travaille avec le petit site syntomique exclusivement, méme si
certains résultats sont valables avec le gros site.
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3.1 Trois suites exactes courtes de faisceaux

On renvoie a ([Ka3],3) ou ([Brl},6.3) ou ([Br2],2) pour la définition et les pro-
priétés de 'anneau Ay, (pour le choix de l'uniformisante p). On construit trois
suites exactes courtes de faisceaux sur le petit site syntomique qui serviront pour
passer de la cohomologie log-cristalline a la cohomologie étale.

3.1.1 Problémes de limite inductive

Si L est une extension finie de K, on note Oy, I'anneau des entiers correspondant
qu’on munit de la log-structure associée & Op\{0} — Op. Si L' est une extension
finie de L, on a des morphismes de log-schémas ji/1, : (Spec Op, O \{0}) —
(Spec Op, O \{0}).

Lemme 3.1.1.1 Les morphismes jr/ /1, sont log-syntomiques.

Preuve. — Soit L™ D'extension maximale non ramifiée de L dans L', le log-
schéma (Spec Opnr, Opar\{0}) est étale (au sens classique) sur (Spec O, O \{0})
avec log-structure induite, donc est log-syntomique et on est ramené (par com-
position des morphismes log-syntomiques) au cas d’'une extension L’ totalement
ramifiée. Soit 7 une uniformisante de L, w7, une uniformisante de L', e I'indice
de ramification de L’ sur L et Q(X) = X¢ — 7, P(X) le polynéme d’Eisenstein
de 7. On a:

Op = OL[X]/(X* = 7 P(X)) = OL[X, Y]/(X® — 1Y, Y — P(X)

Soient () = N@ Nz @ Ny, G le sous-groupe de Q9 engendré par g = (—1)be.xd
(—y) et f=y— P(x) € O ®zN Z[QG], on vérifie facilement que le morphisme
de log-schémas:

Or ®zn Z[QG]
G =0
Q/ (g - 17 f) g
T T
N & Or

(on (1) = ) est log-syntomique et que le log-schéma (Spec O/, Q/G) s’identifie
a (Spec O, 0O \{0}). O

Si Z est un log-schéma sur (Spec W, L(p)), on pose:

Zy = Z X(spec wL(p)) (Spec Oz, OL\{0})

Z = Z X(spee wir(p)) (Spec Og,, Og,\{0})

Le log-schéma Z n’est plus fin, mais est une limite inductive filtrante de log-
schémas fins. Soit j; le morphisme de topoi:

(Spec OL/p", OL\{0})5,, — (Spec Wy, L(p))s,

syn
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et F un faisceau abélien sur (Spec W,,, L(p))syn. Pour tout log-schéma fin X,, de
(Spec Wy, L(p))syn, on a (3.1.1.1) jr.j; F(X,) = F(X, ). Pour L extension finie
de L, les applications F(X,, ) — F (X, /) induisent des morphismes de faisceaux
sur (Spec Wi, L(P))syn: Jr«JiF — JrJi.F et on pose 5. F = lim jr.j7 F.

L

Lemme 3.1.1.2 Pouri >0 etr >0, on a: lim Rij.gign =o.
L

Prewve. — Le faisceau lim R7jp, 7r T est le faisceau sur (Spec W, L£(P))syn
L

associé au préfaisceau X,, — lim H? (X, 1.)syn, J\™). Le probleme étant local, on

L
peut supposer le log-schéma X, affine. On se donne une immersion fermée:

(Spec Or/p™, O \{0}) — Vp
! !
(Spec W, L(p)) — B,

et, quitte a travailler étale-localement sur X,,, une immersion fermée:

X, — Y,

l l
(Spec W,,,L(p)) — E,

ou V7, et Y, sont affines et log-lisses sur E,,. On note D ’enveloppe aux puissances

divisées de X, dans Y, xg, Vi. Soit s un élément de lim H?((Xp.1)syn, J),
L
il existe une extension finie L telle que s provienne de s;, € H’((X,.1)syn, T1),

donc (les schémas étant affines) sy, provient d’un cocycle ¢, dans J, [[; il ROy xp v,

sur Vi, et Y,, on

w{,nXE Vi /B En prenant “suffisamment” de racines p?mes
n
peut trouver, d'une part une extension L’ de L et un diagramme commutatif

d’immersions fermées:
(Spec O/ /p™,Op\{0})  — Vi

! !
(Spec Or/p", O \{0}) — V,

ou V1 est affine et log-lisse sur F,,, d’autre part (quitte a localiser encore sur X,)
un diagramme commutatif d’immersions fermées:

X, — Y
1 !
X, <= Y,

ou X/ est affine et est un recouvrement log-syntomique de X, et Y est affine et
log-lisse sur E,,, tels que, si D' est I'enveloppe aux puissances divisées de X ;,
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dans Y, x g, V/, 'image de ¢; dans J, g/—j] ®OY»/L><EnV[/, W{’AXE,LVL/ /g, est nulle (voir
[Br1],3.2.3). L'image de s;, dans H’((X}, ;) syn, J\")) est donc nulle et il en est de

méme de U'image de s dans lim H’ (X}, ;) syn; JIMN), dott le résultat. O
L

On en déduit les deux corollaires:

Corollaire 3.1.1.3 Pour r € N et 0 < m < n, on a des suites exactes de
faisceauz sur (Spec Wy, L(D))syn:
0— ]*jn[:] I j*jrgﬂ - ]*jrgr—]m — 0
Preuve. — Par platitude (2.1.2.1), on a des suites exactes: 0 — JU' — FlIl —
jﬂm — 0, donc des suites exactes longues:
0 = Jreji T = Jeeft Ty = jreidilm — Rt i) = RUjnjidi — ...
d’ott, puisque le foncteur lim est exact (car la limite inductive est filtrante), une

L
suite exacte longue:

0 — limjp.j; T — limgp.j; T — limjp; T, — BmR g7 T8 — .
L L L L
Par (3.1.1.2), limR'j..j; 7! = 0, d’ott le résultat. O
L

Corollaire 3.1.1.4 Soient i € N, r € N et X,, un log-schéma log-syntomique
sur (Spec Wy, L(p)) dont le schéma sous-jacent X,, est quasi-compact, on a des
1somorphismes:

i H (X)) syny joed i T =5 WmH (Xn.p)syms S5 T

L L
4 V] . |
Hl((Xn)symj*jn[r]) liLnHl((Xn,L)symjn[T])
L
Preuve. — Puisque X,, est quasi-compact et que les morphismes des recou-

vrements dans (X,,)sn sont ouverts, la cohomologie de X, commute avec les
limites inductives filtrantes de faisceaux, d’ou I'isomorphisme de gauche. Le mor-
phisme de topoi j;, donne lieu & une suite spectrale: H'((X,,)syn, B jr.ji Jl) =
HH (X0 syn, 75 T1). Par passage a la limite inductive, on a donc une suite
spectrale:
lim B (X0 sy B jeg 7. T37) = lim H (X 1) sym: 57.737)
L L
Mais, par ce qui précede:

hln Hi((Xn)synv Rij*jZJTET]) = Hi((Xn)synv hln Rij*j}k,jrgr])
L L

et li_ijjL*jz\Z[f] est nul pour j > 1 par (3.1.1.2): la suite spectrale dégénere
L

donc. O
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3.1.2 Une suite exacte courte “de Kiinneth”

Par définition ([Br2],2), on a pour r € N:
Fil" Ay = lim H° ((<spec Oko /1", Ok NOD/En) T (e oKo/pn,oKo\{owEn)

(Fil’A, = Ay). Rappelons ([Ka3],3 ou [Br2],2) qu’a tout choix d'un systeme
compatible de racines /p\”wmes de p, (&,)nen+, sont associés des isomorphismes de
S-modules Ay ~ A < X > et:

Fil" Ay, ~ {Z a; (X lim a; =0,a; € Fil"""Agis}

ot la structure de S-algébre de A < X > est donné par u — [€](1 + X)™ ([¢]
est 'élément de A5 correspondant aux (&, )nen-, voir ([Br2],2)). Dans toute la
suite, on choisit un tel systeme compatible de racines p™ ", de sorte qu’on a
71; = ACMS/<\X >. Les Filsz\st/p” n’étant pas des S,-modules plats, on définit:

FZZX st/p - {Z azf}/z NIURS N, a; € Acm‘s/pn}

et on munit A..;s d'une structure de S-algebre en envoyant u sur [¢].
Lemme 3.1.2.1 Pour tout s € N, Fil}?ls\t/p” est un Sy, -module plat.

Preuve. — On laisse au lecteur I'exercice de montrer que la platitude de A..;s/p"
sur S, entraine celle de Ay, /p" sur S, (ol u — [€](1+ X)7"). Les suites exactes
courtes de S,,-modules: 0 — le_“;(HAst/p — Fil% st/p — 7s(X). Agris/p" — 0
donnent alors, par récurrence, toutes les autres platitudes. Montrons que A.;s/p™
est plat sur S,. On rappelle la description suivante de A..s/p" ([Fo],2.3.3):
soit R la limite projective du diagramme Og /pOg, — Og,/rPOg, — ... «—
Ox,/POk, < ... ol les applications de transition sont 1'élévation a la puissance p,
c’est un anneau integre parfait et on note W, (R) anneau des vecteurs de Witt
de longueur n correspondant. En particulier, le systeme compatible (&,)nen-
précédent donne un élément & de R et [¢] de W, (R) (le “Teichmiiller”) et on a
Aeris /" =~ W, (R)PF olt les puissances divisées sont prises sur I'idéal engendré par
[€]. Notons A = S,,, M = W, (R)PP et I = pA, A et M sont plats sur W,,, d’ot1
on déduit aisément que les applications canoniques: [™/I™* ® Ay MJIM —
I™M/I™ M sont des isomorphismes pour 0 < m < n — 1 (pour m > n,
tout est nul). Montrons que M/IM est plat sur A/I: on a A/I =k <u>=
klu, w;] [ (wP,uf)ien et M/IM = Agis/pAeis = RPY = R[X,]/(€7, X! )ien+ (o1
u; = Yp(u) et X; = 3,i(€)). Comme u — & et u; — X, il suffit de voir que
R/(€P) est plat sur k[u]/uP. La projection sur la premieére composante donne un
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isomorphisme de k[u] /uP-module R/ () ~ O, /pOg, (ot u +— & a droite). Mais
si L = Kyl&], Panneau Op, est plat sur Op et Op ~ Wu]/(u? — p), donc, par
changement de base, Og, /pOp, est plat sur k[u]/u?. On conclut par ([Ma],22.3).
O

Le groupe G = Gal(Ky/K,) agit par fonctorialité sur Ay et sur j,F pour
tout faisceau F sur (Spec W, L(p))syn- On vérifie facilement qu'on a des iso-
morphismes pour tout s € N:

FZZSZ;/pTL ~ l%n HO <<(Sp€€ (/)L/p”7 OL\{O})/EH)CM'S7 gj([;]pec OL/p"7OL\{0})/En>

~ lim H((Spec Or/p", OL\{0})syn, T,7)
L

(utiliser (D.1) par exemple) d’ou des applications compatibles a l'action de G
pour tout X,, de (Spec W, L(p))syn (0 <s <7):

Fil* Ay /p" @5, H((Xa)syns TV ™) = UmH(Xo,1)syns T1)
L

(g € G agit a gauche par g®Id). Par composition avec I'injection Filiffl;/p" —
Fil*Ag/p™, on déduit des morphismes de faisceaux sur (Spec W, L(p))syn com-
patibles a l'action de G: @F@l};l:t/p” ®s, JI= — .7 Le lemme suivant

s=0
est en fait un cas particulier de la proposition (3.1.2.3), on le montre a part pour

des raisons pratiques:

Lemme 3.1.2.2 On a un isomorphisme de faisceaux sur (Spec Wy, L(p))syn
compatible a Uaction de G: Ay /p" ®g, O = 5,05

Preuve. — Par (2.1.2.1), (3.1.2.1) et (3.1.1.3), on a un diagramme commutatif
a lignes exactes:

0 — Ay/p"®s, O, — Ayu/p" @, O3 — Ay/p"®s, O — 0

! ! !
0 — 305y - 3O - 3-OF — 0

et il suffit donc de montrer I'isomorphisme pour n = 1. C’est un calcul local pour
la topologie log-syntomique et on reprend les notations de (2.1.2.1) et (2.2.2.1),
en posant A% = A* @ Og, /pOg,, P> = P* &n Og,\{0}. Le Frobenius est
surjectif sur A®, P®  A® et P>: soit g € P I'image de 1 € N et choisissons une
racine p*™ h de g dans P (on a déja choisi une racine p"™¢ & de p dans Og,).
A ce choix sont associés des isomorphismes (Appendice D):

Off(A>, P>) = Um0 (Spec A, P') =~ (A® ®gpx) Z[P>°]))PP <Y >
O3t (A=, P*) = limj, 03 (Spec AL, P') ~ (A% @gypuy Z[P**))PP <Y >
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ou P>¢ = {x € P9 /xP € P>} (resp. avec P>) et ou les puissances di-
visées sont prises par rapport au noyau de la fleche dans A> (resp. A*, pour
I'isomorphisme dans ce cas, sur chaque extension finie L, extraire des racines

" Q'une uniformisante et utiliser (D.1)). Le morphisme:

(A @z(p=) ZIP))PP <Y > @, Acris /D <X >— (A% Qgpoe) Z[P>])PV <V >

1®& L 1@&
1 Y) -1
he L HY) - Lot s

sont notés multiplicativement, 1 est I’élément neutre). On rappelle que A..;s/p ~
(Og,/p)PT, avec les puissances divisées sur I'idéal (£;), et on laisse au lecteur la
vérification des isomorphismes suivants (< 1, Zs,... > sous un monoide désigne
le sous-groupe engendré par xi, s, ...):

envoie Y sur Y et X sur

€ P> (les monoides

(A% @gip=) Z[P>*])P" @ (O, /p)"T] <Y, X >

O,
o Of'(A*, P¥)@g, (—2)PF < X >
P <7i(h.(1+Y)—1 —51.(1+X)—1)>
1EN*
P on O \{0} @ 2% P> @ Og \{0} @ 2%
h@l@z> _<h@1@z gd1
1o&dl leo& el 1ep

seoer . LIP° ©n O \{0}][Z, Z7]
o 2P~ (hZ — .20 —1)

° poo,e ~

[(AOO Rz [P Z[Poo’e]) Qk O[*(O/p}DP<Z -1,Y>
(vi(h.z - &))

o (A®®gp<| Z[P>°]))PP @4 (OF, /p)PT = [(AOO®Z[P°°}Z[POO’8])®k@f<o/P}

Oft(/_loo, ]500) ~
iEN

DP

La fleche O5H(A®, P®) @, Ay/p — O5H(A®, P®) n'est autre que I'application
DP

[(AOO Qz[poe] Z[Po"’e]) Rk (’)f(o/p] -linéaire qui envoie Y sur Y et X sur Z(1 +

Y) — 1. En particulier, elle envoie %-(h.(l +Y) P =-&.(1+ X)_1> sur Z7H(1 +

Y)_i%-(h.Z — 51) et on laisse au lecteur le soin de montrer qu’il s’agit bien d'un
isomorphisme. O

Pour r € N, on considere le complexe de faisceaux sur (Spec Wi, L(p))syn:

P Fils Ay /1" @5, TI = @ Fily Ay /p" @5, T — j. T

s=1 s=0
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ot la fleche de droite est celle définie précédemment et celle de gauche la somme
des fleches:

Fily Ay /p" s, TIH™ = Filx 'Ag/p" @5, T @ FiliAq/p" ®s, JI
T & Yr4+1—s — T X Yr4+1-s > —Ts & Yr4+1—s

Proposition 3.1.2.3 Pourr € N, on a des suites exactes courtes de faisceaux
sur (Spec Wiy, L(p))syn compatibles a Uaction de G:

0 — @ Fils Ay /p" @5, Tr ) — @ Fils Ay fp" @5, T — 4,70 — 0

s=1 s=0

Preuwve. — Par un dévissage similaire a celui en (3.1.2.2), on se ramene au
cas n = 1. La suite exacte de Sj-modules plats (3.1.2.1): 0 — Fil§Ay/p —
F ilﬁ(_lf/ls\t /p — X5 1 Auis/p — 0 donne encore une suite exacte en tensorisant
(sur Sp) par \71[7"]. En particulier, les fleches Fil3 ' Ay, /p®s, 1[T] — Fils, Ay /p®s,
jlm sont injectives, d’ou on déduit facilement l'injectivité de gauche. On a

une injection j, 7 — 5,08 & AL/p ®s, O3 (3.1.2.2), et il suffit de mon-
trer 'exactitude du milieu en remplacant j*jlm par Ag/p ®s, Oft. Calculons

Ker( b Fils Ay /p ®s, T = Filly Ay /p ®s, Oft). On a une suite exacte

s=r—1
courte: 0 — J; 12 7 @ O3t — O3 — 0 d’oty, par (3.1.2.1), un diagramme
commutatif a lignes et colonnes exactes:

0 0
0o — Fily, Ay /p0s, T — Filly Ayt /p®s, Ti — 0
'
0 —  FiliAu/pos, (1803) — P FisAu/pes, 71 = Agu/pes, i — 0
s=r—1
0 — Fil&@/p@sl(’)ft — Fz'l?{%@/p@sl(?ft — A /p®s, 058 — 0
0
d’ou:
,
K6T< @ Fil§Ast/p®S1jl[ris]_)Fil;g_lAst/p(@slOft):FilTXAst/p®sljl (4)
s=r—1

On montre de méme la suite exacte:

0= Filly At p0s, T = Filly 2 A [p0s, T @Fil At /p@s, Ot = Fil'y 2 At [pos, O5 (5)
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Calculons Ker( D Fil5, Ay /p s, g Fils 2 Ay /p®s, Oft): par (5), c’est

s=r—2
la limite projective du diagramme de faisceaux:

r

Fz‘z;—Z’@/p@leleea( b Fz‘lg(Z;/peasljl[“s])

s=r—1
0 — Rl Ag/pes, TP — Fill7 2 A Jp0s, T @Fils A /p@s, OFt

Cest-d-dire Filly 'Ay/p ®s, J1[2] @ Fill, Ay /p ®s, Ji par (4). Par une récurrence
dont on laisse les détails au lecteur, on obtient ainsi I’exactitude au milieu. Reste
la surjectivité de droite: avec les notations de la preuve de (3.1.2.2), il suffit de
montrer la surjectivité de:

P Filsc Au/p ®s, TV (A®, P=) — FI (A=, P>)
s=0
Par le diagramme commutatif (3.1.2.2):
Ay /p @5, OF (A%, P®) =5 Off(A, P>)
l !

~

Oko/p ®k A — AOO
Ji(A®, P®) = Ker(Oft(A®, P*) — A*) s'identifie a:
Fil'Ay/p ®s, OF'(A®, P®) + Ay /p ®s, J1(A, P>)

donc J{" (A%, ) = N Fil*Ay/p ®s, =A% ). Soit x € Fil*Ay/p, ©
5=0

séerit Y x;.7(X) avec z; € Fil* " Agys/p = Fil* ' RPP (voir 3.1.2.1). Comme
i=0
Fil*~'RPT est I'idéal de RPT engendré par (7;(€));>s—i et que, dans Ay /p, v;(€) =
vj(u)(1 + X)?, on a bien:
> Rty Aw fp@s, TN (A% PR DY T Ris Ay fpos, T (A%, Pe) S g1 (A%, poy
s=0 s=0

ce qui acheve la preuve. O

3.1.3 Le noyau de la monodromie

On rappelle que Spec W, désigne le schéma Spec W,, muni de la log-structure
triviale. On définit les faisceaux O et Ji=ll (1 € N*) sur (Spec W,,)eyn par:

O(U) = H((U/Spec Waleris, Ougspec w, )
jrfris,[r] (U) — HO((U/SpeC Wn)cris7 j[[;/}Spec Wn)
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Pour r < 0, on convient que J*l = O Comme dans ([Brl],3.2), on a
pour i,7 € N et X, dans (Spec W,,)s, des isomorphismes canoniques entre
H((X,/Spec Wn)ms,j)[gi/spec Wn) et H'((Xp)syn, TM). Le morphisme de
log-schémas (Spec W,,, L(p)) — Spec W,, est log-syntomique et on note encore
Jerisll 1a restriction de Jr 0 & (Spec Wi, L(D)) syn-

Proposition 3.1.3.1 Pour r € N, on a des suites exactes de faisceaux sur

(Spec Wy, L(D))syn:
0 — jrfris,[r] SN jygr} L L771[7“—1] —0

Preuve. — Pour r = 0, c’est le résultat de ([Brl],6.2.1). Avec les notations de
(2.1.2.1) et (2.2.2.1), il suffit de montrer qu'on a une suite exacte:

0 — j;?"is,[r](Aoo7Poo) . jrgr](Aoo’Poo) L jr[br—l](Aoo’Poo) — 50

Mais on a un isomorphisme (non canonique) O(A®, P>) ~ O (A® P®) <
X > (Appendice D): I'injectivité de gauche est donc triviale et on vérifie que:

o0

TN A%, P®) =Y gerisl=sl(4% p=) y,(X)
s=0
d’ot on déduit aisément 'exactitude du milieu puisque N (75(X)) = (14+X)7ys-1(X).
Six € Jgerisir—ll(A~ p>) c glr—1(A% P>) on peut le relever en x.Log(1 +
X) € Jl(A= P>). En utilisant ceci et le fait que les v,(X) se relevent dans
JEHU (A% P®) pour s € N* (voir [Br1],6.2.1), on conclut & la surjectivité de
droite. O

3.1.4 Le noyau de ¢, — Id

On montre comme en (2.1.2.1) que les faisceaux J I sur (Spec W,,)gyn sont
plats sur W, et qu’on peut définir des opérateurs (encore) noté ¢, : J' — O
sur (Spec Wy)syn pour 0 <7 <p—1et n+r <g. On a bien sur des diagrammes
commutatifs sur (Spec Wy, L(p))syn:

j,,f”s Il j%r]
¢r | L e

Orcl’ris SN Off
Soit §; le noyau de ¢, — Id : jﬁ"i&[r} — Oris,

Proposition 3.1.4.1 Pour 0 <r < Min{p—1,q—n}, on a des suites exactes
de faisceaux sur (Spec Wy)syn:

0 — 8 — Jeriel = o — 0
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Preuve. — 1l faut montrer la surjectivité a droite. Par un dévissage utilisant la
platitude des Jgm =l sur W, et 'exactitude des foncteurs i, : (Spec W,)5,, —

(Spec Wy)5,n Pour n < g, on se rameéne au cas n = 1. Le morphisme de log-
schémas (Spec W,, L(p)) — Spec W, étant un recouvrement log-syntomique, il

suffit de montrer qu’on a une suite exacte: 0 — ST — J I 7/ oeris () e
faisceaux sur (Spec W,, L(p)). On reprend les notations en (2.1.2.1) et (2.2.2.1).
Soit s € O5Tis(A%, P>): existe-t-il x € J7 (A%, P>) tel que ¢(z) —x = s ?
Supposons d’abord r < p — 2. On a:

OF**(A%, P>) = D B/(fors 1)) Aomo () Vpm, (1)

(mo;...,my ) ENEHL

et,sis€ € (B/(fo, s J1)Apmo (Y0)--pm: (¢r), il est clair que ¢, (—s)—(—s) =
> mi>1
s, donc & = —s convient. Supposons s € B/(fo, ..., fi) = A% @kjg=q /{:[QOOGPA],
puisque ¢, — Id est additive, il suffit de considérer les deux cas s = a et s =
a(h —1) (a € A®, h € G*"). On rappelle que 1)y € A®, )y € JE(A®, P>) et
¢1(¥o) = (o) — 1.

o Sise A®: soit b€ A® et t = (¢, (¥7) — (—1)")P € JoPl (4> p=) o
a ¢ (s +1t) — (b +t) = (—1)"bP — b et Péquation (—1)"b" — Yib = a
n’a peut-étre pas de solution dans A, mais se résoud sur un recouvrement
syntomique (au sens classique) du schéma Spec A>: & = (b + t convient
alors.

e Sis=ualh—1) ¢((h—1)7) = (h—1)"+..€klh—1,(h—1)?/p], et
peut donc s’écrire ¢;((h—1)") = ¢="((h—1)") + ¢7 ' ((h—1)?) en séparant
degrés inférieurs a r et degrés supérieurs a r + 1 ((h — 1)?/p étant de degré

p). Soient ay, ...,a, € A® et

o= S s — (— = )aeu((h — 1)) € FT (A, )

=1

t2 _ Z(_l)rfia]io(bizr-i-l((h . 1)1) e jlcris,[rJrl}(Aoo’Poo)
i=1

r = Z% al +t1 tt e jlcms 7] (AOO,POO)

un calcul facile donne:

T

or(r) =z = D (=1)""afor ((h Zwo a;(h
i=1

= Z((—l)’”*iaf —Ci—1 — Wo"*i@z')(h -1

=1
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ol cog=0et ¢ € kl[a},...,al_;]. Or, le systéme d’équations aux inconnues

{a,...,a, }:

G S
(1) 7%dy — g %ar = o«
af - Qy = GCr1

se résoud (par récurrence) sur des recouvrements syntomiques classiques du
schéma Spec A>.

Supposons 7 = p — 1: si on a toujours ¢,_1(v-(h — 1)) = 0 pour r > p et
Gp—1(7- (1)) =0 pour r > p+ 1, on a ¢p_1(7,(¢¥s)) € A> et non nul en général
(par exemple ¢,_1(7p(t00)) = —1).

e Sis e A™ on prend t et x comme précédemment: on a alors ¢,_;(t) = nb”2
oun€Fyet g, (v) = nb?* + (—1)70° — &~ 'b qui se résoud encore sur
un recouvrement syntomique de Spec A>.

e Si s =a(h—1), un calcul montre qu’on a encore ¢,_1(t1) = ¢p_1(t2) = 0 et
la preuve est la méme dans ce cas.

eSis € @B B/(for-ft)Vpmo(W0) - Apm:(Wr), on a ¢p_1(s) € A et,
> mi>1
par le cas s € A, l'équation ¢,_1(y) —y = ¢p_1(s) se résoud sur un
recouvrement syntomique de Spec A*: x =y — s convient alors.

Les derniers détails formels de la preuve sont laissés au lecteur. O

3.2 Application aux groupes de cohomologie

On exploite les suites exactes longues associées aux suites exactes courtes de
faisceaux précédentes. Grace a cela, un peu d’algebre linéaire et un calcul de
cycles proches en réduction semi-stable dit a Kato, Hyodo et Tsuji, on reconstruit
la cohomologie étale de p-torsion de la fibre générique (en tant que représentation
galoisienne). On en déduit des renseignements sur cette représentation qui sont
la réponse a une généralisation d’une conjecture de Serre.

3.2.1 Préliminaires d’algebre linéaire

Définition 3.2.1.1 Soit r € {0,...,p — 2} et M un objet de M", on appelle
filtration admissible sur M toute filtration décroissante (Fil'M)o<i<, par des
sous-S-modules indexés par les entiers entre 0 et r telle que:

o Fil" M est le Fil' M déja défini sur M et Filo'M = M
o i7" S Fil M C FilM,0<i<j<r

47



e N(Fil' M) C Fil'"'M

Par exemple, Fili, M = {z € M/(u —p)"".x € Fil"M} ou Fil'\, M = S-

module engendré par N'~*(Fil" M)+ > _ Fil’S.M sont des filtrations admissibles
>

(pour la deuxie¢me, on utilise la propriété Fil'S.N(Fil" M) C Fil"M). En fait, on
vérifie aisément que toute filtration admissible est telle que Fil,, M C Fil'M C
Fili; M. Munissons Ay ®gM de la dérivation produit tensoriel et notons (Ay®s
M)n=o le noyau de cette dérivation. Si Fil'’M est une filtration admissible,
posons pour 0 < ¢ < 7:

Fil(Ag @s M) = Y Fil*Ay ®g Fil > M
s=0

Filiy(Ag @s M) = Y Fils Ay ®g Fil M
s=0
Fil'(Ag ®s M)n—o = Fil'(Ag @5 M)((Ag @5 M)n—o

Lemme 3.2.1.2 Soit r € {0,....,p — 2}, M un objet de M" et (Fil' M)o<i<,
une filtration admissible sur M, alors, pour 0 <i < r:

(1) on a des isomorphismes F@l’X(Z; ®g M) = leZ(Zs\t ®s M)

(2) on a des suites exactes courtes:

0 — @ Filx Ay ®5 Fil' ™M — @ Fil3 Ay ®5 Fil *M — Fil'(Ay ©5 M) — 0
s=1 s=0

Preuve. — (1) Soit a € Fil*Auis/p™ (s € N et n est tel que p"M = 0),

alors a est dans I'idéal engendré par (v;([{] — p))j>s (voir preuve de (3.1.2.1)).
- ) i

Dans Ay, on a: v;([¢] —p) = v;(u —p+u.X) =D vji(u—p)u'y(X). Soit x
1=0

dans I'image de FilSZ;/p" ®g, Fil'=* M, z est une somme de termes de la forme

a.v;([€]=p)(X)@m ot a € Auis/p™, m € Fil' *M et k+j > s. En développant

7;([€] — p) comme ci-dessus, on obtient z € > Fill\ Ay /p" ®s, Fil'™'M d’ont (1).
I=k

(2) La surjectivité est claire par (1). L’injectivité et I'exactitude au milieu

résultent de la platitude de Fil% A /p" sur S, (p"M = 0) exactement comme en

(3.1.2.3). O

Remarque: Le lemme précédent est valable, en fait, avec des objets beaucoup
plus généraux que ceux de M".

On renvoie a 'appendice A pour la définition des catégories M F' fofq et MF ,{;’T,
sous-catégories pleines respectivement de M" et M.
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Lemme 3.2.1.3 Avec les notations de (3.2.1.2), on a des suites exactes pour
0<i<r:

0 — Fil'(Ay ®5 M)y—og — Fil (Ay @5 M) 25 Fil ™ (A, @5 M) — 0

Preuve. — Par (3.2.1.2,(1)), il suffit de montrer la surjectivité de NV : Fili, (A,®g
M) — Fill 1( st ®s M), et il suffit de trouver un antécédent aux éléments de
la forme v;(X) ® 2 ot & € Fil " '"*M et j > s. On laisse au lecteur le soin de
montrer la surjectivité des fleches N : Filll ' A,, — Fil’, Ay, (j € N) et on note
J7;(X) un antécédent (quelconque) par N de 7;(X) dans Filjl" Ag. Soit:

v=[uX) 0 [ [5X)@N@ -t ()7 [ [5X) e N

zsl

On a y € Filiy(Ay ®5 M) et un calcul donne:

N(y) = 7(X) @+ (- ”2/ S e N @)

zsl

Il suffit donc de trouver un antécédent au deuxieme terme de droite et pour cela,
il suffit de montrer que N : Filk Ay @5 M — Fil'\y' Ay ®g M est surjectif. Par
(3.1.2.1), ([Br3],2.4.2.1) et un dévissage facile, il suffit de montrer cette surjec-
tivité pour un objet M provenant d’un objet M de MFy" " Mais on obtient alors
N®Id: Fil} Ast Qw M — leZ 1A, @w M pulsque N(M) = 0, et la surjectivité
provient de celle de N : F'il XASt — Fil' 1Ast

Proposition 3.2.1.4 Soit M un objet de M", le W -module Fil"(Ay®5M) n—q
ne dépend pas de la filtration admissible (Fil' M )o<;<, choisie.

Prewve. — Si0 — M — M 3 M” — 0 est une suite exacte dans M"
et Fil'’M une filtration admissible sur M, on vérifie que Fil'’M" = s(Fil'M)
(resp. Fil' M’ = Fil' M N M) est encore une filtration admissible sur M” (resp.
M), A partir des suites exactes 0 — Fill M' — Fil'l M — Fil'l’ M" — 0, de
(3.1.2.1) et de (3.2.1.2), on obtient des diagrammes commutatifs ot les lignes et
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les deux colonnes de gauche sont exactes (0 < i <r):

0 0 0
! |
A 7
0 — Pruganesriti-om —  PrisAnesFiiom = Fill(AuesM)  — 0
s=1 s=0
' ! ' | !
(2 (2
0 — Pruganesriti-om —  PragAaesFiicomMm — Fil(AuesM)  — 0
s=1 s=0
, ! ' | !
7 (2
0 — Pragasesriti-omr —  PragAvesFii-om’ — Fili(AzesM’)  — 0
s=1 s=0
! | !
0 0 0

La colonne de droite est donc aussi exacte. Par (3.2.1.3) et le diagramme com-
mutatif:

0 0 0
—~ —~ N —~
0 —— Fil"(Aa®sM)n—og — Fil"(Asx®sM’) —— Fil' Y Aq@sM') —— 0
— — N —
0 —> Fil'(Ag®sM)y—o — Fil"(Aq®@sM) —— Fil" 1(Aq@sM) —> 0
— —~ N —
0 —— Fil"(Aa4®@sM")n—g — Fil"(Aq®@sM"”) —— Fil" Y Agq@sM’) — 0
0 0 0

on en déduit alors l'exactitude de la colonne de gauche. Notons Fil%,,M" =
s(FiliyM) et Fili, M' = Fill, M N M (Fill;,M" # Fili;M" en général), en
réitérant ce qui précede avec (F'ill;M)o<i<r, on a un diagramme commutatif a
lignes exactes:

0 —  Fil'(Ag®@sM)n—o — Fill(Aq®@sM)y—o —  Fil"(Ag@sM")n—g — 0

l ! l

0 —  Fill (Aa®@sM)n—g — Filh (Au®@sM)n—g — Fil’ ,(Au@sM)y_g — 0

et si la proposition est vraie pour M’ et M” (i.e. si on a des isomorphismes a
droite et a gauche), elle est donc vraie pour M. Par dévissage, on se ramene
ainsi au cas d'un objet M = S @, M avec M dans MFJ". En prenant une base
T
adaptée a la filtration sur M, on écrit M = M°@M'@®...oM" ou Fil'M = @Mj
j=i
et on a:

Filiy M = Fil'S @y M° @ Fil 'S @y M' @ ... ® Fil'S @y M @ S @w Fil' M
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d’ou on déduit:

r

Filhy(Ag ®s M)n—o = P(Fil* Ay @w M™*)n—g = @) Fil* Apris @w M™*

s=0 s=0

(car N(M) = 0 et (Fil*Ay)n—o = Fil*As). Mais en développant “en fonction
des 7;(u )” les éléments de Fil®A..;s/p comme dans la preuve de (3.2.1.2,(1)), on

obtient @Fil* Aus, @ M C (g 5 Fil' M)y—o d'ott (Ay ©s Fil' M)y —
s=0

Fil;(Ay ®s5 M)n—o. Comme pour toute filtration admissible (Fil’M )<<, on

a des inclusions:

(Ay ®g Fil" M)y C Fil" (Ay ®5 M)n—o C Fill(Ay @5 M)y

on en déduit le résultat. O

La preuve de (3.2.1.4) donne en prime le:

Lemme 3.2.1.5 Soit 0 - M’ — M — M"” — 0 une suite exacte dans M",
on a une suite exacte de W-modules:

0— FZZT(Z; ®S M,)N:() — FZZT(Z; ®S M)N:() — FZZ%ZL; ®5 MH)N:Q —0

On note désormais FilT(JZZE@SM)N:U = Fz’lTM(ﬁ;@SM)N:O. Soit (Fil! M)o<izy
une filtration admissible sur M, on définit pour 0 < 7 < r des applications
¢ : Fill M — M par ¢;(z) = ¢r((u—p)".2)

1. .. (brfi((u_ )T Z)
semi-linéaire:

On en déduit une application

@¢s ® Qbrfs : @ngfjl—; ®s Fil"™ M — ‘//4—3\’5 ®s M
s=0 s=0

Soit f : @FZZX o Qg Fill'™ M — @FZZX s ®g Fil"~*M Tlinjection de

s=1
(3.2.1.2,(2)), en utilisant ¢;|pyit1 = pPiy1, on a @gbs ® ¢p_s)o f =0 d’ou par
s=0
(3.2.1.2,(2)) une application semi-linéaire encore notée ¢, : F il"(Ay ®5 M) —
Ast ®s M. Grace aux relations N¢; = qb, 1IN (calcul facile), elle 1ndult\ une
application ¢, : Fil" (A t ®s M)n=o — (A + ®5 M)n=o. On note Fil"(Ay ®g
M)‘z’r ' le noyau de ¢, — Id sur Fil" ( st ®5 M) n=o.

Lemme 3.2.1.6 Soit M un objet de M", on a une suite exacte:

0 — Fil"(Ay; @5 M)U=E — Fil" (Ay ®5 M) n—o =" (A @5 M)y—g — 0
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Preuve. — 11 faut montrer la surjectivité de droite. Soit 0 — M’ — M —
M" — 0 une suite exacte dans M". Par (3.1.2.1) et (3.2.1.3), on déduit une

— —

suite exacte 0 — (Agy ®s M)n—o — (Ag ®s M)y — (Ag ®s M )y—g — 0
et, par (3.2.1.5), que si la surjection est vraie pour M’ et M” | elle est vraie pour
M. On se ramene ainsi au cas d’'un objet M = S| ®, M avec M dans M{’T
et il s’agit de montrer la surjectivité de Fil"(Aeis/p @k M) ¢ 1d Agris/p @ M.
Notons (ey, ..., €,) une base de M adaptée a la filtration et r; le plus grand entier
tel que e; € Fil"iM. Un élément y de Fil" (A s/p @) M) s’écrit de fagon unique

Zai ®e; avec a; € Fil" " Auis/p et, si G € GL,(k) désigne la matrice de
i=1

(pr (€1), ..., &r, (€5)) dans la base (e, ...,e,), les coordonnées de ¢,.(y) — y dans
(é1, ..., e,) sont données par le vecteur colonne:

¢r—r1 (al) aj
G : - |
gbr—rn (an) ap

n
Soit Z b; ® e; un élément de A,.;s/p®x M, lui trouver un antécédent revient donc

i=1
a chercher des a; dans Fil" " A,.;s/p tels que:
¢r—r1 (al) aq bl
: =G| |+¢
(brfrn (an) Qp, by,

Mais un tel systeme admet toujours des solutions (voir [Br3|,3.2.2.1 (3)), ce qui
acheve la preuve du lemme. O

Si V est un Z,-module galoisien, on note V'(r) le tordu de V par la puissance
rieme du caractere cyclotomique et V* = Homg, (V,Q,/Z,). Dans ([Br3],3), on
définit un foncteur contravariant V;; exact et pleinement fidele de M" dans la
catégorie des représentations de p-torsion de G = Gal(Ky/Ky) par V(M) =
Homipgr (M, Ay @z, Qp/Zy). On aura besoin de la version covariante de Vi:

Proposition 3.2.1.7 Soit M un objet de M", on a un isomorphisme canon-
ique de Z,-modules galoisiens:

U Fil' (Ay @5 M)V 5 Vi (M)\(r)

Preuve. — Soit ¢ I'élément de A5 construit dans ([Fo],5.1.2) tel que Z,(1) =~
Z,.t. Remarquons d’abord que:

(Fil" Ay /9" 0= = (Fil" Auvis /p") =" = Z/p"Z.t"
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([Fo],5.3.6). Siz=> a;@u; € Fil" (Ay @5 M)%=1 et f € Viy(M), on pose
]GJ

=Y a;f(z;) € (Fil" Awis/p™")”=" (p"M = 0): U" est une application

jeJ
Z,-linéaire de Fil"(Ay ®g M)%=; dans Homzp< t(M), (Qp/Z,).t ) et qui com-
mute & Galois. Par (3.2.1.5) et (3.2.1.6), le foncteur M — Fil"(Ay ®5 M)%=s
est exact et comme le foncteur M — V(M) (r) est aussi exact ([Br3],3.2.3.1),
il suffit par dévissage de montrer que ¥" est un isomorphisme pour un ob-
jet M = 51 ®, M avec M dans MFE £’r. Puisque les F,-espaces vectoriels
Filr(Zs\t Rg M)}ﬁ\f_ol = Fil"(Agis @ M)? =1 et Viy(M) = Vipis(M) sont de méme
dimension finie = dim; M ([FL],3.3 et [Br3],3.2.3.2), il suffit de montrer que ¥" est
injectif. Voici brievement comment procéder: on se ramene d’abord sur R/EPR
([Br3],3.3.1) puis, en posant Fil'R = &'R, ¢;(&x) = (—1)a? (0 < i < r et
¢; : Fil'R — R) et en résolvant les équations de proche en proche dans R/(™R
pour m — oo (R =~ lim R/£™R), on a des isomorphismes de F,-espaces vecto-

riels: Fil" (R ® M)*=" 5 Fil"(R/ER @ M)*=" et Voyis(M) & Viis(M) =
{f € Homy(M,R) compatible & Fil’ et ¢;}. Sit est une base du F,-espace
vectoriel de dimension 1: (Fil*R)?'=! et si on définit comme précédemment
U Fil"(R @, M)* =t — Home(Vcris(M),Fp.tAT), on a un diagramme com-
mutatif de F,-espaces vectoriels:

A

Fil'(R®y M)*="  —  Homp, (Veis(M), Fp.1")

) b
Fil"(R/&PR @, M)* =" —  Homgp,(Veris(M), Fy.t")

et il suffit de montrer 'injectivité de $7. Mais si n = dimy M, on montre aisément
qu’elle vient du fait qu'un vecteur de R™ C (Frac R)™ “orthogonal” a n vecteurs
linéairement indépendants de (Frac R)" est nul. O

3.2.2 Calcul de imH* (X, 1)eyn, ™)

L

Dans cette section, on note X, un log-schéma log-syntomique sur (Spec W,,, L(p))
dont le schéma sous-jacent est quasi-compact.

Lemme 3.2.2.1 Soit F un faisceau de S,-modules sur (X,,)syn, on a pour tout
s€Neti € N: H((Xp)syn, Filc Ast/p"®s,F) = Fil5As/p"@s, H (X)) syns F)-

Preuve. — Cela résulte de la platitude de Fil, Ay /p"™ sur S, (3.1.2.1) et du
fait que si Z est un objet injectif dans la catégorie des faisceaux de S,-modules,
Fils, Ay /p" @, T est un faisceau acyclique de S,-modules (utiliser (SGA4, V.4.3)
par exemple). O
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Proposition 3.2.2.2 Pourr € N et 1 € N, on a des suites exactes courtes
compatibles a l'action de G:

T T

0D Fits A s H(Xn) sy TH ) =D it At /07 05, HH (X sy T ™) > HNH (X 1)y, T =0

s=1 s=0 L

Preuve. — De (3.1.2.3) et par (3.2.2.1), on déduit une suite exacte longue de
cohomologie (compatible a 'action de G):

7 s

.A.H@Filg(@/pn®SnHi((Xn)syn, Jf“‘s])H@Fil;Af,t/p"®snHi((Xn)synJJf‘S])HHi((Xn)syn,j*Jy[ﬂ)ﬁ.-

s=1 s=0

Les floches Fill A /p" @, HY((Xo) s TE) = Fille A /@, H (Xa) oy, T

sont toutes injectives puisque (Fil5 Ay /p™)/(Fils; Ay /p™) est un S,-module plat
(voir preuve de (3.1.2.1)). Une récurrence facile donne alors une injection a
gauche, d’ou le résultat par (3.1.1.4). O

3.2.3 Calcul de limH'((X,,.1)syn, J*1), 0 <i<r <p—2

L

Dans cette section, on se donne deux entiers non nuls n et g tels que n < ¢ et un
log-schéma fin X, propre et log-lisse sur (Spec W, L(p)) dont la fibre spéciale est
du type de Cartier sur (Spec k, L). Pour simplifier, on supposera p — 1 < g — n.
Si X, = Xy Xspee w, Spec Wy, on rappelle que, pour 0 < i < 7 < p — 2,
(Hi((Xn)syn, O, H((Xn) syn> T, ¢, N) est un objet de M" (2.3.2.1). Comme

en (3.1.1), on montre lim RijL*jZJ7fri5’[r] =0 sur (Spec Wy, L(p))syn pour i > 0

L
et r € N et des isomorphismes compatibles a G:

Hi((Xn)syn,j*j;”s’[r]) & lim Hi((Xn)symjL*jzjncris,[r]) = lim Hi(<Xn,L>syn> jrfm's,[r]>
L L

pour z € N et r € N.

Proposition 3.2.3.1 Pourr € N et 0 <1 < p—2, on a des suites exactes
courtes:

0 — H'((Xn)syn ju T 1) — HI(X0) sy 5T = H' (X)) syns 3T — 0
Preuve. — A partir de (3.1.3.1) et puisque lim Ry gt ger=ll =0, on ob-
L

tient comme en (3.1.1.3) une suite exacte courte: 0 — j, Je=l — j g0 5
j*j,y”*” — 0. En prenant la suite exacte longue associée, il suffit de montrer la

surjectivité de H((X,,)syn, je Tl 2 HI((X0)syn, j= T 1) Soit i € {0, ..., p—2},
pour r > 2et 1 < s <r—1, on définit des applications N*" = N ® [d® [d® N:

Fil_ﬁ(zs\t/p" Qw,, .77?78] AN Fil;{lz;/p" Qw,, jrgT*S] @ Fz'li(z/él:t/p" Sw, jrgrfsfu

o4
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(remarquer qu’on tensorise pour cela au-dessus de W,,). Pour r € N et s =
0 (resp. s = 7), on définit No" = N@ Id+Id® N : Ay/p" ®s, T —
Ag/p* @g, T (resp. N'" = N@Id+Id® N : FilyAy/p" ®g, O —
Fil'{ Ay /p" ®sg, O2h). On obtient ainsi un diagramme commutatif:

r—1
Dris Acew H (Xn)sn Il @Rl Aes H (X))o O) = HH{(Xn)syn el
s=0
eNeT | I~
r—2

Drits Auwow H (Xu)syn TH " D@Fil A@sH (Xn)syn OF) = H(Xn)synin Tl ™)

s=0
On déduit de (3.2.2.2) que les deux fleches horizontales sont surjectives et il suffit
donc de montrer la surjectivité de la fleche verticale de gauche. Par une méthode
exactement similaire a la preuve de (3.2.1.3), on se ramene a montrer la sur-
jectivité de N™ (sur les groupes de cohomologie). Mais, pour 0 < i < p — 2,
H'((X,)syn, O3) peut étre muni d'une structure d’objet de M?~? et il suffit donc
de montrer que N : Fil&ZS\t ®Rs M — Filg(_lzs\t ®g M est surjectif pour r € N
et M dans MP™?, ce qui est fait dans la preuve de (3.2.1.3). O

On fixe jusqu’a la fin de cette section deux entiers r € {0,....p — 2} et i €
{0, ...,7}, et on pose M; = H'((X,,)syn, O%F) et, pour 0 < j < r:

o FleMz - Im<Hi((Xn)syn7 j[]]) - Hi(<Xn)5yn7 Oflt)>

o K7 = Ker(H/((X,)ayn, TP) = H'((X0)ayn, OF))
o Ki = Ker(H/((X,)ayn: JeTH) = H((Xn)syn, 1.03))

On a K = K = 0 et on vérifie facilement que (Fil? M, )o<j<, est une filtration
admissible sur M; (3.2.1.1).

Lemme 3.2.3.2 Avec les hypothéses et notations précédentes, on a pour 0 <
7 < r des suites exactes courtes:

J _ . J _ . _
0— @Fili(Ast/pn ®s,, KZ»]-H_S — @FiliAst/pn R, KI7° — K] — 0
s=1 s=0
Preuve. — Cest évident a partir de (3.1.2.1), (3.2.2.2), (3.2.1.2,(2)) (appliqué

a M = M; avec la filtration admissible précédente) et des suites exactes 0 —
K] — H(X,, V) - Fill M; — 0. O

Les opératenrs H(Xo) sy, T9) 2 (X )agn, T9~) 0t HY((X, ), 12 T) 2

H((X0)syns j« TP 1) induisent des opérateurs encore notés N: K] — K/ ' et
R'f — Kijfl.
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Lemme 3.2.3.3 Les applications N : K’f — [7(571 sont surjectives pour 0 <

1<,
Preuve. — En raisonnant comme dans la preuve de (3.2.3.1) et puisque K? = 0,
on a un diagramme commutatif:
_ ol _ . .
Ag/p" ®s, K] @ @FilyxAq/p" @w, Ki~* — K
s=1
ONsI | I N

— . ‘772 —— . —_ .
Ag/p" @5, KI7' @ @FilxAu/p" @w, KI77° — K™
s=1

et par (3.2.3.2) il suffit de montrer la surjectivité & gauche. Mais si z € K7~

Jj—1 -
(0 <59 <j—2)etl > sp, on vérifie que I'élément suivant de @ Fil5 Ast /D" Qw,
s=sp+1

K7™* (avec les notations de (3.2.1.3)):

y= (/%(X)@)x)@(—//W(X)@)N(x))@...@((—1)j_2_s°/.../w(X)®Nj_2‘s°(x)>

—_—
J—1=s0

est un antécédent de v;(X) ® z (on utilise N(K}) = 0). O
Lemme 3.2.3.4 Les applications N : K] — K] ~' sont injectives.

Preuve. — Soit z € KT, par (3.2.3.2), il existe des éléments z, € Fil5 Ay /p"Qw,
r—1

K™ (1 < s < r—1) tels que z est 'image dans K] de Pz, (rappelons

s=1
que K? = KI = 0). Supposons N(z) = 0, alors 'image de 1’élément (N ®
r—2 r—2
Id)(z1) © P ((Id ® N)(w) + (N ® Id)(w4:1)) dans @ Fily Au/p" s, K[~
s=1 s=0
r—1
a pour image N(z) = 0 dans K] ' et provient donc de @) Fil5 Ay /p" ®s, K} ~°
s=1

(3.2.3.2). En particulier, I'image de (N®1d)(z,) dans Ay /p"®g, KI~" appartient
a Filk Ay /p" ®s, KI™'. Considérons le diagramme commutatif & lignes exactes
par (3.1.2.1):
0 — FilZA, 0w KI™' — FilkAgy 0w K™Y = 31(X). Agis ©w KI78 =0

Neld | __Nerd | Neld |
0 — FilkAdq0sK™' —  Ag®sK ! — Awris ©g K71 =0
I’élément z; € FZ&Z; Qw K[_l a donc pour image 0 dans A..;s ®g K{‘l. Grace
au diagramme commutatif:

P)/l(X)-Acris/pn ®Wn K;_l I ’Yl(X)-Acris/pn ®Sn K;_l
NeId | ! ] NerId
Acm’s/pn ®Wn Kz'Til B— Acm’s/pn ®Sn Kz'Til
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(Papplication N : 41 (X).Aeris/D" — Aeris/P™ est un morphisme de S,-module
cette fois) et a la suite exacte:

0— Filk Ay @5 K™ — Filk Ay @5 K™ — 41(X).Agis @5 K71 — 0

on en déduit que I'image de x; dans Fill Ay / p" ®s, K; "1 a pour image 0 dans

Y1(X). Apris/p" @5, KI~' donc appartient & Fil% St/p ®s, KI7'  Quitte a
changer Tg, ON peut donc supposer ;1 = 0. Par le méme raisonnement avec
T3, on montre qu’on peut prendre xo = 0 quitte a changer x3. Par une récurrence
facile, z est finalement 'image dans K7 d’un élément @1 € Filly 1A5t /p"@w, K}
Mais I'image de N(z,_1) (N(K}) = O) dans Fily 2Ay/p" ®s, Kl s’envoie sur 0
dans K "L et on en déduit de méme que 'image de x,_; dans Fil'y X Ay / PR, K}
appartient en fait a Fil% Ay / p" ®s, K}. Un tel élément s’envoie sur 0 dans K
car la fleche Fil’y st/p ®s, K} — KI se factorise par Fil} Ast/p ®s, K? et
K? = 0. Finalement, x = 0, d’ou l'injectivité. O

A partir de (3.2.2.2) et (3.2.1.2,(2)), on a des fleches canoniques surjectives
compatibles & I'action de G (0 < j < 7): H((Xp)syns o T V) — Fill (Ay @5 M,;).
Par (3.2.3.1) et le diagramme commutatif:

PFilsAu/p" @w, T — LT

s=0

eNsT | I~
r—1
PrFili A Ag/p" @w, Jr=l —  j,gr-1
s=0

on en déduit des applications: H((X)syn, jo T ) — Fili (Ay @5 M;)n—o.

Corollaire 3.2.3.5 Pour 0 < 1 < r < p— 2, on a des isomorphismes de
modules galoisiens:

BMA (Xp0)eyn,0F) > H((X)synguOF) = (Aa®@sH ((Xn)syn,O5)) N—o

L

hmH'((Xn L)syn: oris, [r]) =~ Hi((Xn)syn’j*jrfﬂs’[r]) :’ Filr(@@SHi((Xn)synaoit))N:O
L

Preuve. — Le premier est un corollaire immédiat de (3.2.2.2) et (3.2.3.1). Par
(3.2.1.3) et (3.2.3.1), on a le diagramme commutatif suivant a lignes et colonnes
exactes compatibles a I'action de G:

0 0
! !
KT N, 11
. 4 o .o
0 = H((Xn)oyn juTi 1) = H(Xn)syn, 32 T4) = H (X )syns 4T3 1)
0 — FirA@sMlvo —  Fill(Ag@sM) S Pl (A 05 M)
| !
0 0

57

—

0



Comme N : KI — K[! est bijectif par (3.2.3.3) et (3.2.3.4), on en déduit le
résultat par une chasse au diagramme triviale. O

3.2.4 Calcul de lim H' ((Xp1r1)syn;Sh), 0 < i < r < p—2: un théoréme
L
de comparaison

On garde les hypotheses de la section précédente. Les opérateurs ¢, sur J " in-
duisent des opérateurs encore notés ¢, : j. J — .09 sur (Spec Witr, L(D)) syn-
On rappelle que I'image de H*((X,,)syn, JY) dans H'((X,,)syn, O5') définit une
filtration admissible sur ce dernier (0 <i<r < p—2gt\0 < j <r)etquon ades
opérateurs 6, : Fill (Ay 5 HI((X, ) oy OF)) oo — (An @5 H (X syns OF) ) vmo
(3.2.1).

Théoreme 3.2.4.1 Pour 0 < i < r < p— 2, on a des isomorphismes de
modules galoisiens:

i H (Xt SL) > Fill (A @5 H (X, )y O350
L

Preuve. — De (3.1.4.1), on a des suites exactes longues:

7 r i cris,|r r—1d 7 cris
o HY(Xngrn)agn Sp) — H (X 1) syns T =) =8 H (X 1) sy, OF) — .

d’on, par passage a la limite inductive (filtrante) sur L et en utilisant I'introduction
de (3.2.3), des suites exactes longues compatibles a l'action de G:

: ) T 7 - cris,[r]y ¢r—1d 7 . cris
= T H (X, )syns Sp) = H' (X sy, Jo T ) =" H (Xn) sy . 05) — .
L

On laisse au lecteur la vérification de la commutativité du diagramme de modules
galoisiens:

[ - cris,|r ¢r—1Id 7 : cris
H'((X0)syn, o T, | ]> ? H'((X0)syn, 3:O05*)
vl 1

¢r—Id

Fil" (A ®5 H'((Xn)oyns O )n=o =" (A ®5 H'(Xn)syn: OFF))n=0

ou les fleches verticales sont des isomorphismes par (3.2.3.5). Par (3.2.1.6), on en
déduit finalement des suites exactes courtes pour 0 <7 <r <p—2:

0— llnHi((Xn+T7L)syn,S£) — Hi((Xn)syn,j*j,,fM&[r]) d)r_J)d HZ((Xn)syny.]*OZ”s) =0

L

d’ou le résultat. O

Soit X un log-schéma fin log-syntomique sur Spec W, n € N* et X,, =
X Xgpee w Spec W,,. Kato définit dans ([Ka3],5) pour 0 < r < p — 1 des com-
plexes de faisceaux sfffx(r) dans la catégorie dérivée des faisceaux sur (X, )¢ (voir

Appendice C). Soit a : (Xpyy)syn — (Xoir)er = (Xn)ar.
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Lemme 3.2.4.2 Pour 0 < r < p—1, on a des isomorphismes: slnofx(r) o~
Ra,S; .

Voir I'appendice C pour la preuve. Le point est de montrer que les applica-
tions ¢, : Roz*j;”s’[r] — Roz*@ffis définies par Kato dans la catégorie dérivée
coincident avec les applications provenant de ¢, : j,f”s’[’“] — Qs

Supposons de plus X quasi-compact et séparé, pour toute extension finie L
de KO, on note X; = X X (Spec W,L(p)) (Spec OL, OL\{O}) et Xn,L = Xy, X Spec W
Spec W,,: X, est log-syntomique sur Spec W par (3.1.1.1) et on peut donc définir
avec Kato sizg)(L (r). Soient X = X X(spec w.op) (Spec Og,, O, \{0}) et X,, =
X X spec w Spec W, par passage a la limite inductive sur les complexes siﬁ%(L(r),
Kato définit également un complexe slﬁ)—((r) dans la catégorie des faisceaux étales

sur X,, ([Ka3],5.4 ou [Ts3],3 ou Appendice C).

Lemme 3.2.4.3 Pourt € N et 0 < r < p—1, on a des isomorphismes de
modules galoisiens:

liLnHi((Xn-o-r,L)sym S;;)

L

= Hi((Xn)énSl,Zgz(r))

Voir I’'appendice C pour la preuve.

Soit Xy, un schéma (classique) propre et lisse sur Spec K a réduction semi-
stable sur Spec W et soit X un modele propre et semi-stable muni de sa log-
structure canonique (en particulier, X est propre, log-lisse et de fibre spéciale du
type de Cartier). Soit Xz, = X Xgpee w Spec Ky, Kato et Tsuji montrent alors
le théoreme (voir [Tsl] pour la démonstration):

Théoréme 3.2.4.4 ([Ka3/,5.5) Pour 0 < i <r < p—2, on a des isomor-
phismes canoniques compatibles a l’action de Galois:

Hi((Xn)étv Slog (T» — Hi((XKO)ét’ Z/an)(T)

n,X

Par (3.2.4.1), (3.2.4.4), (3.2.4.3) et (3.2.1.7), on obtient finalement:

Théoreme 3.2.4.5 Pour 0 < <r < p—2, on a des isomorphismes canon-
1ques de modules galoisiens:

Ve (H (X0 ays O, H' (X syns T, 60, N) = H'((Xg, ), Z/0" )"

Remarque: Soient X un log-schéma fin, propre, log-lisse sur (Spec W, L(p))
et de fibre spéciale du type de Cartier sur (Spec k, L), Xk, = X Xspeec w Spec Ko,
Xirip Pouvert (de Zariski) maximal de X sur lequel la log-structure est triviale
et Xyiv gy = Xtrio X Spec Ko SPEC Ko (X4iv C Xk,). Lorsque les log-structures
de X et X sont de plus saturées (i.e. sont des faisceaux de monoides saturés, un
monoide integre P étant dit saturé si (z € P% et 2™ € P pour un n dans N*)
entraine x € P), Tsuji a généralisé le théoreme (3.2.4.4):
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Théoréeme 3.2.4.6 (Tsuji, non publié) Pour 0 < i < r < p—2, on a des
isomorphismes canoniques compatibles a ’action de Galois:

H (Xa)er, 8% () = H'(Xippio, i) ets Z/0"Z)(r)

n, X

On en déduit donc également:

Théoreme 3.2.4.7 Pour 0 < <r < p—2, on a des isomorphismes canon-
1ques de modules galoisiens:

Vit (H' (Xa)syns O31), H (X sys T, 60, N) 22 H' (X 100 )ers Z /0" 2)"

3.2.5 Une conjecture de Serre

Soit V' une représentation de G' de 'une des deux formes suivantes:

(1) V est une représentation linéaire continue de G sur un Z,-module de longueur
finie

(2) V est une représentation linéaire continue de G sur un Q,-espace vectoriel de
dimension finie.

On note I le sous-groupe d’inertie de G et ss,(V) la semi-simplifiée modulo p de
V' relativement a 1’action de I, c’est-a dire:

(1) la somme directe des représentations simples intervenant dans une suite de
Jordan-Hélder de V/pV pour laction de T

(2) la somme directe des représentations simples intervenant dans une suite de
Jordan-Holder de T'/pT pour I'action de I, ou T est un réseau de V stable par G
(c’est indépendant du choix de T, voir ([Se],1.6)).

Par ([Se],prop.4), l'action de I sur ss,(V') se factorise par l'action du groupe
d’inertie modérée. Le théoreme suivant généralise au cas semi-stable un théoreme
de Fontaine et Messing ([FM],1.3.2) qui répondait & une question de Serre ([Se],1.13):

Théoréeme 3.2.5.1 Soient Xy, un schéma propre et lisse sur Spec Ky a réduction
semi-stable, Xz, = Xk, X spec K, SPEC Ko, © un entier compris entre 0 et p—2 et

V = Hi((Xko)étu Z/pnz)/\ (dU,CLl dans QP/ZP) ou V = Hét(Xf(ou Qp)* = (QP ®Zp
HmH (Xg, et Z/p”Z))* (dual dans Q,), alors laction de l'inertie modérée sur

. \ io+pi1+..+phLip .
ss,(V) est donnée par des caractéres de la forme x> 7P T on h € N¥,

Xn est un caractére fondamental de niveau h (a valeurs dans ¥, c.f. ([Sel,1.7))
et i; des entiers compris entre 0 et i.

Preuve. — Quitte a remplacer k par sa cloture algébrique, on peut supposer
G=1

(1) Cas V. = H'((Xg,)er, Z/p"Z)": par (A.1.3) et ([FL],6.13), le foncteur Vi
induit une (anti-)équivalence de catégories entre la sous-catégorie pleine de M"
formée des objets semi-simples et la sous-catégorie pleine de son image essentielle
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formée des objets semi-simples (en tant que représentations galoisiennes). Par
(3.2.4.5), ss,(V) est donc I'image par Vy; d'un objet semi-simple de MF et le
résultat dans ce cas vient de ([FL],5.3).

(2) Cas V = H:(Xg,, Qp)*: (la preuve suivante suit une suggestion de T. Tsuji,
ma preuve originale consistait a utiliser (4.2.2)) de la suite exacte courte de
faisceaux sur (Xg,)e: 0 — Z/p"Z > Z/p"™'Z — Z/pZ — 0, on déduit une
suite exacte longue de cohomologie:

= HY(Xg) ) Z/p") 2 H (X))o B0 B) — H'(Xg ) Z/pZ) — .
soit, par passage a la limite projective (les conditions de Mittag-Leffler étant
trivialement vérifiées), une suite exacte longue de modules galoisiens:

T Hét(Xf(oa Z,) — Hét(Xf(oa Z,) — Hi((Xf{o)éta Z/pZ) — ...
o Hy(Xg,, Zp) = imH'((Xg, ), Z/p"Z). On en déduit une injection (compati-
ble & Paction de Galois) H(Xg,, Zy)/pH:Y (X iy, Zp) — H' (X, )et, Z/pZ) d’ott
une surjection:
. . . A
H (Xi e Z/p2)" — (Hi(Xiy, Zo) [0y (X i Z,))
Mais on montre facilement en utilisant ’équivalence de catégories entre objets

semi-simples de (1) que si V' est une représentation de G dans I'image essentielle
de Vg, tout sous-objet et tout quotient de V' l'est aussi. De (3.2.4.5), on déduit

alors que la représentation (Hét(X &o» Lp) /PH (X, s Zp)>/\ est dans I'image es-
sentielle de Vi (restreint & M'). Soit T" = H:\(Xg,,Zp)/H:Y(Xiy Zp)tors €t
T = Homg,(T',Z,), on a une injection:

T/pT = (T'/pT")" — (HyY(X gy, Zp) [pHY (X, ) )

et T/pT est encore dans I'image essentielle de V;. Comme T est un réseau de V'
stable par G, ss,(V') s’identifie a la semi-simplifiée de T'/pT et on conclut grace
a ([FL],5.3). O

A

4 Les théoremes de comparaison sur les coho-
mologies entieres

Dans toute cette partie, X désigne un log-schéma propre et log-lisse sur (Spec W, L(p))
et de fibre spéciale du type de Cartier sur (Spec k, L) et on note X,, = X Xgpec w
Spec W,,. On étudie la cohomologie log-cristalline entiere de X puis, lorsque

X est semi-stable, on montre deux théoremes de comparaison (parties de tor-
sion, quotients libres) entre les cohomologie log-cristalline et étale entieres. On
retrouve, dans le cas particulier considéré, le théoreme de comparaison de Hyodo-
Kato-Tsuji sur les cohomologies rationnelles (ot il n’y a plus de coefficients en u).
Enfin, on étudie le cas du H® et du H' (ot les choses se simplifient beaucoup).
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4.1 Cohomologie log-cristalline entiere

On fixe deux entiers 0 <7 < r < p — 2 et on note M,, 1’0bjet de M" donné par
(H((Xn)syn O3), H((Xn)syns T, 60y N ), M = i H' ((Xp) sy, OFF), Fil” M =

Hm A ((X,)syns T et encore ¢, et N les opérateurs obtenus & la limite. Soit

Mo le sous-S-module de M formés des éléments annulés par une puissance de
p, on va montrer que M,,,s est muni d’une structure d’objet de M" et M /M,y
d’une structure de module fortement divisible ([Br3],4.1).

On pose Fil"(M/p™ M) = Im(Fil' M — M/p™M).
Lemme 4.1.1 On a des isomorphismes de S-modules: M /p" M = imM,, /p™M,,
et Fil'l M /p"Fil" M = Fil"(M/p™M) = UmFil" (M, /p"M,) (m € N*).

Preuve. — Remarquons que pour tout systeme projectif (N, ),en+ d’objets de
M, la condition de Mittag-Leffler est vérifiée car la catégorie M" est artinienne.

Notons MP") = Ker(M, Ll M.,,) (c’est un objet de M"), a partir des suites
exactes courtes dans M":

0= p" M, — My — My /p" M, — 0 et 0 — MP™ — M, 25 p"M,, — 0
on obtient donc des suites exactes de S-modules:
0 — limp™M,, - M — limM,, /p""M,, — 0
0 H LmMP™) — M —:Lliinpm/\/ln — 0
0— liinmeilT/C/ln — Fil'’M — liir:Fil’”(Mn/pmMn) — 0

0 — imFil" MP™) — Fil" M — limp™ Fil" M,, — 0

Mais imMP™) = MP™) = {2 € M tqp™z = 0} et im Fil" MP") = Fil" MP™) =
MP™) A Fil" M, donc limp™M,, = p™ M et limp™ Fil" M,, = p™ Fil" M, d’'ou le
résultat. O ' !

On note lg(N,,) la longueur d’un objet N,, dans la catégorie artinienne M.

Lemme 4.1.2 Soit m € N* (fizé), pour n € N*, lg(M,,/p™M.,,) est bornée.

Preuve. — Par récurrence a partir des suites exactes: 0 — p™ M, /p"M,, —

M, [p" M, — M, /p™ I M,, — 0 et puisque lg(p™ ' M,, /p"M,,) < lg(M,,/pM.,,),

62



il suffit de montrer le lemme pour m = 1. A partir des suites exactes longues de
cohomologie associées aux suites exactes courtes (2.1.2):

00, 50850850 et 0—-T"7, - g g7 -0

on obtient des suites exactes dans M": M,,_; = M, — My, d’ottlg(M,,/pM,_1) <

lg(M;). A partir de la suite exacte: pM,,_1/pM,, = M, /pM,, — M, /pM,_1 —

0, il suffit de borner lg(M,,_1/M.,). Pour i = 0, p = 2, c’est clair, on suppose

doncp > 3. Sii < r—1, soit N I'objet de My, (H™L((X1)yn, OF), HHH(X1)syn, T, 61, N),
on a une suite exacte dans M" (voir preuve de 2.3.2.1): M,, — M,,_; — Nj, d’on
lgMy 1/ M,) < 1g(Ny). Sii= 7, soit Ny = (HT+1((X1)8ynv o7), HT+1((X1)syn7 I[H_l])a Pri1, N)
(gbf,_l sir=p—2, N est dans M}*1), M,,_1/M,, est un objet de M}, et, si on le
"voit” dans M};H, on a une injection M,,_1/ M, — N dans M};ﬂ (c.f. preuve
de 2.3.2.1), d’ou lg(M,,—1/M,,) < lg(Ny). O

Proposition 4.1.3 Pourm € N*, (M/p™ M, Fil" M /p" Fil" M, ¢, N) est un
objet de M".

Preuve. — Notons us,, : Ms/p"Ms — M, /p"M,, lasuite (us,n(./\/ls/pm/\/ls)) y
est une suite décroissante (pour 'inclusion) d’objets de M", donc est constante
pour s grand: notons A, objet "limite” de M" (inclus dans M,,/p™M,,). 1l est

clair que N, 41 — N, est surjectif pour tout n et qu’on a des isomorphismes de S-
modules: limN,, = limM,,/p"M,, et imFil"N,, = UmFil" (M, /p™M,). Mais

lg(N,) <lg(M,/p™M.,) est bornée quand n varie (4.1.2) et lg(N,) < 1g(Npi1),
donc il existe ng € N* tel que N,,41 — N, pour n > ng. On a donc des iso-
morphismes compatibles & N et ¢, (4.1.1): N,, = M/p™"M et Fil'N,, =
Fil"(M/p™M), d’ou le résultat. O

Soient Fil" Myors = Miyors N Fil" M et ¢, et N les opérateurs induits.
Proposition 4.1.4 (M5, Fil" Myors, ¢, N) est un objet de M".

Preuwve. — De (4.1.3), on a des isomorphismes de S-modules M/p™"M =~
P S., (m € N*) et on laisse au lecteur le soin d’en déduire qu’il existe

ier(m)
mg < oo tel que p™M,,.s = 0 et qu'on a des suites exactes de S-modules

pour m > mg: 0 — Miys — M/p™M iy M/p" oM ot la fleche de
droite associe & z € M/p™M T'élément p™ i, & relevant x dans M /p™™ M.
Cette fleche étant clairement un morphisme dans M" (4.1.3), (Miors, Miors N
Fil"(M/p™ M), ¢, N) est un objet de M" pour m > myg, et cela entraine
Miors N Fil"(M/p™M) = Myops N Fil"(M/p™ M) pour m > my, ie. =
ljin-/\/ltors N FZZT(M/pmM) = Mtors NFil'’ M = Filthors- O
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On rappelle ([Br3],4.1) qu'un S-module fortement divisible (de ”niveau” r)
est un objet M de 'M" (Appendice A) vérifiant les trois conditions:

e le S-module M est libre de rang fini
e le S-module M/ Fil" M est sans p-torsion
e le S-module M est engendré par ¢,(Fil" M).

Soient Fil"(M /[ Miors) = Fil" M/ Fil" Myors €t ¢, et N les opérateurs induits.

Proposition 4.1.5 (M /M, Fil"(M/Miors), dr, N) est un S-module forte-

ment divisible.

Preuve. — On laisse au lecteur le soin de vérifier a partir de (4.1.3) que M/ M,
est libre de rang fini. Notons N' = M /M., puisque M;,rs — M /pM est un
morphisme de M" (4.1.4), on a une injection:

Fil” (M/pM)/Filthors - (M/pM)/MtOTS

i.e. Fil' N'/pFil' N' — N /pN. Si px € Fil"N, on a donc px € pFil" N c’est-a-
dire 2 € Fil" N puisque N est sans p-torsion. Enfin, si (e, ..., e4) est une famille
d’éléments de N tels que (¢,(€1), ..., ¢(€4)) engendre le S-module N'/pN (e; est
la réduction modulo p de e;, une telle famille existe puisque N /pA est un objet
de M"), une récurrence triviale montre que (¢.(e1), ..., ¢.(eq)) engendre N (on
rappelle que S est p-adiquement complet). O

4.2 Cohomologie étale entiere

On suppose maintenant le modele X propre et semi-stable, muni de sa log-
structure canonique et on note Xiy = X Xgpee w Spec Ky et Xg, = X Xgpee w
Spec K. Les autres notations sont reprises de la section précédente. On montre
les théoremes de comparaison ”entiers”.

Soient T), la représentation galoisienne H'((Xg,)e, Z/p"Z), T = limT, =

H!(Xg,,Zy,) et Tios 1a partie de torsion de T'.

Proposition 4.2.1 On a un isomorphisme canonique de modules galoisiens:

Va(M/p" M) = (T/p"T)".

Preuve. — On reprend les notations de la preuve de (4.1.3): on a facilement:
: ar(q m ¢r=1 ar A r= ar (T4 m ¢r=1
limFil (Ast®5(/\/ln/p M")>N:0 ~ Fil (Ast®SNno)%:[)1 ~ Ful (Ast®S(M/P M))N:()
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car le foncteur Fil"(Ay ®g )%=) est exact par (3.2.1.7) et ([Br3],3.2), d'ou
(3.2.4.5):

. ar (A m ¢r=1
T/p™T(r) >~ limT,/p"T,(r) ~ Fil (Ast ®g (M/p M))N:O
c’est-a-dire V(M /p" M) ~ (T'/p™T)". O

Si (N, Fil' N, ¢, N) ) est un S-module fortement divisible, on note encore
Va(N) = Homipr (N, Ag). Pour un Z,-module galoisien V, on note V* =
Homg, (V,Z,).

Théoreme 4.2.2 On a un isomorphisme canonique de modules galoisiens:
Vst(M/Mtors) ~ (T/TtOTS)*

Preuve. — De (4.2.1), on a: limVy(M/p" M) ~ lim(T/p™T)". Mais:

lnVu(M/p" M) = limHomiae (M/p" M, B 97, Qy/%,)
= Hom g (HmM /p™ M, Ay ®z, Qp/Zp)

= Homipr (M) Miors) @z, Qp/Zp, Ast @2, Qp/Zy)
= Hom/Mr (M/th’qu;)
= ‘/St(M/Mtors)

et de méme Um(T/p"T)" = (T/Tiors)* d’olt le résultat. O
Soit H:(Xz,, Qp) = (T/Tiors) @z, Qp, on déduit de ([Br3],4.1.2.1):

Corollaire 4.2.3 La représentation H'(Xg,, Qp) est semi-stable (0 < i <
p=2)

Théoreme 4.2.4 On a un isomorphisme canonique de modules galoisiens:

%t(Mtors) =~ T/\

tors

Preuve. — Soit N = M/ Mys et U =T/ Tiors, de (4.2.2), on montre aisément
VaN/p"N) = U*/p™U* = (U/p™U)". La suite exacte dans M" (m >> 0):
0 — Miprs = M/p"M — N /p™N — 0 donne la suite exacte par (4.2.1) et ce
qui précede:

0— (U/me)/\ - (T/me)A — Va(Miors) — 0
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d’ou le résultat. O

Remarque 1: Tsuji a montré que HY(Xg,, Q,) est semi-stable pour tout ¢
et sans restriction sur la ramification ([Ts2]). Mais si on suppose seulement X
saturé, propre, log-lisse, de fibre spéciale du type de Cartier et X saturé, par
(3.2.4.7), on a exactement les mémes théorémes en remplacant HY, (X, , Z,) par
HY(Xriv. 2y Zp). En particulier, on obtient donc le:

Corollaire 4.2.5 La représentation HYy (X4 10, Qp) est semi-stable (0 < i <
p—2).

qui est intéressant, car il s’agit d’un résultat dans le cas ouvert.

Remarque 2: En utilisant la suite exacte de la preuve de (3.2.5.1), on montre
que les facteurs invariants de HY, (X g, , Zp)iors ne dépendent que de HY, ' (X, , Z,)
et des H" ' ((Xg,)et, Z/p"Z). On déduit donc que les facteurs invariants de la
torsion de H(Xg,,Zp,), pour i allant de 0 & p — 1, ne dépendent que de la
fibre spéciale du modele avec sa structure logarithmique (([FM],6.4) pour le cas
classique).

4.3 Isomorphisme de Hyodo-Kato et cohomologies rationnelles

On montre que la théorie de [Br2], qui consiste a se débarrasser des coefficients
en u lorsque p est inversible, permet de retrouver le théoreme de comparaison
de Kato-Tsuji ([Ka3],[Ts2]) tel que conjecturé par Fontaine-Jannsen ([Ka3],1.1).
Au passage, on répond a une question d’Illusie sur la torsion de la cohomologie
étale entiere en réduction semi-stable.

4.3.1 Préliminaires

On ne suppose plus X nécessairement semi-stable et on note O (resp. O le
faisceau sur (Spec k, L) sy n qui a U associe H° <(U/(Spec Wi, £(0))eris, Ov/(spee Wn’g(o)))

(resp. HO((U/(Spec Wa, L(D))eris, Ov(spec Wn,g(p))), OHK — O§f). On a pour
i € N ([Brl],3):

Hi((U>SYN7 O{;IK> = HZ((U/(S])@C Wn; E(O))cm's; OU/(Spec Wn,C(O)))

Hi((U>SYN7 OgR> = Hl((U/(Spec Wna ‘C(p))crisv OU/(Spec Wn,ﬁ(p)))

Lemme 4.3.1.1 Les faisceauz OFK et O sur (Spec k, L)g,n sont plats sur
W,.

Preuve. — On reprend les notations de (2.1.2.1) et (2.2.2.1): il suffit de voir
que OHE(A® p>) et OIF(A* P>) sont plats sur W,. Soit fo : S — W (resp.
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fp : S — W) le morphisme d’algebre W-linéaires tel que fo(7;(uw)) = 0 (resp.
fp(7i(w)) = 7v(p)) si ¢ > 1. On montre facilement (c.f. Appendice D):

OHK (A P>®) ~ O3(A>, P®) 5.1, W
OF(A>, P>) = O (A®, P®) ®sy, W

Mais Of(A>, P*>) est plat sur S, (2.1.2.1), d’ou le résultat par changement de
base des morphismes plats. O

On peut, comme en (2.1.2), déduire des suites exactes: 0 — OFK 2 OlE —

OHE — () (resp. avec O%F).

Lemme 4.3.1.2 Soitr € {0,...p—2} et 0 > M’ — M — M" — 0 une suite
exacte dans M", alors on a des suites exactes de W-modules:

00— M ®Svf0 w — M ®S,f0 W — M" ®S’f0 W —0
0— M s, 1, W — M s, f, W — M Xs.f, W —0

Preuve. — On fait la preuve pour fy, 'autre cas étant identique. Il y a juste
I'injectivité de gauche a montrer et on fait une récurrence sur le plus petit entier
n € N* tel que p"M = 0. Si n = 1, tout objet M de M" s’écrit M ~ S| ®
¢ (Fil" M) comme S-module ([Br3],2.2.2) et le résultat est clair. Soit M! la
limite projective (dans M") du diagramme: M’ — M «— pM et M? I'image
de M’ dans M /pM. En tensorisant par W, on a clairement un diagramme
commutatif a lignes exactes:

0 0
! !

M! ®spW — MegpW — M? ®s,f0 W — 0
l ! !

0 - Mg, W — Mg, W — M/pMRspW — 0

ou les fleches verticales de gauche et de droite sont injectives par récurrence et le
cas n = 1. Il sensuit que la flecche M' ®g 7, W — M’ ®g 5, W est aussi injective
et une chasse au diagramme triviale acheve la preuve. O

Proposition 4.3.1.3 Pour 0 <i: < p—2, on a des isomorphismes canoniques
de W-modules:

Hi((Xl)symszt) ®S,f0W = Hi((Xl)symOrIz{K)
H' ((X1)syn, OF) @55, W = H'((X1)syn, OF)

Preuve. — Le cas ¢ = 0, p = 2 se faisant a la main, on suppose p > 3. Comme
précédemment, on ne traite que le cas fy. On fait une récurrence sur n: le résultat
est vrai pour n = 1 par (2.2.3.3). Pour alléger les notations, on écrit H'(O3') au
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lieu de H'((X1)syn, OFF) (resp. avec OFF). De (2.1.2.1) et (4.3.1.1), on tire des
suites exactes longues:

L= HTHOL) — HY(OF) — HY(O)) — H'(O;L,) — HH(OF) — .

o HHOMK) — HH(O) — H(OF) — H'(O11K) — H(O1F) — ..

Par (4.3.1.2), on a des diagrammes commutatifs de suites exactes pour 0 < ¢ <
p — 2, ou les isomorphismes proviennent de la récurrence et du cas n = 1:

H=H 05t N®g, ;oW —  HY(O{H®s,, W — HY (OiN®s ;W —  HY(OS )®s (W —  HTHOM®s uW
U U ! 1N 1
Hi—l(ofﬁ) N Hz(o{-IK) _ Hi(o#K) N Hi(oHK) _ Hi+1((9{{K)

n—1

(pour I’exactitude de la ligne supérieure dans le cas ¢+ = p — 2, on utilise qu’on a

une injection dans M%
HP2(O;14) [ HP*(OF) — HPHOY)

(voir preuve de 2.3.2.1) qui donne, comme pour M£_2, une injection de k-espaces
vectoriels:

(HP(O5) ®s.50 W)/ (HP(O5) @550 W) > HYHOF) 5., W)

n—

On conclut par le lemme des cing. O

Soient i € {0,...,p—2}, M = lHmH ((X1)syn, OF), MHE = limH'((X1) syn, OFF),
M = TmH' ((X1)syn, OF), D = M @w Ko, DHE = MHE @ K et DIE =
My K.

Corollaire 4.3.1.4 On a des isomorphismes canoniques de W-modules (resp.
de Ky-espaces vectoriels):

M@s,fOWZMHK et M@s,prZMdR
(resp. D®sj W ~D"N et Dwg; W~ D)

Preuve. — On n’écrit la preuve que pour fy et on note M,, = H*((X1)syn, O2F)
. 4.3.1.3
et MIH = H'((X1)syn, OFF) ( ~ : M, ®s s, W. Soit m € N* et reprenons

les notations de la preuve de (4.1.3): on a M /p™M =~ N, ol ng est un en-
tier suffisamment grand et N,, un sous-objet de M, /p™M,,. Le foncteur
. ®s.5, W étant exact (4.3.1.2), on a par les mémes raisonnements qu'en (4.1)
MHE [pm \HE ~ Jim MR /pm MIE ~ N, ®g W, dott des isomorphismes

pour m € N*:
(M M) @55, W = MR [ 215
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qui donnent le résultat a la limite projective (M est de la forme M;,.s ® S 4 par
(4.1.4) et (4.1.5)). O

En particulier, on obtient par (4.2.4) le corollaire suivant, qui répond a une
question d'Illusie ([I13]):

Corollaire 4.3.1.5 Supposons de plus X semi-stable, alors, pour 0 < i <
— 2, les groupes de cohomologie hmH ((X1) syn, O, hmHZ((Xl)Syn, OHEY et

HmH (Xg,)et, Z/p"Z) ont les mémes facteurs inarints.

Remarque: On a aussi une version dans le cas ouvert, par la remarque finale
de (4.2). D’autre part, de ([HK],4.13) et ([HK],5.4), on déduit facilement que les
isomorphismes D ®g,5, W =~ DX et D®gy W ~ D sont en fait valables pour
1€ N.

4.3.2 Le théoreme de comparaison de Hyodo-Kato-Tsuji

On suppose a nouveau X propre et semi-stable comme en (4.2), on fixe deux
entiers 0 < ¢ < r < p— 2 et on garde les notations précédentes. Soient Fil"D =
Q, ®z, I H' (X)) syn, T™), Fil'D = {x € D/(u—p) 7z € Fil'D}si 0 < j <,

FilD =Dsi j <0et FilVD = > Fil! 'Sy, .Fil'D si j > r + 1, on Fil/Sg, =

Fil’'S @ Ky pour j € N. De ([Br2],6.2.2), on déduit facilement la:

Proposition 4.3.2.1 La filtration (Fil'D)o< <, est l'unique filtration décroissante
par des sous-Sk,-modules telle que:

o [l"D est le Fil'D déja défini et Fil’D =D
o Fill 'Sy, Fil'D C Fil'D,0<1<j<r
e N(Fil'D) C Fil’"'D

C’est-a-dire qu’il y a une et une seule "filtration admissible” (c.f. 3.2.1.1)
lorsque p est inversible (ce qui est faux sur S ou S.). En particulier, Fil’D
coincide avec I'image de Q, ®z, A (X)) eyn, J21) pour 0 < j < r (et méme

en fait pour j € Z si on utilise le fait que la composée:

(4.3.1.4)

QP ®Zp ILIPH%(Xn)sym j L ) —-D—D ®Sfp W DdR

est nulle pour j > i+ 1). Soient E;E = Zs\t Qw Ky et Fil’”(éﬁ R s, D) =
S Fil’ B, ®s,,, Fil'™*D.

s=0
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Lemme 4.3.2.2 Avec les notations de (4.1), on a des isomorphismes:

B ®s,, D ~ Q,®z, lim(Ay ®s M,)

—

Fil’ (B ®s,, D)neo = Q, ®gz, lmFil"(Ay ©5 M, )n=

Preuve. — Le premier isomorphisme est (presque) évident. Pour le deuxieme,
on laisse les détails au lecteur, les ingrédients essentiels sont: les résultats de
(4.1), le fait que le foncteur F il"(;lst ®s .)N=o est exact et ne dépend pas de la
filtration admissible choisie (3.2.1.5 et 3.2.1.4) et un passage a la limite projective

sur des suites exactes de Kiinneth analogues a celles de (3.2.1.2). O

Pour x € D, on rappelle que ¢(z) = ¢.(u — p)'x)/P.((u — p)") et on
étend N par Ky-linéarité: puisque M /My, est fortement divisible (4.1.5),
on voit facilement que (D, (Fil’D);ez, ¢, N) est un objet de la catégorie notée
MFs, (®,N) dans [Br2] et il lui correspond un certain (¢, N)-Ko-espace vec-
toriel filtré par I’équivalence de catégories de [Br2]. D’autre part, Hyodo et
Kato construisent dans [HK| un isomorphisme canonique de Ky-espaces vecto-
riels: DAX — DI (isomorphisme de Hyodo-Kato) de sorte que D = H! (X, )
muni de la filtration de Hodge (Fill; D) ;cz et DX muni des opérateurs ¢ et N
([HK],3.6) leur fournissent aussi un (¢, N)-Ky-espace vectoriel filtré (D = D ~
DMK (FilyyD)jez, ¢, N).

Proposition 4.3.2.3 Le (¢, N)-Ky-espace vectoriel filtré associé a

(D, (Fil'D) ez, ¢, —N) par léquivalence de catégories de [Br2] s’identifie canoni-
quement au (¢, N)-Ko-espace vectoriel filtré (D, (Fil%,D)jez, ¢, N) construit par
Hyodo-Kato.

Preuve. — 1l y a trois points a vérifier:
(1) L’isomorphisme D#X =D ®g 5 W = D gy, W = D construit dans [Br2]
s’'identifie a I'isomorphisme de Hyodo-Kato.
(2) L’opérateur de monodromie construit par Hyodo-Kato sur D#X g’identifie a
I'opposé de celui provenant de D (construit ici par voie "syntomique”).
(3) La filtration Fil’ D image de la filtration Fil’D sur D ®gy, W = D =
Hin(Xg,) s'identifie & la filtration de Hodge F'il}, D%,
Le (1) est évident, car les deux isomorphismes s’obtiennent en définissant une
section D ®g , W — D qui commute aux Frobenius et en la composant avec
D — D ®s,5, W. Mais une telle section est précisément unique ([Br2],6.2.1.1).
On note désormais D = D = DHE Soit JH = Ker(O® — 0,,) on O, est
le faisceau structural sur (X,)sy,, du diagramme commutatif de faisceaux sur
(Xn)syn: ,

s

! !

Jabl - R
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on déduit aisément Fil’D C Filj,D. Notons Fil" (B}, @k, D) = > Fil’Bf, @k,
s=0

Fil'=°D (resp. Fil}(Bf, ®k, D) =Y _Fil’ B, @, Fil};*D) et:
s=0

Hi((Xn)sym OZMS) = thHi((Xn,L)sym OZMS) = Hi((Xn/Spec W) eris, O)_(R/Spec Wn)

L

(resp. H'((Xn)syn, T, HU(X0) syn, O ) TErI)) ) par (3.2.3.5), (4.3.2.2)
et ([Br2],9.1.2), on a:

Qp ®z, W H ((X)syn, O5) = (B3 @s,, D)nv=o = (B @k D)n=o

Qy @z, W (X, ) TS5 = il (B @5, D)y ~ Fill (B ©, D)oy
(il s’agit du N ”syntomique”). Kato montre ([Ka3],4.1):

Q, ®z, imH" ((Xp)syn, OF™) = (B} @, D)o

(i € N) avec sa définition de N sur B} qui est U'opposée de la notre (voir la
remarque de (2.2.4)) donc (B @, D)n—o est le méme avec les deux définitions
de N (et conventions de signe opposées sur By;): cela entraine facilement que les
deux N sont opposés sur D (exercice) d’ou (2). Dans ([Ka3],6.4.2), Kato dispose
d’'un diagramme commutatif:

Qp ®Zp l}ngZ((Xn)syn, OZMS) — Qp ®Zp IQHZ((Xn)syny Ozris/jﬁri&[r})
! R
B ©ro D —~  (Bjp ®x, D)/Filyy(Bjy ®x, D)

ot la fleche horizontale supérieure provient de O — O/ gerisll et on la
fleche verticale de droite est un isomorphisme ([KM] pour le cas classique). Par
ce qui précede, il se factorise en un diagramme commutatif:

lim (X0 syn, O5")

o Ocm’s
Q ®ZP ; u . — . —> Q ®Zp1<iLHHZ ann,L.
p lsz((Xn)syna jrfms?[r]) p i, (( ) Y jﬁms,[r] )
| 1
Bd+R ®Ko D N BchrR ®K0 D
Fil"(Biz ®r, D) Filyy(Bjg ®x, D)

Mais on laisse au lecteur 'exercice de vérifier que les fleches canoniques:

(B, @k, D)n=0 . B @k, D . B ®k, D
Fil"(Bj; ®k, D)n—o  Fil"(Bj; ®k, D) Fil"(Bjg ®x, D)
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sont toutes des isomorphismes (utiliser B,/ Fil"BY = B}../Fil" B!, = Bj,/Fil" B}y),
d’ot1 on déduit que la fleche verticale de gauche (du diagramme ci-dessus) est aussi

un isomorphisme ce qui entraine: (B ®g, D)/Fil"(Bj ®k, D) ~ (Bis @,

D)/ Fily (Bl ®k, D) c’est-a-dire Fil"(Bjn ®k, D) = Filt(Bjr @k, D) d’ott on
déduit aisément (3). O

Soient i € {0,...,p—2} et V = H.(Xg,,Qp), par (4.2.2) et ([Br3],4.1.1.2), on

retrouve ainsi:

Corollaire 4.3.2.4 (cas particulier de ([Ts2],0.2)) Il eziste un isomorphisme
canonique: By ®q, V ~ By ®k, D qui préserve ¢, N, laction de Gal(Ky/Ky)
et la filtration.

Remarque: La version logarithmique de I'isomorphisme de Kato-Messing;:

Qp @z, ImH'((Xn)syn, OF* /T = (B @k, D)/ Filyy (Bjp @, D)

est vraie sans restriction ni sur ¢, ni sur la ramification, et probablement encore
si X est seulement propre, log-lisse et de fibre spéciale du type de Cartier. On
peut penser que la correspondance (4.3.2.3) est aussi vraie dans ce cas général.
En particulier, la méme démontration donnerait, pour 0 < i < p — 2, K = K,
X saturé, propre, log-lisse, de fibre spéciale du type de Cartier et X saturé, que
(4.3.2.4) est encore valable en remplacant HY, (X, , Q,) par H. (X iy, Qp) (12
preuve de (4.3.2.3) n’utilise I'hypotheése particuliere de semi-stabilité que pour
'isomorphisme de Kato-Messing). Tsuji m’a suggéré une stratégie alternative
pour prouver (4.3.2.3) dans le cas général.

4.4 Le casdes H',i=0,1

On reprend les hypotheses générales de (4) (i.e. X n’est plus nécessairement
semi-stable). On va préciser, pour le H° et le H', la structure d’objet de M
(0 < r < 1), ce qui permettra de répondre dans ce cas a une question d’Illusie
sur les réseaux de la cohomologie log-cristalline.

Soit r € {0, ...,p— 2}, on note NMF{" 1a catégorie des couples (N, M) ou M
est un objet de M F" {0: (Appendice A) et N un morphisme W-linéaire de M dans
M tel que N(Fil'M) C Fil'™*M et N¢; = ¢;_1N (i € {0,...,7}). La catégorie
NMF {o:, est abélienne et le foncteur F" : M F" {O; — M" se prolonge de maniere
évidente en un foncteur exact et pleinement fidele encore noté F" : NM F{OZ —

M.

Proposition 4.4.1 Soit r € {0,1} (doncp >3 sir =1), alors F" induit une
équivalence de catégories entre NMEL" et M.
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Preuve. — On le montre pour r = 1 et p > 3, laissant le cas particulier r = 0,
p = 2 au lecteur. Commencons par M} = M,lc (c.f. Appendice A): soit M € M,lg
et soit M = ¢1(Fil'M) muni du Fil', du ¢; et du N induits (en oubliant ~
pour M). Pour z € M, posons ¢(z) = qgl(ux)/qzl(u) = —¢1(u.x): je dis que
(M, Fil*M, ¢, ¢, N) est un objet de NMFLL Soit # € M, par définition, il existe
y € Fil' M tel que x = ¢y(y). Puisque k[u]/u? @, M = M ([Br3],2.2.1.1), y
p—1
Sécrit: y = Y au’ avec x; € M et 29 € Fil' M (car u.M C Fil' M), d’ott ¢4 (y) =
i=0
b1(x0) — d(x1), ie. x € (M) + ¢y (Fil' M), i.e. M = ¢(M) + ¢y (Fil'M). Soit
M € M*, on fait une récurrence sur le plus petit entier n € N tel que p"t' M = 0:
considérons la suite exacte 0 — p"M — M — M/p"M — 0 d’objets de M
et posons M’ = p"M, M" = M/p"M et ¢(x) = én((u — p).)/é1(u — p) pour
r € M, M ou M". Soient My = (M) + ¢1(Fil' M) muni du Fil', du ¢, du
¢1 et du N induits, My = ¢(M;) + qbl(FillMl) avec de méme les structures
induites, M3z = ¢(My)+ @1 (Fil' My), ete ... De ¢(vi(u)) = p'/il(u?/p)" = 0 pour
i >> 0et ¢ (v(u—p)) =p~1/il(uP/p—1)" = 0 pour i >> 0 (car p > 3), on déduit
que Mj, et donc M;, j E N*, sont des W-modules de longueur finie et on pose
M = ﬂ M. c’est aussi un W-module de longueur finie. La suite décroissante
jEN*

(pourjl’inclusion) de W-modules de longueur finie (M) ;en+ devient constante (=
M) pour j > jo >> 0. En particulier, ¢(M;,) + ¢1(Fil' M) = M, = M et M
est un objet de NMFY:L. Notons M’ et M” les objets de NMF{:' correspondant
a M’ et M” (cas n = 1 et récurrence), on laisse au lecteur I'exercice de vérifier
que le méme procédé inductif sur M’ et M” aboutit & M’ et M"”. On a des suites
exactes de W-modules:

0O—-MnNM —-M-—M" | 0— Fil'(MNM)— Fil'M — Fil'M"

d’ott on déduit que (M N M, Fil*(M N M), ¢, 1, N) est un objet de NMF?!
contenant M’ (NMF]! est abélienne). Mais M N M’ € M’ puisque ¢(M N

M)+ ¢ (Fil'(MNM')) = MNM', donc MNM' = M’'. Montrons que la fleche
M — M" est surjective: il suffit de montrer les surjectivités de M; — M7 pour
j € N. On fait 'hypothese de récurrence M; — M7 et Fil' M; — Fil' M/ sur-
jectives, qui est trivialement vraie pour j = 0 (en posant Mg = M, M§ = M").
Les deux surjectivités entrainent facilement celle de MJH — M. Soient
x € Fil' MY, et & un relevé de x dans M,y il existe § € Fil' M tel que
-9 €M =Sy M donon déduit qu’il existe 2 € M’ tel que & — 2 € Fil' M.
Mais pour tout j, on a M’ C M), C /\/l], donz—2 € M; 1 \NFil' M = Fil' M, 44
ce qui montre la surjectivité de Fil! M — Filt M. On déduit finalement
de ce qui précede une suite exacte dans NMFLL: 0 — M — M — M” — 0 et
on laisse au lecteur le soin d’en tirer S @y M ~ M dans M'. O

Par (2.3.2.1), (4.4.1) et (4.3.1.3), (H"((Xn)syn, O, H ((X0) syns T, 6y, N)
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est I'image par F" pour r € {0,1} d’'un objet (M, Fil"M,, ¢, ¢,, N) de NMFL
dont le module sous-jacent M,, s’identifie & H"((X,,)syn, OIF). Le lemme suivant
précise Fil"M,. On rappelle que J = Ker(O — 0,) ot O, est le faisceau
structural sur (X,,)syn.

Lemme 4.4.2 Pourr € {0,1}, Fil" H" ((X,,) syn, OF) s’identifie & H™((X,)syn, T,

Preuve. — Pour r =0, il n’y a rien a montrer, on suppose donc r =1 et p > 3.
On écrit encore H'(F) au lieu de H*((X,,)syn, F) si F est un faisceau sur (X,,)syn.
Pour n =1, on a un diagramme commutatif de suites exactes:

0 — H'(%) — HY(OY) — H(OY/H) - 0
l ! I !
0 — HYJ™) — HYOY) — H(O/J™) — HY(JM) — H'(OFF)

car HY(J,) — H(O3!) (2.3.2.1), ce qui montre que H'(J) — H(OE) est
injective. Du diagramme commutatif:

0 — HY %) — HY(OF) — HYOV/J)

I I [
0 — HFT) — B0 — (O

et de (4.3.1.3), on déduit la surjectivité de la fleche verticale de gauche, ce qui
achéve le cas n = 1. Pour r € {0,....,p — 2}, soit K! = Ker(H"(O) —
HT(O4R)) (4313 Fil'S.H"(O:"). Pour r € {0,1}, on a donc des inclusions
Kr c H"(J,) C H"(Of) et on voit qu'il est équivalent de montrer que la
flecche H"(J,) — H"(JM) induit un isomorphisme H"(J,)/K! = H"(J).
On le fait par récurrence sur n en remarquant qu’on a déja (par le cas n = 1)
HY(7)/KY = HY(JE) et HY(J)/K: = HY(JE). Par la remarque suivant
(2.2.6.3) et la preuve de (2.3.2.1), la flecche H?(J,) — H?(O5) est encore injec-
tive pour p > 3 et on a encore Fil'S.H?(O$!) = Ker(H?*(O5!) — H*(OR)) = K?
pour p = 3. Par récurrence, le cas n = 1 et diverses platitudes et chasses au dia-
gramme faciles, on obtient alors un diagramme commutatif de suites exactes:

0 — HYN)/KY — HYT)/K, — H(Jaa)/K . —
el ! L
0 — H'(JF) — HUTF) -  HY(TE) -
HY(N)/KL — HNT)/K, — H (Jw-1)/K,y — H(5)/KP
1] | L !
HY (g™ —  HYI®) -  HYTE) - HAIJ)
ol la derniere fleche verticale de droite est injective. On conclut par le lemme
des cinq. O
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En passant & la limite projective sur les identifications H"((X,,)syn, OFF) =~
Sy @w,, H™((X1) syn, OFF) déduites de (4.4.1) et (4.3.1.3) (r € {0,1}), on obtient
le corollaire suivant, qui répond dans ce cas particulier a une question d’Illusie
(c.f. remarque ci-apres):

Corollaire 4.4.3 Pourr € {0,1} et avec les notations de (4.5.1.4), l'isomorphisme
de Hyodo-Kato (4.8.2.3) induit un isomorphisme de réseauxr MUK /MEE =

tors

M IMAE o MIE (resp. MAE ) est la partie de torsion de MPE (resp. M),

tors tors tors

Remarque: Lorsque I'isomorphisme de Hyodo-Kato ne préserve plus les réseaux,
on peut se demander avec Illusie ([I13]) quelle est la "taille” des dénominateurs
qui interviennent alors (c.f. [BO2] pour le cas lisse ramifié).

A Les catégories abéliennes de Fontaine-Laffaille
semi-stable

Ce qui suit est tiré pour 'essentiel de ([Br3]). On rappelle juste les définitions et
on renvoie a ([Br3]) pour les preuves.

A.1 Les catégories

Soient r un entier compris entre 0 et p —2 et ¢ = (p — 1)1y, (u) — 1.

Soit 'M" la catégorie suivante: les objets sont la donnée:
e d’un S-module M
e d’'un sous-S-module Fil" M de M contenant Fil"S.M

e d’une application S-semi-linéaire ¢, : Fil'’ M — M telle que, pour tout
se Fil"S et x € M, on a c".¢,(s.x) = ¢.(5).0.(u — p)".x)

e d’une application W-linéaire N : M — M telle que:
(I)siAe Setxe M, NAz)=N\).z+ AN(z)
(2) (w—p).N(Fil"'M) C Fil"' M

(3) le diagramme suivant est commutatif:
FirM % M
(u—p).N l l c.N

FirM % M

Les fleches sont les applications S-linéaires qui préservent F'il" M et commu-
tent & ¢, et N. On note M" la sous-catégorie pleine de 'M" formée des objets
M qui vérifient les deux conditions supplémentaires:
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e le S-module M est de la forme de la forme M ~ @5 S, pour I fini et
il
n; € N*

e le S-module M est engendré par I'image de ¢,.

Quand r augmente, les catégories M" sont des sous-catégories pleines les unes
des autres. En particulier, ce sont toutes des sous-catégories pleines de MP 2.

Soit MFIT la catégorie suivante ([FL],3.2): les objets sont la donnée:

e d’un W-module de longueur finie M

e d’une filtration de M par des sous-W-modules (Fil' M );cz telle que Fil' M =
M pour i <0 et Fil' M =0 pouri>r+1

e pour chaque entier i, d’'une application W-semi-linéaire ¢; : Fil'M — M,
ces applications étant telles que:
(1) ¢ilpaer = pdita
(2) > Im ¢; = M.

Les fleches sont les applications W-linéaires qui préservent la filtration et
commutent aux ¢;. Quand r augmente, les catégories MF {OZ sont des sous-
catégories pleines les unes des autres. En particulier, ce sont toutes des sous-

catégories pleines de M F’ ,{00’572.

Proposition A.1.1 ([FL],1.8 et 3.2) Les catégories MFLT sont abéliennes.

Soit M un objet de M EFL" on définit un foncteur F© : MEFL" — M” en posant
Fr(M) = S @w M, Fil F'(M) = . Fil' 7S @w FillM, ¢, =3 ér_; @ ¢; et
=0

N(P@w)®z) = N(P) ®z.

Proposition A.1.2 ([Br3/,2.4.1.1) Le foncteur F" est exact et pleinement
fidéle.

Théoréeme A.1.3 ([Br3],2.1.2.2 et 2.4.2.2) Les catégories M" sont abéliennes

et admettent les mémes objets simples que les catégories MF{O: (via F").

A.2 Les objets tués par p

On note MF]" et M} les sous-catégories pleines respectivement de MFJ! et

M, formées des objets tués par p. La catégorie M. se décrit plus simplement

sur Sy = k[u] /uP: soit M, la catégorie dont les objets sont la donnée:

e d'un S;-module M libre de rang fini

76



e d’'un sous—gl—module Fil" M contenant u".M

e d’une application S, -semi-linéaire (;NST . Fil" M — M dont I'image engendre
le S;-module M

e d’une application k-linéaire N : M — M telle que:
(sixe S etzeM, NOAz)=NON\).z+ \N(z)
(2) w.N(Fil" M) C Fil’ M
(3) le diagramme suivant est commutatif:

FilM % M
S
FilrmM & M

et dont les floches sont les applications S;-linéaires qui préservent Fil" M
et commutent & ¢, et N (sur Si, N est Punique dérivation k-linéaire telle que
N(u) = —u). Quand r augmente, les catégories M’ sont des sous-catégories
pleines les unes des autres. Soit o la surjection k-linéaire S5 — Sy, ~i(u) — v (w)
si0 <7< p—1et~y(u) — 0sinon. Pour M dans M;, posons T'(M) =
S1 ®(s).5, M et soit s la surjection canonique M — T(M). On définit:

o Fil'T(M) = s(Fil" M)

o siz e s(Fil'"M), ¢p(z) = s(¢,(2)) ol & est un relevé quelconque de = dans
Fil" M (c’est indépendant du relevé)

e N(P(u)®x) = P(u) ® N(z)+ N(P(u)) ®x ouz € M et P(u) € 5,
On obtient ainsi un foncteur 7" : M; — M;
Proposition A.2.1 (/Br3/,2.2.2.1) Le foncteur T induit une équivalence de

, . T
catégories entre M}, et M,..

B Sur les faisceaux O{"=: preuve du théoréme
(2.2.1.2)

Dans toute cette partie, ¥ désigne 'une des trois algébres Sy, S; ou k et = le
log-schéma correspondant (2.2.1).
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B.1 Site p-infinitésimal

Soit Spec A — Spec B une F,-immersion fermée et [ = Ker(B — A), on dit
que I est un p-idéal si pour tout x € I, 27 = 0. Soit X — Y une F,-immersion
fermée de schémas (classiques) d’idéal noyau Z, on dit que Z est un p-idéal si c¢’est
un faisceau de p-idéaux. Soit X un log-schéma fin localement de type fini sur =,
on définit le petit (resp. gros) site p-infinitésimal (X/=),_ins (resp. (X/Z),—inF)
en remplagant dans la définition des sites (X/Z)..s (resp. (X/Z)crrs) les immer-
sions fermées exactes définies par un idéal muni de puissances divisées par les im-
mersions fermées exactes définies par un p-idéal (et en prenant de méme les recou-
vrements pour la topologie étale avec structure logarithmique induite). On définit
aussi le site (X/Z)sy y—p—rnF en prenant les recouvrements pour la topologie log-
syntomique. A noter que (X/Z)qs (resp. (X/E)crrs, resp. (X/E)syn_cris) est
un sous-site de (X/Z),—ins (vesp. (X/Z)p—inr, resp.(X/Z)syn—p—inr). On dis-
pose également dans ce contexte d’un analogue de l’enveloppe aux puissances
divisées:

(1) Soit X — Y une F,-immersion fermée de schémas (classiques), Fy : Y —
Y le Frobenius absolu de Y, et D le produit fibré:

D — Y
l 1Py
X — Y
Du diagramme commutatif:
X = Y
Fx | 1Py
X — Y

ol Flx est le Frobenius absolu de X, on déduit un diagramme commutatif:

D
Sl
X — Y

et il est facile de voir que D a la propriété d’ universalité requise.

(2) Soit @ : X < Y une F,-immersion fermée de log-schémas fins, étale
localement, i peut se factoriser sous la forme i = gi’ avec i’ : X <— Z une
immersion fermée exacte et g : Z — Y log-étale ([Ka2],4.10). Soit F; le Frobenius
absolu du log-schéma Z (voir 2.1.1) et D le produit fibré:

D — Z
! LFz
X = Z
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la log-structure sur D étant, dans ce cas, automatiquement integre, le log-schéma
D s’identifie au schéma D produit fibré:

D — Z
l lfj“z'
X — Z

et muni de la log-structure provenant de Z. Par universalité du produit fibré, on
a comme précédemment une immersion fermée exacte X — D qui est de plus
purement inséparable ([Ka2],4.9) et en utilisant ([Ka2],4.11), on montre qu’elle ne
dépend pas de Z, ce qui permet de définir un log-schéma D global (voir [Ka2],5.6).

On appelle p-enveloppe de X dans Y, et on note D% (Y), le log-schéma D
précédent. On définit les faisceaux sur (X/Z),_;yr et le foncteur ”sections glob-
ales” comme pour (X/Z)cgrrs. Si F est un faisceau de groupes abéliens sur
(X/Z)p—inF et si X — Y est une =-immersion fermée dans un log-schéma fin Y’
log-lisse sur =, on peut calculer les groupes de cohomologie H'((X/Z),_inr, F)

par le complexe de Cech habituel: notons Y” = Y x=z ... xz Y, on a des im-
—_—
v fois

mersions fermées X <— Y* (en composant X — Y avec I'immersion diagonale
Y — Y"), donc (X — D5(Y")) est un objet de (X/Z),_rvr. Notons Fpr (yvy
la restriction de F a (D%(Y"))ee = (X)a, on considere alors le complexe de
faisceaux sur (X)g (ou les morphismes sont les sommes alternées des diverses
projections):

O — fDl)j((y) — fDI;((YQ) — ... FD&(Y”) — fDI;((Y”J"l) — ...

et on montre exactement comme dans ([Be|,V.1.2) que 'hypercohomologie de ce
complexe calcule les H((X/Z),_inrF, F).

B.2 Lemmes préliminaires

Soit P un monoide integre de type fini et N — P un morphisme injectif de
monoides. On peut toujours écrire P sous la forme P = ()/G pour un certain
monoide integre de type fini () sur N et un certain sous-groupe G de Q% et on
peut supposer en outre Q9 /Z sans p-torsion (par exemple ) = N" pour r assez
grand). Soit Q' = Q BN ... B Q et s; la surjection naturelle: Q° — Q/G, on
i fois

note (Q")° = {z € (Q") tq s¥(x) € Q/G} et e; les morphismes de monoides:
(Qi)e — (Qi—i—l)e’ €j(LUO @ EB xi—l) = 2o EB EB SL’j_l EB 1Q EB (L’j EB EB Ti—1 (1@
est I’élément neutre de @) en notation multiplicative). On note N @)~ P (resp.
(QY)° ®(4),(@)e P) le monoide limite inductive du diagramme: N & N — P
(resp. (QY)° < (Q")° — P) et (N@ynP) = {a®b € ZB )z PP tqalf € P}.
On vérifie qu'on a des morphismes canoniques de monoides (N @y~ P)¢ —
(@) By @iy Pra®b— ab? ot b est un relevé de b dans (QF)9?
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Lemme B.2.1 Soit M un k[N @)~ P]-module, alors le compleze:
e e dl
0 = k[N @)~ P)] @rine nr M — FQ° S).00 P Ouinay ) M =

d! e 2
- k[(QZ) D(),(@?)e P] ®’€[N@(¢),NP] M= ..
(ot d' = (—1)(e; ® Idp) @ Idr) est exact.

=0

Preuve. — Si N est un monoide integre et H un sous-groupe de N9 si
NH @) nvu (N/H) désigne comme précédemment la limite inductive du dia-
gramme: NH & NH — N/H et si H? = {h?, h € H}, on vérifie facilement que
le morphisme de monoides: NH @) nu (N/H) — NH/H", ny @ ny — niny?, ot
15 est un relevé de 15 dans N/HP, est un isomorphisme. Soit R = QG/GP (= par
ce qui précede Q° Bg)ge P), R' = R®N ... &n R et G; = Ker((R")% — R), on
i fois
vérifie donc que (Q")° By (@i P = R'G;/GY. Notons S = (N @)~ P)¢, quitte &
remplacer M par k[S] Ok[No 4 nP) M, On est ramené a montrer que le complexe:

Ciyy =0 — M — k[R] ®yg M 5 k[R2Go/GY) s M S .

est exact. Le morphisme S — Q% /GP est injectif, car sia ® b +— 1 (a € Z,
beQ"/G), on aab? = g° (g € G, breleve b dans Q9), d’ott (bg~')? = 1 dans
QP7/Z,i.e. bg~! € Z puisque Qg”/Z est sans p-torsion, soit a @b € Z qui s’injecte
dans S (car Z — Q%/G), donc a ® b = 1. D’autre part, (R'G;/GY)% ~
R Qgop ... Bgor R (i € N*) et un élément x de (R'G;/G?)% est de la forme
i fois
suivante: soit il appartient a S, soit il existe un unique j-uplet (g, ..., ;) de
{0,..,i—1} (j <1)avec ap < agrr et telque s =1 ... Bry, @ ... 1 D710, B
LB To, B ... OU To, est en o™ position (en partant de zéro), ro, € R%\ SP.
On vérifie facilement que:
1) S9N R'G;/G? =
2)siz=101® .07 ®..01®T0, ®...0Tq, ®... € R'G;/GY avec ro, € RP,
alors 7o, ® 7, @ ... 1o, € RG;/GY.
Un élément z de R'G, /G?, si on le voit dans R @ g ... Dgar R, est donc aussi
de la forme suivante: soit x € S, soit il existe un unique j-uplet (o, ..., ;) de
{0,.i=1} (j < i, ap, < agqr) tel que z = 1O1D... 014, ©...O1B7T0, ... 0T, D...
avec Ty, en aic™e position, r,, € RIP\ S? et 1y, Bra, ®..0ry, € R Gj/G§. Pour
ie€N*etl<j<i notons C} le sous-k[S]-module de k[R'G;/G?] engendré
par les éléments de la forme précédente (le j-uplet (ov, ..., ;) étant fixé) et C
le sous-k[S]-module engendré par les C!, o, Dour tous les j-uplets (au, ..., ;)

&

.....
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.....

comme précédemment de {0, ...,i—1}, onadonc Ci = € C, o,- Ennotant

Comr=0—M5 MMM et

dit1

CiM =0— CJJ Qk[s] C]Jr Qk[s] M "— (N C;JrZ Qkls] M= ..

Js

on obtient C};; = @Cj,M et il suffit de montrer que tous les C:,, (j > 1) sont
jEN
exacts. Soit 5" : Ci*' — C I'application k[S]-linéaire qui envoie CZ'! ,sur 0
siag =0, et C“+1 sur Y par 1B .. B1Br, D= 1D . D1lPBr,, ...
J 1 J ——— | ——

a1 fois 1 ar—1 fois 1
si. a; > 1. On laisse au lecteur le soin de vérifier que Id ® s; est une homotopie

contractante de C; ), d’ott le résultat. O

Soit maintenant (Spec A, P) un log-schéma fin (non vide) sur F; = (Spec k, L)
o A est une k-algebre de type fini, on écrit comme précédemment P = Q) /G avec
Q9% /7 sans p-torsion. On plonge (Spec A, P) dans un log-schéma log-lisse sur
2 de la forme (Spec B, Q) avec B = ¥ @ k[Q][X1, ..., X;] (n suffisamment
grand). On note B’ = X Quun k[Q], B' = B®yx ... @ B (resp. B") et, avec

i fois

les notations de (B.2.1), (B")® = B’ ®gzqq Z[(Q")°] (resp. (B")°). Pour toute
k-algebre C et toute C-algebre D, on note C ®4),c D le tensorisé a droite par D
en tordant a gauche par le Frobenius de C. On a des applications f; : (B)°
(B, (g @ ... @b 1) @ [q] = (g @ ... @ b; 1 @ 1@ bj... @ bi_1) @ [ej(q)] (o les
e; sont les applications en (B.2.1)).

Lemme B.2.2 Soit M un A-module, alors le complexe:

= dl d2
C" =0 — 0{""=(Spec A,P)@AM — (B°®(4) pe A)@aM — (BY)*® 4 (p2ye A®AM — ...

i

(ot d' => (=1)'(f; ® Ida) ® Idr) est ezact.

Jj=0

Preuve. — Posons £ = (E Qk[N] k:[(Ql)e]) ®(4) L@ kl(@)e] (K @xmy k[P]), on
remarque d’abord que:

(B") ®g)(mriye A) ®a M = L ®pg,pyhip) M
= K[(Q") D)) ] @kNawy P (X @)1 M)

et, puisque:

O =(Spec A,P) @4 M = ( )2 A) @kNao, Pl BN SN P)° ]) ®a M
= k[(N D )N P)°] @rNe iy n P (E @)k M)
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le complexe:

/- car,2 dl d2
C" =0 — 0" (Spec A,P)RAM — (B®y) pre @AM — (B?)°® ) r2)e ABAM — ...

n’est autre que le complexe en (B.2.1) ot M est remplacé par 3 ®(4)r M, et est

: i\e . N 51 li\e )
donc exact. Mais (B*)° ®(4),(pi)c A = B ®((1d®¢),B’i®(¢)7B,iBi) ((B )¢ ®(g),(Brie A)
olt on tord & gauche par le Frobenius relatif: B"” @4 pi B' — B', 1 @ y v z.y".

Pour 7 = 1, on a par exemple:

B @gpe A= D D D (B @), A). X5 XS0,

0<r<n (A1, Ar)E{l,.n}” (ay,.. a0 )E{1,....p—1}"
Xp<Aj si <]

Un examen de la preuve en (B.2.1) montre qu’elle marche encore en remplacant
R'G;/GY par (R & (N")))G;/G?: on peut en déduire I'exactitude de C". O

B.3 Les preuves

Soit Xun log-schéma fin localement de type fini sur F; et Mx un faisceau quasi-
cohérent sur le site zariskien de X (= site zariskien de X). On étend Mx au gros
site zariskien en posant My = Mx |y= Oy ®s-10, f~' M x pour tout morphisme
localement de type fini f : ¥ — X de log-schémas fins et M x est alors un faisceau
sur (X)syn (car les morphismes des recouvrements dans (X)gyy sont plats sur
les schémas sous-jacents). On va associer a M x un faisceau sur (X/=Z),_;nr (ou
(X/Z)syN—p—i1nF): pour tout objet U — T de (X/Z),_;nF, on a un morphisme
canonique F' : T"— U donné dans une carte locale par le diagramme commutatif:

Q0 =
! !
A = B

olt s(a) = a? sia € A et a releve a dans B. On pose My = Or @p-10, F~'My
et on vérifie que la collection des (Mr)w—r)e X/=),_np forme bien un faisceau,
noté Mx/z, sur (X/2),_rnr (ou (X/Z)syn—p—1nr). Comme en (2.2.1), si F et G
sont deux faisceaux de modules sur un site S, on écrit F ®° G le faisceau associé
(sur 8) au préfaisceau produit tensoriel.

Proposition B.3.1 (1) O¢"" @8F My est un faisceau sur (X)syn
(2) pour i € N:

H'((X)syn, O @3N My) = H'((X)pr, 05" @5 Mx)
= H'((X/Z)p-inr Mx/=)

(8) si X = (Spec A, P) comme en (B.2.2), alors H'(X)gr, O™ RGEMx) =0
pour i > 1.
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Preuve. — (1) Soit U < Tun objet de (X/=Z),_inr et U Ny Ny § N
la factorisation du Frobenius absolu de U (2.2.1), le diagramme:

T £ U
l !
- Fz -
E = =

étant commutatif, on a une unique fleche £’ : T'— U’ et le diagramme:

/!

[N 5
il L F,
T I v

est commutatif. Puisque i est purement inséparable et F; log-étale, il existe un
unique morphisme F” : T — U" tel que F" oi = F}] et F/, 0o F" = F' ([Ka2],4.11)

et le diagramme:
F//

T N U _ X
Fl | fuoRy, L fxoFy
U = U — X

est commutatif. En posant Mx» = Ox» ®o, Mx, on a donc Or ®o,, Mxn =
My, d’ott une fleche I'( X", M x») — I'(T, Mr). Mais, par définition et puisque
(X" et = (X)a, on a O5= @%X Mx = Oxr ®o, Mx = Mxn, d’ott une fleche
['(X, 09" @8 Mx) — I(T, Mr). Si:

Ul — Tl
| |
U- 9 T2

est un morphisme de (X/Z),_rnr, le diagramme:

Tl X"
l !
T2 — X"

est commutatif, d’ou finalement une fleche:
D(X, 05" @5% Mx) — H(X/Z)p-inr, Mx/z)

Soit ME™F Je faisceau sur (X)gr qui & U associe H(U/Z)p—inF, My/z), on
a donc un morphisme de faisceaux sur (X)gr: (’)‘)—:?T’E ®g£ My — /\/li’f_mf )
Mais, lorsque X = (Spec A, P), le lemme (B.2.2) entraine O™~ @% My ~
M| ), (voir B.1) d’oilt un isomorphisme O%"% @5T My ~ My, De
plus, on montre exactement comme dans ([Brl],3.1.3), en utilisant la propriété
(2.1.1.2,(3)) de relévement local des morphismes log-syntomiques, que M2 est
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en fait un faisceau sur (X)syn, d'ott (1) et OF" @5 My ~ OF"= @' N My
(2) Soit u” le morphisme de topoi : (X/u)p_INF — (X)a, Rut(Mxz) est
le faisceau sur (X)¢ associé au préfaisceau U — H'((U/Z),—inr, My/=) pour
i € N. Mais pour U = (Spec A,P) et i > 1, on a par (B.2.2) et (B.1)
Hi((U/E>p_1NF,MU/E) = 0, d’ou RZU‘Z(M)(/E) =0si2 2 1 et, pour 1 € N:

H'((X)a, b Myyz) = H((X/Z)p-rnr, Mxjz) = H(X)pr, 05" @5 Mx)

puisque, par (1), WM x/=z = Meind l(x)er= O5n= & Mx. On montre d’autre

part comme dans ([Br1],3.2.3) que H*((X/Z)syn—p-inr, Mx/z) = H'((X/Z)p—inp, Mx/z)
(car M x/= est a composantes quasi-cohérentes) et la méme preuve que précédemment,

en remplacant p— INF par SYN —p— INF et ET par SY N, donne finalement
H((X)syn, OF"= @3N Mx) = H((X)pr, OF"= @8L Mx).

(3) Clair d’apres la preuve de (2). O

On prouve maintenant le théoreme (2.2.1.2).

Preuve de (1): En recopiant les arguments de ([BO1],6.13), et en adoptant
leurs notations, on montre de méme qu’on a une résolution dans (X/Y)ms:

0= Tx)y = F'L(Oy) = F' ' L(wyyx) = F'Lwiyr) —
qui, sur un épaississement U — T et en un point géométrique z de (U)g = (1)
s’écrit:
0— Tik — KN Opa<T, o, T >) — @K (Ops <Th, ..., Ty >) dlogt; —
i=1

— @ K Orz<Ty,...,T,>).dlogt; A dlogt; — ...

1<i<j<n

(avec w}j@ = @Opy,;dlogti) ou les différentielles sont Or z-linéaires telles que
i=1

ar’ = TN (1 4 T .dlogt; (voir [Ka2],6.5) et ot K(Opz < Ty, ... T, >) =
Ker(Orz — Opz) + (Tim) i>1 . On a donc encore une résolution:

1<i<n

0 — FE T L FrL(Oy) [FH L(Oy) % Fr L{wh pe) [F L(why) -

qui s’écrit localement:

O—>j [r+1] KR @ D jTrxl]/ [r+1 1 pfn) ...T,E”]d—%n..
1=0 %"=l
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Le complexe suivant:

car,= jT$ Id@d car,= j[rl [11] 1,1 1dod;
0 — OF7= B0y, o @ D (04 ®o,, i) T T 5

T,z 1=03%"1;=l T,z

est donc encore exact, d’ou une résolution:

[r] r r—1
jX/T OCCH" »Z A CTLS F L(OY) N OCGT cris F L(OY)

- "7 7~® P D AN
NT ONFHLOy) Y O FTL(Oy)

car,Z o cris
0 — O ®OX

Mais, avec les notations de ([BO1],6.10), on montre comme dans ([BO1],7.2) qu’il
existe des faisceaux, notés ici F,, sur (X/Y)ems |y tels que FlL(wg,/T) = Jy.Fiq

et u*FlL(wg//T) = Fiq (D)= jg] ®0y, Wyy Ol jy est un morphisme de topoi :

()E/VT)W»S ly— (XA/JT)W-S tel que jy, est exact. On a donc FZL(wg,/T)/Fl“L(wg,/Y) =
Jyo(Frg/ Fis1,4), d'autre part, il est trivial que:

ON"E @F jo (Fial Fring) = Jy. (0L |y ®F5. (Fia/ Fisrg))
et on déduit comme dans ([BO1],5.27) que:
u* (Ocar,_ ®g§15 FlL(wqy/T)/FlJrlL(wqy/T)) —0
pour i > 1, et, comme dans ([BO1],7.2), que:

w, (0% @GES P (W) | F' LWy r)) = OF"F ®ox (Tp/Th ™) @oy wiy/r
= Oxv ®oy (Th/T5T) ®oy wiy)r

d’ou (1).

Preuve de (2): Soit U <% T un objet de (X/Y)eris et My = Oy ®;-10,
I T vu, comme précédemment, sur (U)gy v par extension des scalaires.
SQit LET (r~esp. ISy N+, T€SD. igns«) le foncteur sur les catégories de faisceaux:
(U)pr — (T)gr (resp. avec les gros et petit sites log-syntomiques), on a:

(m

car,= o SYN car,Z2 — ET . car,Z2 . ET .
ZSYN*(O ®OU M ) ZET*((Q ®(9 MU) ZET*OU ®iET*OU ZET*MU

donc % ET*OCW’“ ®FT

. . .
i 0p tET My est un faisceau sur (T')syy d’ou:

iSYN*O?JM’H ®ZSYN*OU isy N« My >~ Z.ET*O[C](ZTH ®1ET*0U ipr« My
Comme (igy N+ M) |(1)syn= jTM / jT[TH] (par platitude des morphismes log- syntomiques
sur les schémas sous-jacents), on en déduit facilement v, (0% =@~ CRIS( 71 /T/ TH]))

0= @GS (gy [T] /T [TH]). En projetant les égalités ci-dessus sur le petit site

85



CU,T_ syn C(l'f‘u syn
log-syntomique, on a 7y, O Zsyyn*OU Gsyns MU 2 Gy (O @, ./\/lU) d’on,

puisque gy, est exact:

Hi(<T)SZ/7H Z.Syn*(l)cUar7E ®ziyq;*(9u ( / [H_l )) - Hi((T)syna Zsyn*(ocara ®syn MU))
= Hi((U)synaOcaru o MU)
= H((U)syn, 05" ®(S')};N My)

et donc Hi((T)Syn,isyn*Offr’E ®f§’y’;*OU (. [T]/j[”l])) =0pouri > 1let U =
(Spec A, P) par (B.3.1, (3)) Mais on montre comme dans ([Brl],3.2.2) que
Riv, (O$"= RN RIS ( X/T/ ;;}1])) est le faisceau sur (X/Y)crrs associé au

préfaisceau:

(UST) o B(X/T)syn_onrsls, OFF @N-CRIS (1] g)
— Hi((T)Syn, zsymOCUar,_ Q" ( [T]/j[r+1]))

Zsyn*OU
donc Riv, (03" @ N-CRIS ( X/T/ TH)) = 0 pour i > 1, ce qui fournit
I'isomorphisme (2).
Preuve de (3): Par (2), Riw, (05" OV TORIS ( )[;/]T/ [TH])) est le faisceau sur

(X)syn associé au préfaiscean U — H'((U/Y)crrs, Of"= @GS ( U/Y/ [BT/? ))-

Par (1), la cohomologie de 0§ @ QG ( U[T/]T/ ‘7[[;/;1]) se calcule (localement)
par un complexe de de Rham (logarithmique) et la méme preuve que dans
([Br1],3.2.3) montre qu’'on peut annuler les différentielles par des recouvrements
log-syntomiques, d’olt Riw,(OF"S @ N-ORIS (j)[(r}r/ [TH])) = 0 pour i >
1. Enfin, avec les notations de (2.1.2.1), on a facﬂement, en posant X! =
(Spec A*, Q'/G) et pour T = Ej:

car,= j[rl 1 . car.= ; j [r]
lim HO((X'/ By)onrs, O%0 @GRS “3E) ~ (1im 07" (X)) @4 i)
Xi/Ey ¢

(voir Appendice D) d’ott on déduit w, (O O TORIS( )[}"/]El/ Ty = on “REYN

X/Ex
(T T, Les cas T = Ey et T = Ej se traitent de méme. O

C Quelques compatibilités
Cet appendice fait le pont entre I'approche ”topologie étale” de Kato et Tsuji

([Kal], [Ka3], [Ts2]) et 'approche ”topologie syntomique” de Fontaine-Messing
([FM]) et de l'auteur.
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C.1 Compatibilité des ¢, 0 <r <p—1

Soit X un log-schéma fin log-syntomique sur Spec W. On suppose qu’on a
une immersion fermée X — Y ou Y est log-lisse sur Spec W et muni d'un
relevement Fy du Frobenius de Y} =Y Xgpee w Spec k. Pour n € N*, on note
Xy = X Xgpee w Spec W, Yy, =Y Xgpee w Spec W, D,, = Dx, (Y,,) I'enveloppe
aux puissances divisées de X, dans Y, et ¢ : Op, — Op, le relevement du
Frobenius. Si Jp, = Ker(Op, — Ox,,), les faisceaux 7, l[;i R0y, Wy, Ispec W, Sont
plats sur Spec W, et tels que, pour 0 < r < p —1, gb(j[si R0y, Wy, /spec w.,) C

p"Op, Qoy, wg,;;’spec w.,» ce qui permet comme d’habitude de définir (0 < r <
p—1)

K _ o, [5] r—s r—s
¢r - ¢/p . \7 n ®0Yn an/Spec Whn - ODn ®0Yn an/Spec Whn

(en ”passant par” jgjw Roy, ., Wy Spec Wn+r)‘ Soit « le morphisme de topol

(Xotr)syn — (Xugr)a, on a donc des morphismes dans la catégorie dérivée:

Roz*jqf”s’[r] ﬂ ROz*OfLMS. Si Y n’existe pas globalement, Kato définit encore
un morphisme ¢X : Ra, J I — Ra,O%% par un procédé de Cech (voir sec-
tion suivante) et montre qu’il est indépendant des plongements locaux et des
relevements de Frobenius ([Ka3],5). Notons ¢, : Ra, J*" — Ra, 0% le mor-
phisme déduit de ¢, : J*l — Ocris (3.1.4).

Proposition C.1.1 Awvec les notations précédentes, ¢, = ¢X.

Preuve. — C’est un probleme local, et on peut donc supposer X — Y avec X
de la forme (2.1.1):

Nz, & ... ® Nz, . WI[(Nzy @ ... ® Nz,)G][ X1, ..., X§]

G (fla"'aft)
T T
{1} — w

avec (f1, ..., fy) transversalement réguliere relativement a W, et Y de la forme:

(Nz1 @ ...® Nz, )G —  W[(Nz; @ ... ® Nz,)G|[Xq, ..., X{]
T T
{1} — w
avec Fy(z;) = 2% et Fy(X;) = XP. Pour j € N, notons w}), = Op, R0y,
W, sspec w,,» O définit comme dans ([BO1J,6.9) ou ([Ka2],6.9) des faisceaux de

Ox,,/spec w,-modules a composantes quasi-cohérentes Lw{)n sur (X,,/Spec W,,)crrs,
acycliques pour la projection sur (X;)s = (Dy)e et tels que:

H'((X:1/Spec Wy)crrs, Lwh, ) ~ H'((X,/Spec W,)crrs, Lw), )
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(ce sont méme des cristaux). Soit F un faisceau sur (X;/Spec W,,)orrs et Ft, F
le faisceau (sur (Xi/Spec W,,)cris) qui a lobjet:

U s T

gl |

X, :

! !
Spec W, = Spec W,

associe ]-"((U — T)F) ou (U — T)r est I'objet:

U — T

FXlog »L l
X, Spec W,
l Lo
Spec W,, = Spec W,

(Fx, est le Frobenius absolu de X;). On montre facilement que le relevement
du Frobenius sur wy, induit des morphismes de faisceaux sur (X1/Spec W,)crrs
F:F

cris

(Lwp, ) — Lwp, qui donnent des applications ¢:
HO((X1/Spec Wy)orrs, L, )—HO((X1/Spec Wn)cnris Fly (Lo, ) —HO((X1/Spec Wn)oris,Lw, )

Soient (X, /Spec Wh)syn—cris 1€ petit site syntomique cristallin et w la projection:
(Xn/SpeC n)N - (Xn>syn7 pUiSque:

syn—cris

HY((X1/Spec W,))crrs, Lw%n) = H°((X,/Spec Wy,)cris, Lw{)n)
= HO((Xn/Spec Wn)SYNfCRI& LWan)
= HO((Xn/Spec Wn)syn—cm’sa LWJD,L)

on a finalement des morphismes de faisceaux sur (X,,)syn ¢ : w*Luﬂbn — w*Lw]bn
(qui redonnent le relevement du Frobenius par projection sur (X,)e). Soient
F'LOp, = Ker(LOp, — Ox, ) et F'Lw}, = F'LOp,.Lw}, (r,j € N), nous
allons montrer:

(1) Rw*FTLw{Dn ~ w*F’"Lw{)n

(2) les faisceaux w, F’ TLw{)n sont plats sur W,

(3) ¢(w F°Lwp, *) C p"w.Lwp, * pour 0 <r < p — 1.

Pour j € N, il existe d; € N tel que w%n ~ (Op,)% (en tant que Op, -modules),
F'Lw), =~ (F'LOp,)% et on a F(FC*MS(Lw%)n)) C pLw), et ¢plw,Lw), ) C
pjw*Lw%n: il suffit donc de montrer (1), (2) et (3) avec F"LOp,,.

(1) La méthode qui suit est inspirée de ([ES],1.6). Soit M un faisceau sur
(Xy/Spec Wy) syn—eris & composantes quasi-cohérentes et notons Q" = Nx’fim <)

m

. @ N22" B™ = W,[Q"G|[X}? ,..,XP "], A" = B™/(fi,....f), Y =
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(Spec B™,Q™G), X" = (Spec A™, Q™ /G) et, pour k € N, D"(k) I'enveloppe
aux puissances divisées de X™ dans Y, X spee W, - Xspec Wy Yo' (V) =Y, X0 =

k fois
X,,, DY = D). Un calcul explicite montre que D!"(k+1) = D(k)®pmo) D (1),
Opmay = Opm() <T1, ..., Tr1s > et que le morphisme de log-schémas D)'(1) —
DY(1) se factorise par D™(1) & D™(0) — DO(0) = D2(1) pour m > n (s
provient de I'immersion diagonale Y,, — Y,, X gpec w,, ¥ €t p1 de la projection sur
la premiere composante Y. X gpec w, Y,* — Y,*). Pour k € N et m > n, on en
déduit que le morphisme de log-schémas D™ (k) — DO (k) se factorise aussi par
D™ (k) % D™(0) — DO(0) % D(k) et que le morphisme de complexes de Cech:

MO = Mpooy — Mpay — Mpyp —
! ! ! l
M™ = Mppoy — Mppay — Mbppe —

se factorise par le complexe Mp 2 Mp, L Mp, 5 ... Mais pour i,m € N:
Hi((X;n/Spec Wa) syn—cris, M) = Hi((X;”/Spec Wh)eris; M) = HZ(Mm’)

(pour la deuxieme égalité, la preuve est la méme que dans ([Be],V.1.2)) et la fleche
H{((X,/Spec W) syn—eris, M) — H (X" /Spec W) syn—eris, M) est donc nulle
pour m > n et i > 1. Le méme calcul étant valable (localement) en remplagant
X, par un log-schéma log-syntomique sur X,,, on en déduit Rw,M ~ w,M d’ou
(1) en faisant M = F"LOp, .

(2) Du calcul de Cech, on déduit facilement imH°((X™/Spec W,,)eris, M) =

imM pm (g, en particulier: "

m

l@HO((XTT/SpeC Wn)cm's,LODn) ~ OD;'f(O) ®0Dn ODn(l)

oo oo

~ (WL[QFGIXY . . X "NPP<my, . T, >
~ OTE(A® PRY<T, . Ty >

et:

. X cris,[r— m;]

HmMHO (X1 /Spec W) eris F7LOD,, )= b G2 g0 poo o (T1). e (Trt)
m (1001 g) ENTHS

(avec des notations similaires a (2.2.2.1)), ce qui montre la platitude (c.f. début
de 3.1.4).

(3) Evident puisque gb(j?f”s(Aoo, POO)) C pOs (A, P>) et ¢(T;) € pOp, 1)-
Comme pour Jnc"is’m, on en déduit des morphismes de faisceaux sur (X:rr)syn
pour 0 <r <p—1¢, = ¢/p" : w,F*Lwp, * — w,Lwp * (les faisceaux w, [* Lwp, *
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sont vus sur (X,4,)sn par le foncteur exact i, : ()A(;)syn — (Xpsr)syn)- On a
donc un diagramme commutatif de faisceaux sur (X, )syn:

0 — .7;”3’[""] — w,F"LOp, — w*F”_lean —

or | or | ¢ |
0O — o0 —  wlOp, — w, Lwp, —
Mais le complexe F"LOp, — F''Lwp, — F'?Lwj, — ... est une résolution

de J )[gi /Spec W, Par des faisceaux acycliques pour la projection sur (X,,)e (([Ka2],6.9),
la preuve est la méme que ([BO1J,6.12) a partir de ([Ka2],6.5)). Par (1) et les
égalités Rw*j)[gi/spec W, = w*j);n/spec w, = Jr=l e complexe w, F"LOp, —
w, I Tﬁlebn — w, F ’"*2Lw/23n — ... est aussi une résolution acyclique de jﬁ”s’m.
Sachant que a,w, F"*Lwp, * = l[)si ®o,,. wp,” et que le Frobenius sur w, Lwp, * re-
donne le relevement du Frobenius sur wp, °, on laisse au lecteur le soin de montrer
quapres projection sur (X,)e: ¢, = ¢X. O

C.2 Sur les complexes silofx(r) et 3;0%((7“)

C.2.1 Preuve de la proposition (3.2.4.2)

Rappelons la définition de Kato des complexes 353%((7") (dans la catégorie dérivée):

on choisit d’abord un systéme de plongements (”embedding system”) (X! —
Z")ien ol X et Z% sont des log-schémas simpliciaux, X est un hyper-recouvrement
étale de X et Z' est log-lisse sur Spec W ([HK],2.18). Soient X! = X' X gpec w
Spec Wy, Z = Z' X gpec w Spec W, et supposons que Z- est muni d’un systéme
de relevements du Frobenius de Zj. Soit D! I'enveloppe aux puissances divisées
de X! dans Z! et:

. . J ) J
¢: Op; ®Ozg Wi 1Spec Wy Op;, ®Oz;; WZi /Spec W,

le relevement du Frobenius. Notons f¢; : (X;, 4, )et — (Xnr)er €t Osyn 0 (Xoiir) syn —
(Xp+r)syn les morphismes naturels de topoi ott (X4, )er (resp. (Xjir)syn) €st le
topos associé a 'hyper-recouvrement (X', );en. On vérifie qu’on a un diagramme
commutatif de topof :

(Xitr)sgn = (Kiar)ar
gﬂl} l /l\eét
(Xn+r)syn i> (Xn—l-r)ét
Les arguments classiques de platitude fournissent pour 0 < r < p — 1, des mor-
phismes:

_ r. glr—] . . .
¢T - ¢/p : ngL ®0Z;Ll WZzi /Spec W, OD?}L ®OZ;’L Wzi /Spec Wi,

! : . A
et on note s, %. ,.(r) le complexe de faisceaux sur (X, )& qui sur chaque X ,,
donne le complexe:

l A —. ) dr—1d .
Szg(i,Zi (T) - Cone(jg% } ®OZ;L1 wZ}L/Spec W, — OD% ®OZTiL WZ}L/Spec Wn)[_l]
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et sif:“f’x (r) = Reét*(SZ%{,7 2.(r)). En utilisant les résolutions en (C.1.1) des faisceaux

cris,[r] ) cris
jn ’X;‘H_T et On
isomorphismes dans la catégorie dérivée (Ra.S))
@ O5yn+, on déduit d'une part:

R(Oet ) (02, S3) = ROepu (R, (02,,87)) = Reuu (1% 5.(r)) = s (1)

xi,,» on laisse au lecteur le soin de montrer qu’on a des
n—+r

log L
xi, 8% (1) De Oq.a, =

n+r

syn“n syn“n

d’autre part:

R(0et40) (03,S3) = R(u0syna) (03,S3) = Rt ROyna(03,,85)) ~ Ro.S;,

syn©n syn©n syn©n

d’ou le résultat.

C.2.2 Preuve du lemme (3.2.4.3)

Comme X est séparé, en prenant X* et Z® affines, on montre facilement ([Ts3],3.2)

Rqé’i*(sifg’(];’zi(r)) = 0 pour ¢ > 1 et (i,7) € N? (o 6; : (X2)es — (Xp)et), donc

L9 (r) est isomorph mpl imple, noté s'%% ,(r) i6 mpl
Snx () est isomorphe au complexe simple, noté s,"% ,(r), associé au complexe

double:

QO*SZTZ{J)(szo (T) — el*siffxl,zl (T) — 02*3l0%(27Z2 (7") —_— ...

n,

Pour L extension finie de Ky, soit 4y, : (X,) — (X,.r)z. On se donne un
systeme compatible de plongements ((Spec O, OL\{0}) — VL)L avec V, affine,
log-lisse sur Spec W et muni d'un relevement du Frobenius. En utilisant ( ;L L=

’ . ~ log
7}, X spec W VL)ieN, on construit de méme les complexes s, %, 7.y, (1) sur (Xp 1)e

log 5 s —x _log s . sz . log
et on note s, "% (r) I'image de limai} s, 7.y, () dans la catégorie dérivée: s "% (r)
L

est indépendant des choix faits. Par (SGA4,VIL.5.7), puisque les schémas X;% L
sont quasi-compacts et que les morphismes de transition sont affines, on a pour
1€ N:
e, ! e, NN . ; !
H' ((Xn)et, 5, % (1) = H'(Xn) e, ity 7%, 7y, (1)) = BmH ((Xo,L)et, Spx, 25, (7))
L L

(dans SGA4, il s’agit seulement d’une limite filtrante de faisceaux, mais on
généralise au cas d'une limite filtrante de complexes de faisceaux bornés a gauche
par un dévissage facile). On acheve avec (3.2.4.2).

D Un calcul de limite inductive

Soit (SpecA?, P");c; un systeme inductif filtrant de log-schémas fins affines sur
(Spec W,,, L(p)), i.e. pour tout i — j un diagramme commutatif:

Pl - A
T T
P - A
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On suppose qu’il existe un deuxieme systeme inductif de log-schémas fins affines
(SpecB*, Q") sur (Spec W,,, L(p)) ainsi qu'un morphisme de systémes inductifs
(SpecA', PY)ier — (SpecB', Q")ier (sur (Spec W, L(p))) vérifiant les conditions
suivantes:

e les monoides Q' et P! sont fins et les fleches Q7 — P? sont surjectives pour
tout ¢« €

e les log-schémas (Spec B, Q") sont log-lisses sur Spec W, (avec log-structure
triviale) et les fleches B® — A’ sont surjectives pour tout i € [

e le Frobenius sur Q*° = lim@)" est une bijection
i€l

e le Frobenius sur B®/p = llnBi /p est un automorphisme
i€l

On note P> = liLnPi, A>® = liLnAi, N @ gy~ P la limite inductive du dia-
el i€l
gramme N PN - P> et (N® @y nP>) ={xdy € Zyn)z (P>)%P tqzy?" €
P>},

Lemme D.1 On a un isomorphisme canonique:

(WaA™/p) @aip~) ZIN Gy PX))7 = ImO3! (Spec A%, P)
el
ot les puissances divisées a gauche (compatibles avec celles sur l'idéal (p)) sont
prises par rapport a l'idéal noyau de la fleche dans A qui envoie (ag, ..., ap—1) €
Wi (A% /p) sur ] +pal" + ..+ p"1a"_, (les a; relevant les a; dans A®) et
@y € (N BpnN P>)¢ sur Uimage de zy?" € P>. On a un énoncé analogue
avec T a droite et la ™ puissance divisée de l’idéal noyau a gauche.

Preuve. — La fleche est canonique car induite par les fleches canoniques:
.  \DP o
(Wn(Al/P) ®zpi Z[(N B gm)N Pl)e]) — O (Spec A', P)

qu’on laisse en exercice au lecteur (voir (D.2) et ([Brl],4.2.2)). Le morphisme de

log-schémas: ' .
NeQ@Q — W,<u>Rw, B

T T

N — W, <u>

est log-lisse par changement de base, ce qui donne, par un calcul de de Rham et
puisque les différentielles sont nulles sur B> vu les hypotheéses:

L DP
1@(9?(5}960 AL PY) = (B°° Rz~ Z|(N & QOO)GD

icl
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ou (N @ Q)¢ est formé des éléments de Z @ (Q>°)% dont I'image dans (P>)%
tombe dans P> et ou les puissances divisées sont prises par rapport au noyau
de la fleche canonique dans A* (et compatibles avec celles sur W,, <u>). Une
utilisation répétée de ([BO],3.20.7) montre que la fleche canonique:

(Wn(BOO/p)@’Z[Qw]Z[(N@Qm)e’])[m — (Wn(Aoo/p)®Z[Poo]Z[(N@(¢n),NPOO)e]>DP

oit (NOQ™)® = {z@y € ZB(Q®)" tgzDy”" € (NBQ™)°} et on les puissances
divisées a gauche sont prises par rapport au noyau de la fleche composée dans
A (et compatibles avec (p)) est un isomorphisme. Mais on a un diagramme
commutatif:

W,(B> /p) ®Z[Q1°} Z(N®Q>)"] = B> ®gzg~ Zl[(N & Q=)
A — A®

ou la fleche supérieure envoie (by, ..., b,_1) sur I;ﬁn + pIA)]f%1 + ...+ p”_ll;fl_l (les
b; relevant les b; dans B®) et x @y sur x ®y”" et est un isomorphisme vu les
hypotheses et ([I11],1.3.22). En prenant l’enveloppe aux puissances divisées et en
vérifiant la compatibilité avec la fleche déja définie, on a donc le résultat pour
O3, La suite s’en déduit aisément. O

Remarque: Il me semble que ce lemme est vrai si on suppose seulement le
Frobenius surjectif sur P> et A>, mais je ne sais le montrer que dans le cas ci-
dessus, i.e. en faisant intervenir un systeme inductif auxiliaire, ce qui est suffisant
pour les applications.

En quotientant le membre de gauche par I'idéal a puissances divisées engendré
par 'image de u (resp. u —p), on a des énoncés analogues avec O et QK. De
méme avec O en remplagant (N®(gny N P>)¢ par P¢ = {z € (P™)% tq 2" €
P>}. Le lien avec la formule de ([Br1],5.1) (ol (.)¢ était noté (.)™) est donnée
par le:

m

Lemme D.2 Soit g € P> [’image de 1 € N et h une racine p”ie " de g dans

P>, lapplication canonique:
(N ®gn),N PX) — P @, (pooyor) fipn (PZ)P/Z), n®py1/pa— h'p1/p2®h ™"
(n € Z et p; € P>®) est un isomorphisme indépendant de h.

Preuve. — Exercice. O

On a enfin:
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Lemme D.3 Avec les notations précédentes, a toute racine p™  h de g dans
P> est associé un isomorphisme:

(Wn(Aoo/p) Xz[poe] Z[POO’GDDP<X> = (Wn(Aoo/p) Qz[poe] Z[(N Dpn) N POO)EDDP
X — (I®(-1®h)) -1

Preuve. — Utiliser (D.2) et voir ([Brl],6). O
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