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1. INTRODUCTION

On note k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W (k) les vecteurs de
Witt, Ko = Frac(WW), K une extension finie totalement ramifiée de Ky de degré
e, Ok les entiers de K et 7 une uniformisante fixée de K. On désigne par K une
cloture algébrique de K, d’entiers O et de groupe de Galois Gx = Gal(K/K).

Dans cet article, nous démontrons les deux théoremes :

Théoréme 1.1. Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement admissible de Fontai-
ne, r sa longueur de filtration et supposons er < p — 1, alors D est admissible.

Théoreme 1.2. Supposons e =1 et soit V une représentation p-adique semi-
stable de G a poids de Hodge-Tate entre 0 et r (r € N), alors les poids de
l'inertie sur la semi-simplifiée modulo p de V' sont aussi entre 0 et r.

Ces théoremes résultent d’'une généralisation au cas e > 1 (et “semi-stable”) des
résultats de [FL] et [Lal] (e = 1 et situation “cristalline”), généralisation initiée
dans [Brl] et [Br2]. Plus précisément, soient v une indéterminée, S le complété
p-adique de Wu, u® /il];en+ et Sg, = Ko®@w S. Dans [Brl], nous construisons une
équivalence de catégories entre les (¢, N)-modules filtrés D de Fontaine ([Fo2],4.3)
et une certaine catégorie de (¢, N)-module filtrés D sur Sk,. Pour e = 1, nous
définissons dans [Br2] une notion de S-module fortement divisible qui généralise
celle introduite dans [FL], conjecturons que, lorsque D est faiblement admissible
avec les crans de sa filtration entre 0 et p — 2, on doit toujours pouvoir trouver
un S-module fortement divisible dans le Sk,-module D associé a D dans [Brl]
et montrons cette conjecture en dimension 2. Dans le présent article, nous com-
mencons par étendre la définition des modules fortement divisibles et certains
résultats de [Br2] au cas e > 1. A chaque fois qu'on dispose d’un tel module
fortement divisible, on peut alors :

1) montrer que le module correspondant D est admissible (2.3.2.5)

2) borner, comme conjecturé par Serre ([Se],1.13), les poids de l'inertie modérée
sur la semi-simplifiée modulo p de la représentation semi-stable associée a D (du
moins si e = 1, c.f. ([Br2],4.3), pour e > 1, c’est encore une conjecture (A.3),
mais qui devrait étre accessible)

3) construire, dans le cas particulier ou la longueur de la filtration sur K ®g, D
est < 1etou N =0, un groupe p-divisible sur O ([Br3|,4.2.2.9).

Puis nous montrons le théoréme :
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Théoreme 1.3. (3.3.7) Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement admissible
tel que Fil(K @k, D) = K®g, D et Fil"™ (K Qg, D) = 0 avec er < p—1, alors
Sk, @K, D contient un S-module fortement divisible (2.1.1).

d’ou résultent donc (1.1) et (1.2). Signalons que, déja dans le cas e = 1 et
en dimension 2, ces S-modules peuvent étre assez compliqués : par exemple,
ils n’admettent pas toujours de base adaptée a la filtration ([Br2],6), alors que
c’est vrai sur les modules filtrés D et D. Le théoreme (1.2) était connu pour les
représentations cristallines ([Lal]+[FL]) et pour les représentations semi-stables
“provenant” des variétés a réduction semi-stable ([Br4]). Il reste a prouver (A.3)
pour avoir sa version ramifiée. Le théoreme (1.3) était connu, directement ou
indirectement, dans les cas suivants (comme d’habitude, N est I'opérateur de
monodromie sur D, d la dimension de D et r la longueur de la filtration sur
K ®g, D, supposée inférieure (strictement) a p —1) :

—e=1, N =0 ([Lal],3.2)

— e = 1, N vérifie la “transversalité de Griffiths” (([Br2],5), résultat da a
Fontaine)

- 1<e<p—1,N=0,r <1(([Lal],2.1) avec (|Br3],4.2.2.9) et la remarque
(2.2.1.5))

-1 <e N=0,d=2etr <1 (calculs explicites en dimension 2 ou
[La2]+ce qui précede)

— e =1, N quelconque, d = 2 ([Br2],6).

Signalons que J.-M. Fontaine a annoncé une preuve de (1.1) en dimension 2 sans
restriction sur e ou r (qui utilise d’autres techniques).

Le lecteur pourra s’étonner de la condition er < p—1 dans (1.3). En fait, il est
possible que les S-modules fortement divisibles existent sans restriction sur e (i.e.
avec r < p— 1 seulement, c.f. (A.1)). Un S-module fortement divisible est libre et
I'inégalité er < p — 1 est une condition technique qui assure que, quelle que soit
la donnée de départ dans 'algorithme (3.2.4), le module que fournit I’algorithme
est bien libre (et se révele étre le S-module fortement divisible cherché). Lorsque
la condition n’est pas satisfaite, I'algorithme ne fournit pas un module libre en
général (3.3.5), ce qui veut dire qu’il faudra travailler davantage ou modifier 1’al-
gorithme pour trouver un S-module fortement divisible, ou alors se satisfaire des
modules “fortement divisibles” non nécessairement libres obtenus sans restriction
sur la ramification en (3.2.4.9).

Je remercie J.-M. Fontaine pour m’avoir transmis la preuve de la proposition
(2.3.2.2).
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2. CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS SEMI-STABLES (¢ € N*, r < p—1)

On construit des représentations semi-stables, sans restriction sur e, en utilisant
des modules fortement divisibles.

2.1. Modules fortement divisibles et faible admissibilité. On montre que
I'existence de modules fortement divisibles entraine la faible admissibilité. C’est
une généralisation simple du cas e = 1 ([Br2],A).

On note MF(¢,N) la catégorie suivante : les objets sont des Ky-espaces
vectoriels D de dimension finie munis :

— d’une ﬁltration décroissante sur Dx = K ®k, D par des sous-K-espaces
vectoriels Fil' Dy telle que Fil'Dkg = Dk pour @ suffisamment petit et
Fil'Dg = 0 pour ¢ suffisamment grand

— d’une application Kjy-semi-linéaire injective ¢ : D — D
— d’une application Ky-linéaire N : D — D telle que N¢ = ppN.

Les fleches sont les applications Ky-linéaires qui commutent a ¢ et N et préservent
la filtration apres extension des scalaires a K. On dit qu'un objet de M F (¢, N)
est positif si Fil°Dy = Dy. Pour D dans M F (¢, N), on pose :

ty(D) = > (dimggr'Dy)i
i€Z

txn(D) = ) (dimg,Da)a
acQ

ou D, est la partie de D de pente o pour l'action de ¢. Si D est de dimension
d, on remarque que /\iO D est muni de la fagon évidente d'une structure d’ob-
jet de MFy(¢,N) et que tg(Ay, D) = tg(D) et tn(A\y, D) = ty(D). On dit
qu'un objet D de MF (¢, N) est faiblement admissible si ty(D) = tn(D) et si
pour tout sous-Ky-espace vectoriel D' de D stable par ¢ et N avec Fil'D} =
D NFil'Dy, onaty(D') < ty(D'). On note MFI(¢, N) la sous-catégorie pleine
de M F (¢, N) formée des objets faiblement admissibles : elle est abélienne, stable
par dualité, extension ([Fo2],4.4.4) et produit tensoriel ([Fa2],[To]).

Soit W(u] l'anneau des polynoémes en l'indéterminée u et s : Wiu] — Ok
I'unique surjection de W-algebres telle que s(u) = 7. On a Ker(s) = (F(u)) ou
E(u) est le polynome d’Eisenstein de l'uniformisante 7. Notons S le complété
p-adique de I'enveloppe aux puissances divisées de Wu] par rapport a Ker(s). Si

i € N, notons ¢(7) le quotient dans la division euclidienne de i par e, S s’identi-
i

fie & la sous-W-algebre de Ky[[u]] définie par { E wi%, w; € W, lim w; = 0}.
- q 2)! 1—00
1=0

On munit S de 'unique opérateur ¢ semi-linéaire par rapport au Frobenius sur
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W et continu pour la topologie p-adique tel que ¢(u'/q(i)!) = uP"/q(i)! et de
I'unique dérivation N W-linéaire continue pour la topologie p-adique telle que
N(u'/q(i)!) = —iu'/q(i)!. On a N¢ = ppN. Pour r € N, soit F'il"S la complétion
p-adique de I'idéal engendré par les v;(E(u)) = E(u)'/i! pour i > r. On vérifie
que N(Fil"S) C Fil™™'S et ¢(Fil"S) C p"S pour 0 < r < p—1. On pose dans ce

cas ¢, = —|pyrs et on remarque que ¢1(E(u)) € S*. On étend par Ky-linéarité
p?"

(ou semi-linéarité) toutes ces structures a Sk, = Ko @w S et on note fo (resp.
f=) la surjection Ky-linéaire Sg, — Ko (resp. Sk, — K) qui envoie # sur 0 si
. ’U,i ﬂ.i

i > 1 (resp. 5 sur o).

Si D est un objet de M F' (¢, N), on lui associe dans [Brl] un Sg,-module filtré
D avec Frobenius ¢ et monodromie N de la fagon suivante : D = Sk, ®g, D,
¢ = ¢sy, ® ¢p, N = Ng,, ® Id + Id ® Np, Fil'D = D si Fil'Dg = Dy et
Fil'''D ={z € D / N(z) € Fil'D et f,(x) € Fil"™ Dg}. On dit que D est le
Sk,-module associé & D. Un des résultats de [Brl] est que tout Sg,-module libre
de type fini D avec filtration, ¢ et N satisfaisant des propriétés “raisonnables” est
le Sk,-module associé a un D de MF (¢, N) ([Brl],6.1.1). On renverra a [Brl]
lorsque des propriétés de D et du foncteur D — D seront utilisées dans la suite
(D et D étaient respectivement notés M et M).

Définition 2.1.1. Soient D un objet positif de MF (¢, N) tel que Fil"™ ™ Dy =

0 avec 0 <r <p—2etD son Sk,-module associé. On dit qu’un sous-S-module
M de D stable par ¢ et N est un module fortement divisible de D (resp. un
pseudo-module fortement divisible) s’il vérifie les quatre conditions :

— M est libre de type fini sur S (resp. est de type fini sur S)
- Ko@wM=D

— O(Fil"™™M) C p'M

— (¢/p")(Fil"M) engendre M sur S.

Proposition 2.1.2. Soient D et D comme en (2.1.1) et supposons qu’il existe
un sous-S-module M de D vérifiant les conditions suivantes :

(1) pour une (ou, de facon équivalente, toute) base (e1, ...,eq) de D sur Sk,, il
existe des entiers d < c tels que p° - ®L_,Se; C M C p* - @%_ Se;

(2) p(M N Fil"™D) C p'M

alors ty(D) < tn(D).

Preuve. — Pouri € {0,...,7}, posons Fil'!M = MNFil'D. Puisque S/FillS =
Ok (par u — ), pour tout i entre 0 et r — 1, gri,M = Fil'M/Fil"™'M est
un Ox-module de type fini sans p-torsion, donc libre sur Og. De la condition
(1), on déduit Ky @y M = D, d’ott, pour tout i, Ky @y FillM = Fil'D et
Ko Qw gri;M = gri.,D. Donc gri,, M est un Og-réseau du K-espace vectoriel
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de dimension finie gr%;D et on a :

r—1 r—1
ngwgr}ilj\/[ = ZdimKogr}ilD =e(rd —ty(D))
=0 =0

comme on le voit immédiatement en choisissant sur D une base adaptée a la
filtration ([Brl],A.4). Soit M l'image de M dans Ko ®s,.f, D — D et Fil'M
I'image de Fil'M, on a des surjections gri, M — gri, M/ugri, M — gri, M

\ . . , 1 )
d’ou lgwgrip, M < lgw (gr%;M/ugriy, M) = grgwngilM, donc :

r—1
M ; e
lgw o = ;lgWgTFﬂM < —(rd = ty(D)) = rd — ty (D).

Par ailleurs M est stable par ¢, car si x € M, E(u)'z € Fil"M et ¢(z) =
pT10T¢(E(u)T:U) € M puisque ¢(E(u)"z) € p’M et ¢" € S*. Donc M est un W-

réseau de D stable par ¢ (rappelons que Ko ®s, f, D =~ D en tant que Ko[¢]-
module) et la condition (2) entraine ¢(Fil"M) C p"M. Mais on a :

1 gy 20D g Mg M
Wriarn ~ " eFira) TV eFaran) IV o)
qui donne lgy (M/Fil" M) > lgw (M /p"M)—tn(D) = rd—tn(D) par ([Lal],1.5),

Proposition 2.1.3. Avec les hypothéses de (2.1.2), supposons de plus M libre
sur S, alorsty (D) = tn(D) si et seulement si M est engendré par (¢/p")(Fil" M).

Preuve. — Gardons les notations de la preuve précédente. Posons M =

M/(Fil"SM) et D = D/(Fil"Sk,D) = M @w Ko. Pour i € N, soit Fil'D
Pimage de Fil'D dans D et Fil'M = M N Fil'D. On pose également M =
M/(Fil" SM+IM) ot [ est le noyau de fo|s et Fil' M I'image de Fil'M dans M.
Comme gry; M est un Og-réseau de gri;D et que la fleche gri,, M — gri; M se
factorise par gri., M/ugrt.,; M, on a pour i € N :
edimygrpy M < 19w grpgM = dimg,grp, D (%)
Pour i >> 0, Fil" S, D C Fil'D, donc Fil'D =0 = Fil' M et Y _dimgri, M =
i>0
lgw M, ZdimKOgr}ili) = dimg,D = erd. Puisque M est libre sur S, M est
i>0
libre de rang d sur W/p"W =~ S/(Fil"S + IS), donc lgw M = rd. On en déduit
Zedimkgr%ilﬂ = ZdimKOgr}il@, d’ott par (*) edimygriyM = dim,gri;D
i>0 i>0 B o
pour i € N. Mais, pour 0 < i < 7 — 1, grip, M = grip; M et Fil'M s’identifie
a image de Fil'M dans M i.e. la fleche grt, M — gri, M est surjective. On
déduit de tout cela (toujours pour 0 <i <r —1):

L. i . i i 1 i 1. i
gd@mKogTFu@ = dimpgrpgM < lgwgrp; M < ngWQTFilM = Edmeongilﬂ



(pour la deuxieme inégalité, voir la preuve précédente), d’ou :

r—1 r—1
M i 1 . i
lgWFilTM = Zz:; lgwgrp, M = g ;dzm;{ogrm@ = rd — tH(D).

Par ailleurs (c.f. preuve précédente) :

>lgW —tN(D):’f‘d—tN(D).

FilrM — "M
On en déduit t (D) = tn(D) si et seulement si lgy (M /o(Fil"M)) = lgw (M /p"M)
i.e. si et seulement si ¢(Fil" M) = p" M, d’ou le résultat puisque M est libre. [

Corollaire 2.1.4. Soit D un objet positif de MF (¢, N) tel que Fil" ™ Dy =0

avec 0 < r < p—2 et supposons qu’il existe un module fortement divisible dans

son Sk,-module associé, alors D est faiblement admissible.

lgw

Preuve. — Par (2.1.3), on a ty(D) = ty(D). Soit D' C D un sous-Ky-espace
vectoriel de D stable par ¢ et N. On pose Fil'Dy. = D} N Fil'Dy (i € N) : il
s’agit de montrer ty (D) < ty(D’). Soit D’ le Sk,-module associé a D’ : c’est un
facteur direct de D stable par ¢ et N tel que Fil*D' = D' N Fil*D (3.1.1). Soit
M =MND et Fil" M =M NFil"D’, on a donc ¢p(Fil"M') C p"M’ : par (2.1.2)
appliqué a D" et M', on a ty (D) <tn(D'). O

2.2. Rappels et compléments sur la théorie de [Br2]. On généralise les
catégories introduites dans [Br2] et [Br3]. Bien que ces catégories dépendent a
priori de 7, on ne le figure pas dans la notation, pour alléger le texte.

2.2.1. Rappels sur les catégories M". On pose S, = S/p"S, ¢ = ¢1(E(u)) € S*
et on fixe r € {0,...,p — 2}. Soit 'M" la catégorie suivante : les objets sont la
donnée :

— d’un S-module M
— d’un sous-S-module Fil"M de M contenant Fil"S - M
— d’une fleche ¢-semi-linéaire ¢, : Fil" M — M telle que pour tout s € Fil"S

ot 7 € M, 6,(57) = 0,(5)6(x) o (x) = -6, (B(u)")

— d’une application W-linéaire N : M — M telle que :
(1)sise SetxeM, N(sx) = N(s)x+ sN(x)
(2) E(u)N(Fil'M) C Fil'M

FirMm % ™
(3) le diagramme suivant est commutatif : BN | | en
FirMm % M

On note "Mj la catégorie obtenue en oubliant 'opérateur N dans la définition de
"M". Les fleches sont les morphismes S-linéaires qui préservent F'il" et commutent
a ¢, et N. Les catégories 'M" et "M, sont munies d’une notion de suite exacte
courte : 0 - M’ — M — M” — 0 est une suite exacte si les deux suites de
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S-modules 0 - M - M - M" - 0et 0 = Fil'M — Fil'M — Fil'M" — 0
sont exactes. On note M" (resp. My) la sous-catégorie pleine de "M" (resp. "My)
formée des objets M qui vérifient les deux conditions supplémentaires :

— le S-module M est de la forme M ~ GB Sy, pour [ fini et n; € N*
iel

— ¢.(Fil"™M) engendre M sur S.

Remarque 2.2.1.1. On peut montrer que lorsque er < p — 2 les catégories M"
et M, sont abélienne et stables par extension dans ‘M" (ou 'My). Voir ([Br2],2)
pour le cas e = 1 et ([Br3],2.2) pour le cas r = 1.

Remarque 2.2.1.2. Si M est un S-module fortement divisible (2.1.1), pour
tout n € N* M /p"M est muni d’une structure d’objet de M" en posant :
Fil"(M/p"M) = Fil"M/p" Fil" M — M/p"M avec les ¢, et N induits.

Les objets annulés par p dans M" et M sont en particulier des S;-modules
libres de type fini. On peut préciser leur structure :

Proposition 2.2.1.3. Soit M un objet de M libre de rang d sur Sy. Il existe une
base (eq, ...,eq) de M et des entiers (rq,...,mq) dans {0, ...,er} tels que Fil"M =
(L u"ie;) + FilP S M.

Preuve. — Elle est similaire a la preuve de ([Br3],2.2.2.5), une fois étendus au
cas 0 < r < p— 2 les résultats de ([Br3],2.2.2.1), ([Br3],2.2.2.2) et ([Br3],2.2.2.3)
concernant Mé, ce qui est évident. [

Définition 2.2.1.4. On appelle base adaptée d’un objet M de My (resp. M")
toute base de M satisfaisant la condition de (2.2.1.3).

Remarque 2.2.1.5. Pour » = 1, on peut montrer qu’on a un foncteur plei-
nement fidele Mé < M. Cela signifie que tout objet de M(l] peut étre muni
de fagon canonique d’'un opérateur N satisfaisant les propriétés (1), (2) et (3)
précédentes (c’est la propriété (2) la plus contraignante en général, elle est vide
pour r = 1!). En fait, la catégorie M(l) correspond a une sous-catégorie pleine de
la catégorie des schémas en groupes finis plats et annulés par une puissance de p
sur O ([Br3],4.2.2.5) et la catégorie M' devrait correspondre & des ”log-schémas
en groupes”. Evidemment, ce foncteur n’existe plus lorsque r > 2.

2.2.2. Rappels sur ;1; et sur V. On rappelle brievement la construction des

anneaux Ag.s, Ag et le foncteur V; pour le choix de l'uniformisante 7. Pour
des preuves et plus de détails, le lecteur pourra se reporter a [Fol], ([Brl],2) et
([Br2],3.1).

Pour tout n € N*, soit W,,(Ox /pO ) 'anneau des vecteurs de Witt de longueur
nassocié a O /pO i et W, (0 /pOx)[X] 'anneau des polynomes en I'indéterminée
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X. On le munit d'une structure de W), (k)-algebre en tordant la structure naturelle
par Frob™ sur k, de sorte que le morphisme canonique :

0, Wu(Or/pOr)[X] — Of‘g/P”OR
(A ey Q1) = ay” +pat 4+ ran
X — 0

ou les @; sont des relevés quelconques des a; dans Oz /p"Of est un morphisme
de W,-algebres. Si W, (0g/pOg)PT est I'enveloppe aux puissances divisées de
W, (0 /pO %) par rapport au noyau de la restriction de 0, compatible avec les
puissances divisées canoniques sur pW,(0z/pOf), 'enveloppe aux puissances
divisées (compatible) de W, (0% /pOg)[X] par rapport au noyau de 0, s'identifie
A W,(0g/pOg)PP < X >. Pour tout n € N*, on a une surjection canonique :

Fot Wan(Og/pOg)PP<X> — W,(0g/pOg)P’ <X >
%((aO""?an))Vj(X) = ’Vi((aga"wafL—l))'Yj(X)

qui donne lieu a un systeme projectif de W-algebres. On note :
Aeris = Im W, (0 /pO )P et Ay = lim(W, (0 /pOg)PT <X >).

;l;t est donc le complété p-adique de la P.D. algebre polynomiale A..;s < X >.
On munit ;1; d’une action de Gk, d'un Frobenius ¢, d'un opérateur de mono-
dromie N et d’une filtration positive Fil" de la fagon suivante. Soit (7, )nen+ un
systeme compatible de racines p”iémes de m dans O et m I’élément associé dans
Agris & partir des représentants de Teichmiiller [r,] dans W, (Ox/pOg). Pour
tout g € Gk, on a g(m,) = €,(g)m, ol (€,(g))nen+ €st un systeme compatible de
racines p"""" de 'unité dans O%. On note de méme €(g) I'élément associé dans
Agris. Sur W, (0x/pOg), on a une action de Galois donnée par g((ao, ..., ap—1)) =
(g(ag), ..., g(an—1)), qui s’étend de maniere évidente & W,(Og/pOg)PY puis a
Agris, puis & Ay en posant g(X) = €(g9)X + e(g) — 1 (I'action est alors conti-
nue pour la topologie p-adique). Le Frobenius ¢ défini sur W,,(Oz/pOx) s’étend
A Wo(O0r/pOg)PP car ¢(kerf, N Wo(Ox/pOg)) C kerb, N Wa(Og/pOg) +
PWo(O0x/pOg). On l'étend a A..;s puis a ;1; en posant ¢(X)=(1+ X)? — 1.

o~

Sur A, on définit un opérateur de monodromie comme l’unique dérivation A, is-
linéaire N telle que N(X) = 14+ X. Soit I, le noyau de 0, et f;m la 7™ puissance
divisée de T, on définit Fill Ay =lim I," et Fili Agsy = Auis 0 Fili Ay. Puisque

QATL(X):Oona:

Flllza:t = { E CLj’}/j(X), a; S Acris; llIIl a; = 0, a; € Fili_jACTis,O S j S l}
j—00
J=0

Ona N¢ = ppN, N(Fil'Ay) C Fili'A, (i € N) et ¢(FiliAy) C piAy (0<i<
p — 1). On peut montrer que cette construction est indépendante du systeme de



10

racines (7,)nen+ de 7 choisi. On pose Bl. = A..[1/p] et éi = @[l/p] aux-

quels on étend les structures précédentes par Ky-linéarité (ou semi-linéarité). On
a un morphisme d’algebres B . -linéaire compatible & l'action de G et aux fil-
trations f, : B, — B, tel que f(X) = (z/7)—1. Soit T = Log(1+X) € Ay, on
définit B, = B,[T] — By, et By, = K @k, By;. On munit By} des opérateurs
¢ et N induits (qui le laissent stable). L’application f, induit une application
1d® fr : B — Bjp et on pose Fil'B} , = (Id ® fr)"'(Fil'Bjy). En par-
ticulier, on n’a plus (Id ® N)(Fil'B}; ;) C Fil"'Bj, ;. Alternativement, B
s'identifie aux éléments de B, annulés par une puissance de N ([Br1],7.1). Enfin,

on a un isomorphisme compatible & toutes les structures S — ;1; * donné par
ur— (14 X)™! ([Brl],4.2).

Soit A/st\oo = ;1; Qw Ko/W, c’est un objet de 'M" pour r € {0,...,p — 2} (en
posant Fil" Ag oo = (Fil" Ag) Qw Ko /W et ¢ = (¢/p")|pirr). On associe a tout M
de M" une représentation linéaire de G définie par V3 (M) = Homipe (M, Agt o)

avec g(f)(z) = g(f(z)) si f € Homiye (M,A/S;O) Les représentations obtenues
sont par construction tuées par la puissance de p qui annule M. Dans la suite,

on note aussi Agpisoo = Aeris @w Ko/W muni des structures induites par Ag .

On en fait une S-algebre par u(x ® pim) =7z ® me : c’est alors un objet de "M

(re{0,...,p—2}).

2.3. Modules fortement divisibles et admissibilité. On montre que 'exis-
tence de modules fortement divisibles entraine en fait I’admissibilité. Le cas e = 1
est dans ([Br2],4.2.1) mais la preuve donnée ici est différente. Les techniques
utilisées (& part pour la proposition (2.3.2.2) due a Fontaine) sont maintenant
standard ([Br2],[Br3],[Wa]) et nous n’insistons pas sur les détails.

2.3.1. Quelques lemmes.

Lemme 2.3.1.1. Soit M dans M", alors la fleche A..;s-linéaire :
Ao = Acrisoor W(X) =0 (i 1)

induit un isomorphisme de Z,-modules :

Homuye (M, A/S;O) = Homuyg (M, Acris,o)-

Preuve. — Soit [ € Hom/M(M,@o) et fo son image. Soit x € M tel
que Ni(z) = 0 pour i >> 0 (par exemple z € ¢,(Fil"M)), on vérifie que

flz) = Zfo(Ni(a:))’y,-(Log(l + X)). Si fo = 0, on en déduit f(x) = 0 pour

>0
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x € ¢ (Fil"M), donc f = 0 puisque M est engendré par de tels x. Soit fy €
Homupg (M, Acris,eo). Pour tout x € M et tout n € N, posons :

fulz) = Zfo(Ni(ﬂf))%(Log(l + X)).

On vérifie que f, est W-linéaire, respecte F'il", commute avec ¢, et satisfait
N(fo(x)) = fao1(N(x)). Je dis qu’il existe un unique élément f(z) € A/Stto tel que
folz)—f(z) € Fl'lnA/S,;o pour tout n € N. L’unicité vient de ﬂneNFil”A/St?o = 0.
L’existence vient du fait que, sis € S et x € M, on a f,(sx)—sf,(z) € Fz'l"A/St;,
donc, si x = ) sje; ou e; € ¢ (Fil"M), I'élément > s;f,(e;) est constant pour
n >> 0 (car N'(e;) = 0 pour ¢ >> 0) et vérifie f,,(z) — > s;fn(e;) € Fz'l”A/St,\oo,
VvV n € N. Soit f:x — f(x), f respecte clairement Fil" et, de I'unicité de f(z),
on déduit que f est S-linéaire et commute a N. Enfin, soit m tel que p™M = 0,
comme gbr(Fil”;l:t/meil”;l;) = 0 pour n >> 0 (du moins si p > 3, mais
pour p = 2, la catégorie M est équivalente & la catégorie de Fontaine-Laffaille
ME]D ot N = 0), on a ¢,(f(x)) = ¢(fa(®)) = fuldr(x)) si & € Fil'M, d'on

—

¢ (f(2)) = f(6r(2)) € MpenFil" Agpoo = 0. O
Lemme 2.3.1.2. Soit M dans M" annulé par p, alors dimg, V(M) = rgs, M.

Preuve. — Par (2.3.1.1), il suffit de calculer dimg, Homyg (M, Acris/DAcris)-
Soient (eq, ..., e4) une base adaptée de M (2.2.1.3), (rq,...,r4) les entiers entre 0
et er tels que u™e; € Fil"M et G(u) 'unique matrice de G'Ly4(S7) telle que :

¢r(u"rey) €1
: =5(u) |
Pr(u"eq) €d
On est amené & résoudre dans (Aenis/pAeqis)? le systéme :
¢p(n" 1) 1
: =9(x) | :
¢ (T q) Tq

ou x; € " (Aeris/PAcris) + FilP(Aeris/pAcris). On sait bien qu'un tel systeme
a p? solutions (voir la fin de la preuve de ([Br2],3.2.2.1) ou ([Wa],2.3.2.2)). O

Lemme 2.3.1.3. Soit M dans Mg, alors Ext,lMs (M, Aprisoo) = 0.

Preuve. — Par dévissage comme en ([Br3],4.1.1), on se rameéne au cas ou
pM = 0. Par le méme argument qu'en ([Br2],3.2.2.1), il suffit de montrer que
toute extension 0 — Agpis/pAcis — € — M — 0 dans "M avec p€ = 0 est
scindée. Avec les notations de la preuve précédente, soient é; des relevés des e;
dans € et §; € Aepis/PAeris tels que u™é; +6; € Fil"E. Comme u € C Fil"E, on a
u " € Fil"(Aeris/PAeris). On en déduit (c.f. ([Br2],3.1.2.2) par exemple) des
€; dans Apis/pAeris tels que §; — 7ie; € FilP(Agris/pAeris). Quitte a remplacer é;
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par é; + €;, on peut supposer u"é¢; € Fil"€. Pour construire une section e; — ¢é;
dans "My, il faut alors modifier les é; par des ¢; solution du systeme :

br (Erlgl) G1 C1
: =G(@) | :]-1:
¢p (74 Ca) @ Cn
avec G € T (Acris/pAcris) + FilP(Agris/DAcris) et ol :
1 or(uéy) €1
L) = : —G(u) [ i | € (Aeris/PAcris)”.
Cq Pr(u"*€q) €d

Les solutions d’un tel systeme forment un espace affine de dimension d sur F,
(([Br1],3.2.2.1), ([Wa],2.3.2.2)). En particulier, il en existe. [

2.3.2. Construction de représentations semi-stables. Si D est un objet positif de
MFE, (¢, N) et D son Sk,-module associé (2.1), on note encore V(D) (resp.
V(D)) le Qp-espace vectoriel des applications Kp-linéaires (resp. Sg,-linéaires)
de D (resp. D) dans B, (resp. BJ;) qui commutent & ¢ et N et préservent la
filtration apres extension des scalaires a K (resp. qui commutent a ¢ et N et
préservent la filtration). Comme d’habitude, V(D) et V(D) sont munis d’une
action linéaire continue de G.

Proposition 2.3.2.1. Soit D un objet positif de MF (¢, N) et D son Sk,-
module associé, alors on a un isomorphisme canonique de représentations galoi-
siennes : V(D) = Vi(D).

Preuve. — C’est la méme qu’en ([Br2],4.1.1.2) ou le fait d’avoir un module
fortement divisible ne jouait aucun role. [

On rappelle qu'un objet positif D de M F f(a (¢, N) est dit admissible s’il existe
une représentation p-adique semi-stable V' ([Fo2],5.1.4) a poids de Hodge-Tate
négatifs ou nuls telle que (B, ®q, V)9* ~ D dans MF (¢, N) ([Fo2],5.3.3).

Proposition 2.3.2.2. (Fontaine) Soit D un objet positif de MF (¢, N) qui
est un quotient (dans MF (¢, N)) d’un objet de MF}?(gb, N), alors :

dZmeV:;(D) S dimKoD.

Preuve. — Soient d = dimg,D, V = V}(D), Cy = Frac(B;) et r la dimen-
sion du sous-Cy-espace vectoriel engendré par V' dans Homg, (D, Cy) (homomor-
phismes Ky-linéaires). On ar < d. Soit W le Q,-espace vectoriel image de I'homo-
morphisme ”déterminant” Ag V' — Vi(Af, D) : W engendre un sous-Cy-espace
vectoriel de dimension 1 de Hompg, (A%, D, Cy) stable par Gg. Soit n € W\ {0},
n: AN, D — B et D" = Nj D/Ker(n) : la fleche induite 7 : D" — By} est injec-
tive et W C V(D"). Pour g € Gk, notons g() = c(g)7, c(g) € Cs. Sidy,...,dy,
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est une base de D" sur Ky et x; = 7j(d;) € Bf,, on a g(x;/11) = x;/x; dans Cy; pour
tout g € Gg, d'ott z;/x; € C5* = K (utiliser K ®g, B — B, ([Fol],4.2.4)
et (Bjp)¢% = K ([Fol],1.5.7)). L’injectivité de 7] entraine donc que les d; sont
proportionnels sur Ky, i.e. dimg,D" = 1. Or D" est un quotient de ®}, D qui
est un quotient d'un objet de MFI*(¢, N) par ([Fa2],[To]) et I'hypothese, donc
tn(D") < tg(D"). Ceci entraine dimq,Vy;(D") < 1 (considérer D" = D" mais
avec Filtv(P)D" = D" FitnPIHIDM — () et utiliser dimq,Vi(D") = 1).
Comme W # 0, W = V;(D") et dimg,W = 1. Soient vy, ..., v, dans V tels que
I'image de v1 A ... Av, dans W est non nulle. Les (v;) sont alors une base du Cl-
espace vectoriel engendré par V' et tout v € V s’écrit v = >, \v; avec \; € C.
Si I'un des A; est non nul, disons A\, v A ... Av,_1 Av = Av; A... ANv, dans W,
donc A, € Q,, donc dimq,V =r <d. [0

Corollaire 2.3.2.3. Soit D un objet positif de MF{{“(@ N) tel que dimq, V(D)
= dimg,D, alors D est admissible.

Preuve. — On voit facilement ([Fo2],1.8.2) qu'il suffit de montrer 'injecti-
vité de la fleche canonique D — Homg, (Vi(D), BY). Soit D’ son noyau et
D" = D/D": on a dimq,V;(D") = dimg,D > dimg,D". Mais dimq,V;;(D") <
dimg, D" par (2.3.2.2) appliqué a D", d’ou le résultat. [

On remarquera que les deux propositions et le corollaire précédents sont va-
lables sans restriction sur la longueur de la filtration.

Proposition 2.3.2.4. Soit D un objet positif de MF (¢, N) tel que Fil™ "Dy =
0 avec 0 < r < p—2 et supposons qu’il existe un module fortement divisible dans
son Sk,-module associé, alors dimq, V(D) = dimg,D.

Preuve. — Soit M un module fortement divisible et M,, = M/p"M muni
de sa structure d’objet de M" (2.2.1.2). De (2.3.1.3) et (2.3.1.1), on déduit des
suites exactes : 0 — V(M) — ViE(M,,) — Vi(M,—1) — 0 (voir les discussions
en ([Br2],3.2.2) et ([Br3],4.1.1)), donc, par (2.3.1.2) et (2.3.1.1), Vi(M,,) est un
Z/p"Z-module libre de rang dimg, D pour tout n € N*. Comme :

V(D) = Qp ©z, Homae (M © Qp/Zy, Ay o) = Q, @z, (ImV;(M,,))

on en déduit le résultat par (2.3.2.1). O

En combinant (2.1.4), (2.3.2.4) et (2.3.2.3), on obtient :

Théoréme 2.3.2.5. Soit D un objet positif de MF (¢, N) tel que Fil" ™' Dy =
0 avec 0 < r < p—2 et supposons qu’il existe un module fortement divisible dans
son Sk,-module associé, alors D est admissible.
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3. CONSTRUCTION DE MODULES FORTEMENT DIVISIBLES

On construit sans restriction sur e des pseudo-modules fortement divisibles
(2.1.1). Lorsque er < p — 2, on montre que ces pseudo-modules fortement divi-
sibles sont en fait des modules fortement divisibles, i.e. que la liberté est alors
automatique.

3.1. Restriction au cas simple (e € N*, r < p — 1). Rappelons qu'un dia-
gramme 0 — D' — D — D" — 0 dans M F (¢, N) est une suite exacte si,
pour tout r € Z, on a une suite exacte de K-espaces vectoriels 0 — Fil" D}, —
Fil"Dy — Fil" D}, — 0.

Lemme 3.1.1. Soit0 — D' — D — D" — 0 une suite exacte dans MF (¢, N)
et soient D', D, D" les Sk,-modules associés respectivement a D', D et D" (2.1),

alors, pour tout r € Z, on a des suites exactes de Sg,-modules : 0 — Fil"D" —
Fil"D — Fil"D" — 0.

Preuve. — Montrons par récurrence que Fil"D" = D' N Fil"D. C’est vrai
pour r << 0. Supposons le en r — 1 et soit z € D' N Fil"D, on a N(z) €
D'NFil"'D = Fil"'D et f(x) € Dy N Fil"Dyg = Fil" D, dott x € Fil"D’
d’apres la définition de la filtration sur D’. Comme Fil"D’ C D' N Fil"D, on a
égalité. La filtration quotient sur D” est bien la bonne par ([Brl],6.2.2.1). O

Proposition 3.1.2. Soient 0 — D' — D — D" — 0 une suite exacte d’objets

positifs de MF (¢, N) de longueur de filtration < r < p—2 et D', D, D" les
Sk,-modules associés. Si D' et D" contiennent des modules fortement divisibles
(resp. des pseudo-modules fortement divisibles), alors il en est de méme de D.

Preuve. — Soient M’ et M” des pseudo-modules fortement divisibles dans D’
et D", (eq, ..., eqr) une famille génératrice de M” sur S, (f1, ..., fs) des éléments de

Fil"M" = M" 0 Fil"D" tels que Fil'M” = > S f; + Fil’? SM" et (a;;)1<i<ar des

: 1<j<s
=1

S
éléments de S tels que e; = Zaijﬂ(fj) pour i € {1,...,d"}. Soient (bg) 1<r<s
oy pr 1<i<d”
dl/

dans S tels que, pour k € {1,....s}, fr = Zbklel, (é1,...,éqr) des relevés dans
=1

d//
D de (e, ...,eq7) €t fo = Zbklél, par (3.1.1), il existe (g1, ..., gs) dans Fil"D tels
=1
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que fi —g; € D' et (hi, ... har), (Ry, ..., ) et (g1, ..., g.) dans D’ tels que :

d//

$é;)+hi € Y Sejie{l,..,d"}
j=1

d//

N(&)+h, € Y Séj, ie{l,...d"}
7j=1

d//
ﬂr(gi)Jrgé € > Se;, iefl, . s}
P p
d//
Soit N = ZSéj, on voit facilement qu’il existe b € N tel que NND' C #M’,
j=1

Soit ¢ > b assez grand pour que les h;, h, pour i € {1,...,d"} et fi — g, g
pour i € {1,...,s} soient tous dans #M'. On pose M = Z%M' +N C D. Par
construction, M est stable par ¢, N et on a une suite exacte de S-modules :
0— #M’ — M — M"” — 0 qui montre que M est libre sur S lorsque les deux

autres le sont et Ko @w M = D. Soit € Fil"M = M N Fil"D, son image dans
M” tombe dans F'il"M", donc il existe y € Zng‘ + FilPSM tel que x —y €

i=1
LM N Fil'D = LFil" M. On en déduit Fil"M = LFil'M' + Y Sg; + Fil’ SM,
i=1
d’out ¢(Fil"™M) C p"M. Enfin, le fait que I%(F@'ZTM) engendre M sur S se déduit
du méme fait pour }%M’ et M” et de la suite exacte 0 — }%M’ - M-M"—0.
UJ

3.2. Construction de pseudo-modules fortement divisibles (e € N*, r <
p—1).

3.2.1. Changement d’anneau. L’anneau S n’étant pas noethérien, on lui substi-
tue un anneau X, plus petit et noethérien.

Soit ¥ = WI[[X]][u]/(u®? — pX), on a une injection ¥ — S en envoyant X
sur (p — 1)1, (u®) (et w sur u) et il est clair que, via cette injection, ¥ est stable
par ¢ et N. On le munit de la filtration induite Fil'> = X N Fil'S. Posons
Y = E(u)?/p € ¥ (on peut exprimer Y en fonction de X et u), on a 3 ~
WI([Y]][u]/(E(u)? —pY) et, pour 0 < i < p—1, Fil'Y = (E(u)",Y) et ¢(Fil'Y) C
p'Y. On rappelle que ¢ = (¢/p)(F(u)) € X*. L’anneau ¥ est un anneau local
noethérien d’idéal maximal m = (p,u, X) et il est complet pour la topologie m-
adique. On pose Yk, = Ko @w X muni des ¢ et N déduits par extension des
scalaires et Fil'Sg, = Ko Quw Fil'Y.
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Lemme 3.2.1.1. Soiti € {0,...,p}, on a S =3 + Fil'S.

Preuve. — L’anneau S s’identifie a la complétion p-adique de X[Y3,Y3,...]/ (pYo—
Y? pYs =Yy, ...) avec les Y; dans Fil?S (Y; = ~,:(E(u)) & une unité de W pres),
le résultat s’en déduit aisément puisque X est p-adiquement complet. [

Soit D un objet de M F (¢, N), on le suppose positif pour simplifier et on pose
Dy = Yk, @k, D C Sk, ®k, D = D (c.f. 2.1) muni des structures induites par
D (¢, N et filtration). Le lemme suivant est laissé au lecteur.

Lemme 3.2.1.2. La filtration Dx, N Fil'D sur Dy, s’identifie & la filtration
définie par récurrence en posant Fil’Dy, = Dy et Fil'Dy = {z € Dy/N(z) €
Fill'Dy, et f.(x) € Fil'Dg} o f, désigne la fleche g, — Sk, — K qui

envoie U Sur .

On dira que Dy; est le ¥k, ,-module associé a D.

Lemme 3.2.1.3. Soient My, un sous-X-module de Dy, tel que Ky®@wMs, — Dy,
Fil'Ms = Mg N Fil'Dy, (1 € N) et M le sous-S-module de D engendré par My,
alors pour tout i limage de S ®x, Fil'Ms, + Fil'S ®s, Mx;, dans M coincide avec
M N Fil'D.

Preuve. — 1l est clair que cette image est contenue dans M N Fil'D (i € N).
Soit # € MNFil'D, par (3.2.1.1), x s’écrit © = y+2z avec y € My, et 2z dans 'image
de FZZZS XRn ME. Donc Yy < ME N Flllﬂ = Mg N (@g N F’LZZ'D) = Mg N FZl“Dg =
FilMy. O

Définition 3.2.1.4. Soit D un objet positif de M F (¢, N) tel que Fil" ™' Dy =
0 avec r < p — 2 et Dy son Xg,-module associé. On dit qu’un sous-X-module
My, de Dy, stable par ¢ et N est un module fortement divisible de Dy, (resp. un
pseudo-module fortement divisible) s’il vérifie les quatre conditions :

— My, est libre de type fini sur 3 (resp. est de type fini sur 3)

~ Ky @ My, = Dy,

— (b(FZlTME) C p"Myg

— (¢/p")(Fil"My) engendre My, sur X.

De (3.2.1.3), on déduit aisément :

Corollaire 3.2.1.5. Avec les notations de (3.2.1.4), si Myx, est un module
fortement divisible de Dy, (resp. un pseudo-module fortement divisible) et si M
est le sous-S-module de D engendré par My, alors M est un module fortement
divisible de D (resp. un pseudo-module fortement divisible).

On peut donc travailler avec X et Dy, seulement. Dans la suite, on écrit M et D
au lieu de My, et Dy, pour alléger les notations, le contexte indiquant clairement
s’il s’agit de X-modules ou de S-modules.
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3.2.2. Algebre commutative. On donne ici les résultats (classiques) d’algebre com-
mutative qui seront utilisés dans la suite. On rappelle que X est un anneau local
noethérien complet d’idéal maximal m.

Lemme 3.2.2.1. Soit M un X-module de type fini et I un idéal de ¥ (I C m).
Soit N un sous-X-module de M, alors ﬂ (N+I"M) = N.

neN

Preuve. — Quitte a remplacer M par M /N, on peut supposer N = 0. Alors,

il existe s € ¥ de la forme 1+t avec t € m tel que s - ﬂ I"M =0 (c.t. le livre

neN
de Matsumura th. 8.9, par exemple). Comme ¥ est complet pour la topologie

m-adique, s € ¥* d’ou le résultat. [

Proposition 3.2.2.2. Soit (M,,),en une suite décroissante pour l'inclusion
de Y-modules tels que Mg est de type fini, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) (1 Mn =0

neN

(ii))VieN, In; € N / M, Cm"M,.

Preuve. — Si (ii) est vrai, on a ﬂ M, C ﬂMn C ﬂmiMo = (0 par (3.2.2.1),
neN ieN ieN

d’ou (i). Les ¥-modules (M, /(M,, N mMy))nen forment une suite décroissante
pour 'inclusion de sous-X-modules de My /mMj qui est de longueur finie. Il existe
donc n; € N* tel que pour n > ny, M,/(M, N mMy) = M,,/(M,, N mM,).
On considere la suite décroissante pour l'inclusion de ¥-modules (M, /(M, N
m?M,,, ))n>n,, comme précédemment, il existe ny € N, qu’on peut prendre supé-
rieur & n; + 1, tel que pour n > ny, M,,/(M,, Nm2M,,,) = M,,,/(M,, N m3M,, ).
De proche en proche, on construit ainsi une suite strictement croissante d’entiers
(ni)ien (avec ng = 0) telle que pour i € N et n > n;, M,/ (M, N mM,, ) —
M,/ (M, N m*M,,, ). En particulier, M, /(M,,,, N mM,, ) = M,,/(M,, N
m'M,,,_,). Supposons (i) et soit x; € M,,, par ce qui précede, il existe z; € M,
(i > 2) tels que, pour i € N*, z; — x;41 € m'M,,,_, C m‘M,. Comme M, est

o
m-adiquement complet, pour tout j € N* 'élément y; = Z(mZ — x;;1) est dans
i=j
My, et méme dans ijnj_l. Mais ¢y —y1 = x; —y; € Mnj_l pour tout j > 1,
dou x; —y, € ﬂ M,, =01ie z1 € mMy et M,,, C mM,y. Par un raisonnement

neN
similaire, on montre M,, C m'M,,, , C m'M, pour tout ¢ € N* d’ou (ii). O

Le lemme (3.2.2.1) se généralise comme suit :
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Proposition 3.2.2.3. Soitent M un X module de type fini, N un sous->-module
de M, (M,)nen une suite décroissante pour l'inclusion de sous-3-modules de M
et Moo = (| Ma, alors [} (N +M,) =N+ M.

neN neN

Preuve. — On a des suites exactes de X-modules pourn € N : 0 — N4+M, —

N+M, — M,/ (M, N (N+My)) — 0, d’ou des suites exactes :
0= N+Me— [JN+M) = [) (Ma/ (M0 (N + M) — 0.

neN neN

Mais les suites exactes de ¥-modules : 0 — My — M, — M,/ M, — 0 four-

nissent des suites exactes 0 — My — ﬂMn — ﬂ(Mn/Moo) — 0 dou
neN nelN

ﬂ (M,,/ M) = 0. Par (3.2.2.2), pour tout i € N, il existe n; € N tel que

neN

M, /Moo € m(My/My), d’ou & fortiori M, /(M,,, N (N +My)) = M,/ ( My +

M, NN) € m* (Mo /(Moo + Mo NN)) qui entraine :

) (V/(M N (N + M) =0

neN

par (3.2.2.1), d’ou le résultat. [

3.2.3. Algebre linéaire. On démontre ici deux propositions qui seront cruciales
dans la section suivante. Soit D un objet positif de M F (¢, N) tel que Fil™ Dy =
Oavecr < p—2etD = Yk, ®f, D son Xg,-module associé (donc muni des
opérateurs ¢, N et de la filtration définie en (3.2.1)). On note d = dim,D.

Lemme 3.2.3.1. Soit M un sous-X-module libre de D tel que Ko @w M = D,
alors pour tout i < p—1, Fil'M/(Fil! SFil'M+ FilPYM) est un Ok -module libre
de rang d, ot Fil'M = M N Fil'D.

Preuve. — Montrons d’abord qu’il est sans p-torsion. Soit € Fil'M tel que
pr € Fil'SFil'M + FilPXM, on a f,(pz) = pfe(z) = 0, donc fr(z) = 0 d’oty,
comme M est libre, x € Fil'SM, i.e. x = E(u)y + z avec y € M et z € FilPYM.
Mais pr € Fil'™M entraine z € Fil™"*M, donc E(u)y € Fil'™ M d’olt on déduit
y € Fil'M (utiliser par exemple le fait que Sk, s, D admet une base adaptée
a la filtration ([Br1],A.4)). Finalement, z = F(u)y + 2z € Fil'SFil'M + FilPXM.
Comme le module est sans torsion, ¢’est un O -réseau de Fil'D /(Fil' Y g, Fil'D+
FilPY i, D) qui est un K-espace vectoriel de rang d (prendre une base adaptée a
la filtration sur Sk, ®s,, D et utiliser (3.2.1.1)). U

Lemme 3.2.3.2. Soit M un sous-L-module libre de D tel que Ko @y M = D
et N le sous-X-module de D engendré par (¢/p") (M N Fil™D). Alors, N est libre
de rang d sur ¥ et Ko @w N = D.
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Preuve. — Montrons d’abord que pour tout ¢ < p—1, il existe (e, ..., €}) d vec-
teurs de M libres sur ¥ tels que Fil'M = (&7, Sel)@ (@9, 1 SE (u)el)+ FilPSM
pour un entier d; € {0,...,d} et E(u)M C (®L,5e}) @ (@9, ,,SE(u)el). On
procede par récurrence sur i : ¢’est trivial pour ¢ = 0 (et c’est vrai pour i = 1 par
([Br3],2.2.1.9), la preuve n’utilisant pas '’hypothese de forte divisibilité). Suppo-
sons le au cran i — 1 (1 — 1 < p — 2), et considérons la suite exacte :

0— Fil'M . Fil'='M . Fil'='M
Fil'S Fili=1M + FilPxM Fil'YFili=1M + FilPXM Fil'M

Soit d; € {0, ...,d} et (&, ..., &,) une base de Fil'"'M/(Fil' X Fil' "M + FilPYM)
sur Ok (3.2.3.1) telle que (€}, ...,e,) est une base de Fil'M/(Fil' SFil"" "M +
FilPYM) (sur Og) et (€}, .., €;) une base de Fil'"'M/Fil'M. Soient (e}, ..., e})
des relevés dans (@ji:’fEeé-_l)@(@?:di_IHEE(u)e;_l) tels que (e, ..., e} ) € Fil'M
(on peut se débarrasser du FilPYXM car i < p), la matrice de (e, ...,€%) dans
(et ., efi:, E(u)efjiﬁl, .., BE(u)el; ') est inversible dans X, puisque sa réduc-
tion modulo Fil'Y lest dans Ok, donc Fil' "M = (&9_,Xe}) + Fil’XM et :

— 0.

FilM = (&,2¢)) + Fil'SFil' "M + Fil’SM
= (®),2€) @ (D1_y 1 SE(u)el) + FilPSM.

De E(u)"™'M C (@j’;‘fZe;—l) S (®y, 1 XE(u)e ), on tire E(u) "M C @l Xel,
d’ott E(u)"M C (@?;12]6;) D (D)_g, 1 XE(u)e}), ce qui acheve la récurrence. En
appliquant ceci a Fil"M, on trouve que N est engendré sur Y par la famille
(Pr(el), s or(en,), droaleq,,,)s - droiley)). Or, cette famille engendre D sur Y,
car N contient ¢(M), donc elle est libre sur X, et a fortiori sur . O

Proposition 3.2.3.3. Soit M un sous-X-module libre de D stable par ¢ tel
que Ko @w M = D et définissons par récurrence Mo = M, M1 = le sous-X-
module de D engendré par (¢/p")(Fil"™M;) (Fil"™M; = M; N Fil"D). Soit M; =
M;/(M; NID) ou I = (u, X), alors on a M; C %Mg et lg([%MO/Mi) = i(rd —
tu(D) +ty(D)).

Preuve. — Par (3.2.3.2), les M; sont tous libres sur 3 et la méme preuve qu’en
(2.1.3) donne lgw (M;/Fil"M;) = rd — ty(D) ou Fil"M; est I'image de Fil"M;
dans M;. 11 est clair que pour tout i M; C #gb(Mi_l), d’ou M; C #qﬁi(Mo) C
JT%Mg. On a, pour tout ¢ :

1
; o(M;) o(M;) (M)
lgy——— =1rd — ty(D) = lgyy———— =1 = gy ——.
9w g, ~ " ) = oW Gy = Y e Y M,
Les suites exactes :
O_}p<>¢ (1)_>p¢( o) ; .(10) o
M; M; e (M)

p
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entrainent :
l 0 (M) iy - 6(Mp) o }ﬁW_I(Ml)
gw M, = gw M, gw M, .
De méme, on a :
l ,ﬁ#"l(Ml) _ I%<Z5(M1) L Iﬁﬁ_Q(Mﬂ
gw M, = gW—M2 gw M
etc..., jusqu’a :
l p%r¢2(Mi—2) B Z%Qf)(Mi—g) t #cﬁ(Mi—l)
gw M, = tgw M, gw M, .
En additionnant, on trouve par ce qui précede :
0 (Mo)
(1) lgw———— = i(rd — ty(D))

M;
Par ailleurs, les suites exactes :
LH(My) eI My) e (M)

0 pi'r pir ' 0
-~ M; -~ M; ~ p1r¢’(M0) -~
entrainent : ) (M) L \(Mo)

—=¢' (Mo @' (Mo
lgwt——— = lgpLt—-—= — tn(D).
9w M, gw M, ~(D)

De méme, on a :

L_ i—l(MO) 1 i—2<M0)
low?r 7 Jow Pt (D
gw M, gw M, ~(D)

etc..., jusqu’a :
1 1
(M) —= My
En additionnant, on trouve :
L o' (M) LM,
2 lgw B = lgw T —ity(D
&) g = lgw P — it (D)

d’ou le résultat en combinant (1) et (2). O

Proposition 3.2.3.4. Soit D' un sous-Xk,-module de D ~ Y, Qp, D stable
par ¢ et N et engendré sur X, par l'image de ¢. Alors il existe D' un sous-objet
de D dans MF (¢, N) tel que D', muni de la filtration induite par D, est le
Yk, -module associé a D'.

Preuve. — Montrons que D’ est libre sur X, et est un facteur direct de D.
Soit I = (u, X) C X et D' =D /(D'NID)— D/ID = D : c’est un Kyp-espace
vectoriel de dimension finie d' stable par ¢ et N. Soient (éy, ..., é) une base de
D" sur Ky, (ey,...,eq) des relevés dans D', (f1,..., fa) une base de D sur Xk,
et (fi,..., f1) son image dans D. La matrice de (€1, ..., €x) dans (fi, ..., f1) est de
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rang d’', donc, quitte a renuméroter les (f;), on peut supposer que les coordonnées
des (ey, ..., eq) dans (f1,..., for) forment une matrice de My (Xx,) N G Ly (Ko[[u]])
(via Iinjection naturelle X, — Kjl[[u]]). Soit s € X, N Ko[[u]]*, en utilisant
le fait que ¢"(u) € pl et ¢"(X) € pl pour n assez grand, on montre que
¢"(s) € Y, pour n assez grand. Donc, il existe ng € N tel que les coor-
données des (¢ (e1), ..., 9" (eq)) dans (@™ (f1), ..., #"(fy)) forment une matrice
de GLy(Xk,). On en déduit facilement que, si Dy désigne le sous-¥ g, -module
de D’ engendré par (¢"(ey), ..., o™ (eq)), Dy est libre sur Xk, de rang d’', D/Dj
est libre sur Y, de rang d — d et D' C Dy + D' N ID. Soit x € D' N ID,
e
comme ¢(D’) engendre D’ sur Y, on a x = Zsigbnﬁl(ei) + y avec s; € Yk,
i=1

d/
et y € D'NIPD ((I) C I7), d'olt Y 5:¢"+' (&) = 0 dans D' i.e. s; € [Ty, et

i=1

D'NID C ID'+D'NIPD. Donc D' C Dy+ID'+ D' NIPD et en recommencant
plusieurs fois ce raisonnement, on obtient D’ C D + ID' + D' N IP"D,V n € N.
On a alors D' C Dy + I?D' + D' N IP"D, D' C Dy + I*D' + D' N IP"D, ete...
jusqu’a D' C DYy+I1P"D'+D'NIP"D C Dy+D'NIP"D, d’ott D'/D}, C I?"(D/Dy),
vV n € N. Comme D/Dj est libre sur X, et ﬂ I""Yg, =0,0onaD/D)=0ie.

neN

D' = Dj. Par la méme méthode qu’en ([Brl],6.2.1), on construit alors une section
canonique Ko-linéaire commutant & ¢ et N s": D' — Ko[[u]] ®5,, D’ telle que le
diagramme :

Kol[u]] @5y, D' — Ko[[u]] ®s,, D =~ Kol[u]] ®x, D

s’T TS
D’ — D

commute, ou s est la section évidente D +— 1 ® D. Une preuve analogue a
([Br1],6.2.1.1), en remplacant ¢()! par pler! on [-] désigne la partie entiere, montre
que s’ tombe en fait dans D’ et que son image contient une base de D’ sur g, . On

en déduit un isomorphisme compatible aux opérateurs ¢ et N : X, ®p, D' — D'.
L’assertion sur les filtrations découle alors de (3.1.1) et (3.2.1.2). O

3.2.4. L’algorithme. Soient D un objet positif simple de M{{a(gb, N) de dimen-
sion d sur Ky tel que Fil""'Dg = 0avecr < p—2et D = Yk, Qr, D son
Y k,-module associé (3.2.1). Soit M un sous-X-module de D de type fini stable
par ¢ et N tel que Ky @y M — D (par exemple M = ¥ @y M avec M un
réseau de D stable par ¢ et N, rappelons que les pentes de ¢ sont positives) et
soit Fil"M = M N Fil"D, on définit par récurrence une suite de sous-X-modules
de D de la fagon suivante :

— My est le ¥-module engendré par Z%(FZZTM) et on pose F"M, =
i>1

Mo N Eel" M + Fil"Y¥M,
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— M,,41 est le sous-X-module de M, engendré par 2(F "M,,) et on pose
p?"
FTMYH_l - Mn+1 N FrMn - Mn+1 N FTMO.

Proposition 3.2.4.1. Pourn € N, M,, est un X-module de type fini stable par
(b etN, K0®WMH$D etMnH CMn

Preuve. — Le ¥-module My est clairement stable par ¢ et de type fini car

contenu dans #M qui est de type fini. Il est stable par N a cause de la relation :
i1 i

p ¢ .
—)(x) = ———=—=(E(u)N(x)) € My (x € Fil' M, ¢ = ¢1(E(u
pr)( ) d)H(c)pT( (u)N(z)) 0o ( 1(E(u)))
et on a Ky @y My — D car, si < p(M) > est le X-module engendré par ¢(M), on
a<p(M)>C My C (1/p" )M et Ko @w<dp(M)>= D, Kg@w (1/p")M = D. De
méme, on a ¢(My) C M; C My (Mo N Fil"™ M C Fil"™ M) d’ou M; de type fini et
Koy @w M; = D. Six € F"My, ¢(z) = p'y avec y € My et E(u)N(x) € F"™My,
d’ou :

_Ll¢

S = o) = o (B)y) €M
a = 12 U T
N(E)e) = L(BN () €M

Donc M; est stable par ¢ et N et on poursuit par récurrence. [

On pose My, = ﬂMn et "My = ﬂF’"Mn = My N EF" My : My est un
neN neN
Y-module de type fini stable par ¢ et N tel que ¢(F™ M) C p" Mo

Proposition 3.2.4.2. Le X-module My, est non nul.

Preuwve. — Pour n € N, le W-module (F"M,, NpM,,)/pF"M,, est un k-espace
vectoriel de dimension finie. En effet, soit (ey, ..., eq,) une famille génératrice de
M, sur X, un élément de M, s’écrit x+y ou x € Z Wu'e; et y € Fil"SM,, C

0<i<er—1
1<j<dn

F™M,,, donc :

(F™ M, N pM,) /pF My, = (F™M, N p(Y_ Wile;)) /p(F™M, N Y - W'e;)
qui est un W-module de type fini annulé par p. La suite décroissante pour l'inclu-
sion <(F "M, N pM,,)/pF TMH> N devient donc constante a partir d’un certain

ne

rang. Soit ng € N tel que pour n > ng, F"M,,, N\pM,,, C F"M,, NpM,, +pEF"M,,,
deux cas se présentent :

Premier cas : La suite stagne vers un W-module non nul. Si M, = 0, par (3.2.2.2)
on a pour tout ¢ € N un n; > ng tel que si n > n;, M,, C m‘M,,, d’olt en parti-
culier F"M,,, N pM,,, C pm'M,,, + pF"M,,, pour tout 7 € N. Par (3.2.2.1), on a
FrM,,, N pM,,, C pF"™M,,,, donc (F"M,,, N pM,,)/pF"™M,, = 0, ce qui contredit
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I’hypothese. Dans ce cas, on a donc M, # 0.

Deuxieme cas : La suite stagne vers 0, alors pour n > ng, F" M, NpM,, = pF"M,,.
Soit x € M,, N Fil"D (n > ny), il existe m € N tel que p”x € Fil"M, donc
(sim > 1) p(pmtx) € F*M, N pM,, dott p™ 'z € F'M, et ainsi de suite si
m —12>1: finalement x € F"M,, et F"M,, = M,, N Fil"D : on note dans ce cas
Fil"™M,, = F"M,,. Soient I = (u, X) C X, M, =M,/(M,NID) et Fil" M, I'image
de Fil"M,, la méme preuve qu’en (2.1.2) (avec ¥ au lieu de S et M,, au lieu de M,
toutes les hypotheses sont bien satisfaites) donne lgy (M, /Fil"M,) < rd—ty(D)
et lgw (M, /Fil"M, ) > rd — tN(D) pour n > ny. Comme D est faiblement ad-
missible, tg (D) = tn (D), d’ou lgw (M, /Fil"M,) = rd —tn(D) (n > ng). On en
déduit :

M, M,

= rd — ty(D) = lgw—1 — lgy—
R AT

M, ) M,

Vo(FirM,) " o(0,)
d’ott M, /¢(Fil"M,) = M, /p" M, i.e. ¢(Fil"M,) = p"M, pour n > ng. Comme
M,41 est le ¥-module engendré par (¢/p")(Fil'M,,), Myi1 = (¢/p")(Fil"M,,) =
M, et donc M,,, = M,, +M,,, N I'D pour n > ng. Supposons My, = 0. Soit ¢ € N,
on a M,, C m‘M,,, pour n assez grand (3.2.2.2), d’ou M,, C m'M,, + M,,, N ID
pour i € N, soit M,,, C M,, N ID C ID par (3.2.2.1), ce qui est impossible
puisque Ky @y M,,, — D (3.2.4.1). On en déduit encore My, # 0. O

Proposition 3.2.4.3. Le X-module engendré par (¢/p")(F"™My) est égal a
M.

Preuve. — Pour n > 0 et i > 0, les W-modules F*™M,,/(F™M,, N m'F™M,)

sont de longueur finie, la suite décroissante (pour Iinclusion) <F "M/ (FT M, N

m'F TM())) devient donc constante pour n suffisamment grand, i.e. il existe
neN

n; € N tel que pour n > n;, F'M,, C F'M, + m'F"M,, donc F'M,, C
() (F"M, + m F M) = F" M. + m'F"Mg par (3.2.2.3) et < (¢/p")(F™M,,) >C
neN

<(8/p")(F" M) >+m'M, ot la notation < - > signifie le ¥-module engendré et en
remarquant que ¢(m’) C m*. On a donc M, 11 C<(¢/p")(F" My ) >+mM,y d’ott
My C<(¢/p")(F™Myo) >+mMy, i € N. Par (3.2.2.1), Mo, C<(¢/p")(F™Mqo) >,
c’est-a-dire M, = <(¢/p")(F" M) > puisque 'inclusion réciproque est triviale.
0]

On pose Dy, = Ko®@uw My : ¢’est un Y, ,-module de type fini non nul, stable par
¢ et N et (3.2.4.3) montre qu’il est engendré par I'image de ¢. Par (3.2.3.4), D
est donc le X g,-module associé & Dy, = Do /ID o avec Dy, non nul. Définissons
par récurrence Moo g = My et Mo 41 = le sous-E-module de D, engendré par
(@/D")(Fil"My ;) ol Fil'Mog; = Moo; N Fil"Dy. Comme My g C Mooq par
(3.2.4.3), la suite (M )ien est une suite croissante de -modules de type fini
tels que Ko @w Moo >~ Do
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Proposition 3.2.4.4. On a D, = D.

Preuve. — Soit N un sous->-module libre de D, stable par ¢ tel que Ko Q@
N 5 Dg.. Comme M, est de type fini sur ¥, on peut supposer M, C N, quitte
a diviser N par une puissance de p. Comme Ky @y My ~ Do, il existe ¢ € N
tel que p°N C M. On définit par récurrence Ny = N et N;;; = le X-module
engendré dans D, par (¢/p")(Fil"™N;) ou Fil"N; = N;NFil"D,,. On a donc pour
tout i € N : pNy C Moo C Moo C N;. Par (3.2.3.3) :

1
== No
ou NZ = Nz/(Nz N [D) et doo = dimKODOO. Mais :
Vo Vo
lgW P lgW P = zrdoo + Cdoo

<
N T p°No
(p°No C N;), d’olt irde + i(tnN(Doo) — tr(Deo)) < irdos + cdoo, 1.€. i(tn (Do) —
tr(De)) < cds pour tout ¢ € N, donc ty(Do) < ty(Dys). Comme D est faible-
ment admissible, on a tx(Dy) > tg (Do), Aottty (Dy) = ty(Ds). Comme D est

simple et D, non nul, on a D, = D, d’ou le résultat puisque D, >~ Y, @y Doo-
O

Pour i € N, soit My ; = Muo,i/ (Moo N ID), la suite (M ;)ien st une suite
croissante de W-réseaux de Do, = D.

Lemme 3.2.4.5. [l existe b € N tel que, pour tout ©+ € N, proo,Z- C My .

Preuve. — Soient Ny un réseau de D stable par ¢, Ng = X ®@w Ny et ¢ € N tels
que PNy € Mo C No. Si Nyy1 = le ¥-module engendré par (¢/p")(N; N Fil"D)
et Nz = Nz/(Nz N ID) = NZ/INz (3232), on a donc pCN() C Moo,O C Moo,z' C Nz
pour tout i. Soit x € p%Ng, x ¢ #Ng, tel que =z € N;, pour un 79 > 1 et un
v € N. Soit N” = Wz, comme z ¢ ﬁNO, on peut écrire Ny = p?N” @ N’ et on
aN"+p°N' = N"@p°N' C N,,. Par (3.2.3.3) et (3.2.4.4) :

SN0 e Vo . .
lgW Nio = Z(ﬂ"d S ZQWW = (Z(]T — ’Y) + (Zor(d — 1) + C(d — 1))

d’on v < ¢(d — 1). Comme pour tout 7, N; C I#NO pour y; >> 0, on en déduit
N, C —2+—=Ny,VieN, dott Mo; C My : b=cd convient. 0O
p ( ) b p b
Lemme 3.2.4.6. Pour tout c € N, 1l existe n. € N* tel que pour tout n > n. :
"I
¢ T(W) C p°l.
p

Preuve. — Soit ng € N tel que p™ > ep. Pour n > ng, ¢"(u) = u?" =
(uP"O—epyeP)P" T e (pX)PTTOS ¢ pP" "I Par ailleurs, ¢"(X) = u®" Jp =



25

pP TLXP" C pP" 7, d’on le résultat puisque p" "0 — rn et p" — 1 — rn tendent
vers 400 avec n. [

Proposition 3.2.4.7. Il existe b/ € N tel que, pour touti € N, p* M; C Moo,0-

Preuve. — Soit Ny un réseau de D stable par ¢ tel que Mo, C X®@w Ng = Ny et
définissons (N;);en et (N;);en comme dans la preuve de (3.2.4.5), on a facilement,
si (¢"(I)) désigne I'idéal de ¥ engendré par ¢"(I) :

Ny C E@WNlJr((b]()—f))@qu(No)cZ@WD

(1)) (¢*(1))

Ny C E®WN2+p—T®W¢(N1)+pT®W¢2(NO)CZ@WD

(o(1))

T

(¢'(1))

N, C Z®wNi+ —= Qw ¢'(No) C X @w D.

Qw ¢(Niz1) + ... +

Par (3.2.4.5), il existe b € N tel que N; C ]%NO, d’ou ¢™(N;) C #NO, Vi,n. Par

(3.2.4.6), ((ﬁ;# C I pour n > ng. On déduit de tout ca N; C X Q@ WNO pour
tout 7, ce qui entraine facilement le résultat. [

Théoréme 3.2.4.8. Soit D un objet positif de MFfKa((b, N), D son Xk, -module
associé et supposons Fil" "' Dy = 0 avec r < p — 2, alors D contient un pseudo-
Y -module fortement divisible (3.2.1.4).

Preuve. — Par (3.1.1), on se rameéne au cas D simple, i.e. au cas précédent.
Avec les notations de cette section, on pose alors Moo 0o = UienMoo; @ C'est un
Y-module de type fini par (3.2.4.7) et toutes les autres conditions sont triviales.
i

Corollaire 3.2.4.9. Soit D un objet positif de M F ;.(¢, N), D son Sk,-module
associé et supposons Fil" " 'Dy = 0 avec r < p — 2, alors D est faiblement
admissible si et seulement si D contient un pseudo-S-module fortement divisible,
c’est-a-dire un S-module M stable par ¢ et N tel que M est de type fini sur S,
Ko@w M = D, ¢(MNFil™D) C p"M et (¢/p")(MN Fil"D) engendre M sur S.

Preuve. — Si D est faiblement admissible, ¢a découle de (3.2.4.8) et (3.2.1.5).
Si D contient un pseudo-S-module fortement divisible, la méme preuve qu’en
(3.2.4.4) (on vérifie que tout ce qu’elle utilise est encore valable avec S au
lieu de ¥) donne ty(D) < ty(D). Mais la méme preuve qu'en (2.1.4) donne
tg(D') < ty(D') pour tout sous-objet D' de D dans M F (¢, N), d’ou le résultat.
O

Nous terminons cette section par une proposition qui sera utilisée dans la sec-
tion suivante lorsque er < p — 2. Soient D, D et M comme en (3.2.4.8) (M est le
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pseudo-Y-module fortement divisible), Fil'M =M N Fil"D, M = M/(M N ID)
et Fil"M Vimage de Fil"M dans M. Les W-modules M et Fil"M sont libres de
rang d tels que p"M C Fil"M c M. On note (fl, ..., fa) une base de Fl"M sur

(fl, .. fd) des relevés dans Fil' M et e; = (br(fz) e M.
Proposition 3.2.4.10. [l existe N € N* tel que :

M C (L, %e) +Z MCD

=1

Preuve. — La famille (ey, ..., e4) est bien libre sur X g, (donc sur ¥). En effet,
(e1®1, ..., e4®1) est libre sur Ko|[u]] dans D@y, Ko[[u]] car (¢,(f1), ..., dr(fa)) est
une base de D/ID ~ (D@y,, Ko[ ul]) /u(D@s,, Kol[u]]). Soit z € Filrj\/[ il existe

(S1, ..., Sq) dans 3 tels que x = Zslfl—l—y ouy € MNID, donc ¢, (z Z¢ si)e; €
=1

(@/p" )M N ID). Mais M N ID est un S-module de type fini et D = J\/[ @w Ko,
donc il existe ¢ € N* tel que M N ID C pICJV[ et puisque M est engendré par
(&/p")|Firr : M C (DL, Xe;) + fﬁlM On a donc M NID C I(DL,Ye;) + ;fl(ﬂ
et, en recommen(;ant le raisonnement précédent, on obtient pour tout x € Fil"M :
or(x) € (BXe;) + ( 2D 4 2,+CM). Une récurrence donne donc, pour tout n €

¢" (1)

p(n+1)7‘+c

M.

M C (B, 2e) + Y gbpgr)m +

Par (3.2.4.6), il existe N € N* tel que mj\/[ C pM. Par une récurrence
facile, on en déduit, pour tout n € N* :

N .
(I
MC (B D) + %M + "M

i=1

(I
d'ou M C (dXe;) + Z MM en utilisant (3.2.2.1) par exemple. Mais, pour
pl?"
i=1
ie N*, (¢ /p")(X) = p'~ir-1XP e py (rappelons que 0 < r <p-—2), donc :

Up
M C (@?:1261') + Z ]?M + pM
i=1
d’ou le résultat, en faisant comme précédemment. [

3.3. Construction de modules fortement divisibles (er < p — 1). Dans
cette section, on prouve que pour er < p — 2, tout pseudo-X-module fortement
divisible est un ¥-module fortement divisible. On écrit E(u) = u® — pF(u) avec
F(u) € ¥* de degré <e—1etc=(¢/p)(E(u)) € X*. On note D un objet positif
de M{f(@ N) tel que Fil"™'Dg = 0 avec er < p — 2, et D son Mg, -module
associé. On rappelle que I = (u, X) C X.



Lemme 3.3.1. Soit M un sous-X-module de D et j € {1,....r}, alors :

e

§Mcw{i:<ﬂ—F@fM+MI

i=r—j+1 p
etsin>2:
u™P e
-ch2%——F@>M+mm
P’
Preuve. — Pour n € N*, on a :
uP

-~ M C pr(n 1)+r— ju (p—er |: %)T]nm

2 (
S el | G T
p
c pr(nfl)JrT*jun(P*eT) <u_ — F(u))r1 ce <u_ - F(U)>TnM
0<r;<r p P

e

. ST
c pFr=iynp=en) Z (u_ — F(u)) M+ IM

Sri>(n—1)r+r—j+1 p

0<r;<r
C I (e pF(w)) z:<l—FWDWHJM
L — P
i=r—j+1
d'on le cas n = 1. Le cas n > 2's obtlent en écrivant (u® — pF(u))’

(ue = pF (u) D=t (e — pP(w)J ! O
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n—1)r __

Lemme 3.3.2. Soient M un sous->-module de D, m € N, i € N etx € M

tels que u™x € Fil'M = M N Fil'D, alors x € Fil'M.

Preuve. — C’est vrai avec Sk, Qs D, car il admet une base adaptée a la

filtration ([Br1],A.4), donc aussi avec D et M. [

Lemme 3.3.3. Soit M un pseudo-module fortement divisible dans D, alors :

p
M C (@1, Te;) + =M.
p’f‘

Preuve. — Pour i > 2, p' > p*(i — 1) > p(i — 1)er + p, donc :

upi _ upi—ep(i—l)ruep(i—l)r c p(i—l)rupX(i—l)rE C p(i—l)rupz

et WM C XM, d'on le résultat par (3.2.4.10). O

Proposition 3.3.4. Soit M un pseudo-module fortement divisible dans D, alors

M est libre sur 3 et est donc un module fortement divisible.
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Preuve. — Reprenons les notations de (3.2.4.10) et posons N = &%, Ye;, on
a par (3.3.3) et (3.3.1) :

T ue i
MEN+uY (5 = Flu)) M+ IV
; S~ P
En reportant I'inclusion dans le M de IM, on obtient :

M C N+ u? T u—e—F( ) M+ M
u;(p w))

etc., ot M C N + u? g (u_ - F(u)) M + I"M pour tout n € N, soit par
- p
i=1

(3.2.2.1) :

M N+ UQi (% _ F(u))iJ\/[.
=1

En écrivant ¥ ~ W{[[Z]|[u]/(u®~") (u¢ — pF(u))" — pZ), on a I = (u,Z) avec
Z e INFil"x. Soit x € Fil'"M N ID, on voit que x s’écrit :

T = uxg+ Ly +u22 <% — F(u)) T;
i=1

olt zg,yo € N et x; € M si i > 1. Donc uzy € Fil'M i.e. o € Fil*M par (3.3.2)
et ¢(xg) € pM d’apres les hypotheses sur M. Donc :

; uP p(xg)  uPPT) u?r < ;
(6/p")(@) = 2= po ) + ;c (i)

c’est-a-dire :
up
pr—l

2p
(¢/p")(Fil' M N ID) € —M + %M ML

d
Comme Fil'M =Y " Sf; + Fi' MO ID (c.f. (3.2.4.10) pour les f;), on en déduit

=1

uP 2p
MCN+—M+ —M+ IM. En reportant plusieurs fois cette inclusion dans
le M de IM, on en déduit comme précédemment :
uP u?l
MCN+ ——M+ —M
" "

Par (3.3.1), on obtient M C N + u2E <u_ —F(u)) M+ IM d’ou, par une
- p
=2

nouvelle récurrence :

Mc N+ u2i (% - F(u))ij\/[.
=2
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Le méme raisonnement que précédemment en remplacant Fil' par Fil?> aboutit
uP u?P
aMC N+ ——M+ —M qui entraine par (3.3.1)+une récurrence :
P p

NNy (% ~ Flu)) M.
=3

Au bout du compte, on a M C N + u? <u_ — F(u)) M, on en déduit encore
p

U2

P e r
MCN+—M+ IM puis M C N+u4<u— - F(u)) M etc... Comme v € p"I
D

T

pour n >> 0, on a finalement M C N+ IM, dou M =N. [

Remarque 3.3.5. Malheureusement, ce résultat est faux en général. Voici un
contre-exemple : e = p = 3, 1 = 3, D = Kye; @ Koea, ¢(e1) = e, ¢(e2) = 3ey,
N = O, F’LZODK = DK, FleDK = K(7T2€1 + 62) et FZZQDK =0 : DK est
faiblement admissible. On peut vérifier que M = (3eq, ez, ude;) est un pseudo-
module fortement divisible, et il n’est clairement pas libre.

Par (3.2.4.8) et (3.2.1.5), on a donc démontré :

Théoreme 3.3.6. Soit D un objet positif de MF{?(QS, N), D son Sk,-module
associé et supposons Fil" " Dy = 0 avec er < p—2, alors D contient un S-module
fortement divisible.

et par (2.3.2.5) :

Corollaire 3.3.7. Soit D un objet de MFI* (¢, N), r sa longueur de filtration
et supposons er < p — 2, alors D est admissible.

ANNEXE A. QUELQUES CONJECTURES

Commencons d’abord par une question :

Question A.1l. Soient r € {0,...,p — 2} et D un module faiblement admissible
positif tel que Fil" ™Dy = 0, est-il vrai qu’il existe toujours (i.e. sans restriction
sur la ramification e) un S-module fortement divisible dans D = Sk, @, D ?

Par les résultats de [Br3] (modulo quelques compatibilités a vérifier), cette ques-
tion lorsque r = 1 et N = 0 est une conjecture de Fontaine sur les groupes
p-divisibles ([Fo3],5.2.5). Par ailleurs, dans tous les exemples que j’ai calculés,
j’ai effectivement pu trouver un module fortement divisible.

Nous avons remarqué que, pour er < p — 2, la catégorie M" est abélienne
(2.2.1.1), on devrait également avoir :
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Conjecture A.2. Supposons er < p — 2, alors le foncteur V3 (2.2.2) de la
catégorie M dans la catégorie des représentations linéaires de G est pleinement
fidele, d’image essentielle stable par sous-objet et quotient et indépendante du
choix de .

Cette conjecture est un théoreme pour e = 1 ([Br2],3.3) et, dans le cas r = 1, pour

la sous-catégorie pleine de M' correspondant & des schémas en groupes ((2.2.1.5)
et ([Ra],3.3.3)).

Supposons k algébriquement clos. Soient h € N*, ' € O tel que s
et O : G — py_1(0g) =~ F;h, g — g(n') /7" (caracteres fondamentaux de Serre

([Se],1.7)).

Conjecture A.3. Supposons er < p — 2, k algébriquement clos et soit M un
. . h*l'

objet simple de M" de rang h sur Sy, alors V(M) =~ «92°+p”+'"+p "1 quec

i; € {0,...,er}.

Cette conjecture est un théoreme pour e = 1 (([FL],5.3) et ([Br2],2.4)) et pour
la sous-catégorie pleine de M' correspondant & des schémas en groupes ((2.2.1.5)
et ([Ra],3.4.4)).

On devrait enfin avoir :

Conjecture A.4. Soit X un schéma propre et lisse sur Spec(K) admettant
un modéle propre et semi-stable sur Spec(Of), alors pour 0 < r < (p —2)/e
etn € N, H ((Xg)et, Z/p"2L)* (dual dans Z/p"Z) s’identifie a V;(M) pour un
certain M dans M".

Le M en question (conjecturalement unique & isomorphisme pres d’apres (A.2))
devrait avoir une interprétation en terme de cohomologie log-cristalline. Cette
conjecture est un théoreme pour e = 1 ([Br4],3.2.4.5).
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