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1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX

Soient p un nombre premier impair et O C Zp (= les entiers algébriques sur Q,) un
anneau de valuation discrete complet de corps résiduel fini F et de corps des fractions F.
On fixe p : Gal(Q,/Q,) — GLa(F) une représentation continue telle que Endp(c.y () = F.
Grace a Mazur et Ramakrishna, on sait que les déformations de p aux 9D-algebres locales
noethériennes completes R de corps résiduel F, c’est-a-dire les représentations continues :

p: Cal(Q,/Q,) — GLsy(R)

qui se réduisent sur p modulo I'ideal maximal de R, sont paramétrées par une O-algebre lo-
cale noethérienne compléte de corps résiduel F qu’on note R(p). Le point de départ de cet
article est la question (vague) suivante : étant donnés un entier k strictement supérieur a 1,
une représentation p comme ci-dessus et une représentation 7 : Gal(Qp /Qy") — GLy(E)
de noyau ouvert, de déterminant modéré (pour simplifier) et supposée s’étendre & tout
le groupe de Galois, quelle est la “taille” ou la “complexité” du quotient R(k,T,p) de
R(p) qui “parametre” toutes les déformations p de p & une extension finie de O (dans Z,,)
vérifiant les conditions suivantes :

(i) p® Q, est potentiellement semi-stable (au sens de Fontaine) & poids de Hodge-
Tate (0,k — 1),
(i) la restriction a l'inertie de la représentation de Weil-Deligne associée a p ® Qp
est isomorphe a 7,
(iii) det(p) est la puissance (k — 1)®¥m¢ du caractére cyclotomique p-adique fois un
caractere fini d’ordre premier a p.

On renvoie au §2.2.2 pour la définition précise de R(k,7,p) dont le calcul direct est
en général tres délicat. Cette question se présente naturellement lorsque l'on étudie les
déformations de représentations résiduelles globales car alors connaitre la “taille” de
R(k,T,p) se révele un ingrédient important (par exemple, la méthode de Wiles et Taylor-
Wiles ([Wi], [TW]) ne s’applique a ce jour que si R(k,7,p) est un quotient non nul de
O[[X]], cf. e.g. [CDT] et [BCDT]). Dans [BCDT] conjecture 1.3.1, une réponse conjectu-
rale partielle a la question ci-dessus est proposée pour les déformations potentiellement
cristallines & poids de Hodge-Tate (0, 1) (c’est-a-dire k = 2 et 7 non scalaire) permettant
de prédire les cas particuliers ou R(k,T,p) est un quotient non nul de O[[X]] a partir
de calculs plus simples en théorie des représentations de GLy(Z,) (cette conjecture était
suggérée par des dévissages sur les espaces de formes modulaires localisés en un idéal
maximal de I'algebre de Hecke et par tous les exemples ot on savait que R(2,7,p) était
un quotient non nul de O[[X]]). Le but du présent article est :
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1) de proposer une conjecture pour les poids k& € {2,...,p — 1} et pour tout 7 permet-
tant de prédire dans tous les cas la “complexité” de R(k, T, p) a partir de la théorie des
représentations p-adiques de GLo(Z,),

2) de démontrer cette conjecture lorsque k est pair et 7 scalaire, ce qui revient (& torsion
pres) a étudier les anneaux paramétrant les déformations semi-stables a poids de Hodge-
Tate (0,k —1).

Les méthodes de cet article s’appliquent aussi aux valeurs impaires de k restantes. Mais
les calculs différant sensiblement du cas pair, nous avons préféré nous limiter aux va-
leurs paires et préserver a cet article une longueur raisonnable. Comme conséquence, nous
obtenons des renseignements assez précis sur la réduction modulo p des représentations
p-adiques de Gal(Q,/Q,) associées a certaines formes modulaires sur I'y (pN) (pt N) de
poids pair < p. Nous proposons aussi une conjecture sur la structure générale des anneaux
R(k,7,p), que nous démontrons pour k pair et 7 scalaire.

Pour énoncer la conjecture mentionnée au 1), il faut d’abord préciser ce que 1’on entend
par “taille” ou “complexité” de R(k, T, p). Le bon invariant a considérer semble étre I’entier
fgat(k, T,p) suivant : si R(k,7,p) = 0, pga(k,7,p) =0, si R(k,7,p) # 0, pga(k,7,p) est
la multiplicité de Samuel de R(k,T,p) ®¢o F, c’est-a-dire d! fois le coefficient dominant

du polynéme en n donnant dimpw pour n > 0 ou m est l'idéal maximal de
cette F-algebre locale et d sa dimension de Krull (on a par exemple pigq(k,7,0) = 1 si
R(k,7,p) ~ 9[[X]]). En fait, on peut s’attendre a avoir toujours d = 1 (cf. conjecture
2.2.2.4) de sorte que jigq(k, 7, p) = dimpohr pour n >> 0. Cela rapproche pgq(k, 7,7) de
Pentier dimpqs (= le nombre minimal de générateurs de la O-algebre R(k, 7,7)) souvent
considéré, mais notons que la multiplicité p,q(k, 7,p) se comporte beaucoup mieux que
dimp %, cf. §5.1. On veut prédire pgq(k,7,p) coté représentations de GLy(Z,). A 7 est
associée une unique représentation d’image finie o(7) de GLy(Z,) (sur Q,) caractérisée
par le fait que toute représentation lisse irréductible m de dimension infinie de GL2(Q,)
telle que la restriction a l'inertie de la représentation de Weil-Deligne associée a 7 par la
correspondance locale de Langlands est isomorphe a 7 contient o(7) (lorsqu’on restreint
a GLy(Z,)). L'existence de o(7) n’est pas nouvelle mais I'unicité est un résultat nouveau
que démontre G. Henniart en appendice (dans un cadre plus général). On définit alors la
représentation p-adique de GLq(Z,) suivante :

o(k,7) = o(r) Bg Sym*Q,

qui apparait naturellement dans I'étude des espaces de formes modulaires de poids k
88

et on note o(k,7) la semi-simplifiée modulo p de o(k, 7). D’apres la classification des

représentations irréductibles de GLy(Z,) en caractéristique p :

olk,7) = EB (SYm”Ff)@detm) )

(n,m)

ou (n,m) € {0,...,p—1}x{0, ..., p—2} et a(n, m) est un entier positif ou nul (la multiplicité
de Sym”F; ® det™). On fait maintenant intervenir p. D’apres [Sel],§2 et la condition
Endpicay(p) = F, on a (en notant w le caractére donnant I'action de Gal(Q,/Q,) sur les
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racines p'®™® de 1'unité et wy le caractere fondamental d’ordre 2 de Serre) :

_ Wt % m Wit 0 -
o1, € {( 0 1) ®w™ avec x # 0, ( 20 wp(n+1)) ®@w™, (n,m) € {0,....p— 2}}
2

n+1
Si plr, =~ (wo T) ®@w™ avec 1 < n < p— 2, on définit pau(k,7,0) = a(n,m). Si

_ wy™ 0 o _ \
plr, ~ ( 20 wp(n-t,-]_)) ®w™, on définit paut(k, 7,0) = D e a(n,m’) ou :
2

_ A — o~ w;/—H 0 m/
= m)e{0,..p—1}x{0,...p—2} | 71 ~ i1y | ® W™ b
0wy

Si pl, ~ (C[‘)) T) ®w™, la définition de fiq,(k, 7, p) est un peu plus subtile, voir le §2.1.2.
La conjecture est alors (cf. conjecture 2.3.1.1 dans le texte) :
Conjecture 1.1. Pour tous (k,T,p) comme précédemment :

,uaut(ka T, p) = Mgal(ka T, p)

Dans ce texte, nous vérifions par le calcul cette conjecture lorsque k est pair et 7 sca-
laire. Les preuves utilisent la théorie de [Br2]. Elles sont assez techniques et les résultats
complets, un peu longs a énoncer, paraissent un peu miraculeux (cf. par exemple le corol-
laire 1.4 ci-apres). C’est pourquoi il est possible qu'’il existe une méthode de démonstration
purement conceptuelle (voir la fin de cette introduction). Quitte a tordre, on suppose 7
trivial et grace a [Br2], on commence par déterminer toutes les réductions modulo p non
scindées des représentations semi-stables de Gal(Q »/Qp) de dimension 2 sur Q a poids
de Hodge-Tate (0,k — 1). Concernant les formes modulaires, on en déduit le theoreme
suivant (cf. corollaire 4.3.3.1 dans le texte) :

Théoreme 1.2. Soit f une forme parabolique normalisée de niveau Np, poids k et
caractére x avec (p,N) =1, 1 < k < p, k pair et x trivial en p. On suppose f nouvelle
en p et Ty(f) = aef pour tout premier { avec a; € Zp. On note ps la représentation
continue de Gal(Q/Q) a valeurs dans GLQ(QP) associée a f, p; sa semi-simplifiée modulo
p. Prp la restriction de p; a Gal(Q,/Q,), £,(f) € Q, Vinvariant £ associé a f (avec la
définition de [Maz]), ((f) = val,(£,(f)) (ot val, deszgne la valuation p- adzque normalzsee
par val,(p) = 1), [€(f)] la partie entiére de é(f) et, si U(f) € Z, a(f) = £,(f)/p". Soit
Hy =0 et, pour n entier strictement positif, H, = Z?:l 1/i. On pose :

o) =05 =14 5(5 1) @0 + 28 ) €7,
et sil(f)e{-t+2-L+1,.,-1}:
k k E_1_y —x
) = 0F (G - an) (2 ) )aln € 2
On note enfin I, le sous-groupe d’inertie de Gal( p/Qp) et Ma) : Gal(Q p/Qp)

l'unique caractére non ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique sur o € Fp .

(i) Supposons val,(a(f)) = 0.



— Sival,(£,(f) + 2Hy2—1) < 1, alors :

_ ng\(m_l(ap/pg_l)) * ) e
p ~ & — avec * eu ramzfze

& ( 0 Wi A (a(f)(ap/p? ) g

- (w5-1A<a<f><ap/p5-1>> o _> wwecx =0 si k=2
v 0 EN@(D) (ap/ph )

— S0 valp(sp(f) + 2Hk/2,1) > 1, alors :

k
Prp = (Ci; : 1) ®>\(Clp/(—p)%_1) avec * tres ramifié
’. w§_
ou
RERT —
Prp = ( 0 k) ® )\(ap/(—p)ﬁ’l) avec x =0 si k= 2.
w?2
(it) Supposons val,(a(f)) > 0, alors
5—1+p3
_ [ w2 0 ¢ dot =N
'Of’php - 0 wgw(gﬂ) et de (pr) (a /p )
2

(iti) Supposons val,(a(f)) <0 (i.e. £(f) <0 et k #2).
- Sil(f) <=L +2, alors :

Wy

k—1
_ 0
Prpl, ( 0 wg(k—l)) et det(py,) ~ w* A (a2/pF2),

—si —E4+2<U(f) et ((f) ¢ Z, alors :
wﬁf[f(f)] (3+ENI-1) 0 -
%) ~ 2 — ~ — _
Prolt, = syt pl-teptecy | € det(Prp) = w Aaz/pF=2),
0 W
—si —E+2<U(f) et {(f) € Z, alors :
k
3

(w “ONB) (ap/p5 ) " )
0

Pip = w§+£(f)_1/\(b(f)(ap/pg_l))
3, (wﬁg (ﬂm) _*71— ) :
» 0 W DNB(F) (ap/p2 7))

(Voir [Sel] pour la terminologie “peu ramifié” et “tres ramifié”.)

Si Ry,..., R, sont des D-algebres plates locales noethériennes completes, on note
R(k,7,p) ~ [,_, R; s'il existe un morphisme de O- algébres R(k,7,p) — 1, Ri qui
induit un isomorphisme R(k,T, ,0)[ | 5 I, R [ | et (composé avec les projections)
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des surjections R(k,T,p) — R;. A partir des calculs permettant d’obtenir le théoreme
précédent, on déduit (presque) la structure des anneaux R(k,triv,p) pour k pair et 1 <
k < pavec © = W(F) (cf. théoreme 5.3.1 dans le texte) :

Théoréme 1.3. Soient k un entier pair tel que 1 <k <p et p: Gal(Q,/Q,) — GLy(F)
une représentation continue telle que Endpjcay(p) = F. 11 existe une extension finie F(p)
de F telle que :

(i) Supposons k =2, alors :

. L 0
R(2,tr2v,p)=082p|1p¢{(cg T); (Q(J)Q wg)}’

— R(2,triv,p) ~ W(F)[[X]] si p|1, € “ ) qvec x tres ramifié, w2 Op
, 01 0 W

wA(a)  x

ou Si p 0 A(B) avec o, 3 € F* et a #£ (3,
R(2, triv, p) ~ W(F)[[X]] x W(F)[[X]] si p =~ (‘M(go‘)

peu ramifié.

* X
A(&)) avec o« € F* et *

(ii) Supposons k > 4, alors :
— R(k,triv,p) =0 si :

_ [ Lt S w;—lfﬁpi 0 '
p|Ip ¢ {( 0 wi) ) ( 0 w;er(kfl,i) s 0<1< k—2 ,

— R(k,triv,p) ~ W(F)[[X]] si :

—‘ c w% * . e fié w1k
P, 0 Wil avec res ramafie, 0 1 ,

— R(k, triv, p) @ww W(F(p)) ~ W(F(p))[[X]] x W(F(ﬁ))[[Xi] S(Z.E:, |
pli, € {(Wk;_z :I avec 1 <1< k—2eti# % -1, (wf 1:)2 ’“—?er’;)}

2
Wq

[T

) avec o, 3 € F* et a # [3,

o WEX Y]]  (wiNa) *
— R(k,triv,p) ~ W(F)[[X]] x XY =) sip =~ < 0 wg_lx\(a)> avec
a € F* et * peu ramifié,
- L WEE)IX Y] WE@IIXY]
, ]E(k,tm'v, p) Qww) W(F(p)) ~ XY —p) X XY - ) si pli,
w57172+pz 0 §

. . .
0 i+p(kli)) avec 1 <1 < 5 —2 (ce dernier cas n’arrive donc que

~

pour k > 4).
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Par ailleurs, o(k,triv) = St ® Symkﬁa2 ou St est la représentation de Steinberg de

GL3(Z,), c’est-a-dire le quotient de IndGL2 )Z”)l par la représentation triviale de GLy(Z,)

ou Uy(p) C GL(Z,) désigne les matrices trlangulaires supérieures modulo p. Du théoréme
précédent et de la décomposition de o(k, triv) = Sym” 71F72, ® Symkfzfi, on déduit le cas
particulier suivant de la conjecture 1.1 (cf. corollaires 5.3.3 et 5.4.2 dans le texte) :

Corollaire 1.4. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et p: Gal(Q,/Q,) — GLy(F)
une représentation continue telle que Endpjga (p) =F.
(i) Supposons k =2, alors :

o :uaut(27tr“)7p> - Iugal(Q,tTl'U, p) =0t p|[p { ( ) <u(j)2 w > };
*

— Haut(2,tr10,0) = pgu(2,triv,p) = 1 si p O /\(ﬁ> avec o, 3 € F* e

. W ok [0%))
a#f3 ouszp][pe{(o 1) avec * tres ramifié, <O wz)}

— faut(2,triv, p) = pga(2,triv,p) = 2 si p (w)\o(oz) )\(*a)) avec a € F* et % peu

ramifié.
(ii) Supposons k > 4, alors :
— Haut (K, triv, D) = pga(k, triv,p) =0 si :

_ [ Lt S w;—lfﬁpi 0 '
p|1p¢{( 0 ot 0 w;er(klz) 70§2§k—2 )

- Maut(k,tTiU,ﬁ) = ,ugal(k,triv,ﬁ) =1si:

2p € ws % . fre fie w1 %
ol 0 Ui avec res rami fié, o 1)

— faut(k, triv, p) = pgar(k, triv,p) = 2 st :

_ wh=1=1 . ok w2§+p(§—1) 0
pli, € ( 0 o avec 1 <i<k—2eti#g—1, . wzg_Hpg

X
ou St p (wz?)(a) w’ETA(ﬁ)) avec o, 3 € F* et a # [3,

. . . Wkt 0 .
— Yaut (K, triv, p) = pga(k, triv,p) = 3 sip|;, ~ < 0 wp(kl)) ou St
2

k
_ w2 () * o
o~ avec o € F* et x peu ramifié,
P ( 0 wg_lx\(a)> b f
k—1—i+pi
Wy 0
ok—1—q) | avec 1 <
0 w;ﬂ)(’f 1 )) =

i <% —2 (ce dernier cas n'arrive donc que pour k > 4).

— Haut(k, triv, p) = piga(k, triv,p) = 4 si pl;, ~ (



On termine 'article en explorant quelques exemples potentiellement Barsotti-Tate, i.e.
avec k = 2, mais ou 7 n’est plus scalaire. Le dernier exemple en particulier est assez spec-
taculaire, bien que nous sommes loin d’avoir mené dans ce cas les calculs jusqu’au bout.

La conjecture 1.1, si elle se révele correcte (ou correcte apres de mineurs ajustements),
est surtout intéressante par ce qu’il pourrait y avoir derriere. Elle souleve en effet un
certain nombre de questions. Parmi elles :

(i) Que se passe-t’il si k& > p? Y-a-t’il encore une formule conjecturale permettant de
calculer les multiplicités pugq(k, 7,p) & partir des représentations o (k, )7

Un des problemes est qu’on ne dispose pas actuellement de théorie entiere satisfaisante
coté galoisien lorsque les poids de Hodge-Tate sont supérieurs ou égaux a p — 1.

(i) Y-a-t’il des généralisations de la conjecture 1.1 lorsque l'on remplace Q, par une ex-
tension finie F' quelconque ?

Si F est trop ramifié, la théorie entiere du coté galoisien est encore conjecturale en poids
de Hodge-Tate (0,k — 1) avec 2 < k < p. Mais ce qui manque pour F' # Q, est surtout
une recette analogue a celle du §2.1.2 pour calculer les 14, (k, 7, p). Méme le cas F' = Q2
n’a pas vraiment été étudié de ce point de vue.

(iii) Méme question que (ii) mais en remplagant GLy par GL,, 7

(iv) Peut-on interpréter de fagon plus “géométrique” la multiplicité de Samuel 0 (k, 7,79) 7
(v) Peut-on remplacer les représentations p-adiques de GLq(Z,) par des représentations
p-adiques de GLy(Q,) ? etc...

Un scénario possible est que la conjecture précédente soit une lointaine conséquence d’une
hypothétique “correspondance de Langlands p-adique” (i.e. avec de la topologie p-adique
du coté groupe de Weil, ou de Galois, de méme que du c6té représentations de GLy), plus
exactement de la “réduction modulo p” (en un sens a définir) d’une telle correspondance.
Mais les représentations p-adiques et en caractéristique p de GL3(Q,,) commencent juste
a étre étudiées de fagon systématique ([BL1], [BL2], [ST]).

Les méthodes de cet article sont assez longues et calculatoires et les auteurs sont
conscients qu’il est peu probable (pour cette raison) qu’elles conduisent a une démonstration
de la conjecture 1.1 en toute généralité. Cependant, outre le fait que les calculs ne sont
pas dénués d’'une certaine élégance, il ne semble pas exister a I’heure actuelle de méthode
alternative. Il est possible qu'une telle méthode passe par la résolution de certaines des
questions précédentes, ou par des considérations globales (ou par les deux).

Notations : On fixe un nombre premier p # 2 et une cloture algébrique Qp de Q,. On
note C, sa complétion p-adique et Z, son anneau d’entiers d’idéal maximal mz et de corps
résiduel F,. Pour n entier non nul, on note Q,» I'unique extension non ramifiée de degré
n de Q, dans Q,, Z,» son anneau d’entiers, Fy» son corps résiduel, G» = Gal(Q,/Qyn),
Wi = W(Q,/Qpn) le sous-groupe de Weil de Gy, I, = Gal(Q,/Q,") le sous-groupe
d’inertie des Wy» ou Q)" = U, Qpn est la plus grande extension non ramifiée de Q,, dans
Qp et [0 = Gal(Qp / Q;”"d) le sous-groupe d’inertie sauvage de I, ou QZ“’d est la plus

grande extension modérément ramifiée de Q, dans Q,. On normalise les isomorphismes
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de la théorie du corps de classes local de telle sorte que les Frobenius arithmétiques s’en-
voient sur les inverses des uniformisantes. On note € : GG, — Z,° le caractere cyclotomique

p-adique, w sa réduction modulo p et wy : I, — W_I(Z,f ) C F; le caractere fondamental
g(p!/P*—1)
P/ 2—1)

I'unique représentation (irréductible) de G dans GLo(F),) de déterminant w” et dont la

de niveau 2 donné par wy(g) = . Pour r € N, (r,p+ 1) = 1, on note Indgp2w§
P

restriction a I, est wh @ wh . Si a € F:, on note A(a) : G, — F; I'unique caractere non
ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique sur a. Si z € Z,, T € F,, désigne la réduction
modulo myz de z. Siz € R, [z] désigne le plus grand entier < z. On note val, la valuation
p-adique sur Qp normalisée par val,(p) = 1. Lorsque O est 'anneau des entiers d'une ex-
tension finie de Q, dans Qp, par O-algebre locale on désigne un anneau local A muni d’'un
morphisme local d’anneaux locaux 9O — A. Par représentation finie d’'un groupe compact,
on entend représentation triviale sur un sous-groupe ouvert. On dit parfois abusivement
“réduction modulo p” au lieu de “réduction modulo mz ™.

Remerciements : C.B. remercie en premier lieu R. Taylor pour de nombreuses et en-
richissantes conversations a Harvard en novembre 1998 et pour avoir suggéré de calcu-
ler les anneaux R(k,7,p) directement comme coefficients de modules fortement divisibles
“généralisés”. A.M. remercie le centre Emile Borel de I'LLH.P. et I'université de Regensburg
pour leur accueil pendant la réalisation de ce travail. Durant la rédaction de cet article,
les auteurs ont également bénéficié de conversations instructives avec les mathématiciens
suivants, qu’ils remercient chaleureusement : L. Blasco, J.-B. Bost, L. Clozel, G. Henniart,
M. Raynaud, L. Szpiro et M.-F. Vignéras. Ils remercient enfin le rapporteur de cet article,
dont les remarques ont permis une amélioration significative de sa rédaction.

2. LA CONJECTURE SUR LES MULTIPLICITES MODULAIRES

2.1. La multiplicité automorphe.

2.1.1.

Définition 2.1.1.1. (/[BCDTJ],§1.1) Un type galoisien de degré 2, ou simplement un
type galoisien, est une représentation de noyau ouvert :

T: 1, = Gal(Qp/QZT) — GLZ(Qp)

(définie a équivalence prés) qui s’étend en une représentation du groupe de Weil W,.

Le lemme classique suivant, dont nous omettons la preuve, donne la structure des types
galoisiens de degré 2 :

Lemme 2.1.1.2. Soit 7 un type galoisien de degré 2, alors :

(i) ou bien T est réductible et somme de deux caractéres finis de I, qui s’étendent a W,
auquel cas T =~ Xlljp @ Xz];p ot X1, X2 sont des caracteres de W,

(i1) ou bien T est réductible et somme de deuz caractéres finis de I, qui ne s’étendent pas
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a W, auquel cas 7 ~ (Indw;x)flp ~ X|, ® X°|1, ot x est un caractére de Wy qui ne
s’étend pas a W, s le générateur de Gal(Q,2/Q,) et x° le conjugué de x,

(7ii) ou bien T est irréductible auquel cas T ~ (Ind%‘;x)hp ot K est une extension qua-
dratique ramifiée de Q, dans Q, et x un caractere du groupe de Weil Wi de K dont la
restriction a Gal(Q,/K Q") ne s’étend pas a I,.

Rappelons qu’une représentation lisse de GL3(Q,) sur un Qp—espace vectoriel V' est un
morphisme de groupes GL3(Q,) — Autg (V) tel que le stabilisateur de tout vecteur de
D

V' est un sous-groupe ouvert de GL2(Q,). Une telle représentation irréductible est de di-
mension infinie des qu’elle n’est pas un caractere. La correspondance locale de Langlands
(pour la normalisation du corps de classes local fixée dans l'introduction) établit une bi-
jection canonique entre représentations lisses irréductibles de GL2(Q,) et représentations
de degré 2 du groupe de Weil-Deligne de Q, dont la restriction a W, est semi-simple
([JL], [Ku]). Si 7 est une représentation lisse irréductible de GL2(Q,), on note W D(7) la
représentation de Weil-Deligne correspondante.

Théoreme 2.1.1.3. Soit 7 un type galoisien de degré 2. Il existe, a isomorphisme pres,
une et une seule représentation finie irréductible de GLy(Z,) (sur Qp par exemple), notée
o(7), telle que pour toute représentation lisse irréductible m de GL2(Q,) de dimension
nfinie :

T|aLy(z,) contient o(1) <= WD(r)|;, ~ 1.
De plus, o(T) intervient alors dans |gi,(z,) avec multiplicité 1.

Ce théoréme est démontré par Henniart en appendice, dans le cas général ou Q, est
remplacé par un corps commutatif localement compact non archimédien arbitraire. L’exis-
tence de o(7) n’est pas nouvelle (cf. th.2.1.1.4 ci-dessous) mais 1'unicité semble absente
de la littérature. Nous explicitons maintenant la construction de o(7) en suivant, comme
[BCDT], [Ge] mais en adoptant les notations et la présentation de [BCDT],§1.2 et du
lemme 2.1.1.2 :

Théoreme 2.1.1.4. Soit 7 un type galoisien de degré 2.
(i) Supposons T ~ x1|1, ® Xal1, et soit p* le conducteur d’Artin de x1x5 "
- Sia=0, alors :
o(7) ~ St ® (x1 odet) =~ St ® (2 o det)
ou St est la représentation de Steinberg de GLo(Z,).
— Sia>1, alors :

o(r) = (Indgi X" ) © (e o det)

. " k% af a B _
o) = (1, 1) € Ga(zy) et (2, ) = vlehs' @)
(i1) Supposons T ~ (Ind%;)()hp ~ x|, ® X°|1, ot x # Xx°. Soient p* (a > 1) le conduc-

teur d’Artin de x*x !

, X' un caractére de W, tel que XX/_1|Wp2 est de conducteur p® (il
en existe) et choisissons un plongement Z,2 — My(Z,) (i.e. une Z,-base de Z,2). En

particulier, la conjugaison s dans Zy2 est une matrice dans GLy(Z,).
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— Sia =1, alors o(T) est l'unique représentation irréductible de dimension p—1 de

GLy(Z,) telle que :

~ GL2(Zp) =1 !
St®@o(r) ~ (IndZ:2(1fpzp28)(XX )|Wp2> ® (x' o det)

ot (X' lw,) (@B) = x(@)X' ™ (Nzo/2,(a)), @ € 2, B € 1+ pZys.

— Si a est impair > 3, alors :

o(7) =~ (IndGLQ(Zp) )77) ® (x' o det)

% a—1
Zp2 (14+p 2 szs

ou n est l'unique représentation irréductible de dimension p de Z;2(1 4—paT_1 Z,5)
~ 1—1 " " \ .

telle que n|Z:2(1+paT+1Zp2s) ~ @,z1 (XX )\WPQX avec X" caractére non trivial de

2% )25 (1+pZy) et (0 lw X" (@B) = x(@)X' ™ (Nz , /2, (@)X (), a € 2%,

a+1

BEeEl+p 2 Zps.

— Si a est pair, alors :

~ GL2(Zp) 1—1 ,
o(r) =~ (IndZ:2(1+p%Zp28)<XX )’Wp2> ® (x' o det)

ot (X' w2 )(@B) = x()X' ™ (Nz oz, (@), @ €2, B € 1+ p3Zyes.

(iii) Supposons T ~ (Ind%{x)hp ou K est une extension quadratique ramifiée de Q,
et X|winr, # X:|winr,. Soient p* le conducteur de x*x~" (par [Ge]§4.8 a est pair non
nul), X' un caractére de W, tel que (XX H|w, est de conducteur p* et choisissons un
plongement Ox — My(Z,) (i.e. une Z,-base de O ). Alors :

o(7) ~ (Ind%>*) a ”>® "o det
() = (a2 ™), o D) @ (1 o det)

ot X" est lunique caractére non trivial de 93%/(9%)% et ((xX' DlwexX")(@B) =
X(@)X' ™ (No, jz, (@)X (@), a € D, B €1+ pis.

Démonstration. Pour le (i), on renvoie au §A.2 de 'appendice d’Henniart. Le (ii) se déduit
aisément de [Ge|,§3 et le (iii) de [Ge],§4 et [BCDT],lemme 1.2.1. O

Remarque 2.1.1.5. Notons o, la représentation irréductible de GLy(Z,) ou de Uy(p)
associée au type galoisien 7 dans [BCDT],§1.2. On a o(7) = 0’ si 0, est une représentation

de GLy(Z,) et o(1) = Ind%(;()z”)a;/ si o, est une représentation de Uy(p). On prend la

contragrédiente o) car dans [CDT] et [BCDT] I'isomorphisme W2* = QX choisi est celui
qui envoie les Frobenius sur les uniformisantes. On adopte ici une convention différente
pour avoir une regle d’admission plus naturelle (voir ce qui suit).
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2.1.2. Rappelons que les représentations irréductibles de GLy(Z,) en caractéristique p
sont données par :

Opm = Sym” (Fi) ®g, det™

ot (n,m) € {0,...,p — 1} x {0,...,p — 2} et ont GLy(Z,) agit sur Sym"(F) via I'action

naturelle de GLy(F)) sur F; (cf. par exemple [CDT],§3.1 ou [BL2],prop.1). On définit la
“regle d’admission” suivante (cf. [Sel],p.186 pour la définition des termes “peu ramifié”
et “tres ramifié”) :

(i) 00 admet avec multiplicité 1 toutes les représentations finies p : G, — GLy(F,)
merl *

telles que p|;, ~ < 0 wm> avec * peu ramifié ou telles que p[;, ~ (“62 £p) W™,
2

(i) si 1 < n < p-—2, 0,m admet avec multiplicité 1 toutes les représentations finies
— e T Wit 0

p: G, — GLy(F)) telles que p|;, ~ ( 0 wm) ou plr, ~ ( 0 wg(n+1)> ®Rwm,

(iil) op_1.m» admet avec multiplicité 1 toutes les représentations finies p : G, — GLy(F,)

mal o m+1
telles que p ~ (w 0)\(&) wm:(ﬁ)) avec a, 3 € F;, a# [Boup~ <w O/\<Oé) wm;(a))

= . s 0 e
avec o € F; et * tres ramifié ou p|;, ~ (%2 P ®Q@w™ et admet avec multiplicité 2 toutes
2

, : L = _ w1\ () *
les représentations finies p : G, — GLo(F,) telles que p =~ 0 W) avec

o€ F: et * peu ramifié.

Pour tout (n,m) € {0,...,p — 1} x {0,...,p — 2} et toute représentation finie p : G, —
GLy(F,), on définit un entier positif ou nul p1,,,,(p) de la fagon suivante :

(1) pnm(p) = 0 si 0y, n’admet pas p,

(ii) pnm(p) =1 si 044, admet p avec multiplicité 1,

(ili) finm(p) = 2 si 0y admet p avec multiplicité 2.

Remarquons que fi,,0(p) # 0 (i.e. 0,0 admet ) si et seulement si ou bien n+2 est le poids
associé par Serre a p dans [Sel],§2 ou bien n = p — 1 et 2 est le poids associé par Serre a
p dans loc.cit.. Ensuite, on tord d'un coté par une puissance du déterminant, de 'autre
par la méme puissance du caractere cyclotomique. Nous n’avons pas encore d’explication
raisonnable pour le cas de multiplicité 2 autre que celle de satisfaire la conjecture 2.3.1.1
dans tous les cas que nous avons vérifiés.

Remarque 2.1.2.1. La regle d’admission précédente est la duale de Cartier de la regle

d’admission de [BCDT],§1.2 mais ou tout était de multiplicité 1.

Soit k un entier > 1 et posons :
o(k,7) = o(r) &g, Sym*(Q,)

(donc 0(2,7) >~ o(7)). C’est une représentation linéaire de GLy(Z,) continue pour la to-
pologie p-adique de dimension finie sur Q, (et o(k, 7) est en fait définie sur une extension
finie de Q, dans Qp). Comme GLy(Z,) est un groupe compact, il existe des Z,-réseaux
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de o(k, 7) stables par GLy(Z,) (cf. par exemple [Se2],§1.1) et la semi-simplifiée o(k, 7
de la réduction modulo I'idéal mz d'un de ces réseaux est indépendante du réseau choisi
(Brauer-Nesbitt).

A tout entier £ > 1, a tout type galoisien 7 de degré 2 et a toute représentation finie
p:Gal(Q,/Q,) — GLQ( »), on associe un entier positif ou nul pi,(k, 7, p), la “multipli-
cité automorphe de la fagon suivante :

,uaut(ku T, ﬁ) = Z Hn,m (ﬁ)dimpromGLg(Zp) (Un,my O-(ka T) )
ou (n,m) parcourt {0,...,p— 1} {0,...,p—2}. Autrement dit, on compte 1 (resp. 2) par
facteur irréductible de o(k, T) qui admet p avec multiplicité 1 (resp. 2) et on ajoute le
tout.

2.2. La multiplicité galoisienne.

2.2.1. Commencons par rappeler le lemme suivant :

Lemme 2.2.1.1. Soit p: G, — GLQ(QP) une représentation continue. Alors il existe
une extension finie E C Q, de Q,, telle que p(G,) C GLy(E).

Démonstration. (J.-B. Bost) On a G, = Ugp ' (GLy(F)) ou E parcourt les extensions
finies de Q, dans Q, et ot p~*(GLa(E)) est un fermé de G,, par continuité de p. Comme ces
extensions finies forment un ensemble dénombrable (cela se déduit du lemme de Krasner),
on a que G, est une union dénombrable de fermés. Comme G}, est compact, c’est un
espace de Baire et UpInt(p~!(GLy(E))) est un ouvert dense de G,. Donc il existe une
extension finie F' de Q,, telle que Gal(Q,/F) C Uglnt(p _1(GL2(E))) Comme Gal(Q,/F)
est compact, il suffit d’un nombre fini d’ouverts pour le recouvrir, i.e. il existe une extension
finie £ de Q, telle que p(Gal(Q,/F)) C GLy(E). On en déduit aisément le résultat, quitte
a agrandir encore un peu FE. Signalons que ce lemme et sa preuve sont valables dans un
cadre bien plus général que nous n’avons pas cherché a atteindre. O

Dans la suite, par représentation continue de G, dans GL2(Q,), on sous-entend donc
représentation a valeurs dans une extension finie £/ de Q,,.

On renvoie au §3 ci-apres pour quelques définitions et références sur la théorie des
représentations p-adiques semi-stables et des anneaux qui vont avec. Nous rappelons main-
tenant la construction de la représentation de Weil-Deligne associée a une représentation
p-adique potentiellement semi-stable V' de G, (c’est-a-dire une représentation p-adique
de G, dont la restriction & Gal(Q,/F) est semi-stable pour une extension finie suffisam-
ment grande I’ de Q, dans Q ). Lorsque V' est a coefficients dans Q,, la construction
est détaillée dans [Fol]. Lorsque V est a coefficients dans une extension finie de Q,, dans
Q arbitrairement grande, il faut faire un peu attention. Soit donc V' un Q -espace vec-
toriel de dimension finie muni d’une action Qp linéaire continue de G, qui en fait une
représentation potentiellement semi-stable et soit F' une extension galoisienne finie de Q,
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dans Qp telle que V]Gal@p /) SOit semi-stable (N.B. : ne pas confondre le Qp dans lequel
vit F et le Qp des coefficients!). On pose Dy (V) = (By ®q, V)Gal(QP/F) . ¢’est un

Fy ®q, Q,-module libre de rang dimg V' ou Fjp est la plus grande extension non ramifiée
P

de Q, dans F' (cf. [CDT],§B.1). Il est muni d’un automorphisme Fy-semi-linéaire et Q,-
linéaire ¢, d'un endomorphisme nilpotent Fy ®q, Q,-linéaire N tel que Ny = ppN et
d’une action Fy-semi-linéaire et Q-linéaire de Gal(F'/Q,) qui commute avec ¢ et N. On
munit Dy (V) d’une action du groupe de Weil W, en faisant agir g € W), par gop =9 ot
I'image de g dans Gal(F,,/F,) est la puissance a(g)*®™° du Frobenius arithmétique absolu.
Remarquons que Fy®q, Qp i Qz oud = [Fp : Qp] et ol le Frobenius agit sur Q;l par per-
mutation circulaire. Ainsi Dy (V) ~ Dy g X ... X Dy ot D; g est un Q,-espace vectoriel

de méme dimension que V' et muni d'une action de (W), N) qui en fait une représentation
de Weil-Deligne.

Lemme 2.2.1.2. La classe d’isomorphisme de représentation de Weil-Deligne de D;
est indépendante des choix de i et de F.

Démonstration. Commencons par exhiber pour tout ¢ un isomorphisme Qp—linéaire Dir =
D; i1, r qui commute a W, et a N. Par un lemme de Deligne, il existe un automorphisme
Q,-linéaire de D; r, disons f;, tel que f; est W-équivariant et No f; = % fioN ([De],lemme
8.4.3). L’isomorphisme ¢ o f; : D; p — D;1 p convient alors et Dy g(V) (8; Aeq, Qp (iso-
morphe a un des D; ) se trouve donc indépendant du plongement Fy — Q,, choisi. Si F”
est une extension galoisienne finie de Q,, contenant F', Dy p(V) >~ F| @p, Do p(V) de
sorte que Dy g (V)® FioQ, Q, ~ Dy r(V)® R®q, Q, et les représentations de Weil-Deligne
D; r et D; g sont toutes isomorphes. Si F” est une extension galoisienne finie de Q, sur
laquelle V' devient semi-stable, on raisonne comme avant avec la composée F'F. O

La classe d’isomorphisme du lemme 2.2.1.2, c’est-a-dire la classe d’isomorphisme de
représentation de Weil-Deligne de Dy p (V) ® Req, Qp, est par définition la représentation
de Weil-Deligne associée a la représentation potentiellement semi-stable V. Rappelons
enfin la définition des poids de Hodge-Tate associés a une représentation potentielle-
ment semi-stable de G, a coefficients dans Qp (i.e. dans une extension finie arbitraire-

ment grande de Q, dans Qp). Soient E une extension finie de Q, dans Qp et V une
représentation continue E-linéaire de G, sur un E-espace vectoriel de dimension finie, on
note (rappelons que ¢ est le caractere cyclotomique p-adique) :

(Cp @q, V){i} ={z € C, @q, V | g(z) = €'(9)z, Vg € Gy}
(G, agissant sur C, et sur V). C’est un E-espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 2.2.1.3. Soit V' une représentation potentiellement semi-stable de G, a
coefficients dans une extension finie E de Q, dans Q,, alors on a un isomorphisme de
C, ®q, E-modules compatible a l'action de G, :

PC, 2q, (C,@q, V){i} = C,®q, V
€L

(Uaction de G, étant semi-linéaire sur C, et linéaire sur E).
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Voir [Fo2],§3 pour la preuve. Les entiers i tels que (C, ®q, V){i} est non nul sont par
définition les poids de Hodge-Tate de la représentation potentiellement semi-stable V' (il
n’y en a qu'un nombre fini).

2.2.2.  On fixe une représentation continue :
p: Gal(ﬁp/Qp) - GL?(FP)

telle que Endg g | (p) = F,. Pour toute extension finie £ de Q, dans Qp d’anneau de
valuation O et de corps résiduel F tel que p(G,) C GLy(F), on dispose d'un anneau de
déformation universel R(p)¢ qui est une O-algebre locale noethérienne compléte de corps
résiduel F (voir par exemple 'appendice A de [CDT]). Fixons k un entier > 1, 7 un type
galoisien de degré 2 et I une extension finie de Q,, dans Qp d’anneau d’entiers O et de

corps résiduel F. On suppose que 7 est rationnel sur E (i.e. 7 : [, — GLy(E) — GL2(Q,))
et que p est rationnel sur F. On dit quune déformation p de p a I'anneau des entiers O’
d’une extension finie £ de £ dans Q, est de type (k,T) si :

(i) p ®g Q, est potentiellement semi-stable & poids de Hodge-Tate (0, k — 1),

(ii) WD(p®gQ,)|1, = 7ot WD(p®gQ,) est la représentation de Weil-Deligne associée

ap®g Q, (i.e. on regarde seulement la restriction a I'inertie de la représentation de Weil
sous-jacente),

o (ot , , #(e 7"t 1det(p)) (Gp)
(iii) (7" 'det(p))(G,) est d’ordre fini et p (e iaet(0) (1)

Remarquons que :
(e det(p®gy Q,))lr, = WD(det(p @9 Q,))l1,
H(WD(p 8o Q)i
= t(WD(P Doy Qp) |1p)
= det(7)
de sorte que la derniere condition est équivalente a :

(iii)pis (7" det(p))(G)) est d’ordre fini et p #(;_det(i(;i([psz?tf)c;p)

En particulier si det(7) est modéré, elle est aussi équivalente a :
(iii)moa (7" *det(p))(G,) est d’ordre fini premier a p.

= d
d

(§]

Remarque 2.2.2.1. Si det(7) n’est pas modéré, il n’existe pas de déformations de p sa-
tisfaisant (i), (ii) et (iii)moq puisqu’alors p divise #det(7)(13*) et donc # (e **'det(p)) (G,).

Signalons tout de suite :

Lemme 2.2.2.2. Lorsque T n'est pas scalaire, toute représentation potentiellement semi-
stable de G, de dimension 2 sur Q, et de type T (i.e. telle que la restriction a I, de la
représentation de Weil-Deligne associée est isomorphe a T) est potentiellement cristalline.

Démonstration. Toute représentation de Weil-Deligne de dimension 2 telle que N # 0
est scalaire quand on la restreint a l'inertie. En effet, elle est réductible car elle stabilise
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Ker(N) et les deux caracteéres diagonaux restreints a l'inertie sont les mémes car N com-
mute avec 'inertie. Si 7 n’est pas scalaire, ¢’est donc que N = 0, i.e. que la représentation
de départ est potentiellement cristalline. O

On dit qu'un idéal premier p de R(p)o est de type (k,7) s’il existe un homomor-
phisme de D-algebres R(p)g — Z, de noyau p tel que la déformation p : G, — GLy(Z))
obtenue par composition a partir de la déformation universelle G, — GLy(R(p)go) soit
de type (k, 7). Puisque 7 est rationnel sur F, si p est un tel idéal premier, alors pour
tout morphisme de D-algebres R(p)o — Z, de noyau p, la déformation correspondante
G, — GLy(Z,) est de type (k,7). S'il n’y a pas d’idéal p de type (k,7), on définit
R(k,7,p)po = 0. Sinon, on définit R(k,T,p)p comme le quotient de R(p)y par l'inter-
section des idéaux premiers de type (k, 7). C’est une 9D-algebre plate locale noethérienne
complete réduite de corps résiduel F.

Lemme 2.2.2.3. Si on remplace E par une extension finie E' de E dans Qp d’anneau
d’entiers O, alors R(k,T,p)o ~ 9" ®p R(k,7,p)0.

Démonstration. Notons d’abord que R(p)y ~ R(p)p ®p O’ (cf. 'appendice A de [CDT]).
Il suffit de montrer que si p C R(p)¢o est un idéal premier de type (k, 7), alors pR 9D’ = Nq
ou 'intersection est prise sur les idéaux premiers de R(p)go ®o O’ contenant p (en utilisant
que 7 est rationnel sur E, on vérifie que tous ces idéaux sont encore de type (k,7)). Ce
résultat se déduit du fait classique d’algebre commutative suivant : si A — B est un
morphisme d’anneaux et p un idéal de A tel que B/pB n’a pas d’éléments nilpotents,
alors pB = Mpcqq, 'intersection étant prise sur les idéaux premiers q de B contenant

p. 0

La conjecture suivante a été inspirée par des conjectures ou questions antérieures (cf.
par exemple l'introduction de [FM] ou le §1.2 de [CDT]) et par tous nos calculs :

Conjecture 2.2.2.4. Pour tous (k,7,p) et E,9 comme ci-dessus :

(i) R(k,7,p)o est équidimensionnel de dimension de Krull 2 (s’il est non nul),

(ii) R(k,7,0)o ® E est un anneau régulier,

(i4i) si p est le noyau d’un morphisme de D-algébres R(p)o — Z, qui se factorise par
R(k,7,0)o, alors p est de type (k,T).

Rappelons qu'un anneau local noethérien A est dit équidimensionnel si dim(A) =
dim(A/p) pour tout idéal premier minimal p de A ou dim désigne la dimension de Krull.

Lemme 2.2.2.5. Soit O’ comme au lemme 2.2.2.5. La conjecture 2.2.2.4 est vraie pour
R(k,7,p)p si et seulement si elle est vraie pour R(k,T,p)¢y.

Démonstration. Commengons par (iii). Si (iii) est vrai pour R(k, T, p)¢ et si q est le noyau
de R(p)oy — R(k,7,p)oy = R(k,7,0)p ® 9’ — Z,, alors p = qN R(p)g est de type (k,7)
par hypothese d’ou il s’ensuit aisément que q est de type (k, 7). La réciproque est facile et
est laissée au lecteur. Passons a (ii). Si R(k, 7,p)o ® E est régulier, comme toute extension
finie de E est séparable, R(k,7,p)p ® E est géométriquement régulier sur £ (voir par
exemple [Mat|, Lemma 1 p.216 et Theorem 28.7). En particulier R(k,7,p)q ® E' est
régulier. Supposons R(k,T,p)q ® E' régulier. 11 suffit de montrer que pour tout idéal
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premier p de R(k,7,p)p ® E, le localisé (R(k,7,p)p ® E), est régulier. Soit p’ un idéal
premier de R(k,7,p)p ® E' = R(k,7,p)¢y ® £’ au dessus de p, alors (R(k,7,0)p ® ')y
est régulier et est plat sur (R(k,7,p)p ® E),. Par EGA Oy, proposition 17.3.3 (i), il
s’ensuit que (R(k, T,p)p ® E), est régulier. Passons maintenant a (i). Comme R(k, 7,7p)qy
est entier sur R(k,7,p)o par le lemme 2.2.2.3, on a dim(R(k, 7,p) ) = dim(R(k, 7,0)0)-
Supposons R(k, 7, p) ¢ équidimensionnel et soit p un idéal premier minimal de R(k, 7,p)g.
Si p’ est minimal (pour l'inclusion) parmi les idéaux premiers de R(k,T,7)¢qr au dessus
de p, on vérifie facilement que p’ est un idéal premier minimal de R(k,7,p)q . Comme

R(k,7,p) ~/ . R(k,T,p . R(k,m,p . R(k,7,p) ~/ _
%l est entier sur %2, on a dlm(%l) = dlm(%l) et R(k,7,p)p est
équidimensionnel. Réciproquement, supposons R(k, 7, p)o équidimensionnel et soit p’ un

idéal premier minimal de R(k,7,p)q. Le “going-down” entraine que p = p' N R(k,7,p)po

P . . . — ;. . R(k77—7ﬁ)g/
est un idéal premier minimal de R(k, T,p)¢o. On a comme précédemment dlm(T) =
R(k,m,p N . o _
dim(%l) d’ot1 I'équidimensionnalité de R(k, T, p)qy . U

Pour tout anneau local noethérien (A, m), la fonction x(n) = long 4 (A/m™*!) est un po-

emaz N
lynéme en n pour n > 0 de degré dim(A) et de coefficient dominant ————= ot €,,4,(A)

dim(A)!
est un entier strictement positif (si A est non nul) appelé “multiplicité de Samuel” (cf.
[Mat],§13).

A tout entier k£ > 1, a tout type galoisien 7 de degré 2 et a toute représentation finie
P Gal(Q,/Qp) — GLo(F)) telle que Endg ¢ 1(p) = F,, on associe un entier positif ou
nul g4 (k, 7, p), la “multiplicité galoisienne”, de la facon suivante :

tgat(K, 7, P) = €max (R(k> 7,0)p ®p F)
Autrement dit pigq(k, 7, p) est la multiplicité de Samuel de 'anneau local R(k,7,p)p ® F.
Le lemme élémentaire suivant est laissé au lecteur :

Lemme 2.2.2.6. Soit ©' comme au lemme 2.2.2.3 de corps résiduel F' O F, alors
Cmazx (R(k),T, ﬁ)g’ ®D’ F/) = €mazx (R(k>7—7 p)D ®D F)

Notons que iy (k,7,p) = 0 si et seulement si R(k,7,p)g = 0 (i.e. il n’y a pas de
déformation de p de type (k, 7)), et que pga(k,7,p) = 1 si et seulement si R(k,7,p)o =~
O[[X]] (modulo la conjecture 2.2.2.4 : voir le lemme 5.1.8).

Remarque 2.2.2.7. Si R(k,7,p)p # 0, la conjecture 2.2.2.4 prédit que R(k,7,p)p @ F
est de dimension 1 de sorte que pyq(k, 7, p) peut se voir de fagon plus directe comme la
dimension sur F de mmn—L pour n > 0 ou m est I'idéal maximal de R(k,7,p)o ® F.

Remarque 2.2.2.8. Plutot que de supposer 7 rationnel sur F, on aurait pu supposer
seulement 77 ~ 7 pour tout o € Gal(Q,/E) ot 77 est le conjugué de 7 par o.

Remarque 2.2.2.9. En oubliant la condition (iii) sur le déterminant dans la définition
des déformations de p de type (k,7) (ce qui conduit a davantage d’idéaux premiers de ce
type), on définit de maniere analogue des quotients R(k, 7,p)q de R(p)o. Lorsque det(7)
est modéré, on peut montrer qu’on a des isomorphismes (non canoniques) : R(k, 7, ) =~

R(k,7,p)ol[D]] et donc des égalités emeq(R(k,7,0)0 @0 F) = €maz (R(k, 7,0)5 ®p F).
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Nous avons gardé la condition (iii) car elle intervient dans les problemes de déformations

de [Wi], [TW], [CDT], [BCDT], etc.

2.3. La conjecture.

2.3.1. La conjecture fait le lien entre les multiplicités pq.:(k, 7,0) (cOoté représentations
en caractéristique p de GLy(Z,)) et les multiplicités piya(k, 7,p) (cOté représentations

p-adiques et en caractéristique p de Gal(Q,/Q,)). Il s’agit donc, comme indiqué dans
I'introduction, d’une conjecture dans ’esprit de la “philosophie de Langlands” :

Conjecture 2.3.1.1. Soient k un entier tel que 1 < k <p, T un type galoisien de degré
2etp:Gal(Q,/Qp) — GLa(F,) une représentation continue telle que Endg ¢ 1(p) = F).
Awvec les notations précédentes :

poar(k, 7, p) = ##det(1) (L") - pau (K, 7, D).

En particulier si det(T) est modéré, on a :

,ugal(ka T, )5) - Maut<k7 T, p)

Cette conjecture et la précédente impliquent :
(1) praut(k,7,p) = 0 si et seulement si R(k,7,p)g = 0 (et p n’admet pas de déformation
de type (k, 7)),
(ii) si det(7) est modéré, pgu(k,7,p) = 1 si et seulement si R(k,7,p)g ~ O[[X]] (par
5.1.8).
Lorsque k = 2, la conjecture 2.3.1.1 entraine essentiellement la partie “type” de la conjec-
ture 1.3.1 de [BCDT] (mais seuls les types galoisiens non scalaires, i.e. par le lemme 2.2.2.2
et le théoreme 1.4 de [Brb] seules les représentations potentiellement Barsotti-Tate, sont
considérés dans [BCDT]).

2.3.2.  Nous montrons ici qu’il suffit de démontrer les conjectures 2.2.2.4 et 2.3.1.1 pour
les 7 tels que det(7) est un caractére modéré de I,. Appelons type (galoisien) de degré 1

tout caractere de noyau ouvert x : I, — 6: qui s’étend a G, et p-type de degré 1 tout
type de degré 1 tel que x(1,) est un p-groupe, i.e. x(I,) C 1+ my .

Lemme 2.3.2.1. Soient 7 un type galoisien de degré 2 quelconque et x un type galoisien
de degré 1 modéré. Alors la conjecture 2.2.2.4 est vraie pour T (i.e. pour tous les k,p) si
et seulement si elle est vraie pour T ® x. De méme, la conjecture 2.3.1.1 est vraie pour T
st et seulement si elle est vraie pour T ® X.

Démonstration. Soit x’ un caractere de G, de noyau ouvert tel que #x'(G,) est premier
apet x|, = x. Quitte a augmenter O, on peut supposer x'(G,) C O (lemmes 2.2.2.5
et 2.2.2.6). Remarquons que si Y est la réduction de x’ dans F, x' = [\/] (représentant
de Teichmiiller). La torsion par x’ sur R(p) induit un isomorphisme de O-algebres h,, :
R(p®X') = R(p) et p est un idéal premier de R(p®Y’) de type (k,7®Y) si et seulement si
h,/(p) est de type (k, 7). De ceci et du fait que la régle d’admission du §2.1.2 est compatible
aux twists, on déduit aisément le résultat. [l
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Proposition 2.3.2.2. Soit 7 un type galoisien de degré 2 tel que det(T) est modéré et
X un type galoisien de degré 1 quelconque. Si les conjectures 2.2.2.4 et 2.53.1.1 sont vraies
pour T (i.e. pour tous les k,p) alors elles sont vraies pour T @ x.

Démonstration. Quitte a écrire X = Ximod * Xsauwv OU Xmod €St un type de degré 1 modéré
et Xsaun Un p-type de degré 1 et a remplacer 7 par T ® Xmod, ON est ramené par le lemme
2.3.2.1 au cas ou x est un p-type. Remarquons qu’alors figu(k, 7,0) = flau(k, T @ X, D)
puisque o (k, T)Ds =o(k,7® X)GS. Soit r = #x([;*") et notons x1, ..., X, les r caracteres
finis distincts de G, tels que (via W5 ~ QX) xilr, = x et xi(p) € x(I3*). Si p est une
déformation de p de type (k,7), il est clair que pour tout i € {1,....;r}, p ® y; est une
déformation de p de type (k,7 ® x) (la seule condition non triviale est (iii) mais comme
det(7) est modéré, det(r ® x)([;*) = x*(I;**") = x(1;***) car p # 2, et on a un iso-
morphisme de groupes abéliens (det(p)e™*)(G,) = (det(p)e " x3)(G,)/(xX*) (I3 ~
(det(p@x;)e *1)(G,)/det(T@x)(I57)). De plus, sii # j et si p, p’ sont deux déformations
de p de type (k,7), alors p @ x; % p' ® x; (car #(det(p)e "1)(G,) est premier a p et
p divise #(det(p)e " x2x;?)(G,)). Réciproquement, pour toute déformation p de p de
type (k,7 ® x), on a (det(p)e *')(p) = pap2 ot iy est une racine de I'unité dans Q)"

et o € XQ(I;‘““’) = X(L;*) C ppes (Q:) Soit x l'unique extension de x a G, telle que
X(p) = Vi, € x(1;7), alors il existe i € {1,...,7} tel que Y = x; et p = p® x; ! est
une déformation de p de type (k, 7). Quitte a étendre O, on suppose x(I,) C 9. Par la
suite, on omet les coefficients O en indice pour alléger le texte. Soient h; : R(p) — R(p)
pour 1 < i < r les automorphismes de O-algebres correspondant au twist par y; sur la
déformation universelle de p. De tout ce qui précede, on déduit 1’égalité suivante entre
ensembles d’'idéaux premiers de R(p) :

{p premier de type (k,7® x)} = H{hi(p), p premier de type (k,7)}.
i=1
nt

Notons I; = Nphi(p) et R; = R(p)/1; = R(k,7,p), comme R(k,7® x,p) = R(p)/ N
I;, on a une injection de O-algebres R(k,7 ® x,p) — [[i_, R;- Supposons vraies les
conjectures pour 7. Par le (iii) de la conjecture 2.2.2.4, le noyau de tout morphisme
R(p) — Z, se factorisant par R; est de la forme h;(p) avec p de type (k,7). On en
déduit (R(p)/(L; + 1,;))(Z,) = 0 si i # j : en effet, s'il existe un morphisme de D-algebres
R(p) — R(p)/(I; + I;) — Z,, son noyau est de la forme h;(p) = h;(q) avec p,q de type
(k,T) ce qui est exclus par ce qui précéde. Par le lemme 5.1.1, Ii[%] + Ij[%] = R(ﬁ)[%] d’ou
Rk, 7® X,ﬁ)[%] =TT, Ri[gl)] par le “lemme chinois” ([Mat],th.1.3 et 1.4). On en déduit
aisément les (i) et (ii) de la conjecture 2.2.2.4 pour 7 ® x a partir de leurs analogues pour
T en remarquant que tous les R; sont isomorphes a R(k,7,p). Par le lemme 5.1.2, on a
aussi [[_, Ri(Z,) = R(k,7 ® x,p)(Z,). Cela entraine que tout élément de R(p)(Z,) se
factorisant par R(k,T ® x,p) se factorise aussi par un R;, donc a pour noyau un idéal
premier de la forme h;(p) avec p de type (k, 7) i.e. un idéal premier de type (k, 7 ® x). Du
lemme 5.1.6, on déduit encore :

/Lgal(k,T@X,ﬁ) = T'/“LQGZU{;?T?p)
= #det(’f &® X) ([;auv) : ,Uaut(k7 T, ﬁ)
= #det(T & X) (];auv) ' Maut(k7 T X7ﬁ)
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Les deux conjectures sont donc vraies pour 7 ® Y. U

Corollaire 2.3.2.3. [l suffit de montrer les conjectures 2.2.2.4 et 2.3.1.1 pour les T tels
que det(T) est modéré.

Démonstration. Soit 7 un type galoisien de degré 2 quelconque. Il est facile de voir qu’il
peut s’écrire 7 = 7' ® x ou x est un p-type de degré 1 et 7/ un type de degré 2 tel que
det(7’) est modéré. Par la proposition 2.3.2.2, il suffit de montrer les conjectures pour
7. O

2.3.3. Donnons tout de suite I'exemple le plus simple, celui ou k = 2 et 7 = triv (la
représentation triviale de dimension 2). D’apres le §2.1.1, (1) = St = 0(2, triv) et donc
o(2,triv) = op-1,0- Rappelons ce que donne la regle d’admission dans ce cas (cf. §2.1.2) :

: o fw o . s [ wA ) *
(i) ptaut(2,triv,p) = 1sip|;, ~ (O 1) avec * tres ramifié ou si p ~ ( 0 )\(ﬁ)) avec

a,ﬁEF: et a # [ ousi |y, ~ (%2 £p>,
2

(1) paut(2,triv,p) = 2 si p ~ <W)\éa) /\(*0‘)) avec o € F; et * peu ramifié,

(ili) fraue(2, triv, p) = 0 sinon.

Par ailleurs un calcul (facile) de réseaux dans les représentations semi-stables de G, de
dimension 2 a poids de Hodge-Tate (0, 1) fournit le résultat (cf. théoreme 5.3.1 (i)) :

(i) R(2,triv,p)o ~ O[[X]], donc pigq (2, triv,p) = 1, si plg, ~ avec * tres ramifié

ousip~ (w)\éa) )\(*ﬂ)) avec a, (3 GF; et a # B ousi p|g, ~ (%2 £§>,

(i) R(2,triv,p)o ~ O[[X]] x O[[X]] (voir I'introduction ou la définition 5.1.3 pour la

w)\o(oz) A(*a))

w ok
0 1

notation ~), d’olt figa(2,triv,p) =1+ 1 = 2 par le lemme 5.1.6, si p ~ (

avec a € F: et * peu ramifié,

(ili) R(2,triv,p)p = 0, donc pgq (2, triv, p) = 0, sinon.

On a bien dans chaque cas ftgu(2, triv, p) = pga(2,triv,p). Nous allons voir par la suite
que la regle d’admission du §2.1.2 fournit encore cette méme formule en poids pairs
supérieurs.

3. PRELIMINAIRES SUR LES MODULES FILTRES A COEFFICIENTS

La théorie des modules de Dieudonné filtrés (resp. des modules fortement divisibles)
est en général présentée dans la littérature lorsque les représentations galoisiennes poten-
tiellement semi-stables correspondantes (resp. leurs réseaux préservés par Galois) sont a
coefficients seulement dans Q, (resp. Z,) (e.g. [Fol], [FM]SIL, [Br2], etc...). Or la présence
de coefficients est essentielle lorsque 'on travaille avec des formes ou des représentations
automorphes, mais source de complications techniques du coté modules filtrés. Dans la
suite, apres avoir rappelé quelques résultats élémentaires sur les modules filtrés avec co-
efficients généraux, nous nous restreignons pour limiter ces complications (et vu notre



21

objectif principal) & ceux provenant des représentations semi-stables de Gal(Qp /Q,) sur

Q,.

3.1. Modules filtrés faiblement admissibles a coefficients. On commence par le
cas général. On renvoie & [Fo3],§3 et §4.2 pour la définition de B, et By.

3.1.1. Soient F' et E des extensions finies de Q, dans Qp et Iy la plus grande exten-
sion non ramifiée contenue dans F. Appelons (¢, N, F, E)-module filtré la donnée d’un
Fy®q, F-module libre de rang fini D muni d'un automorphisme Fy-semi-linéaire (par rap-
port au Frobenius sur F) et E-linéaire ¢, d’un endomorphisme nilpotent Fyy®q, E-linéaire
N tel que Ny = ppN et, apres extension des scalaires a F', d'une filtration décroissante
par des sous-F ®q, E-modules Fil'(F ®p, D) (pas forcément libres, cf. remarque 3.1.1.4)
nuls pour ¢ > 0 et égaux a F ®p, D pour i < 0. Tout (¢, N, F, E)-module filtré est aussi
un (¢, N, F, Q,)-module filtré en oubliant sa structure de E-espace vectoriel.

Soit D un (¢, N, F, Q,)-module filtré. Pour tout entier d, A%OD est un (¢, N, F,Q,)-
module filtré de maniere évidente (cf. [Fo2],§4.3). Si d =dimpg,D, A%, D est de dimension 1
sur Fy. Notons ¢ (D) le plus grand i tel que Fil'(F®@p, A} D) # 0 et ty(D) = val,(¢(x)/z)
ol x est un élément quelconque non nul de A%OD et p(x)/x € Fy .

Définition 3.1.1.1. ([F02],84.4) (i) Soit D un (¢, N, F,Q,)-module filtré. On dit que
D est faiblement admissible si ty(D) = ty(D) et si pour tout sous-Fy-espace vectoriel
D’ de D stable par ¢ et N, on aty(D') < ty(D') ot F ®g, D' est muni de la filtration
induite par ' ®@p, D.

(i1) Soit D est un (¢, N, F, E)-module filtré. On dit que D est faiblement admissible si le
(¢, N, F,Q,)-module filtré sous-jacent est faiblement admissible.

A tout (¢, N, F, E)-module filtré D, on associe :
Va(D) = (By @r, D)5z [ | Fil’(Bar ®F (F ®p, D))

olt p sur By ®p, D est défini comme p®@¢p, N comme NQId+Id®N, ou Fil° est la filtration
“produit tensoriel sur I et ou %::10 signifie qu’on considere les éléments x € By ® D tels
que ¢(x) = x et N(z) = 0 (remarquons que By muni de ¢, N et vu comme sous-
anneau de Bygr dépend du choix d’une uniformisante sur F, cf. [F02],§5.1.2). On voit que
V(D) est une représentation E-linéaire de Gp = Gal(Q,/F) via son action sur By,. Par
[Fo2],th.5.3.5 et [CF], le foncteur D +— V(D) est une équivalence de catégories entre les
(p, N, F, E)-modules filtrés faiblement admissibles et les représentations p-adiques semi-
stables de G a coefficients dans E. Certains cas importants de cette équivalence, en
particulier tous ceux du §4, étaient déja connus avant ([FL],[Br4]). Soit £ un entier > 1,
D un (¢, N, F, E)-module filtré et posons :

(1) Var(D) = (By ®r, D)5 m Fil* ' (Bur ®F (F ®p, D)).
C’est encore une représentation E-linéaire de Gp.

Lemme 3.1.1.2. Pour tout (¢, N, F, E)-module filtré D, on a un isomorphisme de
E[Gg]-modules : Vi (D) ~ Vu(D)(k —1).
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Démonstration. On passe d'un élément de V(D) (resp. Vi (D)) & un élément de Vi (D)
(resp. V(D)) en multipliant (resp. divisant) par t*~! oli  est un générateur de Z,(1) dans
B,;. Le résultat s’en déduit facilement. O

Du résultat de [CF], du lemme 3.1.1.2 et en se souvenant que les poids de Hodge-Tate
(cf. §2.2.1) de V(D) sont les opposés des entiers i tels que Fil'(FQp, D) # Fil ™ (F®g, D)
(cf. [Fo2],th.3.8), on déduit aisément :

Corollaire 3.1.1.3. Le foncteur D +— Vg (D) est une équivalence de catégories entre
les (p, N, F, E)-modules filtrés faiblement admissibles D tels que Fil®(F®p, D) = F®p, D
et Fil*(F ®g, D) = 0 et les représentations p-adiques semi-stables de Gr a coefficients
dans E et a poids de Hodge-Tate dans {0, ...,k — 1}.

Remarque 3.1.1.4. Soit D un (¢, N, F, E')-module filtré faiblement admissible. Il n’est
pas vrai en général que les Fiil'(F®p, D) sont des F®q, E-modules libres. Voici un contre-
exemple élémentaire ol le (¢, N, F, E)-module filtré est libre de rang 1 sur [y ®q, £ (on
suppose p non congru a 1 modulo 4) :

E=F=F = Qg=Q,+V-1)
D = Fyoqg E-¢

ple) = (]%1691+—\/_®\/_>
N(e) = 0

FilD = Dsii<0

Fil'D = Fy®q, E-[1®1+vV-10v-1) ¢
Fil'lD = 0sii>2.

Proposition 3.1.1.5. Soit D un (¢, N, F, E)-module filtré. Alors D est faiblement
admissible si et seulement sitg(D) = tn(D) et pour tout sous-Fy ®q, E-module D" de D
stable par ¢ et N, on a tg(D') <ty(D') ot F ®p, D' est muni de la filtration induite.

Démonstration. Notons qu'un tel D’ est en particulier un (p, N, F, Q,)-module filtré de
sorte que l'assertion a bien un sens. La condition étant évidemment nécessaire, le point
est de montrer qu’il suffit d’avoir t5(D') <ty (D') pour les sous-Fj ®q, £-modules D' de
D stables par ¢ et N pour en déduire la méme chose pour les sous-Fy-espaces vectoriels
stables par ¢ et N (mais pas forcément par 'action de E). La preuve est essentiellement
la méme que celle de [Fo2],prop.4.4.9 mais pour la commodité du lecteur, nous la donnons
en entier. Remarquons d’abord que la catégorie des (¢, N, F, Q,)-modules filtrés tels que
tout sous-Fy-espace vectoriel stable par ¢, N (avec filtration induite) vérifie I'inégalité
ty < ty est stable par somme directe (exercice). Supposons I’énoncé faux et soit D’ un
contre-exemple de dimension minimale sur Fj i.e. un sous-Fy-espace vectoriel de D stable
par ¢, N tel que tg(D') > ty(D') et tg(D") < ty(D") pour tout sous-Fy-espace vectoriel
D" ¢ D stable par ¢, N. Solent d = [E : Q,], z un élément primitif de E sur Q, et
D, = EZ 0 "2'D' C D : cest un sous-F, ®Q E-module de D stable par ¢, N d’ou
tr(Diy) < tn(Diy). Soient iy, ....i, € {0,....;d — 1} tels que Di,, = ", a% D’ avec r
minimal. Notons D; le noyau de &/_,2% D" — D;at (avec F' ®p, D1 muni de la filtration
induite) et Dy = (®}_,2% D") /Dy avec F®p, Dy muni de la filtration quotient. Remarquons
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que Dy ~ D’ . sil'on oublie la filtration mais Fil'(F ®p, Dy) — Fil'(F ®p, D.,,), de
sorte que tg(Ds) < ty(D)y,) < tn(Dly) = tn(D2). Soit D I'image de D, dans 2% D’ (via
la projection sur ' D’) et munissons F' ®p, D’ de la filtration induite par F' ®p, 24D’
On a D) ¢ 2% D’ sinon r ne serait plus minimal puisqu’on pourrait se passer de z% D’
Comme la multiplication par z% : D' = z%D’ est un isomorphisme de (p, N, F, Q,)-
modules filtrés, on en déduit que tous les sous-Fy-espaces vectoriels de D;- stables par
v, N (avec filtration induite) vérifient 'inégalité t; < ty, donc il en est de méme pour
69;7:1:BijD§- ce qui entraine ty(D;) < ty(D;). Les propriétés d’additivité de tg et ty
impliquent d'une part ty(®j_,29D") = ty(D1) + ty(D2) < ty(D1) + ty(D2) et d’autre
part ty (P24 D) = rtg(D') > rtn(D') = tn (Do 2 D') = tn(Dy) + ty(D2)

j=

ce qui est absurde. [l

L’avantage de cette proposition est qu’il y a en général moins de sous-Fy ®q, £-modules
stables par ¢ et N que de sous-Fy-espaces vectoriels stables par ¢ et N...

3.1.2. Considérons maintenant le cas des représentations semi-stables de G, i.e. le cas
F = Fy = Q,. Un (¢, N,Q,, E)-module filtré est simplement la donnée d'un E-espace
vectoriel de dimension finie D muni d’un automorphisme FE-linéaire ¢, d’'un endomor-
phisme nilpotent E-linéaire N tel que Ny = ppN et d’une filtration décroissante par des
sous- E-espaces vectoriels Fil'D nuls pour ¢ > 0 et égaux & D pour ¢ < 0. Si D est un
(¢, N, Q,, E)-module filtré, il en est de méme de A%LD pour tout entier d non nul et on
note t5(D) le plus grand i tel que Fil'(AG™"P D) # 0 et t5(D) = val,(p(z)/x) ol z est
un élément quelconque non nul de AG™"PD et ¢(z)/z € EX.

Corollaire 3.1.2.1. (i) Soit D un (¢, N, Q,, E)-module filtré. Alors D est faiblement
admissible si et seulement si t5(D) = t5%(D) et pour tout sous-E-espace vectoriel D' de
D stable par o, N et muni de la filtration induite, on a t5(D") < t&(D').

(ii) Le foncteur D w— Vi x(D) = Filk_l(Bst(g)QpD)ﬁ[::%k_l est une équivalence de catégories
entre les (¢, N, Qp, F)-modules filtrés faiblement admissibles D tels que Fil°’D = D et

Fil*D = 0 et les représentations p-adiques semi-stables de G, a coefficients dans E et d
poids de Hodge-Tate dans {0, ...,k — 1}.

Démonstration. (i) découle de la proposition 3.1.1.5 et des formules t5 = [E : Q,)ty et
th = [F : Qp)tn. (ii) est un cas particulier du corollaire 3.1.1.3. O

Exemple 3.1.2.2. Donnons I'exemple des représentations semi-stables de GG, de dimen-
sion 2 sur Qp. Quitte a tordre par une puissance du caractere cyclotomique, on se ramene
au cas ou les poids de Hodge-Tate sont (0,k — 1) (pour un entier & > 1). Les modules
filtrés faiblement admissibles auxquels ces représentations correspondent par le foncteur
Vit sont tous de la forme D = Qpel @Qpeg avec Fil'D = D pour i < 0, Fil*'D # 0 et
Fil'D = 0 pour i > k ol k est un entier > 0. Si k = 1, alors N = 0 et, quitte & changer

de base, ¢ s’écrit de maniere unique soit p(e;) = pey, p(ea) = pes avec u € ZZ, soit,

oler) = ey + e, w(ea) = pges avec g, g € Z;. Si k> 2, alors Fil'D = ... = Fil*='D
est une droite et, apres changement de base, on a les possibilités suivantes deux a deux
non isomorphes :
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(i) N = 0 et représentation scindée

pler) = p e
plea) = pae
F’ilk_lD = %751

M1, f2 € Zp

(ii) N = 0 et représentation réductible non scindée

pler) = p"(mer +e2)
plea) = Ha2
Filk-'D = Qpel
=X
i, 2 € Z,
(iii) N = 0 et représentation irréductible
pler) = pPlue
plea) = —e1tve
Filk_lD = Qpel
X
7 € Z,
v S mz,
(iv) N # 0. Fixons 7 € Z, tel que 7% = p
([ pler) = T ey
plea) = _Wk_2M€2
Fil*'D = Qp(61 + Eeg)
N(el) = ()]
N(eg) = 0
X
It € Z,
\ £ € Q,

Nous omettons la preuve. Le lecteur peut 'extrapoler a partir du corollaire 3.1.2.1, de
[FM],Th.A et de [Br2],§6.1.1. Dans la suite, on note D = D(uy, p12), (f1, p2) € Z; X Z;,
si D provient du (i) ou du (ii) (sans distinction des deux cas), D = D(u,v), (u,v) €
7; x mgz , si D provient du (iii) et D = D(u, £), (1, £) € z: x Q,, si D provient du (iv).

3.2. Certains modules fortement divisibles a coefficients. Notre intention n’est
pas de développer ici une théorie systématique des modules fortement divisibles avec
coefficients mais seulement d’introduire le strict nécessaire pour nos besoins (cf. §5.2).
On fixe © I'anneau des entiers d'une extension finie £ de Q, dans Qp et on note F son

corps résiduel. On fixe également un entier k € {1,...,p — 1}. Pour utiliser By et ;1;, on
a besoin de choisir une uniformisante de Q, : on prend p. Nous ne rappelons pas ici la

construction de A,; mais renvoyons le lecteur & [Br1],62 ou [Br2],§3.1.1 ou [Br4],§2.2.2.

3.2.1. On fixe R une D-algebre plate locale noethérienne compléte pour la topologie de
son idéal maximal mg de corps résiduel F. Soit Sg le complété mg-adique de 'algebre des
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polynomes a puissances divisées en u et coefficients dans R. En clair :
— >
Sp=R<u>= erﬁ,rj € R,r; — 0 dans R quand j — +o0 ;.
Jj=0 '

On munit Sz d’une filtration positive décroissante par des sous-Sg-modules Fil'Sg (i
entier), d'un opérateur de Frobenius ¢ et d’une dérivation R-lineaire N en posant :

. > —p)J
Fil'Sgr = {eru,rjER,rj—>Oquandj—>+oo},
4!

Jj=t
X W . WP
90(2:73?) = Zﬁ'ﬁ’
j=0 j=0
W - u’
N( r-f) = S (=1)r
;0 7! = TG -1)

On pourrait se dispenser des signes qui apparaissent dans la formule définissant N, mais
nous préférons garder les conventions de [Br2] (ces signes ont une origine “syntomique” !).
Les relations entre ces structures sont Ny = ppN, N(Fil'Sg) C Fil'"'Sy (pour tout 7)
et p(Fil'Sg) C p'Sg pour i < p— 1. On remarque que p((u—p)’) € p'Sy (0 <i <p-—1).
Si I est un idéal de R, notons que ISp = {37~ rj?.—i, r; € I,r; — 0 quand j — 400} par
le lemme d’Artin-Rees ([Mat],th.8.5).

Définition 3.2.1.1. On appelle R-module fortement divisible la donnée d’un Sg-module
M libre de type fini muni d’un sous-Sgr-module Fil* Y M et d’endomorphismes o, N : M —
M, ces données étant assujetties aux condiltions suivantes :

(i) Fil*"*M contient Fil*"'SrM,

(ii) Filk=IM N IM = [ Fil*=*M pour tout idéal I de R,

(7ii) p(sx) = @(s)p(x) ot s € Sg, v € M,

(iv) o(Fil*=tM) est contenu dans p*~*M et ’engendre sur Sg,

(v) N(sxz) = N(s)x + sN(x) ou s € Sg, v € M,

(vi) N = ppN,

(vii) Fil*SgN(Fil*=1M) C Filk=1M.

Si M est un R-module fortement divisible alors ¢ : M — M est automatiquement
injectif (regarder sur M|[1/p]).

Exemple 3.2.1.2. (i) Soit M un Z,-module fortement divisible de Fontaine-Laffaille
([FL],dét.7.7) qu’on suppose muni d'une action de O (de sorte que M est aussi un O-module
libre) et d’un endomorphisme O-linéaire N tel que N(Fil'M) C Fil'"'M et Ny = ppN,
alors :

k—1 . . k-1 .
(M = M ®¢ Sg, Fil* "M = Z,_O Fil'lM @ Fil*"Sp, o = Z‘_O Poi ® o,

N = N®Id+]d®N)
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est un R-module fortement divisible.
(ii) Soient h € {0,....,k — 1} et » € R*, alors :

(M = Sgeq, Fil* "M = (Fil* "' Sg)er + Sr(u — p)er, (er) = p" ' "rei, N(er) = 0)

est un R-module fortement divisible de rang 1. Si R est integre, tous les R-modules
fortement divisibles de rang 1 sont de cette forme.

(iii) On verra des exemples de R-modules fortement divisibles de rang 2 non triviaux aux
84 et §5.

Rappelons qu’un objet de la catégorie M"™' de [Br2],62.1.2 est la donnée d’'un qua-
druple (N, Fil*~IN, p_1, N) ou :
(i) N est un Sz, -module de la forme ®,ez.,(5z,/p"Sz,)™ pour des entiers , presque
tous nuls,
(ii) Fil*~'N est un sous-Sz -module de N contenant Fil*~1Sz N,
(iii) pp_1 : Fil*"'N — N est une application additive dont 'image engendre N et satis-
faisant ¢y_1(sz) = @(s)gp_1(x) (s € Sz,, x € Fil* 'N) et :

S (s)

)k_l)%—l((u —p)*!

pr-1(s2) = —5 z)

pF—1 ((u —Dp

(s € Filk=1Sz,, x € N),
(iv) N : N — N est une application additive satisfaisant N(sx) = N(s)z + sN(z) (s €
Sz,, © € N), Fil'Sz N(Fil*"'N) C Fil*"'N et :

P

U
Pr—10° ((U —p)N|Filk—1) = <; - 1>N O Pk—1-

Un morphisme entre deux objets de MF1 est une application Sz,-linéaire qui préserve
Fil*=1 et commute avec ¢j,_; et N. Soit I un idéal de R contenant une puissance de
m}, (de sorte que R/I est un Z,-module de longueur finie). Par définition, on appelle ob-
jet de M* ! muni d’une action de R/I tout objet N de M" ! muni d’'un morphisme
d’algebres R/I — End,g-1(N). En particulier N est alors un Sg/ISg-module. Pour
tout idéal I de R et tout R-module fortement divisible M, on définit Filk=*(M/IM) =
Fil*=Y(M) /T Fil*=1 (M) — M/IM, 1 : Fil*=2(M/IM) — M/IM la réduction modulo

I de %‘Filk*1M et ¢, N la réduction modulo I de ¢, N. Si R/I est plat sur 9, alors
p

M/IM muni de Fil*=1(M/IM),p,N est un R/I-module fortement divisible. Si R/I est
artinien, alors M/IM muni de Fil*=*(M/IM), pr_1, N est un objet de M*' muni d’une
action de R/1.

Lemme 3.2.1.3. Soient I un idéal de R contenant '}, pour n > 0, R' une D-algébre
locale artinienne de corps résiduel une extension finie de ¥, R/I — R’ un morphisme
local de O-algébres et N un objet de M*™* muni d’une action de R/I. Alors N ®pr/r R a

naturellement une structure d’objet de M muni d’une action de R' tel que Uapplication
canonique N — N ®pg/r R’ est un morphisme dans MFL

Démonstration. La structure d’objet de MFL qu’on veut sur N ®pg,; R’ est la suivante :

(N Qg R, (Fil*'N) Qr/r R, pp-1 @1, N ® 1)
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mais il faut montrer qu’elle est bien définie. C’est clair si R’ est un R/I-module libre de
rang fini puisqu’alors N ®p/; R’ est une somme directe de copies de N. En général, R’
peut toujours s’écrire comme un quotient d'une R/I-algebre qui est libre de rang fini en
tant que R/I-module (voir la preuve de 3.2.2.2). On est donc ramené au cas R/I — R’
surjectif par ce qui précede, i.e. au cas ou on quotiente N par un idéal I’ de R/I. Soit
i, i’ des générateurs de I’ sur R/I et considérons le morphisme f dans M" ' :
N =N, f(xt; D dx,) =iz, + -+ iz, dont 'image est I'N. Par [Br2],prop.2.3.2.2,
on a f(FilF=IN") = Fil* 1NN f(N7) i.e. I'Fil*=IN = (Fil*~IN) N I'N, d’olt on obtient
aisément le résultat. O

Remarque 3.2.1.4. Soit R’ une 9-algebre plate locale noethérienne complete de corps
résiduel une extension finie de F, R — R’ un morphisme local de 9-algebres et M un
R-module fortement divisible. En utilisant le lemme précédent et un passage a la limite
convenable, on peut montrer que M®z R’ muni de ¢®1, N®1 et de I'image de Fil* IM®p
R’ est toujours un R'-module fortement divisible (la seule condition non triviale dans la
définition 3.2.1.1 est la condition (ii)). On 'a vu lorsque R — R’ est surjectif, qui est le
seul cas que nous utilisons vraiment par la suite.

3.2.2.  On rappelle que dans [Br2],§3.1.3 est défini un foncteur contravariant, exact et
pleinement fidéle V,; de M*~! dans la catégorie des Z,-modules de longueur finie munis
d’une action linéaire continue de G, de la maniere suivante :

%t(N) = Hom(Filk—17g0k_17N) (Nv Ast ®Zp Qp/zp)

ou l'indice (pgr-1,,, , n) signifie qu’on considere les applications Sz -linéaires qui préservent,

Filk=! et commutent & ¢,_; et N. Pour tout objet N de M*™!, on pose :
T x(N) = Ve (N)"(k — 1)

ou l'exposant " signifie qu'on prend le dual en tant que Z,-module dans Q,/Z, et ou on
tord par le caractere cyclotomique a la puissance k — 1. Pour tout idéal I de R contenant
m’, pour n > 0 et pour tout objet N de MF ! muni d’une action de R/I, on munit
Tst 1 (N) d’une structure de R/I-module en posant (A- F)(f) = F(X- f) ou F € Tg 1 (N),
feVaN), e R/Iet (N f)(z)= f(Ax)six € N. L’action de G}, est alors bien str R/I-
linéaire. L’avantage du foncteur T, sur le foncteur V;, est sa covariance, ce qui facilite la
vie en présence de coefficients (les coefficients ne sont en général pas “autoduaux”, etc...).

Lemme 3.2.2.1. Soit I un idéal de R contenant m} pour n > 0.

(i) Soit N un objet de M*™' muni d’une action de R/I et I' un idéal de R contenant I,
alors la fleche Tg j;(N) — Ty x(N/I'N) est surjective.

(ii) Soit N un objet de M*™' muni d’une action de R/I qui en fait un Sg/ISg-module
libre de rang d, alors le R/I-module Ty, (M/IM) est libre de rang d.

(iii) Soient N et N' deuz objets de M*™' munis d’une action de R/I, alors :

Homp, 51 (N, N') = Hompg,) (Tst s (N), Tot(N'))

ot Uindice & gauche signifie qu’on prend les morphismes dans M*™' qui sont de plus
Sgr-linéaires.
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Démonstration. (i) se déduit de [Br2],prop.3.2.3.1 (notons que N/I'N est un objet de
M muni d’une action de R/I' par 3.2.1.3). Pour (ii), on fait une récurrence sur
longrR/I. Si I = mpg, alors T ,(N) est un F-espace vectoriel de dimension [F : F,]d par
[Br2],cor.3.2.3.2, donc un F-espace vectoriel de dimension d. Si I & mg, soit I’ un idéal
contenant strictement I et tel que I'/I ~ F-T pour un x € I'\ I, d’apres [Br2],prop.3.2.3.1
on a une suite exacte courte de R[G,]-modules :

0 = Ty e(N/mpN) =2 Ty 1 (N) — Ty o (N/I'N) — 0
ot Tyt x(N/I'N) est libre de rang d sur R/I" par récurrence. Soit (€;)1<i<q des relevés dans

Tt 1-(N) d'une base de T, (N/I'N) sur R/I’, alors les e; sont linéairement indépendants
sur R/I et engendrent Ty ,(N) d’ou (ii). Pour (iii), d’apres [Br2],cor.3.1.3.2, on a :

Homyu1 (N, N') = Homg, (¢, (Tstx(N), Tor,(N'))
et cet isomorphisme préserve la R-linéarité des fleches, d’ou le résultat. O

Lemme 3.2.2.2. Soient I un idéal de R contenant m}, pour n > 0, R' une D-algébre
locale artinienne de corps résiduel une extension finie de ¥, R/I — R’ un morphisme
local de O-algébres et N un objet de M muni d'une action de R/I qui en fait un
Sr/1Sg-module libre de rang fini, alors :

T (N) @r R = Ty (N@r R).

Démonstration. Par 3.2.1.3, N ®g/; R est bien un objet de M" ! muni d’une action de
R’. Supposons d’abord R' >~ R/I ®¢ 9’ ~ (R/I)[D/:D] ou O’ est 'anneau des entiers d'une

extension finie de £/ dans Q,, de corps résiduel F’ O F. Le résultat est alors clair puisque :

Tst,k(N) ®R R, ~ Tst7k(N)[Dl:D] ~ Tst,k(N ®R R,)

Traitons a présent le cas général. Soit F’ le corps résiduel de R’, quitte a remplacer R par
R®gp 0" avec ' = O @y w) W(F’), on peut supposer par ce qui précede que R et R’ ont
méme corps résiduel. Comme R’ est fini sur R/I car artinien, on peut 1’écrire comme un
quotient de (R/I)[X7,..., Xp]/ (X", ..., X}'") pour certains entiers h,ni,...,n,. Comme
(R/I)[X1, ..., Xp]/ (X", ..., X}') est libre de rang fini sur R/I, le méme argument qu’avant
permet de remplacer R/I par (R/I)[X, ..., Xu]/(X]", ..., X}™), i.e. de se ramener au cas
ou R/I — R’ est surjectif. Le résultat découle alors des (i) et (ii) du lemme 3.2.2.1. O

Si M est un R-module fortement divisible, on pose :
Tst,k(M) = (h_stt,k (M/m%M)

n

C’est naturellement un R[G,]-module.

Corollaire 3.2.2.3. (i) Soit M un R-module fortement divisible de rang d, alors le
R-module Ty (M) est libre de rang d, Uaction de G, est continue pour la topologie mp-
adique et Ty (M) /m% = Ty 1, (M/mEM) (n € N).

(ii) Soient M et M' deux R-modules fortement divisibles, alors :

Hom g pir-1 o n) (M, M) = Hompge,) (Tet (M), Tor (M)

ot lindice a gauche signifie qu’on prend les morphismes Sg-linéaires qui préservent F'i
et commutent a p et N.

lk_l
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(iii) Soient M un R-module fortement divisible, R' une 9-algebre plate locale noethérienne
compleéte de corps résiduel une extension finie de F et R — R’ un morphisme local de
O-algéebres, alors :

Taurx(M) @r B = Ty (M g R)
0t Ty (M ®@g R') est par définition lim T (M/mM) @ R'/mp,) (bien défini car
(M/maM) @ R'/m?, est un objet de M¥™* par 3.2.1.3).

Démonstration. Se déduit des deux lemmes précédents par passage a la limite projective
sur les Ty, (M/mEM). O

3.2.3.  On suppose maintenant R = O i.e. R est 'anneau des entiers d’'une extension
finie £ de Q, dans Qp. Soit M un 9-module fortement divisible, d’apres [Br2],§4.1.1 et
[Br2],th.A 4, il existe un (¢, N, Q,, E)-module faiblement admissible D tel que Fil°D = D
et M ®p E — So[l/p] ®g D, cet isomorphisme étant Sq[1/pl-linéaire et compatible a
toutes les structures, i.e. & (Fil*~!, ¢, N) en définissant & droite p = p ® p, N =
N @ Id+ Id® N et Fil*~! par récurrence a partir de Fil°(Sg ®g D) = So ®p D et
Fil*\(Sp ®p D) = {z € So ®z D | N(z) € Fili(So ®p D) et f,(z) € Fil*'D} ot
fpiSp®eD— D, Y2, rjq;—i ®r Y2 rj%x.

Lemme 3.2.3.1. Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme de E[G))-
modules : Ty x(M)[1/p] = Vir (D).

Démonstration. Soit m une uniformisante de O, par [Br3],prop.3.2.1.7 et [Brl],lemme 8.1.2
(plus exactement la version avec B de ce lemme, dont la preuve est encore plus simple),
on a des isomorphismes de E[G,]-modules :

b0l = (e pecon, 5

D N=0
~ Fit (e, T [
1

~ Filk~ 1(D®Q Ast[l/p]) %k

—1

~ Fil*'(D ®q, Bjt)N:O

—1
Donc par le (i) du corollaire 3.2.2.3, Fil*~!(D ®q, B ) _, st un E-espace vectoriel
de dimension dimgD. Mais comme D est admissible ([Br4] th.1.1 suffit dans ce cas),
—pk—1
Var(D) = Filk—1 (D Rq, Bst)(;;% est aussi un F-espace vectoriel de dimension dimgD
qui contient le précédent. Ces deux espaces sont donc les mémes d’ou le résultat. [l

En particulier, par le (i) du corollaire 3.2.2.3, T x(M) est un O-réseau stable par G,
dans Vi (D).

Proposition 3.2.3.2. Soit D un (¢, N, Q,, E)-module faiblement admissible, alors tout
O-réseau stable par G, dans Vs (D) est isomorphe a Ty (M) pour un O-module fortement
divisible M dans So[1/p]| ®g D.
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Démonstration. D’apres la proposition 5 de [Br6] (et un passage au dual), tout Z,-réseau
stable par G, dans Vi (D) est de la forme T, (M) pour un Z,-module fortement divisible
M. S'il s’agit d'un O-réseau, alors par le (ii) du corollaire 3.2.2.3 M est muni d’une action
de © et M = M/(Fil'Sz,M) — D est un 9-module sans torsion donc libre de rang
dimpD = d. Soient (ey, ..., eq4) des relevés dans M d’une base de M sur O, d' = [E': Q,] et

Ty, ...,z une base de O sur Z,, alors (x;¢;) i1<i<a est une base de M sur Sz, (car la matrice
1<j<d!

des zje; dans une base de M sur Sz, est inversible modulo I’ illSZp donc est inversible).
Il est donc clair que M est libre sur Sy de base (€;)1<i<q, ¢’est-a-dire est un O-module
fortement divisible. O

4. CALCULS DE RESEAUX GALOISIENS. APPLICATION AUX FORMES MODULAIRES
Dans toute cette section, on fixe un entier k tel que 1 < k < p.

4.1. Rappels sur les cas cristallins. Soit V' une représentation cristalline de G, de
dimension 2 sur Qp a poids de Hodge-Tate (0,k — 1). On a vu que V provient par le
foncteur (1) d’'un des modules filtrés D du (i), (ii) ou (iii) de I'exemple 3.1.2.2. On note
V' = Var(D(p1, p2)) = V(p1a, pro) si V est réductible (i.e. provient du (i) ou (ii) de loc. cit.)
et V="Vur(D(p,v)) =V (p,v)siV estirréductible (i.e. provient du (iii)). La proposition
qui suit est un corollaire facile des résultats de [FL] :

Proposition 4.1.1. Soit V' une représentation cristalline de G, de dimension 2 sur Qp
a poids de Hodge-Tate (0,k —1) avec 1 <k <p, T un zp—réseau de V stable par G, et T
sa réduction modulo myz .

(i) Si'V est réductible, i.e. V ~ V(uy, p2) avec (1, pia) € Z; x Z_ , alors :

p s
T ~ (Wk_l)\(ﬁz_l) *

__ avec * peu ramifié st k = 2.
0 @ 1)) P d

(ii) Si V' est irréductible, i.e. V.~V (p,v) avec (u,v) € Z; X mg . alors :

k-1
= _ __ R w 0 = 1y e
T ~ (Indg‘°2w§ HYeXa?) e T\, ~ < 20 wp(k_l)) et det(T) ~ " A\ ).

P 2

Démonstration. Soit E une extension finie de Q,, dans Qp d’anneau d’entiers O telle que
V soit a coefficients dans E. On note F le corps résiduel de ©.

(i) Par le lemme 3.1.1.2 et [Fo2],85.4.1, on voit que V (i1, p12) est une extension de A(p; ")
par e*I\(uy ") ott A(u;t) : G — 9 est le caractere non ramifié qui envoie le Frobenius
arithmétique sur p; . 1l est donc clair que T est une extension de A(z; ') par w*~*A\(z; ).
D’apres la proposition 3.2.3.2, [Br3],prop.4.4.1 et le (iii) du corollaire 3.2.2.3, T provient
d'un objet de la catégorie MF/*! de [FL],§1.5 annulé par p et muni d’une action de
F qui en fait un F-espace vectoriel de dimension 2. Lorsque k£ = 2, la condition “peu
ramifié” se déduit alors soit de [FL],§9 + [Ed],prop.8.2, soit des équations explicites dans
Zp donnant la représentation T & partir de ’'objet correspondant de M F {mln (cf. par exemple
[Wal,§2.3.2).

(i) Quitte a tordre par un caractére non ramifié, on peut supposer V' ~ V(1,v). Soient M



31

le Z,-module fortement divisible de Fontaine-Laffaille muni d'une action de O suivant :
(M = De; @ Dey, Fil'M = M, Fil' M = ... = Fil)"'M = 9ey, Fil"M = 0, 0_1(e1) =
e, poles) = —e1 + ves) et M = M ®p Sp (cf. (i) exemple 3.2.1.2), alors Ty x(M) est
un O-réseau de V stable par G, par le lemme 3.2.3.1 et Ty, (M @9 F) >~ T 1, (M) @ F
par le corollaire 3.2.2.3. Mais M ®¢ F est un objet de M*™* (cf. §3.2.1) qui provient par
extension des scalaires de F), a So @F de 'objet simple suivant de M F’ Jk=1 (W =F,e®

tor

F ey, Fil'M = M, Fil'M = ... = Fil*"'M = F,e,, Fil*M = 0,¢,_1(¢1) = €3, ¢o(€2) =
—&) et par [FL],th.5.3 (iii) (via [Br2],prop.3.2.1.1) on a Ty s M®F) =~ Indgpzw’;_l. Donc
V est irréductible modulo p d’ott T =~ Ty, (M) @ F ~ Indg”2 wh=1, O

Remarque 4.1.2. La présence des exposants —1 dans les caracteres non ramifiés de
I'énoncé 4.1.1 est due au choix du foncteur covariant V. ;. Par ailleurs, le cas (i) est bien
sur vrai pour tout k > 2.

4.2. Les cas semi-stables non cristallins de poids pair. Dans cette section, on sup-
pose de plus que k est pair (avec toujours k entier et 1 < k < p).

4.2.1. Le cas k = 2 apparalt comme un cas dégénéré dans les calculs des paragraphes
suivants (cf. ’énoncé 4.2.4.7 et la remarque 4.3.3.2). Pour des raisons pratiques et vu sa
simplicité, nous le traitons ici a part. Soit V' une représentation semi-stable non cristalline
de G}, de dimension 2 sur Q, & poids de Hodge-Tate (0,1). On a vu que V' provient par
le foncteur (1) d’un des modules filtrés D(u, £) du (iv) de l'exemple 3.1.2.2. On note
Vip, ) = Viea(D(p, £)).

Proposition 4.2.1. Soient V' une représentation semi-stable non cristalline de G\, de
dimension 2 sur Q,, a poids de Hodge-Tate (0,1), i.e. V ~ V(u, £) avec ji € Z; et £ €Q,,
T un Zy,-réseau de V stable par G, et T sa réduction modulo mz .

W

0 1
(ii) Si val,(£) > 1 alors T =~ (C(L)) T
Amt).

(i) Si val,(£) < 1 alors T ~ ( > @ A(E™) avec x peu ramifié.

) ® )\(ﬁﬂ) avec * trés ramifié ou T ~ (c(L)) (1)) ®

Démonstration. Soit E une extension finie de Q,, dans Qp d’anneau d’entiers O telle que
V soit a coefficients dans E. On note F le corps résiduel de 9. Quitte a tordre par un
caractere non ramifié, on peut supposer V ~ V(1, £). Par le lemme 3.1.1.2 et [F02],§5.4.1,
on voit que V/(1, £) est une extension de 1 par ¢ et il est alors clair que T' est une extension
de 1 par w.Soit D(1,£) = Sp ®p D(1,£) ~ SD[%]el ® SD[%]@Q (cf. exemple 3.1.2.2 (iv))
muni des structures (Fil', ¢, N) définies au §3.2.3.

Supposons val,(£) < 1. Alors le sous-Sg-module M de D(1, £) engendré par (pes, Les) et
muni des structures induites est fortement divisible et M ®¢ F est un objet de M (cf.
§3.2.1) qui provient par extension des scalaires de F,, & So ®F de 'objet suivant de M F Sl

=== tor

(M =F,fi®F, fo, Fil’M = M, Fil' M = F, f, Fil?M = 0, ¢1(f1) = fi+f2. ¢o(f2) = fz)'

On en déduit T 2(M) @ F ~ ( ) avec * non nul et peu ramifié (cf. corollaire 3.2.2.3

W *
0 1
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et la preuve de la proposition 4.1.1).

Supposons val,(£) > 1. Alors le sous-Sp-module M de D(1, £) engendré par (eq,eq) et
muni des structures induites est fortement divisible et M ®¢o F est un objet de M qui
provient par extension des scalaires de F a Sy ® F de l'objet suivant de MF' {oi muni

d’une action de F et d'un endomorphisme F-linéaire N : (M = Ffi @ Ffy, Fil’ M =

M, Fil' M = F fi, Fil?M = 0,¢:(f1) = fi + %f27900(f2) = fo, N(fi) = f2, N(f2) = 0).
Par pleine fidélité (cor.3.2.2.3 (ii)), Tst2(M) @9 F est une extension de 1 par w non scindée

et non isomorphe a la précédente, on a donc forcément Ty o(M) ®o F (cg T) avec

* tres ramifié. Si T est non scindé, on a dans chaque cas T ~ T, 2(M) @9 F d’ou le
résultat. O

4.2.2.  On suppose maintenant k > 4 (avec toujours k pair et 1 < k < p) et on fixe une
extension finie £ (arbitrairement grande) de Q, dans Qp d’anneau d’entiers © de corps
résiduel F. Dans le §4.2.4, nous allons construire certains 9-modules fortement divisibles.
La définition de ces modules est un peu laborieuse et requiert I'introduction de plusieurs
notations, ce que nous faisons ici.

Soit £ un élément quelconque de F, £ = val,(£) € QU {+oo} et, si £ € Z, a = £/p’. On
pose :

0 si £>0
m = —[f] sio —k/242<(<0
k/2—1  si (< —k/2+2.

On définit Hy = 0 et, pour tout entier n > 1, H, = Y " % On commence par définir deux
éléments oy (L) et dz(£) de Zp[[%]] C Sg. Ces éléments apparaissent naturellement

lorsque 'on cherche, par un procédé récursif, des modules fortement divisibles dans D(p, £)
(ce qui fait intervenir la filtration sur D(u, £) : voir proposition 4.2.4.1). On pose donc :

k/24+m—1 [ (u—p)? ‘ min(i—1,k/2—m—1) (=1)*=I+1 / k_2_; k/2—m—1
(2) 5 (g) Zi:l < pp - 1) Ejzo i—j (k/2—m]—1)< / 7 )
1% = i )

SohE e (ter ) (e ) ()

k/24m [ (u—p)P ¢ min(i—1,k/2—m—2) (=1)=I+1 / k_2_j k/2—m—2
Zi:l ( 2 _1> ijo i—j (k/2—mj—2)(/ j )

(3) 04(2) = ! — :
S (M 1) () ()

L’élément dz(£) n’a de sens (et n’est considéré) que pour m < k/2 —2i.e. £ > —k/2 +

2. Ces deux éléments sont bien définis car Zfi%fmfl(—l)i(k/';__i;il) (k/2_im_1) =1 et

ZZ %fmfz(—l)i(k/k;_t;) (k/inm*Q) =1 (utiliser pour cela la formule combinatoire

> io(=1) (Z:i ) (?) = (qﬁ;’jn)). Donc les dénominateurs dans les formules (2) et (3) sont
inversibles dans Zp[[%]] (et donc dans Sp). On remarque qu’a un décalage pres sur

m, ces deux éléments sont essentiellement les mémes.
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Définition 4.2.2.1. Soit n un entier compris entre 0 et p — 1. On dit qu’une famille
d’éléments (C(Z),D(fj)z?gzgn de D[[%H vérifie Uhypothese (H 4.2.2.1) si D(0) = 0 et
si D(i) = Z;;B CUZ C(4) pour 1 < i < n.

=7

L’origine de cette définition est la proposition 4.2.4.1. On définit maintenant deux fa-
milles (Cy(£,1), Dy(£,1))o<i<k—3, (Cv(£,4), Dy (£,17))o<ick—2 d’éléments de D[[—(“_pp)p]].

(i) On définit la famille (Cy(g,1), Dy(£,1))o<i<k—3 d’éléments de D[[(UTP]] de la fagon
suivante.
eSil>0etk=4:

esil/>0etk>4:

(CU(Q, Z) DU( 72))0§i§k—3 satisfait (H 4221)
OU(fﬁ,O)—l, U(E k/?—l):”':CU(S,]{Z—?)):O
DU(£>I€/2) _DU(Eak_?)):Oa

o si —k/2+43 < ¢ <0 (et par conséquent k > 6) :

[ (Cy(g,1), Dy(£,1))o<ick—s satisfait (H 4.2.2.1)
Cy(g,0)=1,Cy(,k/2+[(]—1)=---=Cy(L,k/2—-1)=0
CU(,S k’/2) _ p,Q*lDU(EHk/Q) CU(£ k/2 . [é} o 1) _ pﬂ*lDU(E,k/Q—m—l)
) _p?“'? )

,2715\/(»8)4-1 ,2715\/(,2)—‘—1—])
| Dyl k/2—[]) =+ = Dus(g,k—3) = 0

ol on remarque que £ 0y () +1—p € D[[(u_pp)p]]x,
osi k/242<(< —k/2+3cthk>4:
(CU(S, Z), DU(S, i))ogigk_g satisfait (H 4221)
Cy(g,0)=1 CU(S 1)=---=Cp(g,k/2—-1)=0
Cu (e, k/2) = P—E DulEk/2) (e k — 3) = BE Du(EkD)

£, (8)+1 L5 (L) +1-p
esil < —k/2+2:
CU(S,O) = 1,CU(£, 1) =...= CU<£,]€ — 3) =0
Dy(e,0) = =& ¢ Dy(e,1) = = Dy(g, k—3) =0.

Ce dernier cas définit en particulier la famille (Cy(£,14), Dy(£,1))o<i<k—3 pour £ < 0 et
k = 4. Pour k > 6, 'hypothese (H 4.2.2.1) implique que les éléments (Cy(£,7))1<i<k/2—m—2
satisfont un systeme qui est modulo p :

(_1)k:/2+7n (_1)k/2+m—1 ( 1)2m+3 - (_1)k:/2+m
k/2k—i/-2m—1 101 + k/2—;72z—2 Gy + -+ 2m2+240k/2 m-2 = ké%;—m .
(=Dk/2Amt (=1 *’"C (=1)*m+ _ (=Rt
T k/2+m 1 et T + m Crjz-m—2 = T k/24m41
(S0(2)) k/2+ ‘ k/2+m—1 2m+3 /2—m— ‘ k/2+m—+1
(=nr—3 . (=nk* . (=1)k/2tm _ (=n+3
O + s C2 o F mck/2—m—2 - k-3 -
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Ce systeme correspond a une matrice de déterminant inversible modulo p, donc inver-
sible dans D[[%]] et dans Sp et les éléments (Cy(L,7))1<i<k—3 (et donc aussi les
(Dy(£,1))1<i<k—3) sont bien tous définis.

(i) On définit la famille (Cy (£, 1), Dy (£,17))o<i<k—2 d’éléments de D[[(“_pp)pﬂ de la fagon
sulvante.
eSil>0:

(CV(E, Z), Dv(ﬁ, i))OSiSk—2 satisfait (H 4221)
Ov(£,0> = 1,Cv(£, k/2 =...= Ov(ﬂ,k - 2) =0
Dy(g,k/2) =---=Dy(g,k—2) =0,
esi —k/2+2<{ <0 (et par conséquent k > 4) :
( (Cv(ﬁ, Z), Dv(ﬂ, Z‘))Qgigk_g satisfait (H 4221)
OV(’QH 0) = 1>OV<£> k/2 + [ﬂ) == CV('Sa k/2 - 1) =0
_ L Dy (Ek/2) ] — 1) = P& Dv(Ek/2-[0-1)
Oy, k/2) = B DUERD | Cy(e, /2 - [f] - 1) = 22 DulEar2
L DV(Eak/Q_ [E]) = :DV(Sak_Z) =0,
osil<—k/2+4+2:
(CV(S, Z), Dv(s, i))OSiSk—Q satisfait (H 4221)
Cv(}:, 0) = 1,Cv(£, 1) =...= Cv(ﬂ, k/2 - 1) =0

_ pL Dy (L£k/2) o\ _ P& Dy (£k-2)
Cv(s, k/2> = _£71(5v(£)+1—p’ R CV('S? k 2) - £715V(£)+1_P ’

La famille (Cy(£,4), Dy (£,1))o<i<k—2 est bien définie dans tous les cas. En effet, pour
k/2 > m + 2, 'hypothese (H 4.2.2.1) implique que les éléments (Cy(£,7))1<i<k/2-m-1
satisfont un systeme qui est modulo p :

(71)k/2+m (71)k/2+m71 (71)2m+2 (71)k/2+m
k/2+m—1 ¢y + k/2+m—2 Cy + -+ 2m+1 Chjz-m-1 = k/2+m

(_l)k/2+m+1 (_1)k/2+m (_1)2m+3 . (_1)k/2+m+1
(v () k/2+m ¢+ k/2+m—1 Cy + - + 2m+2 Chjz-m-1 = k/2+m+1
(1= N ' (Cyp/zem _ e
k—3 Ch + [ & o+ k/2+m—1 Cr/2-m-1 = k-2 -

Ce systeme correspond a une matrice de déterminant inversible modulo p, donc inversible
dans D[[%H et dans Sg.

Posons :

@ a(0) = (D (1 5~ 1) (- 2Hie)).

Lorsque val,(a(g)) € {—£+2,—% +3,...,0}, on définit deux autres familles d’éléments
de O[[“=2X] : (Cw (2, 1), Diw(2,9))osick—s et (Cz(2,1), Dz(2,1))osick—2-

(iii) On définit la famille (Cw (£, 1), Dw (£, 1))o<i<k—3 d’éléments de D[[(“;p)p]] de la fagon
suivante.
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e Sival,(a(g)) =0
(Cw(g,4), Dw(£,1))o<i<k—3 = (Cu(L, 1), Du(L,4))o<i<k—3,

esival,(a(g)) € {—k/2+43,...,—1}ie L € {—k/2+43,...,—1} (et par conséquent k > 6) :

( (Cw( ) Dw(ﬂ Z))D<z<k 3 satisfait (H 4.2.2. 1)
Cw(g, )_1CW(£ kj2+0—1)= _CW(sk/2—1)_0
pL Dy (£,k/2) o L~ DW(£ k/2—0—1)
Cw(g, k/2) = T, (i p,...,CW(s, k/j2—0—-1)= 5, ()1
Cw(g,k/2—0)=---=Cw(,k—3)=0
Dw(g,k/2—0)=---=Dw(,k—3) =

\

olt on remarque que £ 107(¢)+1—p € D[[%HX,
o sival,(a(g)) =—k/2+21ie l=—k/2+2et k>4

(CW(S, ’L), DW (ﬂ, i))ggigk_g satisfait (H 4221)

Cw(ﬂ, 0) = 1,Cw<£, 1) = Ow(}: k/2 - 1) =0
pL'D (£k/2 pL Dy (£,k—3)
Cw(g, k/2) = —2 > &)H . LCw(g k—3) = N 5ZV(V£)+1 o

La famille (Cy (£,17), Dw (£,17))1<i<k—3 est bien définie dans tous les cas. En effet, si k/2 >
m+3, 'hypothese (H 4.2.2.1) implique que les éléments (Cy (£, %) )1<i<k/2—m—2 satisfont un
systeme qui modulo p est Sy(£). On remarque que la famille (Cyw (£,7), Dw(£,1))o<i<k—3
differe de (Cy(£,1), Dy(£,17))o<i<k—3 (lorsque les deux familles sont définies) par le terme
dz(£) a la place du terme dy(£).

(iv) On définit la famille (C(£, 1), Dz(£, 1))o<i<k—2 d'éléments de O[[“=2"]] de la fagon
suivante.

o Sival,(£—3/2)=0etk=4:

(Cz(ﬂ, Z), Dz(ﬂ, Z‘))Qgigg satisfait (H 4221)
Cz(£,0)=1,C%(¢,1) =0

pDz(£,2)
C72(£.2) = 550 s

oudz(g)+(1—p)ee D[[(u D)% car, par le lemme 4.2.3.6, £+ §4(£) = £ — 3/2 modulo

((ufp)p)
P )
e sival,(a(g))=0et k>4:

(Cz(ﬂ, Z), Dz(ﬂ, i))OgiSk’—Q satisfait (H 4221)

Cz(£,0)=1,Cz(L,k/2—1)=0

7(L,
Cz(2,k/2) = %,Cm, k/241) = =Cz(e, k—2) =0
DZ(’Sak/2+1) _DZ(£>k_2):0

oudz(£)+(1—p)L e D[[(“_Tp)p]]X car, par le lemme 4.2.3.6, £4+04(£) = £€—Hyjo—Hyja—2 =

kj2— 2 (u—p)”
(—1)k/2 1k(k/271)a(£) modulo ( pp ),
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esile{—k/2+3,..,—1} (et par conséquent k > 6) :
[ (Cy(2,1), Dy (£,1))o<ick_o satisfait (H 4.2.2.1)
Cz(£,0)=1,Cy(g,k/24+0—-1)=---=Cy(L,k/2—-1)=0

_ pL7'D(L.k/2) o\ pETI D (Lk/2-0)
< Cz(ﬂ, IC/2) = _27162(22)-{-1—])’ s 7CZ(£7 k/2 ﬁ) - s*l(;zz(g)_;'_l_p
Cz(ek/2—L+1)=-=Cz(2,k—2)=0
| Dz(&,k/2—{0+1)=---=Dg(g,k—-2) =0,

osil=—k/24+2etk>4:

(Cz(ﬂ,i), Dz<£, i))OSigk—Q satisfait (H 4221)
Cz(£,0)=1,Cz(g,1)=---=Cz(&,k/2—-1)=0

_ p&7'DL(L.k/2) oy _ pETID(Lk-2)
CZ(E, k’/2> = _£_152(£)+1*[J7 R CYZ(}:H k 2) - 2_162(£)+17p ’

L’hypothese (H 4.2.2.1) implique que les éléments (Cz (£, ¢))1<i<k/2—m—2 satisfont un systeme
qui est modulo p :

(71)k/2+m+1 (71)k/2+m (71 2m-+4 (71)k/2+m+1

k{g;&-m , ¢y + k/2k—',/-2m—l 102 + o+ —2m2+3 . Ck/2—m—2 = —k/iﬂnﬂ .
(_1) +m+ (_1) +m+ (_1 m+ o (_1) +m+
k/2+m+1 Gy k/2+m Cy + -+ 2m+4 e k/24+m+2
(Sz(£)) . . :
(_1)k72 ’ (_1)k73 . (_l)k/2+m+l _ (_1)k72
k—3 Cl + k—4 & + ot k/2+m Crj2-m—2 = k—2 *

Ce systeme correspond a une matrice de déterminant inversible modulo p, donc inver-
sible dans D[[%]] et dans Sp et les éléments (Cz(L,7))1<i<k—2 (et donc aussi les
(Dz(£,7))1<i<k—2) sont bien tous définis.

Remarque 4.2.2.2. Nous nous servirons des familles (Cw (£,7), Dw(£,1))o<i<k—3 €t
(Cz(2,1), Dz(&,1))o<i<k—2 seulement lorsque val,(a(g)) € {—k/2 + 2,...,0}. Cela corres-
pondra aux cas ou la représentation V(u, £) est réductible modulo p (cf. th.4.2.4.7).

Les quatre familles (CU (/Q, Z), DU (}3, i))lgigkfg, (C\/(S, ’L), Dv(s, ’i))lgigkfg, (Cw(ﬂ, Z),
Dy (£,1))1<i<k—3 et (Cz(£,1), Dz(£,7))1<i<k—2 introduites ci-dessus permettent de définir
des vecteurs dans D(pu, £) (voir propositions 4.2.4.2 & 4.2.4.6). Pour étudier leurs images
par le Frobenius sur D(u, £), il est utile de définir quatre couples (cy(£), dy(£)), (cv(£), dv (L)),
(ew(2),dw (L)) et (cz(£),dz(£)) d’éléments de D[[“?f]] C Sp:

ale) = X5 (52 e(Cu(ed)  dule) = S5 (“2)'(Dul(e, )
ov(e) = T (5B e(Cr(e,i)  dv(e) = T (52) e(Dv(e,d)
aw(e) = T () e(Cwlei)  dw(®) = S5 () e(Dw(e, i)
cz(8) = Zi:_oQ (?)190(02(27@')) dz(g) = Zf;(f (up;p)z@(DZ(Q,i))

ou ¢ est 'opérateur de Frobenius sur Sg (cf. §3.2.1)

4.2.3.  On conserve les notations du §4.2.2. Nous donnons maintenant quelques lemmes
et corollaires combinatoires élémentaires qui explicitent certains des éléments introduits
dans le paragraphe précédent. Ces résultats nous serviront dans le paragraphe suivant.

Par convention 0! = 1 et (;) = 0 si ¢ < 7. Dans les lemmes qui suivent, on détermine
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les images dans S /pSg d’éléments de D[[@]] C Sp. Le premier lemme est évident a

partir des définitions du §4.2.2 (nous omettons sa preuve).

Lemme 4.2.3.1. Supposons { = val,(£) < —k/2 + 2.
(i) On a dy(2) = SI7 GO (52— 1),
(i) On a modulo p :
Cv(S,O) = 1,Cv(£,i) =0, 1§ 1< k—2
Dy(£,0) = 0,Dy(g,i) = N 1<i<k—2
(iii) On a modulo p : cy(£) =1 et dy(g) = Y r 7} M(M)Z

? p

Les lemmes et corollaires qui suivent sont tous dans le cas ¢ = val,(£) > —k/2 + 2.

Lemme 4.2.3.2. Supposons { > —k/2+ 2. On a les égalités modulo p :
(i) Cy(g,4) = (’“/“m*l)‘l( P ) (PP Cu(e k2 —m —2) oti € {0,k — 3} et

2m-+1 k/2—m—2

k/24+m—1)!2
Cu(ek/2—m—2) = W,

(ii) Cv(g,i) = (2 ) (20 ) (2 D Oy k/2 —m— 1) oti € {0, ...k — 2} et

2m k/2—m—1 i
k/24+m—1)12

Supposons de plus valy(a(g)) € {—k/2+ 2,...,0} (cf. §4.2.2). On a les égalités modulo
p -
(i1i) Cw(g,i) = Cy(L,i) oui € {0,....k — 3},

(iv) Cy(z,i) = (4207, L) () Co(2 k2 = m = 2) oti € {0, k — 2} et

k/2+m)!?
Cz(L,k/2—m—2) = (k(—2/)!(+2m)+2)!'

Démonstration. On fait la preuve pour (Cy(£,7))o<i<k—3. Les autres cas se traitent de
fagon analogue. On pose n = k/2 — m — 2 pour alléger les notations. Par définition,
modulo p, Cy(£,7) =0 pour n+1 <i <k —3 et (Cy(L,7))i<i<n est solution du systeme

(Su(2)) :

(_1)n+2m+ifj (_1)n+2m+i+1
Vi<i<n, Y ;= —
1<j<nn+2m+z—j—|—1 n+2m-+1+1

Considérons le produit scalaire (P,Q) = fi)l ™ P(2)Q(x)dx défini sur 'espace des

(_1)n+2m+i7j

T I Donc le systeme précédent

polynomes en une variable x. On a (z'~!, z"77) =
s’écrit :

Vi<i<n, (@ hHa"+C2" ' +--4+C,)=0.
Autrement dit P, = 2"+Cz" '+ - -+C,, est 'unique polynome unitaire (i.e. de coefficient
dominant égal & 1) de degré n orthogonal aux polynomes 1,z,...,x""'. Rappelons que
par intégration par parties, on sait former une suite de vecteurs @), de degré r orthogonaux
aux polynomes de degré < r pour tous les produits scalaires de la forme :

b
/ (x —a)*(z — b)ﬁP(x)Q(a:)da:
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oua,be R, a<bet a, sont des entiers positifs. Cette suite est :
1 d”
Qr = 8 _(
(x —a)*(z — b)? dxr
Donc P, est le polynome unitaire associé a :

I n |
n+2m+1 n __ N e
22l (1+z)" = Z (i)(2n+2m+1—z) (n+2m+2—i)x

0<i<n

T — a)r+a($ . b)H_ﬁ.

Qn:

: A - (n) 2n+2m+1—i)!/(n+2m+1)!
ce qui entraine C; = (7) (nt2m+1—9)l(2n+t2m+1)!

0 <1 <k — 3 les égalités modulo p :

Cu(e.i) = <k:/2—|—m - 1) ‘1(k/k2:3m—_¢ 2) (k/2 —m— Q)CU(S, k2 —m—2)

2m+1 1

. On en déduit pour tout entier i tel que

m— .2
avec Cy(g,k/2—m —2) = % O

Par définition de 0y (£) et dz(£) et comme % = %p modulo p, on obtient :

Corollaire 4.2.3.3. Supposons { > —k/2+ 2. On a modulo p : §y(£) = dy(£)/cv(L).
Supposons de plus val,(a(g)) € {—k/2+2,...,0}, on a modulo p : §z(£) = dz(£)/cz(£).

Du lemme 4.2.3.2 et de la formule combinatoire » " (—1)’ (Z:i) (7;) = (qﬁ;’_"‘n), on
déduit aisément :

Corollaire 4.2.3.4. Supposons { > —k/2+ 2. On a les égalités modulo (p, @) :

(i) co(2) = (V2 Cy(e, k)2 —m — 2),

(ii) ev(2) = (V%) (e, k2 —m — 1),
Supposons de plus valy(a(L)) € {—k/2+2,...,0}, on a les égalités modulo (p, @) :
(i11) ew (L) = cy (L),

(iv) cz() = (2 Cyle, k/2 —m — 2).

Rappelons le développement en série entiere de (1 + )™ In(1 4 x) valable pour n entier
positif ou nul :

- (i —n —1)!

(5) 14+ 2z)"In(1+2) = Z (ZL) (H, — H,_;)z" + Z (1) — g

7l
i=0 i>n+1

Lemme 4.2.3.5. Supposons { > —k/2+4 2. On a les égalités modulo p :

, 1y —1 oy —1

() Dol k2 m=1) = gt () (7457 Cule 2 —m =),
o 1y 2

(i17) si € <0, Dy(e,k/2—[(] —1) = k/21—[Z] (k/2_2[é]] N TOv(ek/2+ [0 - 1),

(iv) si 0 >0, Dy(g,k/2—1) = 2Hyjo_1Cy (2, k/2 — 1).
Supposons de plus valy(a(L)) € {—k/2+2,...,0} (et rappelons que m € {0,....,k/2 —2}),
on a les égalités modulo p :
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(0) D2, k)2 +m) = s (K20 7 (F20m) T oy (2 k2 — m - 2),

k/24+m \ 2m+2 2m+1
m m -1 _ _ -1
(vi) Dz(e,k/2 = 1) = 25 (520 7 (L) (V) Ol kf2 — m - 2).

Démonstration. (i) D’apres le lemme 4.2.3.2; on a modulo p :

m— , k/ k/24+m—i _3_; e
() Bty T R (A (),

Posons n =k/2 —m —2 et :

B n (_1)n+2m+1—i n k—3—i E—3—3 i
f(y)__;n+2m+1—i(i)z( j )y’

J=0

Ainsi (k/2+m 1) Dy (£,k/24+m—1)

ot ) G e kam ) st modulo p le coefficient de y™ dans f(y). Par ailleurs :

0
1
grEme ’( > 1+ )37 de = (1 +y)k 3/ x2m(—+x) dx.
/'23 ) R
Pour des entiers r, s positifs ou nuls posons I, s(y f T m + x)*dx. Par intégration
par parties, on obtient :
_1 _y 8+1 r
I s = <—> — 11 17 >0,
s(Y) s+1\T+y s 1 1Lsr1(y) sir

los(y) = Si1<<ﬁ)s+l (1:—yy> )

On en déduit facilement que le terme de degré n de f(y) est %, d’ou modulo p :
1 k/2+m—1\"(k/2+m—2\"
k/2 )= ——— k/2—m—2).
Dyl(2,k/2+m—1) = k/2—|—m—1( 2m + 1 ) ( om ) Cu(8, k/2=m=2)

Les formules (ii), (iii), (v) et (vi) s’obtiennent de facon analogue. Pour démontrer (iv),
posons n = k/2 — 1. D’apres le lemme 4.2.3.2, on a modulo p :

Dy(g.k/2—1)=- Y (;12:_ (Q”n_ 2) (ZL) Cv(e k/2—-1).

0<i<n

o= [ s~ Jom S (1)

i>1

Posons :

Modulo p, % est le coefficient de degré n du développement en série entiere de

(14+2)"g(x). Or — 1(W —1) = Y pcicny (1 + )71, donc :

- Z (1+x)i—(1+x)"'

n-—1

(1+2)"g(z) = (L +2)" In(1 + =

0<i<n

D’apres le développement en série entiere (5), le terme de degré n de (1 4 x)"g(z) est
2H,. Par conséquent, modulo p : Dy (£,k/2 — 1) = 2Hy)2_1Cy (£, k/2 — 1). O



40

Lemme 4.2.3.6. On a les égalités modulo ( "pp) ) :
(i) sil > —k/2+2, 6v(&) = —Hyjoem—1 — Hyjp—m—1,
(ii) si de plus valy,(a(£)) € {=k/2+2,...,0}, 02(£) = —Hpjo4m — Hijo—m—2.

Démonstration. Par définition de dy(£), on a 1'égalité modulo ((pr )p) :
T o pr i—j \k/2—m—1 j '

Posons n = k/2 —m — 1, modulo (@) on a:

5V(£):Z;:O(_1)j71(2n+im_j)(?)ZZL+J2-Zz ]_ZJ 0( 1 = 1(2n+2m J)( )( " ]+Z?m0 171 J‘lf’l‘i’l)

On en déduit oy (£) = T,, + S, modulo (@) ol :

meo 12; 0n— J+1+1( )(2n+im_j):23m0 1( Hmr (nfﬁl)!c“n:l_i_l)
T= L ) ) s

1(i—n—1)!

Pour calculer T,,, posons g(x) = ZiZnH(—l)i*”*lm( —=2". On a (cf. formule 5) :

(1+2)" (1 +2) = Z: C‘) (H, — Hy_)2' + g(x) = (1+2)"H, — Z:; (7;) H,_i' + g(z)

d’ott % = 4 (lg_(;)ﬂl — n+1 S (1) (") Hy—ja® en divisant par (1 +2)"™ et
en remplagant x par —z. Par ailleurs, un calcul donne :

R [ i S

i=0 i>0 §=0

On en dedu1t que T, est le coefficient de degre n + 2m dans le développement en série

entire de =2 _ T _ 9 op Wil S 0
—g(—=z i—n—1 _ nlj! i—j—1
Tt = ()" Y @ T A (T3, don
2m—1 . .
nli! n+2m-—i—1
2 (=1) ;(n+z+1)!( n )
ce qui entraine (i). La démonstration de (ii) est analogue. O

Corollaire 4.2.3.7. Supposons { > —k/2+ 2. On a l’égalité modulo (p, %) :

: 3\l
(i) du () — cu(£)dv () = m(k/Qk_i_g) :
Supposons de plus valy(a(g)) € {—k/2+2,...,0}, on a Iégalité modulo (p, —(“;p)p) :

(ii) dw (£) — ew (£)02(2) = 17 (a2 )
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Démonstration. Toutes les égalités de cette démonstration sont écrites modulo (p, @).
Par définition et d’apres le lemme 4.2.3.2 et le corollaire 4.2.3.4 :

k/24+m—1 min(i—1,k/2—m—2 . .
(@) MR SR (e ()
cy (L) — = i—J k/2—m —2 J
On montre comme dans la preuve du lemme 4.2.3.6 que dUEQ; = —Hyjo4m—1 — Hijo—m—o.

D’apres les lemmes 4.2.3.2, 4.2.3.6 et le corollaire 4.2.3.4, on a alors :

o) —eo @) = i (o)

Lorsque val,(a(g)) € {~k/2+2,...,0}, on a L& = WD donc dy(2) — cw(2)dz(e) =
1 ( k-3 )*1' 0

k/2—m—2

k/24+m

4.2.4.  On conserve les notations du §4.2.2 et du §4.2.3 et on utilise les éléments introduits
au §4.2.2. Soit V' une représentation semi-stable non cristalline de G, de dimension 2 sur
E a poids de Hodge-Tate (0,k — 1) (k pair, 3 < k < p). On a vu que V provient par
le foncteur (1) (cf. §3.1.1) d’un des modules filtrés D(u, £) du (iv) de l’exemple 3.1.2.2
avec u € O et £ € E. On note V (i, £) = Vi u(D(p, £)) et D(p, £) = Sg[ 2] ®@g D(u, £)
muni des structures (Fil*1D(u, £),, N) définies au §3.2.3, ie. p = p®@ p, N = N ®
Id+Id® N et Fil*1D(u, £) est défini par récurrence a partir de Fil®D(u, £) = D(u, £)
et Fil'™D(u, L) = {z € D(u, &) | N(z) € Fil'D(u,£) et f,(x) € Fil'**D(pu, L)} on
fo: D, 2) = Sp ®p D(p, £) — D(, £), D72, rj% Rr Y2 rjl;—jx. Tout élément de
Fil*1D(u, £) peut s’écrire y + 2 ot y = Zf;OQ (";—ip)zyi € Fil*1D(p, £) avec y; € D(u, £)
et 2 € Fil*1So®D(u, £) C Fil*1D(u, £). La proposition suivante décrit les y possibles :

Proposition 4.2.4.1. Soit y = Zk 2 (“ )’ yi € D(u, £) avec yo, ..., yp—2 € D(p, £) et

soit ig le plus petit entier tel que y;, # 0. Alors y € Fil*"'D(u, £) si et seulement s’il
eziste Cy € E* et (Cy,...,Ch_i,—2) € EF7072 tels que :

Yip, = O()<€1 + 262),

i—io—1 (_1)17i0—j+1

Yi = C’H;O(el + £62> + E ﬁCjeg s io +1 S 7 S k—2
- — 10 —
J=0

ot (e, e3) sont les vecteurs de base de D(p, £) définis au (iv) de l'exemple 3.1.2.2.
Démonstration. Analogue a [Br2],prop.6.1.2.1. O

Les cinq propositions qui suivent donnent certains des 9-modules fortement divisibles
que contiennent les D(u, £). Nous ne donnons des preuves completes que pour deux des
huit cas a traiter (prop.4.2.4.2 (i) et prop.4.2.4.5), les autres se montrant de maniére

analogue. Rappelons que a(g) = (—1)5’1<1 +EE-1)(e- 2Hk/2_1)> (cf. formule (4)).

Proposition 4.2.4.2. Supposons val,(a(£)) = 0.
(i) Si val,(£—2Hy2—1) < 1, alors My (i, £) = So (eq +M62) ®Sp(£—2Hg/2-1)"

e c
p
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D(, &) est stable par ¢ et N. Muni de Fil* "My (1, £) = My (i1, £) N Fil*1D(u, £), c’est
un O-module fortement divisible et :

Tk (My (1, 2)) @9 F =~ (mu(@ ) R )>

0 w2\ (a(e)p™!
avec *x non nul et peu ramifié,
(ii) st val,(£ — 2Hy o—1) > 1, alors a(g) = (—1)57L et My (u, £) = Sp (e1 + Mez) ®

Soes C D(u, £) est stable par o et N. Muni de Fil* "My (1, £) = My (, £ )ﬂlek Dy, 2),
c’est un D-module fortement divisible et :

k
2 * E_q__
Tst,k(MV(:ua’g)) ®D F ~ (C‘z) w§_1> ® )‘((_1)2 1# 1)

avec x tres ramifié,
(iti) pour tout £ tel que val,(a(L)) =0, Mz(p, L) = Sp(e1 + es) ® Spes est stable

par ¢ et N. Muni de Fil*"*My(u, &) = Mz(u, £) N Filk~ lﬂ(u, £), c’est un O-module
fortement divisible et :

Tstyk(Mz(pJ, 2)) X9 F ~ ( 1>\( ( >E_1) . _*—1 )>

£+(5z (Q)

0 w2X(a(e) !

avec * non nul.

Démonstration. On pose My = My (i, £), Mz = Mz(p, £) et 3 = val, (€ — 2Hy/o—1).
(i) Considérons les deux éléments (U, V') de D(u, £) suivants :
U = (u—p)(e — 2Hypo1)p" > 2 10 “2(Cp(2,4) (o1 + 2e2) + Dy (2, )er)
V = ph/21 Zi:O T(C’V(S, i)(er + £62) + Dy (g, 2)62).
On vérifie par un changement de base (de la base (e; + £ea, e2) a la base du réseau dans

I’énoncé) et en utilisant la proposition 4.2.4.1 que U,V € MyNEFil* 1D (u, £) = Fil* "My .
De plus, un calcul donne modulo (p*, FilPSg) :

p(U) = —pk*m(cmE)(E—wk/%l) (m%«az)+<dU<£>—cU<£>6v(£>><£—2Hk/271>%>

p(V) = P <cv<£> (er 400 4 dv D) ey D)oy (D) 62) .

Par le lemme 4.2.3.2 et les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, ¢y (£) et dy(£) — cy(£)ov (L)
sont inversibles dans Sg, ce qui entraine que (p(U), p(V)) engendrent p*~!My,. Montrons
o(Filk=1My) C p*~!My. On déduit de la proposition 4.2.4.1 et du lemme 4.2.3.6 que tout
élément de FilF=*My s'écrit y+ 2, 2 € FilF1SoMy et y = (u—p)©y’ avec 0 < ig < k—2
et :

y = i (u—p)' (cl- (el + %}'(’3)@2) + (pDi +(pe— (e — 2Hk/2,1))0i> %)

%
1=0 p

oun =k—2—ip, (Ci, D;)o<i<n satisfont 'hypothese (H 4.2.2.1) (cf. §4.2.2), Cy € 9\ {0},
Cyep'o (1 <i<n)et D+ £C; € ptP=lp (1 < i < n). Il suffit de voir que p(y') €
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p" MMy c’est-a-dire :

e i (upp_ p)i (SD(C@') (er + %;/(S)@z) + (p(D) — 5V(s)¢(q))%> € N,

p

e Sin <% —2 ilest clair que p(y') € p"'My.

e Si g—l <n < k—4,C; € p'O et val,(£) > 0 impliquent D; € p"~'9 pour 0 < ¢ < n. Donc
C; € p" 229 pour n —k/2+2 <i <net D; € p"F/?*29 pour n—k/2+4+3 < i < n. Les
éléments (C;)o<i<n—k/2+1 sont donc solution du systeme inversible suivant, dit de Cauchy :

n—k/2+4 _1)3 _
%WCOJF R ] Cn—k/z+1 € prtD

_1)n+1 1)k/2 n—

F—Cot+ - +53 5 Chkpn € prH0

d’ou C; € pnF/2+29 0 < i < n. D’apres la condition (H 4.2.2.1), on a aussi D; € p"~*/2t29
pour 0 < i < n. Donc, pour k/2—1<n < k—4, p(y) € p"(Soper & Spea) C p" My
eSin=k—3,Ccp/?> 0 k/2-1<i<k—-3ectD; €p*'0 k/2<i<k—3. De
plus C; € p*/?720,k/2-2<i<k—-3et D; € p*/*720, k/2—1 < i < k—3. On en déduit
D;,C; € pF?729,0 < i < k—3 et, modulo p, (1%)199/2_2 satisfait les mémes équations
que (%OU(E, i>)1§z’§k/2—2‘ D’ou Dk/g_l + Eck/g_l = C()DU(I:, k?/? - 1) modulo pk/Q_l.
D’apres le lemme 4.2.3.5, Dy (€, k/2—1) est inversible. On en déduit val,(Cy) > k/2—2+0,
et o(y') € p" My

eSin=k-2,C €p/* 1o k/2-1<i<k-— ZetD cp? 19, k/2<i<k—2 Onen
déduit D;,C; € p*?>~'9,0 < i < k — 2. Donc ¢/ — k/z L py” avec %/ € Fil*=3My
et comme (V) € p*~IMy,, on est ramené au cas n = k — 3.

Donc My est un 9-module fortement divisible. Par ailleurs, modulo (p, F'il?S¢ ), on vérifie
que :

Me2*(2721{k/2—1)%) +uDy (£,k/2—1)(£—2H, j5_1) 2 >

P

U = u5? (CU(E,]C/2*2)(£*2HI¢/2—1) (el+

- ug_l(CV(E,k/Z—l)(eﬁ-%eg)+(DV(svk/g—l)#—cv(&k/?—l))(S—QHk/zq)%)~
421

Et un calcul montre que My ®F muni de Fil* 1My ®F, 51 et N (cf. §3.2.1, c’est un objet
de M*™) provient par extension des scalaires de F & S ® F (et aprés un changement

de base convenable) de l’objet suivant de M F {m]f " muni d’une action de F : (M =

Ff & FfQ,FzzrlM M, Fils M = Ffy, Fils "' M = 0,¢x_,(f2) = 7a(9) fo. 01 (f1) =

ala(g) f1 +f2)) d’ott on déduit le résultat sur Ty, x(My )@ F (cf. preuve de la proposition
42.1).
(ii) Considérons les deux éléments (U, V) de My N Fil*=1D(u, £) suivants :
U = (u—p)p"> " iy L2 (Cy (e, i) (1 + e2) + Dy(g, i)ea)
V = pk/2 1 Zk 2 (u- p) (Cv(ﬁ z)(el + 362) + Dv(ﬂ Z)@Q)

Un calcul donne modulo (p* ,FllpSD) ;

p(U) = P (dy (8) v (£)dv (£))e
p(V) = pkflu(cva»(e1+£+5;<’3>62)+dv<£>*cvp<£>5v<£>ez)
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et modulo (p, FilPSy) :

U = uk/2Dy (L,k/2—1)es
— b2 <CV(27’€/2*1) (er+ 2V ) 4 (Dy (2 /214 (8- T2 02200 (g 172 1) )
En utilisant le lemme 4.2.3.2 et les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, on voit que (¢(U), go(V))

engendrent p*~!My. Une preuve analogue & (i) donne aussi p(Fil*"1My) C p*~ 1My,
de sorte que My est un O-module fortement divisible. De plus, un calcul montre que
My @ F muni de Fil* "My @ F, @1 et N (cf. §3.2.1) provient par extension des sca-
laires de F & Sy ® F (et aprés un changement de base convenable) de 'objet suivant de
M F{Of " muni d’une action de F et d’un endomorphisme F-linéaire N : (M =Ffi @
Ffy, Fils™'M = M,Fil:M = Ffy, Fili*'M = 0,05 ,(f2) = A(=1)5" o, 05 (f1) =
(=1)37(fi + (¢ + (£ = 2Hyjs1)/p) f2), N(f1) = fo, N(f2) = 0) ol ¢ est une constante
dans F indépendante de £ (que 1’on peut calculer explicitement). On en déduit facilement

le résultat sur Ty x(My) @ F (cf. preuve de la proposition 4.2.1).
(iii) Considérons les deux éléments (W, Z) de M N Fil*1D(p, £) suivants :

W = ( ) k/2— 1Zk 3 (uz p) (Cw(£ @)(61 +£€2) +Dw<£ 2)62>
Z = pk/Q lzk 2 (u p) (Cz<£ Z)(€1 —|—£€2) +Dz(£ 2)62)

Un calcul donne modulo (p*, FilPSg)

p(W) = —PF u(dw (L) —ew (£)67(£))ez
w(2) = pk*u(cz(i:)(e1+’3”5<£>e2)+dz<£>*czp<’3>5z<£)e2>

et modulo (p, FilPSg) :

I /271 (= (L48(£)Cw (£.k/2-1)+uDw (Lk/2-1) ) e
z = uk/2*2<(—(£+5Z(S))CZ(£7k/2—2)+uDZ(£7k/2—1))e2+u2%Zffg)(1 £+5PZ<£>@2)>_

En utilisant le lemme 4.2.3.2 et les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, on voit que (p(W), ¢(Z))
engendrent p"!My. Une preuve analogue a (i) donne aussi (Fil*"1Mz) C pFMy,
de sorte que My est un O-module fortement divisible. De plus, un calcul montre que
Mz @ F muni de Fil*"'M; @ F, ¢,_; et N est isomorphe & lobjet suivant de Mkfl
muni d'une action de F (en notant Sgp = Sy @ F) : (M = Spfi ® Sypfa, FilF"IM =
SF(u§_2(U2f1 + f2)) + Spuz ! fo + F@'ZPSFJV[, Q1 (W P2 (WP fr + f2)) = (=1)"*na(2) f1,
Qi1 (W21 o) = (—1)F* 'a(e) f27 N(fz) = 0, N(fi) = 2a(g) f2)- On en déduit
facilement le résultat sur 7. st,k:(MZ) QF. O

Proposition 4.2.4.3. Supposons val,(a(£)) > 0, alors My (i, £) = Sp (e +£+6V(£) E

SD% est stable par o et N. Muni de Fil*"'My (u, £) = My (u, £) N Filk~ 1D(lu, £), c’est
un O-module fortement divisible et :

E_qypk
T x(My (1, £)) @ F ~ <Indg:2w22 1+p2) @AT).



45

Démonstration. On pose My = My (i, £). Considérons les deux éléments (U, V') de My N
Fil*1D(u, £) suivants :

U= (u—p)p"? 2“2 (Cu(2, i) (er + 2e5) + Dy(2, i)en)
Vo= phA 3 BB (Cy (2, 1) (e + Se2) + Dy (€, d)en).
Un calcul donne modulo (p*, FilPSg)
oU) = _Pk71M(CU(S)(314‘%62)-‘r(dU(E)_CU(S)éV(E))%)
pv) = pk—lu(cvo:)(eﬁ%eg)+<dv<2>—cv<£>6v(£»%)
et modulo (p, FilPSy) :
U o= uk/z_l(CU(S,k/QfQ)(61+%62)+(DU(E,k/Qfl)uf(L‘JrJV(S))CU(S,IC/Z*Z))%)
v o= uk/2=1 (CV(Q,k/2—1)(el+£+5g<£> 2) ~Cy (L.k/2— 1)(£+5V(£))e2).

En utilisant les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, on voit que (o(U), o(V)) engendrent p*~1My, .
Une preuve analogue & la preuve de proposition 4.2.4.2 (i) donne aussi p(Fil*"'My ) C

p* My, de sorte que My est un O-module fortement divisible. De plus, un calcul montre
que My ® F muni de Fil*"'My ® F, ¢,_1 et N provient par extension des scalaires de
F a Sy ®F (et apres un changement de base convenable) de I'objet suivant de M F Jk—1

tor
muni d’une action de F : (M = Ff; @ Ffy, Fil>"'M = M, Fil5M = Ff,, Fil>*'M =
0, gﬁgiltfz) = —nfi, go;(ﬁ) = 7if2). On en déduit le résultat sur Ty 1 (My) ® F. O

Proposition 4.2.4.4. Supposons val,(a(g)) < —k/2+ 2 ie. ¢ < —k/2 + 2, alors
My (p, £) = Sp(e1 + %62) ® Sop/?~2ge, est stable par o et N. Muni de
Filk ="My (1, £) = My (11, £) N Fil*=2D(pu, £), c’est un O-module fortement divisible et :

Ty (1,2)) € F =~ (Inddr,wh ) @ M),

Démonstration. On pose My = My (i, £). Considérons les deux éléments (U, V') de My N
Fil*1D(u, £) suivants :

U=(u— p)k—l (e + £+6V(S) >
Vo=l yi e (CV(;:, i)(e1 + Lea) + Dy (g, )es).
Un calcul donne modulo (p*, FilPSg) :

e(U) = (=p)tupt/?2ge,
p(V) = pk*l#(€1+—£+5g(£)ez>

et modulo (p, FilPSy) :

U — k- (e i £+5V(£) e
_ k22 b=2)—k/242 01 Dv(Sk 2) ( L+ov (L) )
V = —p Les +u e T (0) e+ =€)

On voit que (p(U), p(V)) engendrent p*~'My,. On a encore (Fil*~1My) C p* 1My de
sorte que My est un O-module fortement divisible. De plus, un calcul montre que My ® F
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muni de Fil* My @ F, ¢, et N provient par extension des scalaires de F & S @ F

(et apres un changement de base convenable) de 'objet suivant de M F {(;],f_l muni d’'une

action de F : (M = Ffy & Ffy, Fil°M = M, Fil’"'M = Ffy, Filt M = 0,0(f2) =
—nfi, o-1(f1) = ﬁfz). On en déduit le résultat sur Ty ,(My) ® F. O

Proposition 4.2.4.5. Supposons —k/2 + 2 < valy(a(£)) < 0 et valy,(a(L)) ¢ Z i.e.
—k/24+2 <l <0 el ¢ Z, alors My(pn,£) = So(er + %62) ® Sg(p’[e])l%)
est stable par p et N. Muni de Fil* "My (u, £) = My (i, £) N Fil* 1D (u, £), c’est un
O-module fortement divisible et :

k:
Tk My (1,9)) @ F = (Indr,wp ) @),
Démonstration. On pose My = My (u, £) et § = ¢ — [¢]. Considérons les deux éléments
(U, V) de My N Fil*1D(u, £) suivants :

U = (u— pph/2-2- g -3 op) (OU(£,Z')(61 + gey) +DU(2,¢)62)
Vo= pkl?- 1Zk 2 (“ p) (C’V(S i)(e1 + Les) + Dy (L i)e )

Un calcul donne modulo (p*, FilPSg) :

V) = —p’Hu(cU(S)p*WS(mMez)+<dU(£>—cu<£>6v<2>)p*l4£%

P

_ £ £ - L=y (Lo (L) _ e
e(V) = pF 1u<0v(£)(61+7+51‘f( )ez)+p1+[é]£ Ty (&) ‘Q,( Oy (=) -0 g e2

et modulo (p, FilPSg) :

U o= uk/2 -1 <(_ ~[0 80y (L k/2+[0-2)+ul 1 Dy (Lk/2-1) ) p~ 11 L2 +
121 DU(Ek/Q [—1) L5y (L) >
1275, () <1+ P 62)
Vo= Uk/2+m_1((*(1+£715V(E))Cv(ﬁ,k/2+[5]*1)+u_[Z]Dv(g»k/2*1)P1+[Z]£71)P_MS%JF
_ 1+ -1 Lo (L)
\ 2[‘1Dv(£,k/2—1—[£])ljav(g)gfl (el+ v ez))-

Comme ¢ ¢ Z, val,(p~9g) > 0 et val,(p'*g=1) > 0. D’apres le lemme 4.2.3.2 et les
corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, ¢y (£) et dy(£) — cy(£)dy(£) sont inversibles dans Sp, ce qui
entraine que (¢(U), (V) engendrent p*~1My. Montrons ¢(Fil*~'My) C p*~1My. On
déduit de la proposition 4.2.4.1 et du lemme 4.2.3.6 que tout élément de F'il*~'My, s’écrit
y+2z, 2 € Fill1SoMy et y = (u—p)y avec 0 < ig < k — 2 et :

y = zn: (u ];.p)i <Ci (61 4 2T ZV@) e2> + (Di +(e -2 5V(2))Ci>2>

i=0 p p

ounn=*k—2-—i, (C D;)o<i<n satisfont Phypothese (H 4.2.2.1), Cy € © \ {0}, C; € p'©
(1<i<n)et Di+p~((p— 1)+ (Hyjorg—1 + Hijo—jg-1))Ci € pP710 (0 < i < ).
11 suffit de voir que ¢(y') € p"HMy c’est-a-dire :

k/Q up— ( 2+5V( )
j%

p 2O 4 (o(D) - br(he(C) 2 ) €0y,
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Des conditions sur les Cj, D;, on obtient :

Coep 9,0y ep™o,...,Cyep ™9,

C_[q_;_l S pi[g]JrlD, 0, epto.
Puis par récurrence sur 0 < r < k/2 — 1+ [(] pour =2[{] +2r <n <k —2:

Coep Wy . C.ep iy,
Cr+1 € pff+r+1D’ R 70—[6}—1-7" € p7£+r+197

C_igri1 €p 1o O, € 0.

En effet, supposons le résultat acquis pour r — 1. Alors C;, D; € p~ ¥+ =19 0 < i < n.
D’apres les hypotheses sur les coefficients C;, D;, on a alors C; € p~ %70, r < i < n et
D; € p U9, —2[f] + 1+ 7 < i < n. On en déduit (en écrivant un systéme de Cau-
chy dont (Cj)o<i<y—1 modulo p~+" est la solution) C;, D; € p~l%79, 0 < i < n. Ainsi
C; e p g 4 p~ltig et C; € p o Np'd pour 4+ 1 < i < n d’ou la récurrence.
On en déduit :

e Si0<n< -2/ alorsn+2<k/2—[( et C;, D; € p~9 donc ¢(y') € p"*t(Sop(er +
—2+6;)/(£) 62) S%) 85362) C p"HMv.

eSin=-20/]+2r+1lavec 0 <r < k/2+[(]—-3,alorsn+2 < —[{]+7r+k/2 et
Cy, D; € p~ 9o donc ¢(y') € p"*t (Sopler + %62) @ Speq) C p"TIMy.

e Sin = —2[(|+2ravec 1 <r < k/2+[(] -2 alors n+2 < —[(]+k/2+7r et C;, D; € p~lHo
donc p(y) € p"(Sop(er + %62) ® Spes) C p" My
eSin=-2[+2r+1=Fk—3avecr =k/2+[{] — 2, alors C;, D; € p*/>729. De plus
Ci € p"?19 k)2 —1+[(] <i<k-—3etD; €p?>9 k/2—-[(] <i<k—3. Donc
(#)1§i§k/2,2+[[] satisfait les mémes équations modulo p que (I%C’U(z, z)) \<i<h/2-24[d
d’ott Dyja—1 = CoDy(£,k/2 — 1) et Cija—1 = 0 modulo pF/2=1 D’apres le lemme 4.2.3.5
on en déduit Cy € p*/272+89 et p(y) € p" My

eSin=-2[+2r=k—2avecr =k/2+[{] -1, alors Cy, D; € p*/*" 19 et ¢/ — %V =
%y” avec y" /p € Fil*3M. Donc o(y') € p*~1My.

Donc My est un O-module fortement divisible. Un calcul montre que My ® F muni de
Fil* My ®F, ¢r_1 et N provient par extension des scalaires de F & S @ F (et apres un
changement de base convenable) de I'objet suivant de M{;ﬁffl muni d’'une action de F :
(M = Ff, @ Ffy, Filst0IM = M, Fil>"OM = Ffy, Fil> 0+ ) = 0,05 ,1g-1(f2) =
—Tifi, @g_[e](fl) = ﬁfg). On en déduit le résultat sur Ty ,(My) ® F. O

Proposition 4.2.4.6. Supposons val,(a(2)) € {—k/2+2,...,—1} i.e. L € {—k/2 +

2,...,—1} et soit b(g) = (—=1)F/2~Y(k/2 — 1) (kg;ﬁl)oz € 9 (rappellons que £ = ap®).

(i) Mv(u,ﬁ):SD(el%—%eg)@&g% est stable par ¢ et N. Muni de

Fil* "My (i1, £) = My (u, £) N Filk 1D (p, £), c’est un O-module fortement divisible et :

- (@0 ) ;
Tar oMy (1, £)) @p F ~ ( 0 wg%‘lk(@ﬁ‘ ))
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avec * non nul,
(it) Mz(p, £) = Sp (e1 + £+ Z(’g €s) ® Spes est stable par ¢ et N. Muni de
Fil*="My(p, £) = Mz (1, £) ﬂ Fil*='D(p, £), c¢’est un O-module fortement divisible et :

_ (A :
Tt 1 (Mz(p, £)) @9 F =~ ( 0 w’;-é)\(mlﬂ—l)>

avec * non nul.

Démonstration. On pose My = My (i, £) et Mz = Mz(u, £).
(i) Considérons les deux éléments (U, V') de My N Fil*"1D(u, £) suivants :

U= (u—p)ph?2 5y Lopr (Ou():, i)(er + £e2) + Dulg, i)ez)
V= ph2mt g2 o) (cv(s, i)(er + Le) + Dy (g, @)62).

Un calcul donne modulo (p*, FilPSg)

{ «p(U)=—pk—1u(cU<£>(eﬁ%ez)+<dU<£>—cU<£>av<£>)%2)
(V)= ey (8) (e2+ ZH B, )
et modulo (p, FilPSg) :
{ U = uk/Q‘M_l(faCU(2,k/2+272)+u1_ZDU(2,k/271))%2+uk/2_za_1DU(£,k/2fol)(eﬁrMeg)
vV = —uk/ 2 Oy (Lk/2+6-1) 2.

En utilisant le lemme 4.2.3.2 et les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, on voit que (¢(U), ¢(V))
engendrent p*~!My . Une preuve analogue & la preuve de la proposition 4.2.4.5 donne
aussi (Fil*1My) C p* My de sorte que My est un O-module fortement divisible. De
plus, un calcul montre que My ® F muni de Fil*"'My ® F, ¢y, et N provient par
extension des scalaires de F a S ® F (et apres un changement de base convenable) de

I’objet suivant de M F{O’ffl muni d’une action de F :

(M = Ffy @ Ffy, Filz*M = M, Fil>*M = Ffy, Fil>~%'M = 0, Pr o (f2) =
() fopx_o(f1) = AB(2)  fi + f2). On en déduit le résultat sur Ty (My) @ F.
(ii) Considérons les deux éléments (W, Z) de Mz N Fil*1D(u, £) suivants :

W = (u— p)ph/2-1 ko3 bt (OW(£ i)(er + £e2) + D (g, @)eg)

Z =phryi? (“ ?) (CZ(S i)(e1 + Lea) + Dy(, 2)62)
Un calcul donne modulo (p*, F' leSg) ;

{ W) == ldw (£)—cw (£)3z (£))es
@(Z):pk_1“<cz(£) (14 24028),,) 4 42D-cz sz (D eZ)

et modulo (p, FilPSg) :

W= uk/2+-1 (—aCy (8 /2-24+0)+ul~ Dy (L,k/2-1) ) e2
z = uk/w—?(facz(£,k/272+4)+u1—4D2(2,k/271))eQ+uk/2—2a—lDz(£,k/H)(Wr%@).

En utilisant le lemme 4.2.3.2 et les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, on voit que (p(W), p(Z))
engendrent p*~!M 4. Une preuve analogue & la preuve de la proposition 4.2.4.5 donne aussi
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O(Fil*"*My) C p*~1My de sorte que My est un ©-module fortement divisible. De plus,
un calcul montre que Mz ® F muni de Fil*"!M; @ F, ¢p_; et N est isomorphe a I'objet
suivant de M*~! muni d’une action de F (en notant Sp = S @ F) : (J\/[ = Srf1 D SF [,

Fil* M = Sp (u§+€_2( 22+ o) + Spuz L o FilP SEM, gpk (WP (2

f2)) = (- )k/“e b0 f1. e (W2 fo) = (—D)MHD(E)  fo, N(f2) = 0, N(f) =
(2 —20)b(g) fg) On en déduit facilement le résultat sur Ty ,(Mz) ® F. O

Le théoreme suivant, analogue semi-stable (pour les poids pairs) de la proposition 4.1.1,
se déduit facilement des propositions précédentes et résume les résultats du §4.2 :

Théoreme 4.2.4.7. Soit V' une représentation semi-stable non cristalline de G, de
dimension 2 sur Qp a poids de Hodge-Tate (0,k — 1), i.e. V >~ V(u, £) avec p € Z; et
ge Qp. On suppose 1 < k < p, k pair, et on note { = val, () et, si{ € Z, a = £/p*. Soit
Hy =0 et, pour n entier positif non nul, H, =" 1/i. On pose :

a(g) = (1) (1 + g(g - 1) (¢— QHk/Q_l)) cZ,

etsile{-t+2, k41 . -1}

k
b(g) = (—1)z ¢! (g - z) (2_2f+ 11>a €Z,.
Soit T un zp—réseau de V' stable par G, et T sa réduction modulo mz .
(i) Supposons val,(a(g)) = 0.
- 5 valp(£ — 2Hk/2,1) <1, alors :
T ~ (wg)\(m_lﬁ_l) k * ) avec * peu ramifié
0 w2\ (a(e)r™t)

ou

T

12

< “'Aale )__1) _*_1 )> avec x =0 st k =2,

0 wgk(a(ﬂ) ot

- 81 valp( — 2Hy o 1 > 1, alors :

T ~ (0 ) § l,u_l) avec % tres ramifié
wz
ou
%
— k
T ~ ( k) 21,u_1)avec>k:03ik:2.
2
_ E_qypk

(i)  Supposons  wval,( 0, alors T~ (Indg;wf HpQ) @AE) e
- w§ 1+p2
T, ~ |2 K et det(T) ~ wFIA(72).

0 22

(iti) Supposons val,( ) 0 (ie. £<0ethk+#2)
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k-1
_ — 0
- Sil< =542 alors T ~ (Indg;w;“—l) QANp?t) e T, ~ (%O wg(k_1)> et

det(T) ~ WA\ (17?),

_ E_ EL _
— s —g +2</letl&Z, alorsT ~ <Indg;w22 +e(z +A 1)> ® )\(ﬁ_l) i.e. T|p, ~
Y 0 i
0 kin-rps-lg) | € AeH(T) = WTIAGE),
wy

— S0 —§+2§€ et ¢ €7, alors :
o (mu(ﬁ—lﬁl) " )
~ 0 -

ou

” <w§+fu(@gl) . )
0 [

12

4.3. Application aux formes modulaires.

4.3.1. On fixe un plongement Q — Qp. Soient N un entier > 1, x : (Z/NZ)* —

QX — 6; un caractere de Dirichlet et f une forme modulaire parabolique normalisée
de niveau N, poids k > 2 et caractere y. On suppose de plus que f est vecteur propre
des opérateurs de Hecke T, pour tout ¢ premier et on note a, € Zp la valeur propre
correspondante. D’apres Deligne, il existe une unique représentation semi-simple (en fait
irréductible) :
pr: Gal(Q/Q) — GL2(Q,)

non ramifiée en dehors de Np et telle que, si £ Np, trps(Froby) = ay et detps(Froby) =
(%=1 (¢) olt Froby est un Frobenius arithmétique en £ (cf. [DS],th.6.1). De plus, il résulte
du théoreme de comparaison de [Ts|] que ps, = pf|e, est potentiellement semi-stable
a poids de Hodge-Tate (0,k — 1). On note p; la semi-simplifiée modulo mz de py et
pf D ﬁf |Gp'

4.3.2. Supposons que N est premier a p et soit f une forme modulaire parabolique
normalisée de niveau N, poids k > 2, caractere y et vecteur propre des T de valeur propre
ag. Par [Ts] pg,, est cristalline et d’apres I'exemple 3.1.2.2, on a alors les cas suivants :
(1) soit py,, est réductible, auquel cas elle est isomorphe a V' (1, p2) = Ve (D (11, pi2)) avec
pitpst = x(p) et ut + pFtuyt = a, (en particulier, a, est alors une unité p-adique),
(ii) soit py, est irréductible, auquel cas elle est isomorphe a V' (u, v) = Vi 1 (D(p, v)) avec
w=x(p)'etv=na,x(p)~! (en particulier a, est alors de valuation > 0).

Cela se déduit comme dans [Sc],§4.2.3 du résultat de Katz-Messing ([KM]).

Corollaire 4.3.2.1. (Deligne, Fontaine, Serre) Soit f une forme parabolique normalisée
de niveau N, poids k et caractére x avec (p, N) =1 et 1 < k < p. On suppose Ty(f) = arf
pour tout premier £ avec a; € Z,.

k-1 ——1
(i) Si valy(a,) = 0, alors p;,, ~ (w A(ﬁ(p)ap ) )\(2 >> avec * peu ramifié si k = 2.
P



k-1
s _ Y ke —1/2y . _ w 0
(ii) Sivaly(a,) > 0, alors py,, ~ (IndgﬂwéC NoX(x(p) ") de pryli, ~ ( 2 wp(k_l))

et det(p,) = W AND).

Démonstration. On utilise la proposition 4.1.1 et le fait que 7' =@, et i, = x(p)a

Remarque 4.3.2.2. Le cas (i) est bien str vrai pour tout k > 2 et le cas (ii) est encore
vrai pour k € {p,p+ 1} (cf. [Ed],§2.4).

4.3.3. Supposons que N est premier a p et soit f une forme modulaire parabolique
normalisée de niveau Np, poids k > 2 et caractere x : (Z/NZ)* — Z,. On suppose que
f est nouvelle en p et vecteur propre des T; de valeur propre a,. Il résulte de [Sa] que
psp est semi-stable non cristalline et du (iv) de I'exemple 3.1.2.2 que py, ~ V(u, £) =
Vi (D(p, £)) avec p = p** ot et £ = —g,(f) ot £,(f) est Dinvariant associé & f
défini comme dans [Maz],§9 et §12 (cette derniere égalité est donc ici une tautologie!). En
particulier val,(a,) = k/2 — 1. On déduit alors du théoreme 4.2.4.7 :

Corollaire 4.3.3.1. Soit f une forme parabolique normalisée de niveau Np, poids k et
caractére x avec (p, N) =1, 1 < k < p, k pair et x trivial en p. On suppose f nouvelle en
p et Ty(f) = aef pour tout premier ¢ avec ay € Z,. On note £,(f) Uinvariant alors associé

a f (avec la définition de [Maz]), ((f) = val,(£,(f)) et, si ((f) € Z, o(f) = £,(f)/p"V.
Soit Hy = 0 et, pour n entier positif non nul, H, = > 1/i. On pose :

) =05 —1+5(5 1) @0 + 2800 ) €7,
et sil(f)e{-4+2-5+1,.,-1}:
() = (00 (5 - )
(i) Supposons val,(a(f)) = 0.
— Sival,(£,(f) + 2Hyo—1) < 1, alors :

o
|
—_
|
~
—~
s
S~—
~
X

- ng\(m_l(ap/pg_l)) * ) e
p = . ———— | avec * peu ramifié

" ( 0 wE A (@(F)(ay/p3 ) !

- (wé-wa(f)(ap/p’%-l)) o _> wwecx =0 si k=2
! 0 wEA(a(f) (ap/pi))

— sival,(£,(f) + 2Hyo-1) > 1, alors :

12

k
<w2 ; 1) ®)\(6Lp/(—p)§_1) avec * tres ramifié

ou

k_q P —
Drp = (uﬂ *k> ® Aap/(—p)2 ") avee x =0 si k= 2.
2
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(it) Supposons val,(a(f)) >0, alors :
k_qypk —s
Prp = (Indg;wf 1+p2) ® )\(ap/pg—l)

w l4rs 0 775
ie. Prpln, = |2 Kok gy | et det(p;,,) =~ wk_l)\(a}%/pk—2).
0 wg 7
(iti) Supposons val,(a(f)) <0 (i.e. £(f) <0 et k #2).

~ Sil(f) < —%+2, alors :

NES

Prp™ (Indg;wlgfl) ® )\(ap/pg’l)
k-1

. w 0 _ I —
i-e Pypls, = ( 20 wg(k—l)) et det(py,) ~ w* ' A(a2/pF2),

—si—E4+2<U(f) et ((f) ¢ Z, alors :

k

k_ k _ -
Dy (Indg; w () +p(E+[e(f)] 1)) - (ap/pg_l)

e wzg—[afnw(%ﬂﬁ(f)]—l) 0 )
i.e. Pyplr, = 0 =1 ) e
2

det(py,) = WA (ap/ph2),
—si—E4+2<U(f) et ((f) € Z, alors :

N (w’%—“fu(m%ap/pé-l)) " )

ﬁﬁp -

0 wHD=IN(B(f) (ay/p2 7))
I <w’5+f<f>-u(m<ap/p’5-1>> : _)
fp 0 i) A(m‘l(% /pe1))

Remarque 4.3.3.2. On note que les cas (ii) et (iii) dans le théoréeme 4.2.4.7 et son
corollaire 4.3.3.1 ne peuvent arriver si k = 2. Par ailleurs, la précision “avec la définition
de [Maz]” dans I’énoncé de 4.3.3.1 vient du fait qu’on dispose de deux autres définitions de
£,(f) ([Col, [Te]). Cependant, il résulte des travaux de Stevens et de Kato-Kurihara-Tsuji
que, lorsque k est pair (ce qui est notre cas), les définitions de [Co| et [Maz] donnent le
méme élément de Qp. Des travaux a venir de Coleman et Iovita devraient montrer que
la définition de [Te] donne également le méme élément. Enfin, on savait déja par ([Kh],
corollary 9) que, pour f comme ci-dessus, on a :

j j —1—itpi i+p(k—1—i .k
(ﬁf7p|lp)ss € {wk_l_z P W', wé“ l—itp @w;—p(k 1 )7 0<i< 5 - 1}

(privé de {1t @1} si k > 2).
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5. DEFORMATIONS SEMI-STABLES ET MULTIPLICITES

Dans toute cette section, O désigne I’anneau des entiers d’une extension finie £ de Q,
dans Q,, F son corps résiduel et m une uniformisante de 9. On fixe un entier £ tel que
1<k<np.

5.1. Algébre commutative. Si R est une 9-algebre locale complete (pour la topologie
de son idéal maximal), on note R(Z,) = Homgy (R, Z,) les homomorphismes de O-algebres
continus pour la topologie des idéaux maximaux.

Lemme 5.1.1. Soit R une -algebre locale noethérienne compléte de corps résiduel F,
alors R(Z,) =0 si et seulement si R[%] = 0.

Démonstration. Si R[%] = 0, il est clair que R(zp) = (). Montrons que R[ﬂ = () entraine
R(zp) # (). Quitte & quotienter R par sa p™-torsion pour tout m, on peut le supposer
(fidelement) plat sur ©. Soient qo & ... & g, une suite maximale d’idéaux premiers de
R[] et p = g, N R. Comme (R/p)[1] = R[%]/4, est un corps, sa dimension de Krull
est nulle et comme R est fidelement plat sur ©, dim((R/p)[1]) = dim(R/(7,p)) =0 (cf.
par exemple [Mat],th.15.2 et th.15.3). Donc R/(m,p) est une F-algebre artinienne locale
non nulle de corps résiduel F. On en déduit facilement que R/p est fini sur O, donc est
contenu dans I'anneau des entiers d’une extension finie de E (= (R/p)[2]). Il est clair

qu'alors ) # (R/p)(Z,) C R(Z,) ce qui acheve la preuve. O

Lemme 5.1.2. Soient R, Ry, ..., R, des D-algébres locales plates noethériennes comple-
tes de corps résiduel F (r entier positif non nul). On suppose qu’il existe une injection de
O-algebres R — Ry X ... X R, qui, composée avec les projections, induit des surjections
(continues) R — R;. Alors :

Z]:!Ri(zp) = R(Z,) si et seulement si R[%] - ﬁRi [%]

Démonstration. Notons I; = Ker(R — R;). Supposons R[1] = []i_, R;[%]. Tout élément
f de R(Z,) donne un morphisme de R[%] dans Qp qui se factorise par un unique Rz[%]

Cela entraine donc f(I;) = 0 et f se factorise par R; i.e. provient de R;(Z,) d’ou la

surjectivité. Puisque R — R; est surjectif, on a R;(Z,) — R(Z,) et il est clair que
deux éléments de R;(Z,) et R;(Z,) pour i # j ne peuvent donner le méme élément
de R(Z,), d’ou I'injectivité. Réciproquement, supposons [[_, Ri(Z,) — R(Z,). Comme
Nil; = Mil;[2] = 0, R[2] ~ R[L]/(N:L;[1]) et par le “lemme chinois” (cf. par exemple
[Mat],th.1.3 et th.1.4), il suffit de montrer I;[] + I;[1] = R[%] pour i # j. Mais puisque
Papplication R — R/I; x R/I; induit une injection (R/I;)(Z,) [1(R/1;)(Z,) — R(Z,),
ona (R/(I; + 1;))(Z,) = 0 d’ou (I; + I;)[1] = R[%] par le lemme 5.1.1. O

Il est commode d’introduire la définition suivante :
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Définition 5.1.3. Soient R, Ry, ..., R, des D-algebres locales plates noethériennes com-
plétes (r entier positif non nul). On note :

=1

s’il existe un morphisme de D-algébres R — [[;_, R; tel que :
(i) en composant avec les projections, ce morphisme induit des surjections (continues)
R — R; pour tout 1,

(ii) ce morphisme induit un isomorphisme R[ ] — H R; [ ]

La condition (ii) entraine en particulier que la fleche R — []/_, R; est injective. Si
r=1, R~ Ry est équivalent a R ~ R;.

Exemple 5.1.4. Soient n € N et R = O[[X]] X/ O[[X]] ot la fleche O[[X]] — o/7"
est la surjection canonique sur O et envoie X sur 0. On vérifie que R ~ O[[X]] x O[[X]].

Remarque 5.1.5. Si R ~ [] R; et si de plus les R; sont integres, alors les p; = Ker(R —
R;) sont exactement les idéaux premiers minimaux de R.

Si A est un anneau local noethérien, on note, comme au §2.2.2; €,,,.(A4) la multiplicité
de Samuel de A.

Lemme 5.1.6. Soient R, Ry, ..., R, des ©-algebres locales plates noethériennes complétes
(r entier positif non nul) telles que les R; ont méme dimension et telles que R ~ [[;_, R;.

Alors :
Emax R/ Zemax R/

Démonstration. De lisomorphisme R[1] = ], R;[%] et des platitudes fideles sur O, on
déduit dim(R) = dim(R[1]) +1 = dim(R;[1]) + 1 = dim(R;) et dim(R/(7")) = dim(R) —
1 =dim(R;) — 1 = dim(R;/(7")) pour tout i et tout entier n. On pose d = dim(R) — 1.
Rappelons que si (A, m) est un anneau local noethérien de dimension d et M un A-module
de type fini, la fonction long 4 (M /m™ ' M) est un polyndome en n pour n > 0 de la forme

edEl. ) d+termes de degré plus petit ou eq(M) € Z ([Mat],p.107, es(M) peut étre nul). En
particulier, €. (R/(7")) = eq(R/(7")) et emaz(R;/ (")) = eq(R;/(7™)) pour tout i et n.
Démontrons le résultat du lemme par récurrence sur r. Si r = 1, ¢’est trivial. Si r = 2, on

a une suite exacte courte de R-modules de type fini :
0—R—R xRy— R ® Ry — 0

ou la surjection est (r1,72) — 11 ® 1 —1® 79 et o Ry @ Rs est annulé par une puissance
de 7 puisque R[2] >~ R;[1] x Ry[L]. Pour n > 0, on a donc, par le diagramme du serpent
associé a la multiplication par 7" sur la suite exacte précédente, une suite exacte de
R/(m™)-modules de type fini :

0— Ry ®g Ry — R/(n") — Ry/(7") X Ry/(n") — Ry ®r Ry — 0
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d’out on déduit par [Mat],th.14.6 :

€d(R1 QR RQ) — €d(R/(7Tn>> + €d(R1/(7Tn> X RQ/(W”)) — ed(Rl QR RQ) =0
Le. eg(R/(m")) = eq(R1 /(")) +eq(Ra/(7™)). Mais par platitude, on a aussi e;(R/(7")) =
neq(R/(m)) (resp. avec Ry et Ry) d’ou eq(R/ (7)) = ea(R1/ (7)) +ea(Ra/ (7)) ce qui acheve
le cas r = 2. Pour r plus grand, remarquons que R’ = R/(N;_]I;) vérifie les hypotheses
de I"énoncé au cran r — 1 ou I; = Ker(R — R;). Par récurrence, on a donc e4(R'/(7)) =

Z::_ll eq(R;/(m)). Mais le méme raisonnement qu’au cran 2 avec Ry = R’ et Ry = R,
donne e4(R/(m)) = eq(R' /(7)) + ea(R, /(7)) d’ou le résultat au cran 7. O

Remarque 5.1.7. En reprenant I'exemple 5.1.4, on voit que €,,42 (R/ (7?)) = 2 mais que
R est (topologiquement) engendré sur O par 3 générateurs.

Lemme 5.1.8. Soit R une D-algebre locale plate noethérienne compléte équidimension-
nelle de dimension 2 et de corps résiduel F. Supposons R[] régulier et emq, (R/(7)) = 1,
alors R ~ O[[X]].

Démonstration. Pour tout idéal premier p de R[%], le localisé R[Z], est un anneau local et
régulier, donc integre et intégralement clos (EGA Opy,cor.17.1.3). Donc R[%] est normal, et
si on note (p;)1<i<, les idéaux premiers minimaux de R, on a R[] = []/_,(R/p:)[2] (EGA
IT,cor.6.3.8). Par ailleurs, les R; = R/p; sont plats sur O. En effet, p; est "annulateur d’un
élément de R par [Mat],th.6.5 (iii), donc m ¢ p; puisque par platitude 7 n’est pas un
diviseur de zéro dans R et comme R; est integre, il s’ensuit que R; est sans m-torsion. On
a donc R ~ [['_; R; et le lemme 5.1.6 donne 1 = €4, (R/ (7)) = D1, €mau(R/(pi + (7))
ce qui oblige r = 1 et R integre. Puisque dim(R/(7)) = 1, e (R/(7)) =1 et R/m =F,
il existe X € m\ m? tel que, pour n > 0, m*/m"™ 5 F.X" ou X est 'image de
X dans R/(m). Comme X n’est pas nilpotent dans R/(7), on a F[[X]] — R/(x) d’ou
O[[X]] < R puisque R est sans 7w-torsion. Soit M le D-module R/O[[X]]. En utilisant
N M = {0} et le fait que M/(m) est un F-espace vectoriel de dimension finie (car
R/(m™ + (7)) se surjecte sur M/(m) pour n > 0), on obtient que M est de type fini (en
fait, il est aussi libre car sans m-torsion). Soit x € R. L’image dans M du sous-O-module
de R engendré par les (z"),>¢ est a fortiori de type fini. Donc il existe n > 0 tel que
g € S ox' + 9[[X]], ce qui entraine z entier sur O[[X]]. L’image dans M du sous-
9-module de R engendré par les (X"x),>o est aussi de type fini, donc il existe n > 0 et
AL Ano1 € O tels que X7z — SN Xir € O[X]] fe. (X7 — S M XD x € O[[X]]
i.e. x € Frac(9[[X]]) N R C Frac(R) (rappelons que R est integre). Comme x est entier
sur O[[X]] et O[[X]] intégralement clos, on a finalement z € O[[X]] d'ott O[[X]] = R (et
M = 0). O

5.2. Familles explicites de déformations semi-stables.

5.2.1. On suppose ici k = 2 et on définit plusieurs Soxj-modules munis de structures
(¢, N, Fil') (on verra au §5.2.4 que ces modules sont fortement divisibles).

(i) Fixons p ~ (w)\(ga) )\(*5)> C GLy(F) avec * peu ramifié non nul et «, 5 € F*,

a # (3. Posons M(p) = Soxye1 © Soxye2 muni des ¢, N et Fil' définis par p(e;) =
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p(([B]7" + X)er + e2), @les) = [5[?76%62, N(e1) = N(ez) = 0, Fil'M(p) = Soqxyer +

(ii) Fixons p ~ <W)\éa) )‘(*04)) C GLy(F) avec * peu ramifié et non nul et v € F*. Posons

Meris(P) = Soxy €1 DSy ez muni des o, N et Fil" définis par p(e;) = p(([a) ' +X)er +

62)7 (,0(62) hg]ﬁeg, N(Gl) N(eg) = 0 FillMCTZS( ) SD[[X]]el —|—Fll SD[X]]MCTZS( )
Posons également M (p) = Soxy (pe1) © Soyxy(€e2) muni des ¢, N et Fil' définis par
p(per) = pla] ' (per), p(Lea) = [a] ' Leg, N(per) = X(Lea), N(Lea) = 0, Fil'Mu(p) =
Soxy(per + pees) + Fil' Soxy M (p) (correspond au cas val,(£) < 1, cf. preuve de la
proposition 4.2.1).

N _ wA(a)  * . s « :
(iii) Fixons p ~ 0 Ma) C GLy(F) avec * tres ramifié et a € F*. Il existe un et un
seul 8 € F tel que Ty k(ﬂ) ~ 75 ot M est I'ob jet de M' provenant par extension des sca-
laires de F & S ®@F de 'objet suivant de M F MF!! muni d’une action de F et d’un endomor-
phisme F-linéaire N : (M FfioFfy, Fil°M = M, Fil'M = Ff, Fil>M = 0, ,(f1) =
a M (fi+Bfa),po(fo) = a7 fo, N(f1) = fo, N(f2) = 0). Posons M(p) = Spxyer®Spxyez
muni des ¢, N et Fil' définis par ¢(e;) = pla] e, p(ea) = [a] les, N(ey) = e,
N(eg) = 0, Fil'M(p) = Soyx (e1 + p([B] + X)ea) + Fil' SoxyM(p) (correspond au
cas val,(£) > 1, cf. preuve de la proposition 4.2.1).

w2 0
0 Wb
M(p) = Soxyer © Soyxpee muni des ¢, N et Fil' définis par p(e1) = pla]'eq, p(ea) =
—e1 + Xey, N(er) = N(eg) = 0, Fil'M(p) = Soyxyer + Fil' SoxM(p).

(iv) Fixons p telle que p|;, ~ ( ) et det(p) ~ wA(a) avec a € F* et posons

5.2.2. On suppose maintenant 3 < k < p et k pair. On pose v = u — p. Si R est

une ©O- algébre plate locale noethérienne complete et si x = > 7, TZIZ’—,Z € Sk, on note
[z] = 307 ri% € R[[v]] = R[[u]] C Sg. Pour chacun des 9-modules My (11, £) du §4.2.4,
on pose Fy = e; + +5V( = =ey et Gy = +2 otk € {£—2Hyz-1, D, 1,p*?2¢, p~lg} suivant

le cas. Pour chacun des O-modules Mz(u, £) du §4.2.4, on pose Fy = e + Me et

Gz = ey. Pour x = Ay + uGy € My (i, £) (resp. © = AFy + pGz € Mz (p, £)) avec
A p € So, on note [z] = [ANFy + [u]Gy (resp. avec Z). On note également Ny (p, £) =
O[[v]]Fv & O[[v]]Gv = O[[u]]Fy @ O[[u]]Gv € My (i, £) et Fil*"'Ny = Fil*='My N Ny
(resp. avec Z). Dans la suite, on pose pour alléger My = My (u, £) et Ny = Ny (u, £)
(resp. avec Z).

Lemme 5.2.2.1. On a :
Filk-'Mm, = O[[v]][U] & O[[v]][V] + Fil?SoMy,

Fil*~'Ny o[IU] @ o[[0]][V],
UIAV] = ayv*tFy A Gy
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ou U etV sont les éléments de Fil* "My qui apparaissent dans les preuves du §4.2.4 et
ay € O[[v]]*. De méme, on a :

Fil 1My = o[])[W] & o[[v]][2] + Fil*SoMz,
Filk=IN, = o[v]][W] @ of[v]][Z],
[W] VAN [Z] = OézkalFZ VAN GZ

ou W et Z sont les éléments de Fil*"'My qui apparaissent dans les preuves du §4.2.4 et
az € Olv]]*.

Démonstration. La preuve est formelle, on la donne pour V, le cas Z étant analogue. Un
examen de la preuve du lemme 3.2.3.2 de [Br4] montre qu’il existe deux éléments U’, V'
dans Ny tels que Fil* 1My = 9[[v]]U’ & O[[v]]V’ + FilPSoMy . En particulier :

[U] = )\UU/+/LUV/+ZU
V] = WU + V' + 2y

avec Ay, 1y, Av, pv € Ol[v]] et zy, zv € FilPSoMy. Comme (p(U’), p(V')) engendrent

P IMy par forte divisibilité, de méme que (¢([U]), »([V])), la matrice (g&g% i’gg’zg;)

est inversible dans Sg donc dans O[[v]]. On en déduit que la matrice (i\\U Z U) est
Vv
inversible dans 9[[v]], ce qui donne 'assertion sur Fil*~!My . Comme FilPSqMy NNy =
vPNy, cela entraine :
v Ry e o[]|[U] + O[[v]][V] + vPNy
VFIGy e o[]][U] + O[[v]][V] 4 vPNy

d’ott v*" Ny € o[[0]][U] @ o[[v]][V] + vPNy qui entraine v*~'Ny C o[[v]][U] & o[[v]][V]
puisque k—1 < p. Soit a € 9[[v]] tel que [UJA[V] = aFy AGy. Comme v*~LFy vF71Gy €
O[[v]][U] & O[[v]][V], on a facilement que « divise v?*72 dans O[[v]] i.e. @« = v"3 ol
r € {0,...,2k—2} et 8 € O[[v]]*. Comme (o([U]), p([V])) engendrent p* My, p([U]A[V])
engendre Sop* 2 Fy A Gy ie. p(a)p(Fy AGy) = p** 2y Fy AGy avec v € S§- Un calcul
facile (en revenant & la définition de Fy, et Gy) donne o(Fy AGy) = p* 12 Fy AGy d’ou
P lo(a)u? = p** 2y ie. pla) =pF o d € S5- On en déduit r = k — 1, ce qui acheve
la preuve. 0

5.2.3. On suppose toujours 3 < k < p avec k pair et on rappelle que les éléments
Sy (L),d0z(¢) € Zp[[%]] ne dépendent de £ que via m € N, cf. §4.2.2.

N 7
(i) Fixons p ~ (w O(Oé) wgik)\(ﬁ)

a,f € F*, a # (. On pose [i,
tension finie, et :

C GL(F) avec * peu ramifié et non nul et

+(aB)"Y/? € F, quitte & remplacer F par une ex-

1 (—1)k/2-1
K202 —1) k202 —1)
Posons M4 (p) = Soqx)Fv @ SpjxGv qu’on munit des opérateurs O[[X]]-linéaires ¢ et
N obtenus en remplagant formellement £ par [€1]+ X dans I'expression des opérateurs ¢

£y =2Hy/01 —

Opy € F.
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et N dans la base (Fy,Gv) de My ([fiy], £) lorsque val,(a(£)) = 0 et val,(£—2H} /1) =0
([-] désigne ici le représentant de Teichmiiller dans ©). Par exemple, on obtient :

(1 =p)([e4] + X) + p(0v(£)) — pdv (L)
[€4] + X —2Hy o >Gv)'

o(Fy) = M(pk/QFV +pk/2_1<

On définit de méme U,V € M4 (p) comme les éléments obtenus en remplacant formel-
lement £ par [€.] + X dans Uexpression de [U] et [V] dans la base Fy,Gy (cf. preuve
de prop.4.2.4.2 (i) pour U,V et le §5.2.2 pour [U],[V]) et on note Fil*"'M(p) le sous-

Soxp-module de M (p) engendré par U,V et Filk_lSD[[X]]Mi(ﬁ).

N\ o _ w2 A(a) *

(ii) Fixons p ~ ( 0 S5 (a)
On pose (dans F) 7, = (—1)*2a7!, i_ = —(=1)"2a7 et £, = 2Hy /91 — W Po-
sons My (p) = Sox) Fv @ SopxGv quon munit des ¢, N et Fil*~! obtenus de méme
que précédemment en remplagant formellement £ par [€,] + X dans Pexpression des
opérateurs ¢ et N et des vecteurs [U], [V] dans la base (Fy,Gy) de My ([fiL], £) lorsque
val,(a(g)) = 0 et val,(£ — 2Hy/2_1) = 0. Lorsque 0 < val, (€ — 2Hy/5-1) < 1, les coeffi-
cients des coordonnées des opérateurs p~ o, N et des vecteurs [U], [V] de My (u, £) dans
la base (Fy, Gy) sont dans Z,[[¢—2H_,, WH Posons R = O[[X,Y]]/(XY —p) et

2 —1

C GLy(F) avec * peu ramifié et non nul et o € F*.

M_(p) = SgFv ® SrGy qu’on munit des ¢, N ei Fil*=1 obtenus en remplacant formelle-
ment £—2Hy /51 par X et #W_l par Y dans I'expression des opérateurs ¢ et N et des
vecteurs [U], [V] dans la base (Fy, Gy) de My ([fi_], £) lorsque 0 < val, (€ —2H/5-1) < 1.
Par exemple N(Fy) = (1 + N(év(ﬂ))/p)YGV.

N — w2 A(a) s
(iii) Fixons p ~ 0 wg_l)\(oz)
pose i = (—1)¥271a~! € F et on note qu’il existe un et un seul élément 3 € F tel que,

pour tout £ tel que val,(€—2H/2_1) > 1 et L-2Hypn B, Tos My ([1], £)®F,) ~ pQF,
(cf. la fin de la preuve de prop.4.2.4.2 (ii)). Posons M(p) = SpxFv © SojxGv qu'on

munit des ¢, N et Fil*~! obtenus en remplagant formellement (£—2Hy5_1)/p par [5]+X
dans 'expression des opérateurs ¢ et N et des vecteurs [U], [V] dans la base (Fy, Gy ) de
My ([fi], £) lorsque val, (€ — 2Hj/5-1) > 1.

) C GLy(F) avec * trés ramifié et « € F*. On

k_q
. . _ w2 tA(P) *
iv) Fixons p =~
(i) P < 0 w2 @)
définit 7, et £4 comme dans le cas (i) (quitte a remplacer F par une extension finie)
et on pose M+ (p) = SoxFz @ Soyx Gz qu'on munit des ¢, N et Fil*~' obtenus en

remplagant formellement € par [€.] + X dans I'expression des opérateurs ¢ et N et des
vecteurs [W], [Z] dans la base (Fyz, Gz) de Mz([fix], £) lorsque val,(a(£)) = 0.

) C GLy(F) avec * non nul et o, € F*. On

E_14pk

2 2

(v) Fixons p telle que p|;, ~ <w2 k—‘,—g?(k—l)) et det(p) ~ W tA\(a) avec o € F*.
0 wg P
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On pose iy = +a~ /2 € F (quitte & remplacer F par une extension finie) et My (p) =
Sox) Fv @ Sp(x Gy qu'on munit des ¢, N et F il*=! obtenus en remplacant formellement
£ —2Hy/ 1+ m par X dans 'expression des opérateurs ¢ et N et des vecteurs
(U], [V] dans la base (Fy, Gy) de My ([fii], £) lorsque val,(a(g)) > 0.

0
Lorsque val,(a(g)) < —% + 2 i.e. val,(€) < —% + 2, les coefficients des coordonnées des
opérateurs o, N et des vecteurs [U], [V] de My (u, £) dans la base (Fy, Gy) sont dans
Z,[[p~*/*2271]. On pose iy = a1/ € F (quitte & remplacer F par une extension finie)
et M4 (p) = SoqxFv @ SojxGv qu'on munit des ¢, N et Fil*~! obtenus en remplacant

k-1
0
(vi) Fixons p telle que p|;, ~ <w2 p(k_1)> et det(p) ~ W A\(a) avec a € F*.
Wy

formellement p~*/2t2¢=1 par X dans l'expression des opérateurs ¢ et N et des vecteurs
[U], [V] dans la base (Fy, Gv) de My ([fiL], £) lorsque val,(€) < —£4-2. On pose également
M(p) = Sopxper ® Soyxpez muni des @, N et Fil*~' définis par p(e1) = p* o] e,

@(62) = —e1 + X@Q, N(€1> = N(eg) = 0, Fllk_lj\/[(p) = SD[[X]]el + lek_lsg[[XHJ\/[(ﬁ)

k—1—i+pi
(vii) Fixons p telle que p|;, ~ (w2 . pr((,zli)) avec 1 < i < £ —2 et det(p) ~
2

wFI\(a) avec o € F* (ce cas n’arrive donc que pour k& > 4). Lorsque i — g +1<
val,(a(g)) <i—%5+2ie i—£+1 < val,(£) < i—%+2, les coefficients des coordonnées des
opérateurs o, N et des vecteurs [U], [V] de My (u, £) dans la base (Fy, Gy) sont dans
Z,[[p~ 1 2g, pi=k/22¢71]. Soit R = 9[[X,Y]]/(XY — p). On pose fiy = £(a"V/2) € F
(quitte & agrandir F) et M+ (p) = SpFy @ SrGy qu’on munit des ¢, N et Fil*~! obtenus
en remplacant formellement p~*~'¥/2¢ par X et p'~*/2+2¢~1 par Y dans l’expression des
opérateurs ¢ et N et des vecteurs [U], [V] dans la base (Fy,Gy) de My ([fig], £) lorsque
i—5+1 < val(e) <i—£+2 Par exemple N(Fy) = (1+ N(6v(£))/p)YGy.

Bt
(viii) Fixons 5 ~ [~ Ma) -+
0 w2 IA(B)

a, B € F* (ce cas n’arrive donc que pour k > 4). On pose fiy = +(a3)"Y/? € F (quitte &
remplacer F' par une extension finie) et :

o (=DEr k24— 1
8% _ - @
k240 %+ 1

On pose M+(p) = SoxpFv & SoxGv qu'on munit des ¢, N et Fil*~1 obtenus en

) C GLy(F) avec 1 <i < £ — 2, « non nul et

-1
) Gy € F.

remplagant formellement p'¢ par [@+] + X dans 'expression des opérateurs ¢ et N et des
vecteurs [U], [V] dans la base (Fy,Gy) de My ([fiy], £) lorsque val,(£) = —i.

WA
0 witiA()
et a, 3 € F* (ce cas n’arrive donc que pour k& > 4). On pose iy et @y comme au (viii)

(quitte a remplacer F par une extension finie), et M+ (p) = So(xFz © So|xGz qu'on
lk_l i

C GLy(F) avec 1 < i < E _ 2 % non nul

(ix) Fixons p ~ 5

munit des ¢, N et F% obtenus en remplagant formellement p'€ par [ai] + X dans
I'expression des opérateurs ¢ et N et des vecteurs [W],[Z] dans la base (Fyz,Gyz) de
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Mz ([fy], £) lorsque val,(£) = —i.

k-1
(x) Fixons p ~ (w 0/\(04) /\(*ﬁ)) C GLy(F) avec * non nul et «, 3 € F* et posons

M(p) = Sopxper @ Soyxyez muni des o, N et Fil*! définis par @(e;) = p" 1 (([8]! +
)61 + 62) (62) = [ﬁ[(]l_ﬁl]JrXeg, N(el) = N(eg) = 0, Fllk_lM(ﬁ> = SD[[X]}el +

5.2.4. On suppose ici k pair et 1 < k < p.

Proposition 5.2.4.1. Soient p : G, — GLo(F) une représentation finie telle que
Endpic,(p) = F et M(p) Uun des Sg-modules muni des structures (¢, N, Fil*=') définis
auz §5.2.1 et §5.2.3 (avec R = O[[X]] ou O[[X,Y]]/(XY —p) suivant le cas et quitte a rem-
placer F par une extension finie ne dépendant que de p). Alors M(p) est un R-module for-

tement divisible et Ts; ,(M(p)) est une déformation dep a R (au sens de [CDT],appendice
A).

Démonstration. C’est facile pour les déformations cristallines et lorsque £ = 2. Posons
v=u—pet M =M(p). Vu les propositions 4.2.4.2 & 4.2.4.6, les seuls points non évidents
de la définition 3.2.1.1 sont (i) et (vii), i.e. Fil*"IM N IM = I Fil*'M pour tout idéal I
de R et vN(Fil*=1M) C Fil*~'M. Nous montrons (ii) qui est le plus délicat, laissant (vii)
au lecteur. Il suffit de montrer Fil*='M N IM C IFil*~'M, I'autre inclusion étant claire.
Posons F' = Fy ou Fy et G = Gy ou Gz suivant le cas, N = R[[v]]F & R[[v]]G C M,
Fil*=IN = Fil*=IMNN et notons (H, J) les générateurs de Fil*~!M obtenus formellement
par la procédure précédente a partir des vecteurs ([U ], [V]) ou ([W1],[Z]) suivant le cas.
Du lemme 5.2.2.1, on déduit aisément H A J = av* 'F A G avec a € R|[[v]]*, d’ou

VPN C R[[v]]H + R[[v]]J. Comme Fil*"'N = R[[v]]H + R[[v]]J + v’N, on obtient en
fait Fil*"'N = R[[v]]H + R|[[v]]J. Soit x € Fil*"IM N IM, on peut écrire z = y + 2
avec y € Fil*! " INNIN et z € IFilPSgM et il suffit de montrer y € IFil*"IN. On a
y=MH+pJ avec \,u € R[[v]] et yAJ = NHAJ € I[[v]]F AG, dout \k~1 € I[[v]] ce qui
entraine A € I[[v]]. On montre de méme u € I[[v]], d’ott y € IFil*"IN. La fin de I’énoncé
se déduit facilement des propositions du §4.2.4 et du corollaire 3.2.2.3. 0

Corollaire 5.2.4.2. Soit p : G, — GLo(F) wune représentation finie telle que
Endrq,)(p) = F. Toute déformation de p de type (k,triv) (cf. §2.2.2) est isomorphe (sur
Z,) a Ty x(M(D)) ®g Z, pour un unique R-module fortement divisible M(p) parmi ceur
définis aux §5.2.1 et §5.2.3 et un unique morphisme de O-algébres R — Z,,.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’il n’y a de telles déformations que si p|;, €
Wk wsflfiﬂ”’ 0 . .
{( 0 u)i) , ( 0 w;“’(kli)) , 0<i<k— 2} (cf. théoreme 4.2.4.7). Si p
est une déformation de p de type (k,triv), p est en particulier un réseau stable par G,
dans une des représentations V' (i, p2), V(p,v) ou V(u, £) de l'exemple 3.1.2.2 (pour
des valeurs convenables des parametres). Ces représentations sont mutuellement non iso-
morphes et comme les valeurs des parameétres sont fixées par M(p) et par le morphisme
R — Z, (cf. les constructions de ce paragraphe), on voit facilement qu’il y a au plus un
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seul choix de chaque tel que p ® Z, ~ Ty x(M(p)) ®r Z,. Le fait que toute déformation
de p de type (k,triv) est de la forme Ty x(M(p)) ®r Z,, résulte de Endp(q,(p) = F, des
résultats du §4.1 et du §4.2, de la proposition 5.2.4.1 et du corollaire 3.2.2.3. U

5.3. Anneaux de déformations semi-stables.

Théoréme 5.3.1. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et p : Gal(Q,/Q,) —
GLy(F) une représentation finie telle que Endpq,)(p) = F. Quitte a remplacer F par une
extension finie ne dépendant que de p, on a les résultats suivants :

(i) Supposons k =2, alors :

. _ Wk wy 0
R(?,trzv,p)gzoslp|fp¢{<0 1), (02 w@)}’

— R(2,triv,p)g =~ O[[X]] si p|;, € “ ) qvec x tres ramifié, ©? Op

: 0 1 0 Wb
wA(a)  x
0 A

- R(2,triv,p)pg ~ O[[X]] x O[[X]] st p ~ (

ramifié.

ou Si p avec o, 3 € F* et a # (3,

wA(a)  *

X
0 /\(a)> avec o € F* et x peu

(ii) Supposons k > 4, alors :
— R(k,triv,p)o =0 si :

k—1—i k—1—i+pi
_ w * Wy 0 :
pllp ¢ {( 0 wz) ) ( 0 w;—i-p(k—l—i)) ) 0<:< k— 2} s
—| Wg * . e fie Wl
PlL, € 0 Li avec res ramifié, 0 1 ,
_ W=t 4 . . w2t 0
P\IT,E{< 0 o aveclgzgk—Qetz;ﬁg— 2 . wking

w2?\)(a) wg_j/\(ﬁ)) avec o, 3 € F* et a #£ (3,

 Rltktriv. o ~ ol[X]) x o[IX]] x ofX1] siply = () iy ).

— R(k,triv,p)g ~ O[[X]] x SlX Y] Sip (wéi\)(a) Lk - (a)) avec o € F*

(XY —p) 271\
et x peu ramifié,
- O[X, Y]] ~ ofX. Y]] . _ wh 0
a R(kv triv, p)D ~ (XY — p) X (XY — p) 5t IO|Ip = 0 w;—i-l’(k—l—i) avec
1< < % — 2 (ce dernier cas n’arrive donc que pour k > 4).




62

Démonstration. Les cas R(k,triv,p)o = 0 découlent directement de la proposition 4.1.1
et du théoreme 4.2.4.7. On note pour alléger R" I'anneau des déformations universel de
P (noté R(p)p au §2.2.2) et R = R(k,triv,p)o supposé non nul. Il s’agit de montrer

R ~ T]i_, Ri olt r est un entier entre 1 et 3 et R; (1 < ¢ < r) 'un des anneaux O[[X]],
% suivant le cas (cf. les constructions des §5.2.1 et §5.2.3). On procede en trois
temps : (i) on montre l'existence d'une injection de 9-algebres R — [[i_; R;, (ii) on
montre que les fleches R — R; qu’on en déduit sont surjectives, (iii) on montre que la
fleche R[2] — ITi_, Ri[1] qu'on en déduit est surjective. Seule la démonstration du (ii)
n’est pas formel, i.e. repose sur quelques calculs, que nous donnons (briévement) seulement
dans les cas ou R; = O[[X,Y]]/(XY —p) (ceux ou R; = O[[X]], plus simples, seront laissés
au lecteur).

(i) Par la proposition 5.2.4.1 (et la propriété universelle de R"*), on a pour chaque ¢ un
morphisme continu de D-algebres locales completes R* — R;, d’oit un homomorphisme
f:R*— [['_; Ri. Soit x € R", montrons que f(z) = 0 si et seulement si € Nx riv)P,
'intersection étant prise sur les idéaux premiers de R* de type (k, triv) (cf. §2.2.2). Soit p
un tel idéal premier, il lui correspond une déformation p : G, — GLg(R"/p) — GLo(Z,)
de p de type (k,triv) et par le corollaire 5.2.4.2, il existe un i et un homomorphisme de
O-algebres R; — Z, (uniques) tels que le diagramme suivant commute :

l B
R/p — Z,.

Réciproquement, tout morphisme R; — Zp correspond a un idéal premier p = Ker(R“ —
R, — Zp) de type (k,triv). Soient x € R" et x; son image dans R; pour 1 < i < r. Si
T € N(k,triv)P, alors pour tout morphisme de O-algebres R; — Zp, x; s’envoie sur 0, ce qui
entraine aisément x; = 0, donc f(z) = 0 puisque c’est vrai pour tout i. Réciproquement,
si ; = 0 pour tout ¢, alors pour tout p de type (k,triv) I'image de  dans R"/p est nulle,
donc x € Nk 4riv)p. Par passage au quotient sur la fleche R* — [] R:, on obtient bien une
injection R — [] R;.
(ii) 11 suffit de montrer que R* — R;/(m,m?) est surjectif oit m; est I'idéal maximal de
R;. Considérons le cas R; ~ O[[X,Y]]/(XY — p) qui n’arrive (cf. §5.2.3) que pour p =~
wg)\(oz) * w;‘_l_iﬂ’i 0

0 w2 \() 0 w;rp(k_l_i))
avec 1 < i < g — 2 (2 ¢as). On a (ﬂﬁ?) ~ (XE,[))((;,/S}/Q)
représentation galoisienne :

avec x peu ramifié non nul (1¢ cas) ou p ~ (

et il suffit de montrer que la

R
To (M, (p .—ng(m_— |
t7k< Rz (p)) ®Rz (,n_7 m?) tvk Rz (p) ®Rz
ne peut étre définie sur une sous-F-algebre stricte de (W?ﬁz). Par la pleine fidélité du
foncteur Ty p (cf. §3.2.2), il est équivalent de montrer que Mg, (p) Qg, (WRTQ) ne provient
pas par extension des scalaires d’un sous-objet dans M* ™' muni d’une action d’une telle
sous-F-algebre (noter qu'une sous-F-algebre de % en est aussi un quotient).

1 cas : On a N(Fy) = (1 + N(0v(£))/p)Y Gy (cf. §5.2.3,(ii)) d’ou on déduit que Y est
dans I'image d’une telle sous-algebre. Par ailleurs, un calcul (cf. preuve de prop.4.2.4.2

)




63

(i)) montre que Fil*"'Mpg,(p) ® ﬁ est engendré par :

{

avec modulo FilPSg, ® % :

= u%_l (CU(S,g—Q)X( V—év)-ﬁ-uDU(s,g—l)év)
= ug’ICv(E,é—l)(Fv—@v)

<l <l

eir@ = (o (©XTFy+(dy (©)—cu (©)bv (£)Ty )
pr-1(V) = aev (£)Fv
ce qui revient a :
prr WS (Fy—Gy)) = SISy
k. e (D) cyL.k-2) o, (D) = () —
Pr-1(u2Gy) - DUlszj%—l) |:(1+C‘[i(2,§71) c‘;(,Q))XFV"_(Cz(S}) _5V(£))GV}'
Mais le corollaire 4.2.3.4 nous dit que modulo (p, %’) :
Cu(e,t—2)ep(e k
Cv(g, -1 cy(e) 2

et il est clair qu’une telle sous-algebre contient aussi X, c’est-a-dire est égale a (7TR—n;2)

2ieme cas: On a N(Fy) = (14+N(0y(£))/p)Y Gy (cf. §5.2.3,(vii)) d’ott on déduit que Y est
dans 'image d’une telle sous-algebre. Par ailleurs, un calcul (cf. preuve de 4.2.4.5) montre
que Fil*=*Mg, (p) @ % est engendré par :

U = ui(*CU(S,ifl)Xév+’u%7iDU(E,gfl)avui»uk_l_%DU(£,k727i)f\/)
V = —uin(S,i)év
avec modulo FilPSg, ® ﬁ :
o1 (@) = —7i(eu () XFy+(du(L)—cu (L)dy (£)Gr )
er—1(V) = fey (£)Fy
ce qui revient a :
e _ —ey (&)
r—1(u'Gy) = o (Lo Fy
k—1—iF _ —pey (£) cpLi-1) ey (D) v ay () =
pro1 (W) = DU@;H[(H L) X () 5v(£))cv]

Mais le corollaire 4.2.3.4 nous dit que modulo (p, %P) :

OU(S,i— 1) Cv(ﬂ) k—i—1

1 —
T el ) k217"

et il est clair qu'une telle sous-algebre contient aussi X, c¢’est-a-dire est égale a %

Les cas R; ~ O[[X]] procedent de maniere similaire.

(iii) Pour tout couple d’entiers (a, b) positifs ou nuls tels que a < b et a+b = k—1, on définit
les idéaux premiers p de R" de type (a,b,triv) en remplacant “a poids de Hodge-Tate
(0, k—1)” par “a poids de Hodge-Tate (a,b)” dans la définition des idéaux premiers de type
(k, triv) au début du §2.2.2. Notons que par l'isomorphisme R* = R(p)p — R(PRQw )¢
un idéal premier de type (a, b, triv) devient un idéal premier de type (b — a + 1,triv) =
(k—2a, triv). Par le méme raisonnement qu’au (i) on construit une injection de D-algebres
R*/ Np — J]R; ou l'intersection a gauche est prise sur les idéaux premiers de type
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(a,b,triv) pour tous les couples (a,b) possibles et ou le produit a droite est pris sur les
familles explicites de déformations de type (b — a + 1,triv) de p ® w™® construites aux
§5.2.1 et §5.2.3 pour tous les couples (a,b) possibles. De plus, par (ii) la projection sur
chaque R; est surjective et on a un diagramme commutatif :

! |
R — H::l RZ

ou I'application de gauche est la surjection canonique et celle de droite la projection sur
les composantes de type (k,triv) (rappelons que R = R*/ N p mais 'intersection n’étant
prise que sur les idéaux premiers de type (k,triv) = (0,k — 1,triv)). Il suffit donc de
montrer (R*/Np) [ﬂ ST R [ﬂ pour la premiere ligne, c’est-a-dire, par le lemme 5.1.2,
11 Ri(Z,) = (R*/ N p)(Z,). L'injection découle de 1'unicité dans le corollaire 5.2.4.2. La
surjection est plus délicate. Considérons les déformations p de p aux O-algebres locales
noethériennes completes (A, m) satisfaisant les deux conditions suivantes :

(i) pour tout entier positif n, p @4 % est I'image, par le foncteur Ty, du §3.2.2, d'un
objet de la catégorie M,

(i) det(p) = ¥~ {w*det(p)] ou [] désigne le représentant de Teichmiiller dans O.
Comme l'image essentielle de M"™! est stable par sous-objet, somme directe et quo-
tient, c’est un exercice de voir que ces déformations satisfont les conditions de [CDT],A.2
et le sous-foncteur des déformations correspondant est donc représenté par un quotient
R*/I de R*. On a I C p pour tout idéal premier p de R* de type (a,b, triv) puisque la
déformation G, — GLy(R"/p) correspondante satisfait alors les deux conditions ci-dessus
(le (i) découle de la proposition 3.2.3.2 et du corollaire 3.2.2.3 et le (ii) de la condition sur
le déterminant au §2.2.2). La surjection R* — R"/Np se factorise donc par R"/I et tout
élément de (R*/ N p)(Z,) donne un élément de (R*/I)(Z,) c’est-a-dire, vu la définition
de R"/I et le §3.2.3, la torsion par £ d'une déformation de p @ w™* de type (k — 2a, triv)
pour un certain entier a € {0, g — 1}, c’est-a-dire un élément de R;(Z,) pour un certain
entier ¢. Ceci donne la surjectivité voulue et acheve la preuve de (iii). O

Corollaire 5.3.2. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et p : Gal(Q,/Qp) —
GLy(F) une représentation finie telle que Endg(q,)(p) = F. Alors la conjecture 2.2.2.4 est
vraie pour R(k,triv,p)g.

Démonstration. On peut supposer O arbitrairement grand d’apres le lemme 2.2.2.5. Le (ii)
de la conjecture 2.2.2.4 est alors clair par le théoreme 5.3.1, et aussi le (i) en remarquant
que les composantes irréductibles de R(k,triv,p)o sont O[[X]] ou O[[X,Y]]/(XY — p)
(cf. la remarque 5.1.5). D’apres le lemme 5.1.2 (et le théoréme 5.3.1), on a [[_, Ri(Z,) ~
R(k,triv, p)o(Z,) pour r € {1,2,3} et R; € {9[[X,Y]]/(XY —p), O[[X]]}, les R; paramé-
trant toutes les déformations de p de type (k,triv). On en déduit aisément le (iii). 0

Du théoreme 5.3.1 et des lemmes 5.1.6 et 2.2.2.6, on déduit :

Corollaire 5.3.3. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et p : Gal(Q,/Qp) —
GLy(F,) une représentation finie telle que Endg ,1(p) = F,.
(i) Supposons k =2, alors :
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. o w wy 0
— Wgal(2,triv,p) =0 s1 , ,
Hg l( p) p|Ip ¢ {(O 1) (0 wé’)}
~ pgat(2,triv,p) = 1 si p|;, € {((E)) 1() avec * tres ramifié, (%2 u?p)} ou Si

2

— fgal(2,triv,p) =2 si p (W)\éa) )\(*04)) avec a € F; et * peu ramifié.

(i1) Supposons k > 4, alors :
— pga(k, triv,p) =0 si :

_ Wkt wh it 0 :
pllp ¢ {( 0 wz‘ ) 0 LU;-’_p(k_l_i) 5 0 S ] S k—2 s

— pga(k,triv,p) =1 si :

pl,eld 7 f % tré gie (V5
plI, 0 Wi avec res ramaufie, 01 ,

— pga(k, triv,p) =2 si :

k
k—1—i s+p(5-1)
_ w * . B Sk w3 0
p|1p€{< 0 wi) avec 1 <i<k—2eti#g—1, < . w’§—1+p’§>}
2

k
ou St p (wz)\(a) k * ) aveca,ﬁEF; et a # 3,

|

0 w2 IN(B)
k—1 k
o _ w 0 _ w2 A« *
— pgar(k, triv,p) = 3 si pl, ~ ( 20 p(k—l)) ou St p < () . )
W 0

—x L
avec € F et * peu ramifié,

k—1—i+pi 0
— pgar(k, triv,p) = 4 si pl;, ~ < 2 0 pr(k_l_i)) avec 1 < i < E—2 (ce
2

dernier cas n’arrive donc que pour k > 4).

5.4. Comparaison des multiplicités. Pour tout entier £ > 1, on rappelle que :
. k—2 /2
o(k,triv) = St ®q, Sym (Q,)

et que o(k, tm’v)ss désigne la semi-simplifiée modulo mz de o(k,triv) (cf. §2.1.2).

Lemme 5.4.1. Soit k un entier pair tel que 1 < k < p.
(i) Si k = 2, alors o(2, tm'v)ss = 0p_10-
(i1) Si k >4, alors :

k
2 772 2
SS
(/f t”U (@Uk 2-2i z) @ (@Up—i-l—k—i-%,k—Z—i) D or_20D 0075_1 SP) Up_lé_l
i=0

ot la premiere somme directe disparait st k = 4.
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Démonstration. Le (i) est laissé au lecteur. Pour le (ii), il s’agit donc de décomposer

Op-1,0 ®F, Ok—20. On peut procéder comme suit. Soit Up(p) = (p** :) C GLy(Z,), on
remarque que IndGL2(Z”)(ok,2 O\UO ) ~ 0k—2,0D0p—1,0Q0,_20 Puisque IndGL2 Z”)l ~ 090D

GL2( p)(
Uo(p)

irréductibles. Pour (i, j) € {0,...,p — 2}?, notons o} ; le caractere de Up(p) sur F, donné

0p—1,0- On est donc ramené a la décomposition de Ind ) en représentations

par <;c Z) — @id . Un caleul facile donne (Tk-2.0lv0())" =~ B 0} p_o_; de sorte que :

k—2

GL2(Z 8 GL2(Z ss
<IndUo(;() p)(ak—270|Uo(p))) = @ (I dUOé,( p)gg,k—Q—i) .

=0

GLy(Z , . . .
On est donc ramené a la décomposition des Ind;; (Zp( ») o} ; en représentations irréductibles

qui est faite dans le lemme 3.1.1 de [CDT]. Le résultat final s’en déduit facilement. [
A partir de la regle du §2.1.2, on obtient facilement :

Corollaire 5.4.2. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et p : Gal(Q p/Qp)
GLy(F,) une représentation finie telle que Endg F, (G p}(p) =F,.
(i) Supposons k =2, alors :

B oA W * wy 0

Maut(27trlvvp) =0 si p’Ip gé {(0 1) ) < 0 wé’) }7

— Haut(2,triv,p) = 1 sip|;, € “YE) avee = tres ramifié, w2 Op ou si
v 0 1 0 Wb

7= (57 ay) e B azn

— (2,110, D) = 2 50 P~ (wAéOé) )\(*a)> avec o € F: et * peu ramifié.

(i) Supposons k > 4, alors :
— praut(kytriv,p) =0 si :

wkflfi * wk—l—i-i—pi 0 »
p|Ip ¢ {( z) ) < 2 0 i+p(k—1—3) | > 0<:< k—2 s
Wy

— praut (b, triv,p) =1 si

N C s wk_l *
p|]p avec * tres ramzfze, 0 1 ,

— faut (K, triv ) =2 80 :

pli, € ( 0 wi) avec 1 <i<k—2eti#%— 2 E_1iph
0 wWs

k
- (w2o) * =x
ou Si p ( 0 wé—lA(ﬁ)> avec o, 3 € F ) et a # 3,



p
0 wy

k—1 k
N _ w 0 _ w2 N« *
o :U’aut(katrlvap) =3 st p|1p = ( 2 (k—l)) ou st p = ( ( ) g >

—x .
avec € F ) et * peu ramifié,

E—1—ipi 0
= Haut (ks triv,p) = 4 si ply, ~ ( 2 0 w”p(kli)) avec 1 < i < £ —2 (ce
2

dernier cas n’arrive donc que pour k > 4).

En vertu des corollaires 5.3.2, 5.3.3, 5.4.2 et des résultats du §2.3.2, on a finalement :

Théoréme 5.4.3. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p, 7 un type galoisien
de degré 2 scalaire et p @ Gal(Q,/Q,) — GLao(F,) une représentation finie telle que
Endg ¢, (p) = ¥p. Alors pga(k, 7,p) = #det(7)(I;"") - prour(k, 7,0). En particulier si T
est modéré figq(k, 7,0) = plaut(k, T, D).

6. EXEMPLES POTENTIELLEMENT CRISTALLINS EN BREF

Rappelons déja que le cas semi-stable avec 1 < k < p et k impair reste a traiter. Les
calculs seront probablement du méme ordre de difficulté que pour le cas pair, bien que
différents. Nous examinons ci-dessous, sans donner les détails des calculs (lorsque nous
les avons faits!), certains cas de la conjecture 2.3.1.1 quand le type galoisien 7 est non
scalaire.

6.1. Exemples de type “série principale”. Le cas le plus simple apres 7 scalaire est
T~ &', @ x|, ot 1 < i< p—2, x est un caractére fini de I, qui s’étend & G, et @ est
le relevé de Teichmiiller du caractere w. Quitte a twister par x (cf. proposition 2.3.2.2),
on peut supposer 7 ~ @' @ 1. Les représentations potentiellement semi-stables & poids de
Hodge-Tate (0,k — 1) (k entier > 2) et a représentation de Weil-Deligne isomorphe & 7
apres restriction & I, sont cristallines sur F = Q,(¥/1). Soit # une uniformisante de F
telle que #7~! + p = 0, ces représentations sont les Vi (D) ou D = Qpel ® Qpeg est un
module faiblement admissible avec N = 0 de la forme suivante :

pk—l

pler) = Eers plea) = Fpe
Fil*""(F ®q, D) = (F ®q, Q,) - (' @ €1 + e3)
pweZ,, €y 0<val(§) <k—1

et muni d’'une action linéaire de Gal(F/Q,) donnée par (g € Gal(F/Q,)) :

{ gler) = €1

glea) = @(g)'ea.

(On voit facilement que D est faiblement admissible en utilisant la proposition 3.1.1.5 par
exemple et on note que l'action de G, sur Vi (D) C By ®q, D tient compte ici de 'action
de Gal(F/Q,) sur D.) On pose D = D(p,€) et V(p,€) = Vi (D(11,€)). Lorsque k = 2,
en utilisant la description des groupes p-divisibles sur Op, i.e. des réseaux galoisiens dans
les représentations cristallines sur F' & poids de Hodge-Tate € {0, 1}, donnée dans [Br5],
des techniques similaires aux précédentes fournissent les deux propositions :
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Proposition 6.1.1. Soient V' une représentation potentiellement cristalline de G, de
dimension 2 sur Q, a poids de Hodge-Tate (0,1) et telle que WD(V)|;, ~ &'[;, & 1 on
1<i<p—=2,ie V=Vl avec p € Z; et £ € Zy, 0 <val,(§) <1, T un Z,-réseau
de V stable par G, et T sa réduction modulo my .
——1
. o (DE)
1) Si val =0 alors T~ (¥
(i) S valy (€ (M )

144
)

(i1) Si 0 < val,(€) < 1 alors T|;, ~ ( 0 wpgﬂ-)) et det(T) ~ WA\ (™).
2

s = WwHNERTY) o«
191) Si va =1 alors T ~ p _ .
(i) Si val () = 1 ( y A(§)>

On fixe O I'anneau des entiers d’une extension finie de Q, dans Q, et F son corps
résiduel.

Proposition 6.1.2. Soient 1 <i<p—2, 7 ~&';, ®1 et p: Gal(Q,/Q,) — GLy(F)
une représentation finie telle que Endgiq,)(p) = F. On a les résultats suivants :

wrespe=vs# {(i 5) (4 i) (907 1))

(i) R2.rplo = oXY sizly € { (5 3) (0 b

(i) R o > 2o g, (47 0L)

(Noter que ce résultat était conjecturé dans [CDT],conjecture 1.2.2. Pour p réductible,
'existence d’une surjection O[[X]] — R(2,7,p)o était connue, cf. [CDT],cor.2.1.3.). En

~ g Cle@e) ~i s~ (@ b
remarquant que pour 7~ &'[;, ® 1, on a 0(2,7) = Indy; """ (ol @ (pc d) = [a]') et

o(2, T)SS ~ 00D 0p_1-i,, on déduit de la regle d’admission et de la proposition 6.1.2 :

Corollaire 6.1.3. Soient 1 <@ < p — 2, x un caractére fini de G, 7 ~ @ X‘Ip &) th
et p : Gal(Q,/Q,) — GLa(F,) une représentation finie telle que Endg e, (P) = F,.
Alors pigar(2,7,9) = #X(L5) - paut (2,7, P). En particulier si x est modéré ,ugal(Q T,p) =
,uaut<2a T, ﬁ)

Lorsque & > 2 (et k < p), on a seulement une description conjecturale des réseaux
stables par Galois dans les représentations cristallines de Gal(Qp /F) a poids de Hodge-
Tate (0,k — 1) (par des modules fortement divisibles généralisant ceux du §3.2). Cela dit,
en utilisant cette description, on peut quand méme par des calculs tester la conjecture
2.3.1.1. Par exemple lorsque k = 3 et i = 1 (et modulo la description conjecturale des
réseaux galoisiens), on peut vérifier que ¢a marche encore...

6.2. Un exemple de type “supercuspidal”. Dans cette section, on suppose p = 3
et on décrit ce que pourrait étre la situation (nous n’avons pas mené les calculs jusqu’au
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bout) dans le cas 7 ~ (Indmwfix)h3 ot K = Qs(v/=3) et x : W& = KX — Zj est un
caractere donné sur Oy par :

x(-1) = -1,  x(1+v=-3) =1
x(1+3) = 1, xX(1+3v=-3) = ¢
ou ¢ # 1 et 3 =1 dans Z,f . Noter que ce type est un de ceux qui apparait sur la

représentation de Weil-Deligne associée au module de Tate 3-adique d’une courbe ellip-
tique sur Qg de conducteur 243 (cf. [BCDT]). Les représentations potentiellement semi-
stables a poids de Hodge-Tate (0, k —1) (k entier > 2) et a représentation de Weil-Deligne
isomorphe & 7 aprés restriction & I3 sont cristallines sur F' = Qz( ¥/—3). Soit # = /-3,
on peut voir que ces représentations sont les Vi, (D) ot D = Q61 @ Ques est un module
faiblement admissible avec N = 0 de la forme suivante (ol on fixe 7 € Z3 tel que 72 = 3) :

pler) = m*pes, p(es) = =" 2pe;

Fil*"Y(F ®q, D) = (F ®q, Qs) - (7' ®a +21 ®ble + T @ 1A' @a—1®b)es)
2 € z;, (avb) € 63 \ {(Oa O>}

avec Qg ®q, D muni d'une action Qg-semi-linéaire de Gal(Qy[7]/Q3) donnée par :

rle) = ea ~ Y(v-1) = —/-1

{ Yo(e2) = e ot 72 € Gal(Qo[7]/Qs), { Y2 (7) :\/_77' -
73(61) = —5€61— %62 ol a p 73( —1) = ~ —1

{ ’)/3(62) = %/61_— %(32 73 € G 1(Q9[ ]/Q3)7 { 73\(/71 — _7%6/&_ 77.6)
74(61) = _1®€1 N ~ 74( —1) = —1

{ ’74(62) — _\/__1 ® e ou 74 € Gal(Q9[7T]/Q3)7 { ,74(77‘_) - /1

(On voit facilement que D est faiblement admissible en utilisant la proposition 3.1.1.5
par exemple et on note que l'action de G5 sur Vi, (D) C By ®q, D tient compte ici
de l'action de Gal(Qy[7]/Qs) sur D.) On pose ¢ = 2 € Qg U {oo}, D = D(u,c) et
V(p,¢) = Vier(D(p,c)). On convient que vals(c) = +oo si b = 0 et valz(c) = —oo si
a = 0. Supposons k = 2 et soient T" un Zs-réseau de V(u,c) stable par G5 et T sa
réduction modulo mz,_. Les calculs partiels que nous avons obtenus (via la description des
réseaux dans les représentations cristallines sur F' & poids de Hodge-Tate € {0, 1} donnée

dans [Br5]) suggerent la description suivante des T possibles (noter qu'ici w? = 1) :

_ 3 _ 3
(i) Supposons Va13(63’3) > 0, alors Ty, < (w2 0) ou bien Ty, < <w2 0> Qw (et
wWo 0 wo

c3+3 0
det(T) = wA(7~?)).
_ 3 - 3
ii) Supposons val;(S=3) < 0, alors T|; (w2 0 ® w ou bien T|; L (w2 0
3 w 3
2

43 0 0w
(autre cas de (i)).

(iii) Supposons vals(

0373) = 0.

c3+3

e Si valz(c) < 0, alors T, ~ ( ) avec * trés ramifié ou T'|p, ~ (1

* N
avec * tres
0 w

W x
0 1
ramifié,

7 L o « N .
e si0 <valz(c) < %, alors T'|j, ~ ( ) avec * peu ramifié et mémes caracteres diagonaux

W *
0 1
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7 (1 * o . . .
non ramifiés (pour 7') ou T'|;, ~ 0 ) &vec* peu ramifié et meémes caracteres diagonaux
non ramifiés (pour 7T,
. 1 ? W *x iz N .
e si valz(c) = 3, alors T\, ~ g 1) avec * peu ramifié et caracteres diagonaux non
o s = TR s . .
ramifiés différents (pour T') ou T'|;, ~ 0 ) &vec* peu ramifié et caracteres diagonaux
non ramifiés différents (pour 7'),
-1 1 - ? W ok Yy ~ N .
e si 3 <valz(c) < 3, alors T'|, ~ 0 1) avecxpeu ramifié et mémes caracteres diagonaux
1 *

w) avec * peu ramifié et mémes caracteres diagonaux

non ramifiés (pour 7) ou 7|, < <O
non ramifiés (pour 7T,

e si vals(c) > 1, alors Ty, ~ ((g T) avec  tres ramifié ou T, ~ ((1)

* N
) avec * tres

w

ramifié.

(L’absence de? au dessus d'un ~ signifie que 'on a complétement vérifié 'assertion.)

Les calculs suggerent que les modules fortement divisibles correspondant aux réseaux

galoisiens dépendent de p et des quantités suivantes (suivant les cas précédents) : (i)

X=cetY=9—1,(G) X=cetY =% +1, (iit) X =c —[c71] si vals(c) <0, X = ¢

et Y =% si0<valy(c) <3, X =cetY = %—[g} sivalg(c):%,X:C%etY:§81

3 <valz(c) <jet X =¢, ¥V = % — [g] si vals(c) > 3.

Fixons © I'anneau des entiers d’une extension finie de Q, dans Qp, F son corps résiduel
et p: Gal(Q,/Q,) — GLa(F) une représentation finie telle que Endp(g,)(p) = F. Par
analogie avec la situation semi-stable, quitte a agrandir F il semble alors raisonnable
d’attendre les anneaux de déformations suivants (cf. définition 5. 1 3 pour le symbole ~) :

. 7 O|x
(i) R(2,7,p)p ~ (X3—[[3)§}3/-]-]1)) X X3 H;i;'/_,]_l)a donc figa(2,7,9) = 3+3 = 6, si pl;, =

3 3
wy 0 - _fwy O
( O LUQ) ou p|]3 - ( 0 CUQ) ® w,

.. 7 DX I ? o
(11) R(Z,T,p)g ~ (XS,[[;ig,”l)) X (X3 [[;i}}/ D) donc ,ugzzl(Q T, P) =3+3 =0, si P|]3 =

w0 _ w0 , .
(02 wg) ® w ou Pl =~ (02 " ) (lautre cas de (i),

2

(ili) R(2,7,9)p L O[[X]] x ()(?_[[;(751}/\)) (pour un A € W(F)* C ©* dépendant de p), donc

Hgat (2,7, D) L1+42=3si pliy ~ C(‘)) T) avec x tres ramifié ou pl;, =~ ((1) :) avec *

tres ramifié,

O ? . wA(« *
(iv) B2, 7 p)o ~ (R % Ry, done pya(2,7,9) = 445 =9, sip = ( 0" m))
R AMa) * s y
avec * peu ramifié ou p ~ ( 0 w)\(oz)) avec * peu ramifié (a € F*),

_ ? O[[X,Y O[[X,Y .
(v) R(2,7,p)p ~ (ngg(yﬂ\l)) X (XL[:;(YJ\Q)) (pour des \; € W(F)* C 9% dépendant
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de p), donc figa(2,7,p) £3+3= 6, si p ~ (WASOO )\(*ﬁ)) avec * peu ramifié ou

D~ (A(OOO w;zﬁ)) avec * peu ramifié (o, 5 € F*, a # f3).

Signalons au passage qu'une bonne partie de [BCDT| consistait a “isoler” les familles en
O[[X]] ci-dessus (qui n’apparaissent que dans le cas tres ramifié). Coté Langlands local,
on a par le (iii) du théoreme 2.1.1.4 :

~ GL2(Z3) "
o(r) = (Ind%(uwm)” >

(c’est-a-dire a = 4 et on peut choisir x' = 1). En prenant (v/—3,1) comme Zs-base de
Ok, on vérifie que :

0% (1 4 3058) = {(5‘0 2) €U3) | a=d(3), b= —c (3)} —U

a b
Posons V' = {(30 d> € Uy(3)

—
—

a=d (3)}, on a les extensions de groupes :

- V —= F;3 — 0
— Uy(3) — F; — 1

—_ =

U
\%4
ott V — F; est donné par | o A a'(b+7e) et Uy(3) — FJ par | 2 ") = a1d
3 3¢ d 0 3 3¢ d ’
On en déduit (en remarquant que xx” = 1 puisque xx” est d’ordre 3) :
O'(27 T)SS = O'(T)SS = <IndSL2(Zd)T> ”

_ (IndSOLé()Z3) (@ (maf1) ))

= (maga™ (md*P T Ta 1))
GLa(Z 3 3y %

= <1ndU0(23(> Y (0ho” @ 014 )>

_ 3 3 3 3

= 009 Doy Doy Doy,
, [a b
i \3c d
de vérifier que la regle d’admission du §2.1.2 redonne bien les mémes multiplicités que
précédemment (notons que dans ce cas det(7) = 1).

ou o = @d si i,7 € Z/2Z (cf. aussi [BCDT],§3.4). C’est alors un exercice
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ANNEXE A. SUR L'UNICITE DES TYPES POUR GL; (PAR GUY HENNIART)

A.1. Introduction.

A.1.1. Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien. Fixons une
cloture séparable algébrique F' de F et notons Wy le groupe de Weil de F sur F. Nor-
malisons I'application de réciprocité 77 : Wr — F* de fagon que les substitutions de
Frobenius géométriques correspondent aux uniformisantes de F'. Comme 7 induit un iso-
morphisme entre W et F'*, on obtient une bijection canonique entre les quasicaracteéres
de Wg et ceux de F*1. Plus généralement, Langlands a conjecturé I'existence, pour chaque
entier n > 1, d’une bijection canonique o — m(c) de I'ensemble Gr(n) des classes d’iso-
morphisme de représentations ®-semisimples de dimension n du groupe de Weil-Deligne
de F' ([Ta],§3) sur I'ensemble Ap(n) des classes d’isomorphisme de représentations lisses
irréductibles de GL,,(F'). Pour n = 1, Gp(1) s’identifie a 'ensemble des quasicaracteres
de Wg, Ap(1) al’ensemble des quasicaracteres de F'* et 1'application o — m(o) de Gp(1)
dans Ar(1) est Papplication réciproque de la bijection x +— x o 7 de Ap(1) sur Gg(1).
Dans la suite, nous nous intéressons uniquement au cas ou n = 2 et nous posons G =
GLy(F). H. Jacquet et R.P. Langlands ([JL]) ont construit 7(o) pour o € Gr(2) réductible,
ou quand la caractéristique résiduelle de F' est impaire. Ph. Kutzko ([Ku2]) a ensuite
construit 7(o) dans tous les autres cas, obtenant alors la bijection voulue.

Remarque A.1.1.1. Les correspondances de Langlands mentionnées ci-dessus ont été
établies en 1999 pour tout entier n > 2 par M. Harris et R. Taylor ([HT], voir aussi [He]).

A1.2. Sio € Gp(2) est irréductible, alors 7(0) € Ap(2) est supercuspidale, et réciproque-
ment. Si ¢ € Gp(2) est réductible, nous allons décrire 7(c). Deux cas sont en fait
possibles. Dans le premier, il existe des quasicaracteres yi, x2 de F* tels que o =
X1 0 Tr @ x2 o 7F; alors (o) est la série principale m(x1, x2) ([JL],§3). Dans le second
cas, o est indécomposable; notant | | le quasicaractere norme de F*| il existe un qua-
sicaractere y de F'* tel que la représentation de Wy sous-jacente a o soit isomorphe a
x| 7201 @ x| |2 07k, et m(0) n'est autre que la représentation spéciale (y odet) ® Stg
ot Stg est la représentation de Steinberg de G' (notée o(| |~'/2,| |*/2) dans loc.cit.).

Remarque A.1.2.1. La représentation 7(x| |7'/2, x| |'/?) n’est autre que le quasica-
ractere y o det de GG. Les éléments de Ap(2) qui ne sont pas de cette forme y o det sont
de dimension infinie.

Remarque A.1.2.2. La correspondance o +— m(0) de Gp(2) sur Ap(2) est compa-
tible & la torsion par les quasicaracteres de F'* au sens ou pour tout o € Gp(2) et tout
quasicaractere x de F*, on a w((xo7p) ® 0) = (x odet) ® w(o).

A.1.3. Nous allons introduire une partition de Ap(2) en composantes.

Définition A.1.3.1. Deux éléments w et ' de Ap(2) sont dans la méme composante
si les éléments o et o' de Gp(2) auxquels w et ' correspondent ont méme restriction au
groupe d’inertie I de Wg (a isomorphisme prés).

IPour nous, un quasicaractere d’un groupe topologique G est un homomorphisme continu de GG dans
C*. C’est un caractere si en outre ses valeurs sont des nombres complexes de module 1.
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Rappelons que J. Bernstein ([De]) a donné une décomposition de la catégorie des

représentations lisses de G en produit de sous-catégories indécomposables. Il découle
immédiatement des définitions de [De] et du §A.1.2 que, pour que deux éléments de
Ar(2) soient dans la méme composante, il faut et il suffit qu’ils appartiennent a la méme
sous-catégorie dans la décomposition de Bernstein.
En fait, les composantes se décrivent aisément d’apres le §A.1.2 précédent. Il y a d’abord
les composantes supercuspidales : si 7 € Ap(2) est supercuspidale, la composante de 7 est
formée des (nodet) @m on n parcourt les quasicaracteéres non ramifiés de F*. Puis il y a les
composantes spéciales : si x est un quasicaractere de F'*, la composante de (xodet)® Stg
est formée des ((ny) o det) ® St et des représentations w(n1x| |~Y/2,m2x| [Y/2) ot 0, 01, m2
parcourent les quasicaracteres non ramifiés de F'*. Un cas particulier est la composante
triviale sp, qui est celle de Sts (ou du quasicaracteére trivial de G, si 'on veut). Enfin,
il v a les composantes principales : si x; et y2 sont des quasicaracteres de F'* tels que
X1X7 "+ est ramifié, alors la composante de 7(x1, x2) est formée des 7(n1x1,M2X2), ol 11 et
72 parcourent a nouveau les quasicaracteres non ramifiés de F'*.

Remarque A.1.3.2. Soient 7 € Ap(2) et x un quasicaractere de F*. Alors I'application
7'+ (x o det) ® 7’ induit une bijection de la composante de 7 sur celle de (x o det) ® .
Cela découle aussitot de la remarque A.1.2.2.

A.1.4. Posons K = GLy(9Dp), out O est 'anneau des entiers de F'.

Définition A.1.4.1. Soient A\ une représentation lisse wrréductible de K et s une
composante de Ap(2).
(i) On dit que \ est typique pour s si les seuls éléments m de Ap(2) ou A intervienne (au
sens ot A est un constituant de 7| ) sont dans la composante s et si X intervient dans au
moins un élément de cette composante.
(ii) On dit que X est un type pour s si A est typique pour s et si \ intervient dans tous
les éléments de la composante s.

On voit immédiatement que dire que A est un type pour s signifie précisément que A
est un type au sens de Bushnell-Kutzko ([BK2],§4) pour le facteur correspondant a s dans
la décomposition de Bernstein.

Pour chaque composante s de Ag(2), nous allons déterminer (& isomorphisme pres) toutes
les représentations lisses irréductibles typiques de K.

Remarque A.1.4.2. Pour énoncer nos résultats de fagon simple, il est commode de
remarquer que si s est la composante de 7 € Ap(2) et x un quasicaractere de F*, alors A
est typique pour s (resp. est un type pour s) si et seulement si (yodet)®A est typique (resp.
est un type) pour la composante de (x odet) ® 7 : en effet la multiplicité de (x odet) ® A
dans (y o det) ® p|k est égale a celle de A dans p|x pour tout p € Ar(2), et on applique
la remarque A.1.3.2.

A.1.5. Voici les résultats que nous démontrons dans les deux chapitres suivants.

1) Si s est une composante supercuspidale, alors il existe une représentation lisse irréducti-
ble de K typique pour s, unique a isomorphisme pres. C’est un type pour s, et elle inter-
vient avec multiplicité 1 dans tout élément de s.
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2) Si s est la composante triviale so de Stg, alors il y a, a isomorphisme pres, exac-
tement deux représentations lisses irréductibles de K typiques pour sg. La premiere
est la représentation triviale de K, qui intervient avec multiplicité 1 dans toutes les
représentations de sy dans la série principale, mais pas dans les représentations spéciales.
La seconde est la représentation de K qui provient, par inflation, de la représentation de
Steinberg du quotient GLo(kr) de K (ou kp désigne le corps résiduel de F'). Elle intervient
avec multiplicité 1 dans les représentations spéciales de sy et dans les représentations de
sp qui sont de la série principale et de dimension infinie, et elle n’intervient bien sur pas
dans les quasicaracteres de G. Aucune de ces deux représentations typiques pour sy n’est
donc un type pour sg.

3) Si enfin s est une composante principale de Ag(2), il y a a isomorphisme pres, exac-
tement une représentation lisse irréductible de K typique pour s, sauf si le cardinal de
kr est 2, auquel cas il y a, a isomorphisme pres, exactement deux représentations lisses
irréductibles de K typiques pour s. Toute représentation lisse irréductible de K typique
pour s est un type pour s et intervient avec multiplicité 1 dans les éléments de s.

Remarque A.1.5.1. Les seules composantes qui n’apparaissent pas dans 1), 2) et 3)
sont celles des représentations de la forme (y o det) ® Stg ou x est un quasicaractére
ramifié de F*. Mais on obtient les représentations typiques de ces composantes a partir
du cas 2) par torsion par x o det, cf. la remarque A.1.4.2.

A.1.6. Les représentations typiques seront décrites au cours de la démonstration. La
méthode utilisée consiste simplement a identifier la restriction & K (ou une grande partie
de cette restriction) de chaque élément de Ap(2) en suivant les renseignements donnés par
Casselman ([Ca]) pour les séries principales et spéciales et par Kutzko ([Kul]) pour les
représentations supercuspidales. Les deux chapitres A.2 et A.3 correspondent a ces deux
cas traités successivement.

Il est vraisemblable que ces résultats s’étendent a GL, pour n > 3. L’extension a GL,
pour les représentations supercuspidales devrait étre facile en utilisant [BK1], mais le cas

général demanderait a examiner beaucoup plus en détail les constructions difficiles de
types dans [BK3].

A.2. Les séries principales et spéciales.

A.2.1. Dans la suite, nous notons O I'anneau des entiers de F', pr son idéal maximal,
krp = Op/pr son corps résiduel et ¢ = gr le cardinal de kp. Nous notons aussi Up le
groupe des unités de O, qui est filtré par ses sous-groupes UL = 1+ p%. pour 7 entier > 1.
Nous fixons également une uniformisante wr de F' et un caractere additif ¢ de F' trivial
sur pr mais non sur Or (wrg et ¢ ne serviront qu’au chapitre A.3).

Pour chaque caractere €y de U, nous notons s(gg) la composante de Ar(2) qui contient
7(€0,1) pour tout quasicaractere &, de F* dont la restriction a Ug est 9. Si g est le
caractere trivial de Ug, on a s(gg) = so. Toute composante spéciale ou principale de
Ar(2) s’obtient, par torsion par un quasicaractere de F'*, a partir d’'une composante de
la forme s(gg) (cf. la remarque A.1.4.2). Nous pouvons donc nous contenter de déterminer
les représentations typiques pour ces composantes s(eg).
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A.2.2. Fixons donc un caractére £y de Ur et notons ph° son conducteur d’Artin ; entier
Ny est alors appelé I'exposant de y. Si x1, x2 sont deux quasicaracteres de F'* tels que
X1luy = €0 et xo|v, = 1, la restriction a K de 'induite parabolique (normalisée ou non)
de x1 ® x2 ne dépend que de gy et se décrit, d’apres ([Cal,p.311), de la fagon suivante.
Pour chaque entier N > 1, on note K(N) le groupe 1+ My(p¥) et on pose K(0) =

K. Pour chaque entier N > 0, on note Ky(/N) le groupe des matrices CCL Z dans K

telles que ¢ appartienne & pX. On a Ky(0) = K(0) = K. Pour N entier > Ny, on pose
2 = go(a), et on
note uy(gg) le complément de Indy_;(g¢) dans Indy(gg). D’apres ([Cal,prop.1), un(eo)
est irréductible pour tout entier N > Ny : c’est I'unique représentation irréductible de K,
a isomorphisme pres, qui soit triviale sur K (/N) mais non sur K (N — 1) et contienne un
vecteur non nul qui se transforme suivant le caractere € de Ko(N) (loc.cit.,p.312).

Si x1, x2 sont deux quasicaracteres de F'* comme précédemment, la restriction a K de
I'induite parabolique de y; ® x2 est la somme directe des représentations irréductibles
un(go) pour N > Ny (ces représentations sont inéquivalentes). De plus, uy, (9) n’apparait
dans aucune représentation lisse supercuspidale de G (loc.cit.,prop.2).

Indy(go) = IndﬁO(N)(g), ou ¢ est le caractere de Ko(N) défini par € <Z

A.2.3. Examinons d’abord le cas o gy = 1 i.e. s(gg) = so. Alors ug(1) est la représenta-
tion triviale de K et u;(1) s’obtient par inflation a partir de la représentation de Steinberg
de GLy(kp) ~ K/K(1). Comme uy(1) et ui(1) sont les deux composantes irréductibles
de I'induite a K de la représentation triviale du sous-groupe d’Iwahori Ky(1) de G et que
cette derniere est un type pour sq ([BK2],89.2), on voit que ug(1) et u;(1) sont typiques
pour Sg. Les multiplicités annoncées au §A.1.5 sont immédiates.

A.2.4. Pour g9 # 1, il est bien connu que uy,(gg) est typique pour s(eg), c’est méme
un type pour s(gg) : il s’agit la du cas le plus élémentaire de type semi-simple au sens
de Bushnell-Kutzko, cf. [BK3]. Par le §A.2.2 elle intervient avec multiplicité 1 dans tout
7 € s(gp). Il s’agit maintenant d’examiner si uy (1) pour N > 2 et uy(go) pour g9 # 1 et
N > Ny + 1 sont typiques ou non. Rappelons pour cela le théoréeme 1 de [Cal :

Théoreme A.2.4.1. Soient m une représentation lisse irréductible de G de conducteur
p%(w) avec c(m) > 1, wy le caractére central de m et Ny = wx|y,. Alors le complément dans
7| de l'espace des points fives par K(c(m) — 1) est la représentation 3y~ .y un(10)-

Notons que pour ¢(7) = 0, 7 est non ramifiée et sa restriction a K est connue, cf. §A.2.2.
Pour g = 1, prenons pour 7 une représentation lisse irréductible supercuspidale de niveau
0 (i.e. ayant un vecteur non nul fixe par K(1)) et telle que w,|y, = g9 = 1 (on vérifie
aisément, par exemple a I'aide de A.3.2 ci-dessous, qu’il en existe, méme pour ¢ = 2).
Alors ¢(m) = 2 et, comme par le théoreme ci-dessus uy(1) intervient dans = pour N > 2,
on voit que ux(1) n’est pas typique pour N > 2. Pour gy # 1 et Ny = 1 (ce cas n’existe
pas pour ¢ = 2), on prend pour 7 une représentation lisse irréductible supercuspidale de
niveau 0 telle que w;, |y, = £o. Pour la méme raison, uy(gg) n’est pas typique pour N > 2.
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A.2.5. Pour gy # 1 et Ny > 2, il faut distinguer suivant que ¢ vaut 2 ou non. Supposons
d’abord ¢ > 3. Soient 1 un caractere modéré non trivial de Ug et x1, x2 deux quasica-
racteres de F* tels que x1|y, = neo et x2|lv, = n~'; alors la série principale 7(x1, X2)
n’appartient pas a la composante s(gg) et son conducteur est pgﬁl. On voit donc par le
théoreme A.2.4.1 que pour N > Ny+1, un(gp) intervient dans 7(x1, x2)|x et n’est pas ty-
pique pour s(gg). Cela prouve que pour g9 # 1 et ¢ > 3, un,(go) est la seule représentation
typique pour s(ep).

A.2.6. On suppose maintenant gy # 1 et ¢ = 2 (donc Ny > 2). Il s’agit de déterminer
si un(eg) est typique ou non pour N > Ny + 1. Si Ny vaut au moins 3, choisissons un
caractere n de Up de conducteur p2 et construisons 7 = 7(x1, x2) de conducteur phe™?
comme au paragraphe précédent. Alors uy(gg) intervient dans 7|x pour N > Ny + 2 et
comme 7 n’est pas dans la composante s(gg), un(gg) n’est pas typique pour N > Ny + 2.
Pour Ny = 2, c’est gy lui-méme qui est 'unique caractére de Up de conducteur p% et on
ne peut utiliser le méme raisonnement. Si F est une extension quadratique non ramifiée
de F, on peut trouver un caractere 6 de E* de conducteur p%, non stable par I’action de
Gal(E/F), et dont la restriction a Ur est y. La représentation 7 (6) associée a Indgg (9)
par la correspondance locale est alors supercuspidale et de conducteur p.. Par le théoréme
ci-dessus uy(gg) intervient dans 7(#) pour N > 4 et n’est donc pas typique.

Nous allons montrer que pour ¢ = 2, 9 # 1 (et No > 2), un,+1(€0) est aussi typique pour
s(ep). Parle §A.2.2 elle intervient avec multiplicité 1 dans tous les éléments de s(g¢) ; c’est
donc un type pour s(g).

A.2.7. On suppose donc ¢ = 2, g9 # 1 et on veut montrer que uy,+1(€o) n’intervient ni
dans les séries principales de composante différente de s(g¢), ni dans les représentations
supercuspidales ou spéciales. Soit 7 une représentation lisse irréductible de G' ot un,+1(€0)
intervient ; alors 7 est générique puisqu’elle ne peut étre de dimension 1. Comme uy,1(€0)

1+ ppe . . o
a un vecteur fixe non nul sous le groupe ( p—;ﬁﬁ“ 2F) qui contient un conjugué de
F F
Ur O , . , . ..
pNotl 1 4 pNott | I'exposant de 7 est au plus Ny + 1. Si 7 est une série principale
F F

(X1, X2), la somme des exposants de x; et xo est donc au plus Ny + 1. Mais on a aussi
X1X2|luy = €0 ce qui implique que x; ou xs est d’exposant au moins Ny, donc que y; ou x2
est d’exposant 0 ou 1. Comme ¢ = 2, I’exposant 1 ne peut intervenir ce qui entraine que
7(x1, x2) appartient a la composante s(gg). Le méme raisonnement montre que uy,+1(€o)
n’intervient pas dans les représentations spéciales. Si maintenant 7 est supercuspidale, on
a Wrlup = €0, d’olt ¢(m) > 2Ny > Ny + 1, de sorte que par le théoreme A.2.4.1 un,41(€0)
intervient dans le sous-espace de ’espace de 7 formé des points fixes par K (c(m)—1). Mais

. . 1 .
d’apreés ([Cal,thm.2) cet espace ne contient aucun vecteur non nul fixe par (O DlF ), il
ne peut donc contenir upy,+1(€o).

En conclusion, pour ¢ = 2, g9 # 1 (et donc Ny > 2), on a deux types pour s(gg), & savoir

un, (€0) et uny+1(€0) qui tous deux interviennent avec multiplicité 1 dans les éléments de
s(eo).
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A.3. Les représentations supercuspidales.

A.3.1. 1l reste a examiner les composantes supercuspidales de Ag(2). Nous utiliserons
les constructions des éléments supercuspidaux de Ap(2) dues a P. Kutzko ([Kul], voir
aussi [Ku2]). Notre description est proche de celle de [GK].

L’existence d'un type pour une composante supercuspidale s donnée de Ap(2) ne pose
pas de probleme. En effet, d’apres les références ci-dessus, pour chaque 7 € s il existe un
couple, formé d’un sous-groupe ouvert J de G compact modulo le centre de G et d'une
représentation lisse irréductible A de J, tel que 7 soit I'induite compacte de A\, de J a G;
un autre élément de s est de la forme (nodet) ® m (ot  est un quasicaractere non ramifié
de F*) qui est induite compacte de la représentation (nodet) ® A de J. La restriction \°
de A au sous-groupe compact maximal J° de J est un type pour s au sens de [BK2],§5
et intervient avec multiplicité 1 dans tous les éléments de s. On peut conjuguer a loisir
la paire (J,\) dans G sans changer le résultat, et on peut donc prendre J° inclus dans
K. Alors I'induite p de A\° de J° & K est une représentation lisse irréductible de K : en
effet, dans les constructions de loc.cit., I'entrelacement de \° dans G est réduit a J, donc
I'entrelacement de \° dans K est J N K = J° ce qui entraine l'irréductibilité de p. Il
s’ensuit que la représentation p est un type pour s au sens de la définition A.1.4.1 et
qu’elle intervient avec multiplicité 1 dans chaque élément de s.

Dans la suite, nous prouvons qu’il existe une unique représentation typique pour s, a
isomorphisme pres. D’apres la remarque A.1.4.2, nous pouvons nous limiter au cas ou s
est formée de représentations minimales, au sens ot I'on ne peut abaisser I'exposant de
leur conducteur par torsion par un quasicaractere de F*. Dans ces cas, nous décrivons
ci-dessous la construction de la paire (J, A).

A.3.2. Considérons d’abord le cas ou s est la composante d’'une représentation lisse
irréductible supercuspidale m de niveau 0; elle est formée de représentations minimales
d’exposant 2. Le groupe J = F*K agit sur le sous-espace de l'espace de 7 formé des
vecteurs fixes par K(1) par une représentation lisse irréductible A, et 7 est l'induite
compacte de \. On a J° = K, et p = X\ provient par inflation d’'une représentation
irréductible cuspidale du groupe fini K/K(1) ~ GLy(kp). D’apres le théoreme A.2.4.1 le
complément de p dans 7’| pour 7’ € s est la somme directe des uy(gg) pour N > 2, ou
gp est la restriction a Ur du quasicaractere central de 7 : on voit donc que p est la seule
représentation typique pour s, a isomorphisme pres.

Les représentations lisses irréductibles supercuspidales minimales de GG qui ne sont pas de
niveau 0 sont d’exposant supérieur a 3. Il va falloir en rappeler la construction précise.

A.3.3. Dans un premier temps, nous donnons la construction de toutes les représentations
lisses irréductibles supercuspidales minimales m de GG dont I'exposant est pair et supérieur
a 4. Pour cela, on choisit une extension quadratique non ramifiée £ de F', un plongement
de E dans M(F) tel que I'image de Up = 9j, soit contenue dans K, un élément b € E*
de la forme w;"u ol n est un entier strictement positif et u un élément de Ug dont la

classe dans le corps résiduel kg engendre 'extension kg/kp, et enfin un quasicaractere 0
n+1

de E* tel que 0(1 +z) = ¢ otrg p(bx) pour z € p,> (ol pg est 'idéal maximal de D).
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A.3.4. Sin est impair, on pose H = J = EXK("T“) et on définit un quasicaractere A\ de
H = J par les formules :

Ay) = 0(y)  pour y € EX
AMl+z) = dotr(br) pour 1+ze K(™H).

Alors l'induite compacte 7 = ¢ — Ind§(\) est une représentation lisse irréductible su-
percuspidale minimale de G' d’exposant 2(n + 1). Par le §A.3.1, la représentation p =
Ind’ (A jnx) de K est irréductible, intervient avec multiplicité 1 dans tous les éléments
de la composante de 7 et est un type pour cette composante. Toutes les représentations
lisses irréductibles supercuspidales minimales de G d’exposant multiple de 4 sont obtenues
par la construction précédente.

A.35. Sin est pair, on pose H = E*XK(%2 +1), J = E*K(%) et J' = U,K(%) ou
ULb=1+pp CUg.Ona H C Jet J'CJ. On définit un quasicaractere n de H par les
formules :
nly) = 6ly)  pour y € B~
n(l+x) = otr(br) pour 1+z€ K(5+1).

L’induite de H a J se décompose en représentations irréductibles dont la restriction a
J' est I'unique classe de représentations irréductibles de J' dont la restriction & H N J*
contienne 7|ynsi. Ces composants irréductibles apparaissent tous avec la méme multi-
plicité sauf I'un d’entre eux, que l'on note A. Dans ce cas encore l'induite compacte
7w = ¢ — Ind§()\) est une représentation lisse irréductible supercuspidale minimale de
G d’exposant 2n + 2, et par le §A.3.1 la représentation p = Ind’ (Ajnx) de K est
irréductible, intervient avec multiplicité 1 dans tous les éléments de la composante de
T, et est un type pour cette composante. Toutes les représentations lisses irréductibles
supercuspidales minimales de G d’exposant supérieur a 4 et congru a 2 modulo 4 sont
obtenues par la construction précédente.

A.3.6. Dans la situation des deux paragraphes qui précedent, il s’agit de voir que la
représentation irréductible p de K est le seul constituant de m|x qui soit typique pour
la composante s de m. Autrement dit, il s’agit d’examiner 7|k et de montrer que ses
constituants autres que p interviennent aussi pour d’autres composantes que celle de 7.

Pour étudier 7|x, on décompose G en union disjointe de doubles classes E* KgK avec

a O .
’c {(woF 1)’ " e N}' Alors 7l = @yIndingy1(p?) ot p?(x) = plg~"wg) pour

xr € KNgKg! Soit u un quasicaractere de E* trivial sur F* et d’exposant 1. Il en
existe puisque % = q+ 1 > 3. On peut dans les constructions des paragraphes A.3.4 et
A.3.5 remplacer 0 par ' = 0u, ce qui donne une représentation irréductible A\’ de J, puis,
par induction de J a G, 7 et, par induction de J N K a K, un type p/ pour 7’. Comme
i est (modérément) ramifié, 7’ n’est pas tordue de 7 par un caractére non ramifié, et
appartient donc a une composante autre que celle de 7. Nous allons montrer que pour

_ (=% O
=0 1
que p est la seule représentation typique pour la composante de 7.

, a > 1, les représentations p? et p'Y sont équivalentes. Cela prouvera bien
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a

A.3.7. Prenons donc g = (woF (1)) avec a > 1. Il s’agit d’identifier :

_ 1 — 1
p’ = Resji Kg—l (Indg{(]%K) ()‘g)) et p'" = Resy Kg—l (Indg{(ﬁw —1(Xg)>

ou, ce qui revient au méme, Resg_lKng (Indf (V) et Resg_lKng (Ind% (X)) On éerit
K comme union disjointe de doubles classes (g7 KgN K)h(JN K) et on désire identifier,
A h fixé, les représentations A" et X" de ¢"'KgN K N h(J N K)h~'. Mais pour a > 1,
g 'K gNK est formé de matrices triangulaires modulo pr et ne peut contenir une matrice
dont la réduction modulo pr ait un polynome caractéristique irréductible sur k. Il s’ensuit
que g ' KgN K Nh(JNK)h™ est inclus dans hUgJ'"h~1. Mais, par choix de z, \* et X"
ont méme restriction a ce groupe, d’ou le résultat. Notons que tout cela est valable pour
toute valeur de q.

A.3.8. 1l faut passer a I’étude des représentations lisses irréductibles supercuspidales de
G dont 'exposant est impair. Elles sont automatiquement minimales.

Notons I le groupe d’Iwahori Ky(1) et K’ son normalisateur dans G. Le groupe I possede
une filtration naturelle par les sous-groupes I(j) = 1 + P} pour j entier > 1 ot P; est

d
distingués dans K’. On choisit une extension quadratique ramifiée E de F' (si ¢ est impair,
il n’y en a que deux & isomorphisme pres) et un plongement de E dans My (F) tel que
E* C K'; on a alors K’ = E*I. On choisit un élément b € E* de valuation dans F

impaire et négative —n et on forme le groupe J = EJ:I ("TH) On fixe un quasicaractere

6 de £ tel que 0(1 +x) = ¢ o trg/p(bx) pour x € pz° et on définit un quasicaractere A
de J par les formules :
AMy) = 0y pour y € BX
AMl+z) = dotr(br) pour 1+xel(%H).

formé des matrices (Z b> de My(OF) avec a,c,d dans pp. Les sous-groupes I(j) sont

Alors I'induite compacte m = ¢ — Ind?()\) est une représentation lisse irréductible super-
cuspidale minimale de G d’exposant n+2 et, comme expliqué au §A.3.1, la représentation
p = Ind’ (A jnx) est irréductible, intervient avec multiplicité 1 dans tous les éléments
de la composante de 7 et est un type pour cette composante.

De méme qu’aux §A.3.6 et §A.3.7, il reste & voir que les constituants de 7|k autres que p
ne sont pas typiques. Nous allons distinguer suivant les valeurs de ”“

A.3.9. Supposons d’abord "TH > 2, i.e. n > 3, et soit p un quasicaractere de £ trivial
sur D7 et d’exposant 2. On peut remplacer dans le paragraphe précédent 6 par 6" = Ou,
d’olt une construction de X', o', 7’ et p’ analogue a la précédente. Alors A et A’ ont méme
restriction & I(™1) et 'entrelacement dans G de cette restriction est égal & J. Si 7 et 7/
étaient équivalentes, alors A et \’ seraient conjuguées dans G (c’est le résultat principal du
chapitre 8 de [BK1], bien que pour GLy cela se démontre plus simplement). Un élément
de G conjuguant A et \' doit entrelacer leur restriction a [ ("TH) et donc appartenir a J,
ce qui est impossible puisque p n’est pas trivial. Il s’ensuit par le méme raisonnement
que 7 et 7' n’appartiennent pas a la méme composante. Nous allons montrer que tout
constituant de 7| autre que p intervient aussi dans 7’| k.
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0 1
a > 1,le cas a = 1 correspondant & la classe KK’. Posant 7 = Ind%" (\), on a 7 = Ind%, (1)

A.3.10. Ecrivons G comme union disjointe de doubles classes KgK' ou g = <wF O>,

0
a > 2, on veut donc identifier IndﬁﬁgK,g_l(Tg) et IndgmgK/g_l(T’g), et pour cela, il suffit

a
et m|x est somme directe des représentations IndgmgK/gq(Tg). Pour g = (wF ?) avec

d’identifier Res%g;’;g,ﬁg et Res%ﬁé?g,m’ 9. Comme au §A.3.7, il revient au méme d’iden-
tifier Resgil KgnK' (Ind} (X)) et Resgl KK’ (Ind}"(X)). Ecrivons maintenant K’ comme
union disjointe de doubles classes (¢7'Kg N K')hJ. On désire identifier, & h fixé, les
représentations A" et M de ¢7'KgN K’ NhJh™'. On a ¢g7'KgN K’ = Ky(a). Soit w
une uniformisante de RE*h™" et soit j = 1+ 2z € I(®); si (1 + w)j = y appartient

a f

a g7 'KgN K', c’est une matrice de la forme avec a,0 € Up, 3,7 € Op
why 0

et « = 0 = 1 modulo ppr puisque y — 1 est topologiquement nilpotent. Mais alors

det(y — 1) = (o — 1)(d — 1) — w% [y a une valuation dans F au moins égale a 2, ce
qui est impossible. On en déduit g~'KgN K’ NhJh™' C h(1+ pF)h = 1(Z1)OF et, sur ce
groupe, A et X" coincident, d’ott le résultat voulu.

A.3.11. Tl reste a traiter le cas n = 1, ot 7 est de conducteur p% ie. c(r) — 1 = 2.
D’apres la preuve du théoreme 3 de [Cal, les vecteurs de 7 fixés par K(2) forment une
représentation irréductible de K. Comme J N K contient K (2), cette représentation n’est
autre que p. Par le théoreme A.2.4.1, le complément de p dans 7|k est la somme directe
des un(g9) pour N > 3, ou gq est la restriction a Ur du quasicaractere central de 7. Aucun
de ces constituants ne peut étre typique pour la composante de 7.

Notons encore que les résultats des deux derniers paragraphes sont valables pour toute
valeur de gq.
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