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1. INTRODUCTION

On sait 'importance du formalisme syntomique dans le travail de Fontaine et Messing
([FM]) pour comparer cohomologie étale et cohomologie de de Rham d’une variété propre
et lisse sur un corps p-adique a bonne réduction. Si k est un corps parfait de caractéristique
p > 0, W, I'anneau des vecteurs de Witt de longueur n a coefficients dans k, W = lim W,

et Ky = Frac(W), Fontaine et Messing introduisent un faisceau O sur le gros site syn-
tomique de Spec k et montrent que sa cohomologie calcule la cohomologie cristalline sur

la base W,,. Ils montrent également comment construire O & I'aide de vecteurs de Witt
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et de puissances divisées. Le but principal de ce travail est d’étendre ces résultats au cadre
logarithmique, c’est a dire au cas de la cohomologie log-cristalline de Hyodo-Kato ([HK]).

La géométrie logarithmique intervient quand on considere le cas plus général d'une variété
propre et lisse sur Ky a réduction semi-stable (on conjecture que le cas général se “ramene”
au cas de réduction semi-stable moyennant une extension finie du corps Kj) : le modele
semi-stable peut alors étre muni d'une log-structure canonique. Le cas logarithmique est
plus complexe que le cas de bonne réduction car plusieurs “log-bases” se présentent natu-
rellement (voir ci-apres). Divers travaux importants de Hyodo, Kato et Tsuji ont déja vu
le jour a ce sujet ([HK], [Ka2], [Ts]), mais le point de vue adopté est toujours celui de la
topologie étale. On montre ici qu'un point de vue purement syntomique existe aussi dans le
cas logarithmique et qu’il permet de visualiser les diverses cohomologies log-cristallines et
leurs opérateurs par des vecteurs de Witt et des puissances divisées. On y perd de travailler
avec un site plus compliqué que le site étale mais on y gagne d’avoir des faisceaux et non
plus des complexes de faisceaux. Ce formalisme permet aussi de définir facilement et en toute
généralité un opérateur de monodromie sur une certaine cohomologie log-cristalline. D’autre
part, les résultats de [Brl] et [Br2] montrent qu'une généralisation logarithmique (ou plutot
semi-stable) de la théorie de Fontaine-Laffaille ([FL]) existe. Il n’est donc pas interdit de son-
ger aussi a une généralisation semi-stable de la théorie entiere de Fontaine-Messing ([FM]),
dans laquelle le point de vue syntomique se révélerait, sans aucun doute, particulierement
agréable.

Nous détaillons maintenant le contenu du présent travail :

En 2, nous définissons des morphismes “log-syntomiques” entre des log-schémas. 11 s’agit
essentiellement de pouvoir prendre (étale-) localement des racines p™"" sur le faisceau de
monoides de la structure logarithmique tout en gardant des morphismes syntomiques (au sens
classique) sur les schémas sous-jascents. Nous avons voulu ces morphismes les plus explicites
possibles pour faciliter les calculs locaux, ce qui nous a conduit a la définition (2.1.12).

En 3, nous montrons que la cohomologie du faisceau des sections globales log-cristallines
sur le site log-syntomique redonne la cohomologie log-cristalline. Notons que dans le cas
logarithmique, il faut considérer les bases :

{1} — W, N — W, N — W, N — W, <u>

, 1 — 0 , 1 — p , 1 - u

En 4, nous construisons pour chaque base un préfaisceau sur le gros site log-syntomique du
point logarithmique (N — k, 1+ 0) (ou de Spec k pour la base {1} — W,,) et en 5 nous
montrons que le faisceau associé est bien celui des sections globales log-cristallines (pour les
diverses bases).

En 6, nous définissons sur ce préfaisceau (sauf pour la base N — W,,, 1+ p) un opérateur
de Frobenius et un opérateur de monodromie canoniques, nous montrons une suite exacte
courte de faisceaux et retrouvons un calcul de sections globales log-cristallines important du
a Kato.

Enfin, un appendice est consacrée a un calcul local de Cech : on y calcule d’abord la cohomo-
logie cristalline classique de certaines k-algebres affines de type fini comme la cohomologie
de Cech de certains recouvrements syntomiques (non canoniques) (Appendice A). Avec la
définition du site log-syntomique, on en donne ensuite un analogue logarithmique (Appen-
dice B).
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Nombreuses sont les idées de ce travail dues a J.-M. Fontaine, W. Messing et K. Kato.
L’article de K. Kato [Ka2| a été crucial pour mener a bien ce travail. L. Illusie n’a pas compté
son temps pour m’expliquer la théorie des log-structures et m’a signalé plusieurs prolonge-
ments possibles a la définition “utile” des morphismes log-syntomiques qu’on propose ici :
je lui exprime ma sincere reconnaissance. C’est W. Messing qui m’a initié a la construc-
tion “syntomique” de la cohomologie cristalline, qui est a la base de son article avec J.-M.
Fontaine ([FM]) : je 'en remercie vivement. Je remercie également B. Le Stum, qui a eu
la patience de déchiffrer une toute premiere version de cet article, et M. Gros, pour toutes
les discussions que nous avons eues ensemble. Enfin, j’ai eu la chance de toujours bénéficier
de conversations stimulantes avec J.-M. Fontaine : l'idée (centrale) de prendre des racines

" sur le faisceau de monoides P et d'utiliser j,n (P9 /Z) pour construire un opérateur
de monodromie en toute généralité (section 6) lui est due. Qu’il trouve ici I'expression de
ma plus profonde gratitude.

2. SITE LOG-SYNTOMIQUE

On introduit des morphismes log-syntomiques et on montre leur stabilité par changement
de base et composition.

2.1. Morphismes log-syntomiques. Si A est un anneau (commutatif), on dit, comme
dans (E.G.A.0,15.1.7), qu'une suite (ay, ..., as) d’éléments de A est réguliere si a; n’est pas
un diviseur de 0 dans A/(ay, ..., a;—1).

DEFINITION 2.1.1. On dit qu’un morphisme de schémas f : Y — X est syntomique si pour
touty € Y il existe des ouverts étales affines V=Spec B de y et U=Spec A de xz=f(y) tels que
f(V)CU et tels que B = A[X1, ..., X;.]/(f1, ..., fs) 0t (f1, ..., [s) est une suite réguliére dans
AlXy, . Xy et ou A[X, .., X0/ (fr, oy fi) est une A-algébre plate pour tout i (on dit aussi
que la suite (f1, ..., fr) est transversalement réguliére relativement a A, c.f. E.G.A.IV,19.2).
On dit qu’une A-algebre C' est syntomique si le morphisme Spec C— Spec A est syntomique.

Remarque : Cette définition n’est pas tout a fait celle de [FM] (ot on décrivait les
morphismes Zariski-localement). Mais en utilisant (S.G.A.6,VIII.1.4) et ([I11],111.3.2.6), on
montre facilement que les deux définitions coincident. Nous utilisons la topologie étale car
les structures logarithmiques se décrivent bien étale-localement seulement.

On peut montrer que cette classe de morphismes est stable par changement de base et par
composition (la composition est élémentaire, pour le changement de base, cf. E.G.A.0,15.1.15).

Tous les monoides considérés sont commutatifs avec un élément neutre et notés multi-
plicativement. Si ) est un tel monoide, Q9 désigne le groupe associé. Avant de définir un
analogue des morphismes syntomiques dans le cadre des log-schémas, nous allons traduire
en termes de monoides les notions de platitude et de suite réguliere. Un monoide @) est dit
integre si quels que soient p, p’, ¢ de Q, si pg = p'q alors p = p’ (il est équivalent de demander
que I'homomorphisme naturel de () dans Q9 soit injectif). Si P — @) et P — P’ sont deux
morphismes de monoides, on notera Q ®p P’ la limite inductive du diagramme :

P — P

l
Q
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dans la catégorie des monoides. On dit qu'un morphisme de monoides integres h : P — () est
universellement integre si pour tout monoide integre P’ et pour tout morphisme de monoides
g: P — P Q&p P est un monoide integre. La proposition suivante est due a Kato :

ProposITION 2.1.2. ([Kal,4.1) Soit h: P — Q un morphisme de monoides intégres. Alors

Z[Q)] est une Z[P]-algebre plate si et seulement si h est injectif et universellement intégre.

DEFINITION 2.1.3. Soit Q un monoide intégre et g un élément de Q9. On dit que g est

simplifiable dans Q s’il existe q,q" dans Q tels que g = 2/ et tels que, si x,x’ € Q vérifient
q

x

— =g, alors il existe qo € Q tel que x = qoq, " = qoq’. On dit alors que 2, est une écriture
x q

simplifiée de g dans Q.

Si 2/ est une écriture simplifiée de g dans @), toute autre écriture simplifiée est de la forme

u
—ql ol u est inversible dans Q.
ugq

LEMME 2.1.4. Soit @ un monoide intégre et g un élément de Q9%, si g est simplifiable

d’écriture simplifiée g,, alors pour tout n € N, g" est simplifiable d’écriture simplifiée %
q q

Preuve. — Par récurrence sur n. Le cas n = 1 étant trivial, supposons la propriété vraie a
x "x
Pordre n—1 avec n > 2 et soient x et 2’ tels que " = —. On a q_/ = (gl)”_l, par récurrence
'y qr q
_ x x! !
il existe gy dans Q tel que ¢z = qog™ ', g2’ = qog™ * d’olx —— = 2/, = T ot par
o "0 ¢ "% 4
hypothese, il existe ¢, q; dans @ tels que :
T =qq v’ =qq
_ —2
"o =ad ¢""0=7qq
dott on déduit & = L ot par x¢ il existe go dans Q tel = g, =
ot on dédui q_i = et par récurrence, il existe go dans @ tel que ¢ = ¢2¢" ', q] =

G2q" " Aot & = gog” 7’ = g O

Si @ est un monoide intégre et G un sous-groupe de Q9 on notera /G le monoide integre
image de ) dans Q% /G.

DEFINITION 2.1.5. Soit Q un monoide intégre et g un élément de Q%. On dit que g est
régulier dans Q) si g est simplifiable dans Q et d’ordre infini dans Q. Soient (g1, ..., gs) dans
Q% et G; =< g1, ..., gi > (sous-groupe engendré dans Q%, Gy = {1}). On dit que (g1, ..., gs)
est une suite réguliere dans @ si pour 1 <i <'s, g; est réqulier dans Q/G;_1.

LEMME 2.1.6. Soit @) un monoide intégre et q,q" deux éléments de (). Alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe un entier n > 1 tel que ¢" = ¢'"
(ii) ¢ — ¢ est un diviseur de zéro dans Z[Q)].
Preuve. — (i)=(ii) : On peut supposer que n est le plus petit entier > 1 tel que ¢" = ¢'".

On a alors (¢ — ¢)(¢" "+ ¢"2¢ + ...+ ¢™ ") = 0 dans Z[Q] et le deuxieme facteur est non
S

nul puisque la minimalité de n entraine que, dans @, les ¢"'¢"" sont deux a deux distincts.

(ii)=(i) : On suppose (¢ — q’)(z n;q;) = 0 pour des n; dans Z et des ¢; dans @ distincts
i=1
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deux a deux. Puisque @ est integre, les (qq;) (resp. (¢'q;)) sont distincts deux a deux et on
a une unique permutation o de [1,...,7] telle que qg; = ¢'¢o) €t n; = ng () pour tout 4. Soit
¢ = (ny,...,m;) un cycle de longueur [ de cette permutation : on a o(ny) = ngy1 si k # 1 et
o(n;) = ny. En multipliant membre a membre les égalités qq,, = ¢'qn,,,, on obtient ¢ =q"
avec [ > 1, i.e. ¢ =1, d’ott le résultat. [

LEMME 2.1.7. Soit ) un monoide integre et q,q’ dans @) tels que g = 2/ soit d’ordre infini
q

dans Q9. Soit f le morphisme canonique : Z|Q]/(q — ¢') — Z]Q/ <g>], les deuzx conditions

suivantes sont équivalentes :

(i) g est simplifiable d’écriture simplifiée g = 2/

q
(i) f est un isomorphisme.

Preuve. — (i)=(ii) : on construit une fleche ¢ : Z[Q/ < g >] — Z[Q]/(¢ — ¢'). Soit

T € Q/<g> et solent x,z’ € () deux relevements de x dans Q). Quitte & échanger x et 2,
T

on peut trouver n € N tel que — = g". Il existe alors gy dans @ tel que ¥ = qog", 2" = 09",
x

donc g — ¢ divise z — 2’ dans Z[Q)], i.e. T = 2’ dans Z[Q]/(q — ¢') et il suffit de prendre pour
¢(z) 'image de x dans Z[Q]/(q — ¢'). On vérifie facilement que c’est la réciproque de f.

x
(ii)=(i) : Soient z, 2" deux éléments de @ tels que i %, donc z = 7’ dans @/ <g>), i.e.

T = 2’ dans Z[Q]/(q—¢) puisque f est un isomorphisme. On adonc z — 2’ = (¢ — q’)(z n:q;)
i=1

pour des n; dans Z et des ¢; dans Q distincts deux a deux. En multipliant membre a membre
par g et ¢’ et en utilisant gz’ = ¢z, on obtient :

(4= d)e = (a=q)Q_niaa) » (4= )2’ = (g = &)} nid's)

i=1
Par (2.1.6), ¢ — ¢’ n’est pas un diviseur de 0 dans Z[Q], donc x = Z niqq; et ' = Z niq g,
i=1 i=1

ce qui montre qu'il existe (i,j) dans {1,...,7}* tel que z = qg;,2’ = ¢/q; avec forcément
¢ =q;=q. U

Remarque : L’implication (i) entraine (ii) n’utilise pas que g est d’ordre infini.

La proposition suivante est I’analogue, en quelque sorte, de (2.1.2) :

PROPOSITION 2.1.8. Soit QQ un monoide integre, s € N* et (¢;,¢)) € QxQ, 1 <i<s. On
pose g; = q—f € Q% et on note G;, G et . les images de g;, q; et ¢ dans Q/ < g1, ..., i1 >
q

i
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (g1,-..,9s) est une suite réguliére dans @ et qfi est une écriture simplifie de §; dans

i
Q/<gi, ..., gi—1 > pour tout i

(ii) (1 — G}, -, qs — q.) est une suite réguliere dans Z[Q] et Z[Q]/(qr — q).)1<k<i = Z[Q/ <
Gk > 1<k<i] pour tout i.

Preuve. — Récurrence élémentaire a partir de (2.1.6) et (2.1.7). O

La définition d'un morphisme “syntomique” de monoides est alors naturelle :
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DEFINITION 2.1.9. Soit h : P — Q un morphisme de monoides intégres. On dit que h est
syntomique si h est injectif et si QQ peut s’écrire Q = (P ® Nzy @ ... ® Nx,.)/ < g1, ..., gs >
ot (g1, ...,9s) est une suite réqulicre dans P @& Nx; @ ... ® Nz, et ou le morphisme P —
(P® Nz @ ...®Nzx,)/<g1,...,g; > est universellement intégre pour tout i.

Remarquons tout de suite que les morphismes syntomiques sont trivialement stables par
composition. On appelle monoide fin un monoide integre et de type fini. Si P — () est un
morphisme de monoides fins, on peut toujours écrire () sous la forme Q) = (P ® Nz; @ ... ®
Nz,)/G pour un certain entier r et un certain sous-groupe G de P%? @ Zzxy @ ... ® Zx,.

ProrosiTioNn 2.1.10. Soit h : P — ) un morphisme syntomique de monoides intégres,
alors Z[Q)] est une Z[P]-algébre syntomique.

Preuve. — Soit (g1, ..., g,) une suite réguliere comme en (2.1.9). Pour tout 4, il existe g, q
dans (P& Nz, & ... ® Nz,)/ < ¢}, ..., gi_, > tels que q:f y est une écriture simplifiée de g..

Soient ¢;, q; des relevements de g;, (Z dans P& Nz & ... &Nz, et g; = q—j Il est trivial que

(P®Nz1®...&Nzx,)/<g},....9.>= (P&Nz1®...&Nz,)/ < g1, ..., gi > et que (g1, ..., gs) est
encore réguliere. Une récurrence élémentaire a partir de (2.1.2) et (2.1.8) permet de conclure.
0J

Remarque : On dira par la suite abusivement que (g1, ..., gs) est une suite réguliere d’écriture

simplifiée g; = q—f, gi,q € P® Nz & ... & Nz, si qu est une écriture simplifiée de g; dans
4 i

(P®Nazy & ...&Nzx,.)/<g1, ..., gi—1 >

DEFINITION 2.1.11. Soient By une A-algebre plate et B une By-algeébre. On dit que B est

transversalement (A, By)-réguliére si B peut s’écrire sous la forme Bo[Xy, ..., Xi]/(f1, s fs)

ot (fi,..., fs) est une suite réquliére dans By|Xy,..., X,;| et ot Bo[Xy, ..., X, |/(f1,..., fi) est

une A-algebre plate pour tout 1.

On renvoie a [Kal] pour les définitions et propriétés des log-schémas integres et des log-
schémas fins. Si X est un log-schéma, on note X le schéma sous-jacent. Si X = Spec A et
si P est le faisceau de monoides, on note X = (Spec A, P). Si la log-structure est associée

a une carte P — A* ou P est un monoide et A* le monoide multiplicatif A, on note aussi
(Spec A, P).

DEFINITION 2.1.12.  Un morphisme de log-schémas fins affines f :
(Spec B,Pg) — (Spec A, P4) est dit log-syntomique standard s’il existe une carte de f :

P — A
hl !
Q — B

telle que h est syntomique et B est transversalement (A, A ®zp) Z|Q])-réguliére. Un mor-

phisme de log-schémas fins f Y — X est dit log-syntomique si étale localement sur X et
Y il existe une carte de f qui soit un morphisme log-syntomique standard.

2.2. Changement de base et composition. On prouve la stabilité par changement de
base et composition des morphismes log-syntomiques. On commence par quelques lemmes
techniques mais faciles.



2.2.1.

LEMME 2.2.1.1. Soient P’,P et H trois monoides integres, h un morphisme de monoides
de P dans P’, G un sous-groupe de P9 @& H9 et G son image dans P'" & H9. Notons

P @p (P @ H)/G) la limite inductive du diagramme de monoides (P & H)/G < P L op
Si P'@p (P® H)/G) est intégre, la projection Id®h® Id: PP® P® H — P' @ H induil
un isomorphisme :

P'ep(PeH)/G)— (P'eH)/G.

Preuve. — La surjectivité est évidente. On a par ailleurs un diagramme commutatif :
Pap(P®H)/G) — (PoH)/G
kol tl

P @pew (PP @ H?)/G) = (P'" @ HP?)/G
ou k est injective par hypothese. La commutativité du diagramme entraine que la fleche du
bas est aussi injective, d’ou le résultat. [

LEMME 2.2.1.2. Soit B un anneau commutatif, () et )’ deux monoides fins, § : () — B*
et B : Q) — B* deuxr morphismes de monoides donnant la méme structure logarithmique
sur B. Alors en tout point de Spec B, il existe une B-algebre étale B’ et un sous-groupe de
type fini G de B"™" tels qu’on ait un diagramme commutatif :

Q/ @6/—1(0) G = Q @g—l(g) G

! !
B’ = B’
Preuve. — Soit x € Spec B et ¥ un point géométrique au dessus de x. D’apres 1’énoncé, il

existe un isomorphisme Q ©g-1(p:) By ~ Q'@ g-1(px) Bz On considere les deux sous-groupes
de type finide B: : G; = (B(Q)NB)% et Gy = ('(Q')NBL)%. Soient ¢y, ..., ¢, des générateurs
de Q, il existe uy,...,u, € B: et ¢, ...,q. € Q' tels que ¢; = ¢ ® u; dans Q' ©g-1(p:) Bz : on
note H; le sous-groupe de B engendré par uy, ..., u,. Par le méme raisonnement en inversant
Q et @', on construit Hy C Bi. Soit G = G1G9H 1 H,, ¢’est un sous-groupe de type fini de
BZ; de plus @ ®p-1(c) G est inclus dans Q ©p-1(px) B; et son image dans Q' @g-1(5:) B;
tombe dans @’ Bg-1(e G, d’ou une injection Q Gg-1) G — Q' Bg-1) G, qui est aussi
clairement surjective par choix de G. Comme G est de type fini dans B}, on peut trouver
une extension étale B’ de B au dessus de z telle que G € B™*. O

On rappelle qu’un morphisme de monoides integres h : P — (@) est dit exact si h9 : P9 —
Q9 est tel que (h9?)'(Q) = P.

LEMME 2.2.1.3. Soit h: P — Q un morphisme surjectif de monoides integres et notons P*
(resp. Q* ) les inversibles de P (resp. Q). Alors h est exact si et seulement sih : P/P*—Q/Q*
est un isomorphisme.

Preuve. — Montrons < : soit I% € P tel que hgp(g) = q € Q. Par surjectivité, ¢ =

p P QIp

h(p"), p" € P,donc h¥?(——-) = 1. Mais de I'hypothese, on déduit immédiatement T o
p

Il

Dot 2 —ue P* ie. ﬁ, =p'u e P.
p

Montrons = : il suffit de montrer I'injectivité, la surjectivité étant triviale. Soient p et p/
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deux éléments de P tels que h(p) = h(p/) avec des notations évidentes, alors h9P (2/) eqQr
p

/ /
et hgp(]i) € Q*. Par exactitude, 2/ € P et de méme v € P. D’ou 2/ e pr. O
p p p p
LEMME 2.2.1.4. Soit h: P — @ un morphisme surjectif exact de monoides intégres et g un
élément régulier de Q9% d’écriture simplifiée g = —. Soient p et p' des relevés quelconques
q

de q et ¢" dans P et g = E/ Alors g est régulier d’écriture simplifiée 2}
p p

Preuve. — 1l est clair d’abord que si g" = 1, ¢" = 1 ce qui est impossible. Donc g est
~ T ~
d’ordre infini dans P9. Soient & et 2’ dans P tels que — = g, on a h(z) = qoq, h(z') = qoq’
x
pour un ¢y dans @), d’ou par exactitude Z = upgp et &’ = vpyp’ ou py est un relevé de gy dans

P, u,v € P*. Enfin il est clair que u =v. O

LEMME 2.2.1.5. Soit h : P — @ un morphisme surjectif exact de monoides intégres et G un
sous-groupe de Q9. Soit G un sous-groupe de P9 tel que h9*(G) = G. Alorsh : P/G — Q/G
est un morphisme surjectif et exact de monoides intéegres.

Preuve. — La surjectivité est claire. Soient p,p’ € P tels que _(3) € Q/G ou p,p
N
désignent les images de p et p/ dans P/G. 1l existe ¢ dans Q tel que h(g) =q.Sir e P est
P

tel que h(r) = ¢, on a h( -) € G ie. il existe g € G tel que h(§) = h(ﬁ) Par exactitude
rp’ rp’

/

de h. on en déduit 17

= u pour un u dans P*, d’ott p = Fp'u~! dans P/G, i.e. E/ e P/G
p p

ce qui montre l'exactitude. [

LEMME 2.2.1.6. Sotent P,Q,R,S quatre monoides integres avec un diagramme commutatif :

k

R = P
h| ln
s L 0

ou h est universellement integre, k et | sont surjectifs et exacts. Alors h est universellement
integre.

Preuve. — Par ([Kal],4.1), il suffit de montrer que pour tous ry, 7z dans R et s, s; dans
S tels que h(rl)sl = h(r2)32, il existe r3,74 € R et s € S tels que riry = rory, s1 =
h(rs)s, sy = h(ry)s. Soient donc 1,7y, s1, 52 comme précédemment, on a h(k(ry))l(s;) =
h(k(ra))l(s2) et par intégrité de h (et [Kall,4.1), il existe p;, ps dans P et g dans @ tels que
k( 1)p1 = k(r2)p2, l(s1) = h(p1)q et [(s2) = h(p2)q. Soient 4,7} dans R et s’ dans S tels que
k(ry) = p1, k(1)) = pa et I(s") = q. Par exactitude de k et [, il existe u dans R* et v, w dans

”
r
S* tels que 7 = wryr, s1 = vh(rh)s', s, = wh(r})s’. On a alors vh(riry) = wh(ryr,), ot

w = vh(u) et en posant r5 = 14,74 = ury, s = vs’, on a le résultat. [0

LEMME 2.2.1.7. Soit B un anneau muni d’une structure logarithmique fine donnée par une
carte B : QQ — B*. Soit G un sous-groupe de type fini de B*. Alors il existe un monoide fin



S et un diagramme commutatif :

tel que
(i) s est surjectif et exact
(i) h est syntomique (2.1.9).

Preuve. — Soient g, ..., g, des générateurs de G, on pose :
Q=(Q@®Nz; ® Nz & .. Nz, ®Nz)/<z; ® 2\ >
On a une surjection Q — Q ®p-1(q) G en envoyant x; sur g; et x; sur g; 1 11 est clair que le

morphisme Q — Q est syntomique. D’autre part, (571(G))% est un sous-groupe de type fini

de Q9 : notons Q_I17 s q_,: avec q;, ¢, € B71(G) des générateurs et posons :
1 t

=(Q®Ny; @..o Ny, ® Ny @ ... o Ny,) /<y ® ¢;, 9, © ¢, >

Il est facile de voir que le morphisme @ — S est syntomique (en fait, c’est ce que Kato
appelle une localisation généralisée), par composition on en déduit que h : @ — S lest
aussi. On définit s : S — Q ®p-1() G en posant s(y;) = (B(q;))~" et s(y)) = (B(¢}))~". Le
morphisme s est surjectif et on vérifie aisément qu’on a un isomorphisme S/S* ~ (Q ®g-1(¢)
G)/(Q ®g-1() G)* ce qui montre par (2.2.1.3) que s est exact. [

LEMME 2.2.1.8. Soient Py, P5, S trois monoides fins, h : P, — Py syntomique et ky : S; —
Py surjectif et exact. Alors il existe un monoide fin Sy et des morphismes h = Sy — Sy et
ko 1 So — Pj tels que h est syntomique, ko est surjectif et exact et le diagramme :

S Bop

hl Lh

S, B P
est commutatif.

Preuve. — Puisque h est syntomique, on peut écrire Py, = (P, & Nxzy @ ... & Nz,)/ <
g1, -, Gs >0u (g1, ..., gs) est une suite réguliere dans P & Nz @ ... ® Nz, d’écriture simplifiée
g = p, g - (voir la remarque qui suit (2.1.10)) avec p;,p; € Py et z;, 2, € Nz @ ... @ Nu,.

D © %
Si O &
Soient s; (resp. s;) des relevés des p; (resp. p;) dans S; et §; = % €(S1®Nz;®... @ Nz, ).
8 W%

Soit So = (S1® Nz & ... ® Nz,.)/ < g1, ..., Js > et h le morphisme canonique S; — S3. On
pose G; =< g1,...,9; > et Gy =< qi,...,g; > (groupes engendrés). Comme il est clair que
S1® Nz, @ ... ® Nz, — P, @ Nz @ ... ® Nz, est surjectif et exact, les morphismes ks ; :

sont encore surjectifs et exacts par (2.2.1.5) et une récurrence immédiate a partir de (2.2.1.4)
et (2.2.1.5) montre que (g, ..., §s) est une suite réguliere dans S; & Nz @ ... & Nz,. En appli-
quant (2.2.1.6) a P, (P& Nz @ ... & Nz,)/G;, Sy et (S; &Nz, & .. @er)/Gz, on voit que
les morphismes h; : 51 — (S1@®Nz; @ ... ®Nz,)/ G, sont universellement intdgres. Il reste &

voir l'injectivité de h : soient s et s’ dans Sy tels que h(s) = h(s'), on a h(ki(s)) = h(ki(s"))
donc ki(s) = ki(s’) puisque h est injectif. Par exactitude de ky, il existe u; dans S} tel que
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s = uys’, donc ﬁ(ul) = 1dans S; ie. uy € G C (S1®Nz; @ ... Nz, )%. On a donc ay, ..., a
dans Z tels que ¢;**...¢s* = uy, d’ott g1**...gs* = k1(u1) = 1 dans (P, & Nz & ... ® Nz, )%
ce qui n’est possible que si tous les «; sont nuls (car (gi, ..., gs) est une suite réguliere). On
a finalement u; = 1, ce qui montre l'injectivité et acheve la preuve du lemme. [

Le lemme suivant (facile) est sirement bien connu :

LEMME 2.2.1.9. Soit B un anneau, (by,...,by,c1,...,Cn) une suite réquliére dans B telle
que (c1, ..., cm) est aussi une suite réguliere dans B/(by, ..., b;) pour tout i (0 <i <n). Alors
(€1, .eey Cmy b1y ooy by) €St une suite réguliére dans B.

Preuve. — On fait une récurrence sur n.

— cas n = 1 : on fait une sous-récurrence sur m : si m = 1, soit (b, ¢) une suite réguliere.
Soit d € B tel que bd = 0 dans B/c. 1l existe e € B tel que bd = ce, i.e. & = 0
dans B/b, donc € = 0, i.e. il existe f € B tel que e = bf, d’ou b(d — cf) = 0 et
comme b est non diviseur de 0 dans B, on a d = cf soit d = 0 dans B/c et b est non
diviseur de 0 dans B/c. Si de plus, ¢ est non diviseur de 0 dans B, on a bien que
(c,b) est une suite réguliere. Si m est quelconque, par récurrence au cas m — 1, on a
que (c1, ..., Cm_1,b, C;n) est une suite réguliere et on applique le cas m = 1 & (b, ¢,
dans B/(c1, ..., Cm—1)-

~casn > 1: en appliquant le cas n = 1 & (b, ¢y, ..., Gm) dans B/(by,...,b,_1), on a
que la suite (by,...,b,_1,C1, ..., Cm, by) est réguliere. Par récurrence au cas n — 1, la
suite (¢1, ..., Cm, b1, ..., by_1) est encore réguliere, et donc la suite (cq, ..., ¢y, b1, .0y by)
est bien réguliere. [

2.2.2.

THEOREME 2.2.2.1. (1) (changement de base) si f :' Y — X est un morphisme log-
syntomique, il en est de méme de fx: : Y X x X' pour tout morphisme X' — X de log-schémas
fins,

(2) (composition) le composé de deux morphismes log-syntomiques est un morphisme log-
syntomique.

Preuve. — (1) Etale localement, on a une carte de f qui est un morphisme log-syntomique
standard (2.1.12) :
P - A
! !
Q — B
et une carte du morphisme de changement de base :
P — A
| !
P — A

ot la structure logarithmique sur A est engendrée par P et P. A priori P # P, mais quitte
a prendre une extension étale de A, et les extensions étales sur B et A’ correspondantes par
changement de base classique, et quitte a modifier P’, on se ramene par (2.2.1.2) au cas
P = P. 1l suffit donc de montrer que le diagramme :
P — A’
! !
P& P Q — A® 4B
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est un morphisme log-syntomique standard (remarquons que P’ @ p Q) reste bien integre).

Il existe 7 € N et un sous-groupe G de Q% tels que Q = (P @ Nz; @ ... ® Nz,)/G et

que l'on peut trouver (g; = ];, s s = &) une écriture simplifiée d’une suite réguliere de

h Ps
générateurs de G. Soit G; =<g1,...,9:> Q; = (P & Nay & ... & Nx,.) /Gy, pl (resp. pl, resp.

g;) Uimage de p; (resp. p;, g;) dans (P’ @& Nz & ... & Nz, )% et G, = <g,, ..., g, > Comme,
pour tout i, Z[P' ®p Q;] = Z[P'] ®z(p) Z[Q;] est une Z[P']-algebre plate par changement de
base, les morphismes P’ — P’ @p Q; sont injectifs et universellement integres par (2.1.2).
Par changement de base des morphismes syntomiques classiques, (p} — g}, ...,p, — p,) est
une suite réguliere dans Z[P’|[ X, ..., X,|, de plus pour tout i, on a par (2.2.1.1) P’ ®p Q; =
(P& Nz @ ... & Nx,) /G, et :

Z[P' op Q] = Z[P']®gzp Z[Q)]
= Z[Pl][le ?XT]/<p/1 _ﬁ/lv "'7p; _ﬁ;)
= Z[P' ®p Qi-1]/ (i — P;)
D’apres (2.1.6), 'image de ¢, dans P’ &p Q;—; est d’ordre infini et d’apres (2.1.7), elle
est simplifiable dans P’ ©p ;1. Finalement, la suite (gi,...,¢%) est bien réguliere dans
P' ® Nz, & ... & Nz, et le morphisme P’ — P’ @®p Q) est syntomique. Enfin, il est clair que

A’ ®4 B est transversalement (A', A’ ®zip Z[P' ®p Q])-réguliere (2.1.11) par le théoreme de
changement de base des morphismes syntomiques classiques.

(2) Etale localement, cela revient a considérer un diagramme de cartes :

P % A
hl |
o % B
Q’ﬂfl
K |
R 5 C

ou les deux diagrammes commutatifs du bas et du haut correspondent a des morphismes
log-syntomiques standards.

Premiere étape :
Quitte a localiser en B et en C', on peut supposer par (2.2.1.2) que le diagramme commutatif :

ﬁl

Q" — B
l !
R

se factorise sous la forme :

Q — QDg1) G — B
| ! !
R — R @Ql (Q @Bfl(g) G) — C

ou (G est un sous-groupe de type fini de B*, ou la structure logarithmique sur C' est encore
engendrée par R ©¢ (Q $p-1(q) G) et ou, par changement de base (1), la partie de droite
du diagramme correspond encore a un morphisme log-syntomique standard. On est donc
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ramené & la situation suivante :

P — A

hl !

QDg1(0) G - B

kL !
R'=Réq Q&1 G) — C

mais ol le diagramme du haut n’est pas forcément un morphisme log-syntomique standard.

Deuxieéme étape : En appliquant successivement (2.2.1.7) et (2.2.1.8), on construit deux
monoides fins S et T tels qu’on ait un diagramme commutatif :

Q

KN

s = QDg-1) G LN B
k| Lk !
T R 4 C

ou la log-structure sur C' (resp. B) est encore engendrée par T (resp. S), ou k,k et k' sont
syntomiques et ou s et ¢t sont surjectifs exacts.

Si M — D* est un morphisme d'un monoide M dans un anneau commutatif D, nous
noterons dans la suite f I'application canonique M @& Nzy @ ... ® Nz, — D[Xq, ..., X,] telle

que f(z;) = X;.
Par définition, on peut écrire R = (Q ®s-1¢) G ® N2y @ ... ® Nzv)/ < g1,...,9¢ > ol

4 qs’ . .1 . cp s PP , .
(h ==,y = f ) est une suite réguliere sous forme simplifiée. Par définition, C' s’écrit

1 s’
sous la forme :

O - B®Z[Q’} Z[R][Wl,...,Wt/]/(Gl,...,Gu/)

- B®Z[Q@B‘ G]Z[R’][Wl,...,Wt/]/(Gl,...,Gu,)

(e

ou (G, ...,Gy) est (entre autre) une suite réguliere. On peut donc écrire :

C= B[Zb ERE) ZT"le “'7Wt’]/(f<ql) - f(Qi% EEE) f(%’) - f(q§/)7 G17 ...,Gw).

~

Pour simplifier les notations, notons f(gz) = flq) — f(q;) Par la construction en (2.2.1.8),
onaT = (S®Nz &..®Nz)/<di,..,Ggs >ou les g; sont des relevés des g; dans (S &
Nz @ ... & Nz, )%, ou encore d’apres la construction de S en (2.2.1.7) :

T = (QeNy &Ny ©... 0Nz ON2 1 ©... N2 ©.. N2 ) / <yi® G, Y DG, T, D], G, ooy Gor >

en notant §;, g, certains éléments de () d’image inversible dans B (voir preuve de (2.2.1.7))
et en notant encore ¢; des relevés des g; dans (Q ®Ny; Ny & ... & Nzy Nz ... &Nz &
... Nz, )% D’ou :

B®gq Z[T] = B[Y:,Y!, X;, X, 2/ (Y = (@)Y = (B@) ™ X, X = 1, f(6))
= B[Xina ) Zla ) ZT’]/(XJX], - 1>f<gk))

Dans la preuve de (2.2.1.7), les x; ont pour image dans B des inversibles v;, et il est facile
de voir que toutes les B-algebres :

~ ~

B[Xl,X{, ...,XT,X;, Zl, ceey Zr/]/<X1 — V1, 7Xz —UZ',XlX{ — 1, ,XTX; — 1, f(gl)a ,f(g;/))
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sont encore syntomiques sur B, ce qui entraine par (2.2.1.9) que la suite
(X1 X! =1, X, X =1, f (1), s f(G), X1 — 01, oy X — 0,)
est encore réguliere. On déduit alors facilement que
C=B ®Z[Q] Z[T] [W17 ceey VVt/]/(Xl — Uy eeny Xr — Uy, Gh ceey Gu/)

est transversalement (B, B ®zq Z[T])-réguliere. On est finalement ramené a la situation
suivante (en posant [ = ko k') :

P = A
hl !
o - B
1l !
T L C

ou les deux carrés sont des morphismes log-syntomiques standards.

Troisieme étape :
Il est clair d’abord que le morphisme composé [ o h : P — T est syntomique. Par définition,
B et C s’écrivent :

B=A Xz[P] Z[Q][Vl, e %]/(Fl, ...,FU/),C =B ®z[qQ] Z[T][Wl, e Ww]/(Gl, ...,Gw/)
ou (Fy,...,EFy) et (Gy,...,Gy) sont des suites régulieres. Par définition, @) et T s’écrivent :
Q=(P®Nz1@®...®&Nz,)/<fi,., [>T =(Q®Ny; & ... & Nys)/ < g1, .r, g >

ou (fi,..., frr) et (g1, ..., gsr) sont des suites régulieres. On a :

~ ~

B @ziq Z[T] = (A®gp Z[Q][V1, ... VI / (11, .., Fir)) @z ZIQI Y1, ., Yi] /(£ (g1), oo, flgs)
= A@gp ZIQIVA, -y Vo, Ya, ., Y/ (Fyy o Fur, f(91), s f(g40))

ou la suite (Fi, ..., Fy, f (91), -, f (gs)) est réguliere par changement de base et composition
des morphismes syntomiques classiques. Mais ce raisonnement s’applique a toutes les algebres
A @zip Z[Q)[VA, ..., Vil /(FL, ..., F), montrant que les suites (Fy, ..., Fy, f(q1), ..., f(gs)) sont
toutes régulieres dans A ®@zp) Z[Q][V4, ..., Vo, Y1, ..., Y;]. Par (2.2.1.9), la suite

A~ ~

(f(g1), -, f(gsr), FA, ..., i) est encore réguliere et on voit facilement que les algebres B ®zq
ZT) = A®gzp Z[T|[V4, ..., Vo] /(F1, ..., Fyy), puis C, sont transversalement (A, A ®zp) Z[T)-
régulieres. Finalement, le morphisme composé est bien log-syntomique standard. [

DEFINITION  2.2.2.2.  Soit X un log-schéma fin et soit (LSF/X) la catégorie des log-
schémas fins sur X. On définit la topologie log-syntomique sur (LSF/X) en prenant comme
recouvrements les familles de morphismes (f; : Uy — T); (ou T est un objet de (LSF /X))
satisfaisant les deux conditions suivantes :

(1) f; est log-syntomique,

(2)T = UfZ(UZ) (union ensembliste sur les espaces topologiques sous-jacents).

Dans la suite, on notera X gy y la catégorie (LSF'/X) munie de la topologie log-syntomique.

3. CALCUL DE LA COHOMOLOGIE LOG-CRISTALLINE

Dans cette section, on calcule la cohomologie log-cristalline en utilisant le site log-syntomi-
que, selon la voie inaugurée par Fontaine-Messing dans le cas classique ([FM]).
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3.1. Préliminaires. Rappelons que W, désigne I’anneau des vecteurs de Witt de longueur
n a coefficients dans le corps parfait k& de caractéristique p > 0 et que W = lim W,,. Pour

la définition de la cohomologie cristalline a poles logarithmiques des log-schémas fins puis
des log-schémas integres, nous renvoyons a [HK] et [Ka2]. Pour un schéma X et un élément
a € I'(X,0x), on note avec Kato ([Ka2],2.3.3) L(a) la log-structure fine associée & N —
Ox,1—a.Siael'(X,0x)*, on retrouve la log-structure triviale. Dans la théorie de Hyodo-
Kato, deux bases logarithmiques apparaissent naturellement : W,\{0} — W via x — =z
et W,\{0} — W,* via z +— x si x inversible et  — 0 sinon. On choisit une uniformisante
m de W, ce qui permet d’identifier les bases précédentes aux deux bases (Spec W, L(7)),
(Spec W, L(0)). Soit W,, <u> 'algebre aux puissances divisées en u. On a un diagramme
commutatif de P.D.-épaississements logarithmiques ([Kal],5.2) :

(Spec W, <u>,L(u)) 5 (Spec W, L(r))
=0 | !
(Spec W, L(0)) —  (Spec k,L(0))

(Kato note W, <t> dans [Ka2]. Nous utilisons plutot u car ¢ désigne un élément particulier
de 'anneau A.,;s de Fontaine et il peut y avoir des confusions quand on calcule la cohomolo-
gie log-cristalline de O, /pOg, par rapport a la base W, <t >, voir (6.3) ou [Brl]). Dans la
suite, on note (Spec k, L) = (Spec k,L(0)), Spec k = (Spec k,L(1)) et S, 'une des quatre
bases (Spec W, <u>,L(u)), (Spec W,,, L(m)), (Spec W, L(0)) ou (Spec W,,, L(1)).

Soit X un log-schéma fin sur (Spec k, L) ou Spec k, on note (X/S,)crrs le site suivant
(“gros” site cristallin fin) :
Les objets sont des paires (U < T,6) ou U est un objet de (LSF/X), T un log-schéma fin
sur S, U — T une immersion fermée exacte ([Kal],3.1) sur S,, définie par un idéal J et §
une P.D.-structure sur J compatible avec la P.D.-structure de la base. Puisque Ot est annulé
par une puissance de p, J est un nil-idéal. Les morphismes de U’ <— T" dans U — T sont
des diagrammes commutatifs :

U/ SN T/
! l
U — T

ou la fleche de droite est un P.D. morphisme. Les recouvrements de U — T sont les familles
(Us — Th)a — (U — T) telles que (T, — T'), est un recouvrement étale classique avec
structures logarithmiques induites et telles que les diagrammes :

U, — T,
! il
U — T

sont cartésiens. On appelle P.D. épaississements les objets de (X/S,)crrs. On construit
de méme le site (X/S,)syn_crrs en prenant les mémes objets et morphismes mais avec
des recouvrements (U, — T,)a — (U — T) tels que (T, — T), est un recouvrement
log-syntomique (2.2.2.2) et que les diagrammes :

v, — T,
! l
U — T

sont cartésiens. On note indifféremment O /g, le faisceau structural sur ces sites et H*(X/S,,)
les groupes de cohomologie du faisceau structural sur (X/S,)crrs. Remarquons que Hyodo
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et Kato définissent plutot le “petit” site cristallin fin ([Kal],5.2), mais les invariants coho-
mologiques sont les mémes que ceux du “gros” site cristallin fin : la preuve est la méme
que dans ([Be],II1.4); elle utilise essentiellement la fonctorialité du “petit” site cristallin fin
établie dans ([Kal],5.9). Si X — Spec k est un morphisme de schémas (qui peut-étre vu
comme un morphisme de log-schémas avec log-structures triviales), le petit site cristallin fin
logarithmique par rapport a (Spec W,,,L(1)) est égal au petit site cristallin classique par
rapport a Spec W, et les groupes H'(X/(Spec W,,,L(1))) précédents s’identifient donc & la
cohomologie cristalline classique. Enfin, on note 03¢ (resp. O resp. OFK  resp. O le
préfaisceau sur (Spec k, L)syn (resp. sur (Spec k, L)sy n, resp. sur (Spec k, L)sy n, resp. sur
(Spec k)syn) qui & X dans (LSF/(Spec k, L)) (resp. dans (LSF/(Spec k, L)), resp. dans
(LSF/(Spec k, L)), resp. dans (LSF/Spec k)) associe H°(X/(Spec W, <u>,L(u))) (resp.
H°(X/(Spec W,, L(r))), resp.

H°(X/(Spec W,,, £(0))), resp. H*(X/Spec W,,)) (“st” pour semi-stable, “dR” pour de Rham
et “HK” pour Hyodo-Kato. La notation “dR” vient du fait que, si X est la réduction modulo p
d’un log-schéma X log-lisse sur (Spec W, L(7)), les groupes limH*(X/(Spec W, L(7)))@w Ko

calculent la cohomologie de de Rham de X xy Ky, voir [Kal] et [HK]). Le symbole * désignera
dans la suite ”"st”, "dR”, "HK” ou "cris”.

3.2. Le faisceau des sections globales log-cristallines. Rappelons le lemme suivant :

LEMME 3.2.1. Soit A un anneau commutatif, s : B — A une immersion fermée définie
par un nil-idéal et C = A[X,..., X,)]/(Gy,...,G,) une A-algébre telle que (G, ...,G,) est
une suite réguliere et A[Xy, ..., X,])/(Gq,...,G;) est une A-algébre plate pour tout i. Soient
G, ..., G, des relevements des G; dans B[Xy, ..., X,], alors (él, ey ér) est une suite réquliere
et B[X1, ...,Xn]/(él, s éz) est une B-algébre plate pour tout i.

Preuwve. — Soit M un idéal maximal de A, par changement de base A — A/M, on
en déduit (E.G.A.0,15.1.15) que (G4, ...,G,) est une suite réguliere dans A/M[X7, ..., X,,].
Comme les idéaux maximaux de B et A se correspondent et B/s (M) ~ A/M, on en
déduit par des arguments classiques (voir par exemple ([Mi],[.2.5)) que (G4, ..., G,) est une
suite réguliere et que pour tout i, la B-algebre B[ X, ..., Xn]/(él, i CA?@) est plate. [

LEMME 3.2.2. Soit X un log-schéma dans (LSF /(Spec k, L)) (resp. (LSF/Spec k)) et

X — Y,

| |
(Spec k, L) — S,

un P.D. épaississement de X (resp. avec Spec k — Spec W, ). On peut localement relever les
morphismes log-syntomiques sur X en morphismes log-syntomiques sur'Y,, tels que le relevé
(local) soit encore un P.D. épaississement.

Prewve. — Soit f : Z — X un morphisme log-syntomique (sur (Spec k, L) ou Spec k).
Etale localement, on a une carte de f :

P 5 A
hl !
o 2 B
qui est un morphisme log-syntomique standard et une carte de I'immersion fermée exacte :
R L C
k] ls

P - A
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ou C est un P.D. épaississement de A et ou la structure logarithmique sur A est encore
engendrée par R (elle est aussi engendrée par P et P’). En appliquant (2.2.1.2) & P, Ret A
et quitte a prendre une extension étale A’ de A et I'extension étale C’ de C' correspondante,
on se ramene a la situation :
P Da-1(q) G N A’
hl 1
Q®p (PBarc)G) > By A
et
R -
| Ls
P ®a-1(c) G 5 A
olt G est un sous-groupe de type fini de A™ contenant (a(P) N A™)% ot R @ s00)-1(q) G
P ®,-1(¢) G et ou h est toujours syntomique par changement de base (2.2.2.1). Soit G un
sous-groupe de type fini de C'* tel que s(G) = G et tel que (v(R)NC™)% c G. L’application
naturelle R D116 G- P Da-1(e) G est surjective. De plus :

(R®,-1a) G)/(R @, ey G) = R/7™HC™) = R/(s0y) " (A7)

= (R ®(on-1@) G)/ (B Bson-1(6) G) = (P Ba-1(6) G) /(P @a-re) G)
ce qui montre par (2.2.1.3) qu’elle est aussi exacte. On est finalement ramené localement a
la situation :
P 5
!
o =
R 2

>
Q @

k l l s

P — A
ou le diagramme du haut est un morphisme log-syntomique standard, ou k est surjectif exact
et ol s est un P.D. épaississement de A. En appliquant (2.2.1.8) a P,Q et R, on construit
un monoide fin 7, un morphisme h: R — T syntomique et un morphisme 7" — () surjectif
et exact. D’autre part, par hypothese B s'écrit B = A ®gzp) Z[Q][ X1, ..., X;]/(G1, ..., Gs)
avec (G, ..., G,) suite réguliere ; soit G; des relevements des G dans C ®zr LT[ X4, ..., X;],
D = CzpZ(T)|[ Xy, ..., X,)/(Gy, ..., G,) et § la surjection évidente D — B. Par (3.2.1), D est
transversalement (C, C ®zr) Z[T])-réguliere, ce qui entraine que le log-schéma (Spec D, T)
est log-syntomique standard sur (Spec C, R) et que ker(s) est encore muni de puissances
divisées ([BO],3.21 et 3.22). Ceci acheve la preuve du lemme. O

Comme dans ([FM],1.3), on a alors :

COROLLAIRE 3.2.3. Les préfaisceauz O3, O et OHK sont des faisceauz sur (Spec k, L)sy .

n
Le préfaisceau O est un faisceau sur (Spec k)syn .

Preuve. — Nous donnons la preuve pour (Spec k, L), le cas de O étant similaire. Soit
U un objet de (Spec k, L)syn et (U; — U); un recouvrement log-syntomique de U. Il s’agit
de montrer I'exactitude de :

0— H(U/S,) — [[HWU:/Sa) — [[ H(U: xv U;/S3)

Z'7_7'
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Soit s € H°(U/S,) : s peut se décrire comme une famille compatible (s7) ot V «— T
est un objet de (U/S,)crrs et sy € I'(T,0r). Supposons que (sy) a pour image 0 dans

HHO(Ui/Sn). Soit V' < T un objet de (U/S,)crrs et notons V; = U; xy V. Par (3.2.2), il

existe (VVl)l un sous-recouvrement étale des VZ sur lequel on peut relever V <— T en W; — 1T,
les T} formant un recouvrement log-syntomique de 7. Comme Vi, s7 +— 0 dans H°(U;/S,),
on en déduit en particulier que Vi, resy, r(sy) = 0, i.e. sp=0 puisque O7 est un faisceau
pour la topologie log-syntomique. Ceci est vrai pour tout V < T on a donc s = 0 dans
H°(U/S,), ce qui montre l'injectivité. L’exactitude de la deuxieme fleche se prouve par un
raisonnement similaire. [

3.3. Comparaison des topoi log-syntomique et log-cristallin. Pour passer du topos

~——

(X/Sn)cRrg au topos )?SYN, on utilise le topos intermédiaire (X/S,)syn_cris

LEMME 3.3.1. On a des morphismes de topoi :

—_——
u

(X/S”)SYN—CRIS - XSYN

(X/Sn)onrs

Preuve. — Soit F un faisceau sur (X/S,)syn_cris et U < T un objet de (X/S,)crrs-

On définit v, (F)(U — T) =F(U — T) (U — T vu comme objet de (X/S,)syn—crrs)- Soit
G un faisceau sur (X/S,)crrs, on définit un adjoint a gauche v* de v, comme le faisceau
associé au préfaisceau : (U — T') — G(U — T') dans (X/S,)syN—cRis-
Soit F un faisceau sur (X/S,)syn—cris et U un objet de Xgyy. On définit u.(F)(U) =
HYy n—cris(U/Sn, F). Une démonstration strictement analogue & (3.2.3) montre que u,(F)
est encore un faisceau sur Xgy . Si € est un faisceau sur Xgyy et si U < T est un objet de
(X/Sn)syN—crrs, on définit u*(E)(U — T) = E(U). 1l n’est pas difficile de voir que u* est
un adjoint a gauche de u, qui commute aux limites projectives finies. [

LEMME 3.3.2. Awec les notations précédentes, on a pouri > 1 : R"v*(‘)x/sn =0.

Preuve. — On suit la méthode de ([BBM],1.1.19). On montre comme dans le cas clas-
sique que R'v,0x/s, est le faisceau sur (X/S,)cris associé au préfaisceau (U — T) —
Hi(Tsyn,O7). 1l suffit de voir que H (Tsyn, Or) = 0 pour i > 1 et T' affine. En recopiant la
démonstration classique ([Mi],II1.2.12), on se ramene & montrer que H(U/U, Oy) = 0 pour
1 > 1, pour tout objet U affine de Ty et pour tout recouvrement log-syntomique affine
de U. Comme le faisceau Oy est indépendant des structures logarithmiques, et comme le
schéma sous-jacent du produit fibré dans la catégorie des log-schémas log-syntomiques sur
U s’identifie au produit fibré des schémas sous-jacents (2.2.2.1 (1)), le complexe de Cech
logarithmique est égal au complexe de Cech classique (i.e. avec structures triviales). Mais
ce dernier est acyclique en degré plus grand que 1 car les morphismes des schémas (affines)
sous-jacents sont plats. [

On en déduit des isomorphismes canoniques et fonctoriels :
Hi((X/Sn)SYNfc’RISy OX/Sn) ~ H'(X/S,)

LEMME 3.3.3. Awvec les notations précédentes, on a pouri > 1 : Riu*OX/Sn = 0.
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Preuve. — On sait que Ru,© x/s, est le faisceau sur Xgyn associé au préfaisceau U
HY(U/S,) (3.3.2). Soit s € H'(U/S,,), il s’agit de montrer qu’il existe un recouvrement log-
syntomique (U, — U), tel que resy, y(s) = 0 dans H(U,/S,). On fera la démonstration
pour (Spec k, L) (le cas Spec k étant analogue) et on notera O(S,,) = I'(S,, Og, ). Le probléme
étant local, on peut supposer que U = Spec A, la log-structure étant donnée par P - A*
au dessus de N — k, ou P est un monoide ﬁn. Soient py, ..., p, des générateurs de P et g
I'image de 1 € N dans P. On considere la log-immersion fermée, ou le log-schéma du haut
est lisse sur S,

B

Q=Nzg®Nzr;®..»Nzx, — O(Sn)[Xl,...,XT][Ta]aeA:B
hl ls
P AN A

ot h(z;) = p; (7 = 1), hlwo) = g, 5(X;) = alh(z)), s(T2) = a, Bla;) = X; et Blzn) =
0, m ou w (suivant la base). Notons Y = (Spec B, Q). Soit h% : Q% — P9% et notons
BPPres Penveloppe aux puissances divisées de B®zq Z[h% ' (P)] par rapport & Ker(B®zqg
Z[h9*~'(P)] — A) compatible avec les puissances divisées sur S, ([Kal],4.10 (1) et 5.6).
On sait que la cohomologie cristalline de U se calcule par le complexe ([Kal],6.4) :

DP, DP, 1 DP, 2
B7er — BT @p wyyg, — BT @p wy)g, —

et s peut donc étre représentée par une i-forme fermée dans BPPles @p wi, /8> i.e. comme
une somme finie de termes de la forme (, 3 ® dlog(x,,) @ ... @ dlog(x,,) @dXs @ ...@dXg, @

AT, ®...0dT,, 1 < a; <7, 1 < B; <r, % € A. Soit Q, = Nzg®Na} "@®...oNa? ", B, =
O(Sn) [ X7 - TP [T oga avec un morphisme évident @, — B, et Y,, = (Spec B,,,Q,). Le
log-schéma Y,, est log-lisse sur S,, et on a bien un recouvrement log-syntomique :

Q. — B,

T T

Q@ — B

avec des fleches évidentes. Il est alors clair que s a pour image 0 dans H*((Spec A, P) xy
Y, /Sn) ou (Spec A, P) Xy Y, est un recouvrement log-syntomique de (Spec A, P). O

Pour * # dR, O} est canoniquement muni d’un Frobenius, donc aussi les préfaisceaux
H fS‘YN (_v OZ)

COROLLAIRE 3.3.4. Soit X un objet de (LSF/(Spec k, L)) (ou (LSF /Spec k)), alors pour
tout i € N, H(Xgsyn,OF) est canoniquement et fonctoriellement isomorphe a H'(X/S,),
de fagon compatible aux Frobenius si x # dR.

Preuve. — Par (3.3.2) et (3.3.3), les suites spectrales de Leray associées aux mor-
phismes de topoi en (3.3.1) dégénerent, fournissant un isomorphisme canonique et fonctoriel
H(Xsyn,05) ~ H(X/S,). La compatibilité aux Frobenius est formelle et laissée au lecteur.
O

4. LES PREFAISCEAUX W, PP+

On rappelle que * désigne “st”, “dR”, “HK” ou “cris”. Dans cette section, il sera un peu
fait usage de la cohomologie cristalline des log-schémas integres sur une base qui est un log-
schéma fin ([Ka2],2.4). Soit X un log-schéma integre sur (Spec k, L) (ou Spec k). On définit
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le petit site cristallin integre (X/S),)eqs comme la catégorie suivante :
Les objets sont les S,-P.D. épaississements (voir section 3) :

U — T

!
X

ou U est étale sur X et muni de la log-structure induite et ou 7" est un log-schéma integre
sur S,,. Les morphismes sont définis comme en 3 et les recouvrements sont pris pour la to-
pologie étale avec structure logarithmique induite. On notera encore H(X/S,,) les groupes
de cohomologie du faisceau structural. Si X est fin, ces groupes coincident avec les groupes
définis dans la section précédente car le petit site cristallin integre de X coincide alors avec
le petit site cristallin fin de X ([Ka2],2.4).

Nous allons utiliser les vecteurs de Witt pour construire des préfaisceaux W, ”P* sur
(Spec k,L)syn (ou (Spec k)syy si * = cris) et un morphisme canonique de préfaisceaux
W, PP — 05

4.1. Un diagramme commutatif. Soit :
(Spec A,P) — (Spec B,Q)

! !
(Spec k, L) — Sn

(ou avec Spec k — Spec W,,) un diagramme commutatif de log-schémas integres ou la fleche
du haut est un P.D.-épaississement. On note P(A) (resp. Q(B)) les sections globales du
faisceau de monoide P (resp. Q), a : P(A) — A* (resp. f: Q(B) — B*) le morphisme de
monoides et s : B — A la surjection sur les anneaux.

LEMME 4.1.1. Awvec les notations précédentes, le morphisme de monoides :
Q(B) = Q(B) S(s0p)-1(ar) A"
est surjectif et exact.

Preuve. — La surjectivité est claire. Par (2.2.1.3), il suffit, pour montrer I'exactitude, de
vérifier que :
Q(B)/B*=(Q(B) ®(s0p)-1(a+) A") /A"
c’est & dire Q(B)/B7Y(B*) = Q(B)/(s o 3)7'(A*). Or, B est un P.D.-épaississement de A,
d’ott s7H(A*) = B* et 37YB*) = (so B)71(A*). O

LEMME 4.1.2. Awvec les notations précédentes, soient t et t’ deux sections globales dans
Q(B) qui donnent la méme section dans P(A). Alors il existe w € B* tel que t=ut’ dans
A(B).

Preuve. — Soient A’ une A-algebre étale et B’ la B-algebre étale correspondante. Puisque
(Spec A,P) — (Spec B,Q) est une immersion fermée exacte ([Kal],3.1), le faisceau sur
(Spec A)¢ associé au préfaisceau A — Q(B') @ (yopn-1(a) A redonne la structure logarith-
mique de A (avec des notations évidentes). On peut donc toujours trouver un recouvrement
étale de Spec A : (Spec A;)ier (auquel correspond un recouvrement étale (Spec B;)ier de
Spec B) tel que les images de t et de t' dans Q(B;) ®(s,0p,)-1(4r) A7 coincident. Par (4.1.1), il
existe u; € B tel que resp p,(t) = u;.resp p,(t') dans Q(B;). Les u; se recollent et donnent
une section globale u dans B* telle que t = ut’ (et donc indépendante du recouvrement). [
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Si P est un monoide integre quelconque, on notera ¢ le “Frobenius” P — P, x +— 2P et
P™ Texactifié de P par rapport & la puissance n'*™ de ¢, i.e. P™ = {x € P% /2" € P}.

On définit un morphisme de monoides F, : P(A)™ — Q(B) de la facon suivante : soit
t un élément de P(A)™. On peut toujours trouver un recouvrement étale de Spec A :
(Spec A;)ier (auquel correspond un recouvrement étale (Spec B;);e; de Spec B) tel que t
soit représenté par une collection convenable de (¢;)icr avec t; € (Q(B;) B(s;08,)-1(az) A7 )7 tel
que " € Q(B;) ®(s,08)-1( as) A7 (avec des notations évidentes). Soit #; un relevé de ¢; dans

~

Q(B;)%, alors fipn est indépendant du relevé #; de t;. De plus, par (4.1.1), tipn est en fait
dans Q(B;). Par recollement, on en déduit une section F,,(t) dans Q(B) et on vérifie qu'on a
un diagramme commutatif :

P(A)™ 2% 4

F, | Ts

oB) L B
Soit &, (resp. 0y,) le morphisme W,,(A) — B (resp. W,,(A) — A) qui a (ao, ..., a,,—1) associe
In((agy ..oy pn_1)) = a”" —i—pa}pn_l + ... +an_1? ol ay, ..., a,—_1 sont des relevés quelconques de
ag, .-, an_1 dans B (resp. associe a,((ag, ..., an_1)) = ag?" ). Soit § le morphisme de monoides :
P(A) — W,(A), p— [a(p)] (représentant de Teichmiiller) qui fait de W,,(A) une Z[P(A)]-

algebre. On laisse au lecteur le soin de vérifier le résultat suivant :

ProrosiTION 4.1.3. On a un diagramme commutatif :

P(A)™ e W (A) @zpay Z[P(A)™)] T A
Fn l 0:7L®(ﬁOF7L) l H
oB) -2 B LA

Pour tout groupe commutatif G, on note p,»(G) le sous-groupe des éléments dont 'ordre
divise p". Supposons que 'on travaille avec (Spec k, L) (on a alors un morphisme de monoides
N@k* — P(A)) et notons ga (resp. gp) 'image de 1 € N dans P(A) (resp. dans Q(B)). On
remarque que F,(ga) = g%n puisque g4 est 'image de gp dans P(A). De la suite exacte de
groupes :

l1—-Zok™ - PAP—->PAP/(Zdk") — 1
on déduit une suite exacte de groupes :

L= i (PAVP) = e (PA*/(Z 5 KY)) 5 Z/p"Z

Soit ¢ dans fi,n (fP(A)gp / (Z@k*)). On voit facilement qu’il existe un unique représentant ¢ de

t dans P(A)9P tel que tP" = gz(i) (en voyant o () comme un entier entre 0 et p™ — 1). Puisque
les deux sections F(t) et g% de Q(B) ont méme image dans P(A) (= ¢77), il existe par
(4.1.2) une unique unité v de B* telle que F,(t) = ugg(ﬂ. On construit alors une application
canonique Fy, : fin <1P(A)9p/(Z o k*)) — B* en posant F),(t) = u. Le lecteur pourra vérifier
la proposition facile suivante :

PROPOSITION 4.1.4. Awec les notations précédentes, F, est un homomorphisme de groupes
et Fnlyn@(ayory = (80 Fn) |y (@ayom).-

Remarque : Notons que la surjection canonique fi,n (?(A)gp / Z) — fpn (?(A)gp /(Z& k*))
est un isomorphisme de groupes puisque k est un corps parfait de caractéristique p.
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4.2. Définition des préfaisceaux WP,
4.2.1. Soit P, (A) le monoide integre limite inductive du diagramme de monoides :
p (P(A)P) — P(A4®
o (P (Z 6 1))

et ]c(z?%) (resp. 1211)() I'idéal de W, (A) ®@zpcay Z[Pn(A)] engendré par les éléments de la forme
1®(hae[h™]) -7 (resp. 1 ® (h @ [h7Y])) ol h est une racine p" " de g4 dans P(A)™
(Iéz) =0et I}f}( =0 ¢'il n’y en a pas). On définit :

Wy (Spec A,P) = Wy(A) @zpay Z[Pn(A)]
WdR(SpecA P) = W (Spec A,?)/Ifl}?
WHE (Spec A,P) = W (Spec A, P)/ 1)
Wi (Spec A,P) = Wy(A) @zpay Z[P(A)™)]

En (4.1.3), on a construit une fleche o, ® (a0 ¢™) : W (Spec A,P) — A. On I'étend
facilement en une fleche W5 (Spec A,P) — A en envoyant pi,n (iP(A)gp /(Z & k*)) sur 1.

Pour * = dR ou * = HK, cette fleche passe au quotient IC(;]? ou I}}L}(, car I'image de g4 est

nulle dans A. On a finalement un morphisme canonique W*(Spec A, P) — A et on définit
WPEPP*(Spec A, P) comme 'enveloppe aux puissances divisées (compatible avec celles sur W,,)
de W} (Spec A, P) par rapport a l'idéal Ker(W(Spec A,P) — A). Nous allons construire
des fleches WPP*(Spec A, P) — OF (Spec A, P) (4.2.2), montrer que cette construction est
fonctorielle (4.2.3) puis recoller (4.2.4).

4.2.2. Considérons le cas * = st seulement i.e. S, = (Spec W,, <u>,L(u)), les autres cas
étant analogues. Soit (Spec B, Q) < (Spec A, P) un S,,-P.D. épaississement (voir section 3).
Par (4.1.3) et (4.1.4), on peut définir un morphisme canonique de W,,-algebres ¢, @ F,, ® F, :
Wst(Spec A, P) — B qui par composition avec la surjection s : B — A redonne le morphisme
n (4.2.1). Si A’ est une A-algebre étale et (Spec A',P|spec a1) — (Spec B, Q") un P.D.
épaississement, on définit W5*(Spec A, P) — B’ comme le composé :

W (Spec A, P) — Wi (Spec A, Plspec a1) — B’
Si on a un diagramme commutatif de P.D. épaississements :

(Spec A, P|spec ar) — (Spec B', Q')
! !
(Spec A, P) — (Spec B, Q)

on vérifie facilement a partir des contructions en (4.1.3) et (4.1.4) que le diagramme :

th(Spec Al,?|5’pec A’) — B/ — A/

T 1 T
Wst(Spec A, P) —- B — A

est bien commutatif. Enfin, par universalité de I'enveloppe aux puissances divisées et de la
limite projective, on déduit un morphisme canonique de W,-algebres : WPP*(Spec A, P) —
Or (Spec A, P).



22

4.2.3. Soit f: (Spec A,P) — (Spec C,R) un morphisme de log-schémas sur (Spec k, L) (ou
Spec k) tel que (Spec C,R) est un log-schéma fin et (Spec A, P) un log-schéma integre. On a
d’abord des morphismes de fonctorialité évidents : WP (Spec C, R) — WPP*(Spec A, P).
Par ([Ka2],2.4.2), puisque (Spec C,R) est un log-schéma fin, & f est associé un morphisme
de topoi fuis du petit topos integre de (Spec A,P) vers le petit topos integre (= fin) de
(Spec C,R), d’ott on déduit un morphisme de fonctorialité resca : OF(Spec C,R) —
Or (Spec A, P) caractérisé par le fait que si ' = (sh)p € OF(Spec C,R) et si on a un
diagramme commutatif sur 5, :

ét

(Spec A,P) —« U — T
L
(Spec C,R) & U — T

alors s = resc a(s') est tel que sy est 'image dans I'(T', Or) de s/, € I'(T", Op/). On déduit
alors aisément a partir des constructions en (4.1.3) et (4.1.4) un diagramme commutatif

W*(Spec A,P) — O (Spec A, P)

T T
Wx(Spec C,R) — OF(Spec C,R)

On déduit la fonctorialité de la propriété universelle de I'enveloppe aux puissances divisées.

4.2.4. Pour tout log-schéma fin X sur (Spec k, L) (ou sur Spec k) notons O(X) I'anneau
des sections globales du faisceau structural, P(X) le monoide des sections globales de la
structure logarithmique et P,,(X) la limite inductive :

Pa(X) = P(X) @y o)) e (X)) (20 1))

On définit comme en (4.2) Wt(X) = W, (O(X)) @gppix) Z[Pn(X)], WHE(X) = Wet(X) /15,
WHE(X) = WH(X) /I et Wers(X) = W, (0(X)) @z ZIP(X)™)]. Comme en (4.2.1),
on a un morphisme de W,-algébres W*(X) — O(X) et on note encore W2P*(X) I'enveloppe
aux puissances divisées par rapport au noyau (compatible avec les puissances divisées sur
W,). Par fonctorialité, on déduit un préfaisceau X +— WDPP*(X) sur (Spec k, L)syn (ou
sur (Spec k)syn si * = cris) et on construit un morphisme de préfaisceaux WP2"* — O en

recollant a droite pour la topologie étale sur X par (3.2.3) les morphismes locaux canoniques
et fonctoriels en (4.2.2), (4.2.3).

—~— DPx
5. LES FAISCEAUX W,

gy DP7* . .7 7 .
Notons W, le faisceau associé au préfaisceau W.PP* sur (Spec k, L) sy n (ou (Spec k) sy n
DP,x

si % = cris). Dans cette section, nous montrons que les morphismes de faisceaux W, M
déduit des morphismes en (4.2.4) sont des isomorphismes.

5.1. Calcul des sections globales log-cristallines lorsque le Frobenius est surjectif.
Soit A une k-algebre munie d’une structure logarithmique integre quasi-cohérente P associée
aa: P — Aou P est un monoide inteégre. Dans le cas (Spec k, L), on suppose qu’on a une
carte :

P 5 A

T T

N — &k
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et on note g € P I'image de 1 € N. Soit P, la limite inductive du diagramme de monoides :
e (P7) > PO

!
ppn (P [ Z)
De fagon snmlalre 4 (4.2), on note simplement W3's(A) = W,(A) ®z(p) Z[P,], WHE(A) =
Wits(A )/Ic(l?%, AE(A) = ijP(A)/]gl])( ol ]C(lz) (resp. I\7).) est I'idéal de Wi's(A) engendré
h

par 'les éléments 1 @ (h@[h~Y)) —7 (resp. 1@ (h@[h~1])) avec h racine p"" de g dans P™
et WE(A) = Wi(A) @gzipy Z[P™)]. On a une fleche canonique Wi p(A) — Wi (Spec A, P)
(dedmte de P — P(A)) qui, par composition avec (4.2.1) et (4.2.2), donne des morphismes
ap(A) = Aet Wrp(A) — O;(Spec A,P). On note Wf}j’*(A) I'enveloppe aux puissances
divisées (compatible avec les puissances divisées sur W,,) par rapport au noyau dans A.

PrRoOPOSITION 5.1.1. Awec les notations précédentes, si le Frobenius est surjectif sur A et
sur P alors le morphisme canonique :

ng’*(A) — O (Spec A,P)

est un isomorphisme.

Preuve. — Nous démontrerons le résultat avec * = st, les autres cas étant analogues.
Munlssons WDP *(A) de la structure logarithmique associée a P, — WDPSt(A). Soit h une
racine p™' de g dans P™. L’élément h & h~! de P, est indépendant de la racine choisie

et on fait de (Spec (WDIIDD (A)), Pn> un log-schéma au-dessus de (Spec W, <u>,L(u)) en

envoyant 1 € N sur h @ h™! € P, et u sur son image dans Wf g’St(A) de facon compatible
avec les puissances divisées. Le diagramme :

P = W£578t(A)

7 T
N — W, <u>

est alors commutatif. Si (Spec B, Q) est un P.D. épaississement de (Spec A, P) au dessus
de (Spec k, L) — S, (voir section 3), on vérifie qu'on a bien un diagramme commutatif de
log-schémas :

(Spec B,9Q) — (SPGC (ng’St(A)), Pn)
!
Sn - Sn

ce qui donne en particulier un morphisme de W,, <u >-algebres :
fi W p ™ (A) — 05 (Spec A, P)

Comme le Frobenius est surjectif sur A, Wf P (A) est un P.D. épaississement de A et le
diagramme :

P = WEEA)

o | !

P = A
est commutatif. Avoir une immersion fermée exacte est équivalent a avoir
Py ®(aogry-1(ax) Ay — P Da-1(4x) A} surjectif et exact pour tout point géométrique 7. La
surjectivité est claire car le Frobenius est surjectif sur P. Par (2.2.1.3), I'exactitude revient
a voir que P™ /(a0 ¢") "1 (AL)—=P/a~'(AL). La surjectivité de cette derniere fleche est
évidente et un rapide calcul (qui utilise aussi la surjectivité du Frobenius sur P) donne
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I'injectivité. De ceci, on déduit que (Spec (WnD If’St(A)),Pn) est un P.D. épaississement de

(Spec A, P) et que 'on a un morphisme de W,, <u>algebres :
e: 0% (Spec A, P) — Wflf’St(A)

projection de la limite projective sur I'une de ses composantes.

Par universalité de la limite projective, on a f o e = Id. Montrons que e o f = Id. Soit
’Pn(Wf P51(A)) les sections globales de la structure logarithmique sur (Spec Wf P(A)) e, il
est facile de voir en reprenant (4.1.3) que l'on a déja des diagrammes commutatifs :

Id

Wn(A) Skl Wn(A)
! !
WPEtA) =L whpa)
et
pm 14, p®)
! 1

A L P (WEET(A))

n

Enfin, soit € p»(P%/Z), il existe ¢,¢' € P tels que (=)"" =g™ o1 0 < m < p* — 1 et

Q\|.Q

(%) — 1. Soit h une racine p™*" de g dans P™ et soit p € pupn (P%) tel que % = puh™, par

définition, F),(f) est I'unique inversible de P, (W25 (A)) tel que F,().(h & h~1)™ = % ie.:

F(f)=poh™=puhm =1
ce qui acheve la preuve. [

5.2. Description des OF grace aux WPP*. Si () est un monoide intégre quelconque et A
une k-algebre quelconque avec un diagramme commutatif :

Q — A
7 7
N — &k

on notera Wf 5’“(/1) la W,,-algebre construite comme en (5.1) en remplacant P par () (sans

forcément associer a Spec A la log-structure provenant de Q).

THEOREME 5.2.1. Awec les notations précédentes, le morphisme canonique de faisceauz :
—~— DP,x "
W, — O,

déduit de (4.2.4) est un isomorphisme.

Preuve. — De méme que précédemment, nous ne ferons la preuve que pour * = st,
les autres cas étant similaires. Soient PK (resp. PCK) le préfaisceau noyau (resp. co-
noyau) du morphisme WPPst — Ot et K (resp. CK) le faisceau associé. Soit X dans
(LSF/(Spec k, L)), il s’agit de montrer que K(X) = 0 = CK(X). Le probleme étant local,
on peut supposer que X = Spec Ay olt Ay est une k-algébre et que la structure logarith-
mique est donnée par une carte Py — Ay sur N — k ot P, est un monoide fin. Soit
s € PK(Spec Ay, Py) (resp. PCK (Spec Ay, R)), il suffit de trouver un recouvrement log-
syntomique de (Spec Ay, Fy) sur lequel s s’annule.
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Soient py, ..., p, des générateurs de Py et J = {parties finies de Ag} x N. On munit J de
I'ordre :
(81,711) < (82,722) = 81 - 82 et n1 < ng

Pour j = (€,n) € J, on construit un log-schéma (Spec A;, P;) avec :
P; = (PBh®Nz;1® ... Nﬂl?r)/(ﬂl?fn = Di)1<i<r

A; = Ag[ X1, o, X[ Xalace/ (XP" — a(pi), XP" — a)1<i<race
et une fleche évidente P; — A;. Si j; < js, on a des morphismes de log-schémas évidents
(Spec A;,, Pj,) — (Spec Aj, Pj,) qui sont des recouvrements log-syntomiques. On obtient
ainsi un systeme filtrant tel que le Frobenius est surjectif sur A =lim A; et P = lim P;.

Munissons Spec A de la log-structure associée a P, on a alors ([Ka2],2.4.3) :
lim O3 (Spec A;, P;) = O3 (Spec A, P).

Notons P, = lim P;(A4;) (limite inductive des sections globales sur (Spec A;)e), les limites

inductives filtrantes étant exactes et commutant aux puissances divisées, on a :

lim WPP(Spec Ay, Py)) ~ W24 (A)

n

et lim ngj_’St(Aj) ~ W?If’St(A).
Soit s € PK(Spec Ay, Py), par définition, on a une suite exacte :
0 — lim PK (Spec A;, P;) — WD (A) — 0%(Spec A, P) — lim PCK (Spec A;, P;) — 0

n,Poo
Par fonctorialité (4.2.3), la fleche du milieu se factorise par :

Wéﬁ;jt(A) — WP (Spec A, P) — O3 (Spec A, P)

n

mais par (5.1.1), le morphisme composé :

W™ (A) = W5 (A) — WP (Spec A, P) — 03! (Spec A, P)

n n

est un isomorphisme, ce qui montre que la fleche Wf ££t(A) — O%t(Spec A, P) est surjective

i.e. lim PCK (Spec A;, Pj) = 0. 1l existe donc jy € J tel que :

T'€S(Spec AjgsPjg)s(Spec AO,PO)(S) =0

Supposons maintenant s € PK (Spec Ag, Py) C WPPs(Spec Ay, Py). Soit t une section
globale de P(Ap)%, il existe un recouvrement étale affine (Spec Ay), de Spec Ay tel que
resa,a,(t) (€ P(AL)P) soit dans I'image de P @-1(az)ew A} ie. resa, a,(t) est de la

forme %@u,\ dans P(Ay)% ol py, Py € Py et uy € A% Sit € P(Ag)™ (resp. 7" €

A
Im(Z®k* — P(Ap))), quitte & prendre un sous-recouvrement, on peut supposer de plus que

(&)pn Sul € P, Da-1(a) A} (resp. (%)pn oul € Im(Zok* — P Da-1(a1) 43)). Dans

/ /
A A

Iécriture de s comme élément de WPPst(Spec Ay, Py), il n’y a qu'un nombre fini de sections
t € P(Ap) qui interviennent et quitte a prendre un recouvrement étale de Ay et a remplacer
s par sa restriction sur ce recouvrement, on peut supposer par ce qui précede que ces sections

sont dans I'm <WDP’St 45 (Ao) — WPP=!(Spec Ay, P0)>. Notons g € P 'image de 1 € N

n’POEBa_l(AS)
et soit t = 2/ @ u un élément de P9 @, -1(4+))sr A*. Un calcul facile (qui utilise la surjectivité

du Frobenius) permet de prouver :
i) sith" € P @q-1(a+) A, alors on peut choisir dans I'écriture de ¢ précédente ¢, ¢ et u tels
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que 2/ e P,
q

i) sit" =gm@voumeZetuvektetsih désigne une racine p*" de g dans P™ il
existe f1 € pupn (PIP) et p' € pym(A*) tels que t = (@ p/).(R™ GvP ") dans P9 @(y-1(a+y)m A*.
En appliquant ceci & I'image de s dans WPPs'(Spec A, P) (qui provient par hypothese

de Wf ﬁgifl(m) 4+(A)), on en déduit facilement que cette image provient en fait d’une sec-

tion s de Wf P! (A). Mais par hypothese cette image devient nulle dans O%(Spec A, P) ~

WPES(A), donc 8 = 0, et a fortiori I'image de s est encore nulle dans W, £jt(A) =

lim(W.2P*(Spec Aj, P;)), ce qui achéve la preuve. [

6. FROBENIUS ET MONODROMIE

. J— —~— DP,st — DP,HK —— DP,cris , .
Dans cette section, on définit sur W, , W, et W, un opérateur de Frobenius
—~ DPst -~ DP,HK , i o .
et sur W, et W, un opérateur de monodromie. On en déduit une suite exacte de

faisceaux sur (Spec k, L)syy. On retrouve enfin un calcul de O dans un cas particulier
important di a Kato.

6.1. Définition des opérateurs. Soit X dans (LSF/(Spec k, L)) (resp. (LSF/Spec k)),
on reprend les notations de (4.2.4) et on note g I'image de 1 € N dans P(X).
On construit ¢ : WPPsH(X) — WPPst(X) (resp. avec “HK” et “cris”) de la maniére suivante :

— ¢ est le Frobenius habituel W, (k)-semi linéaire sur W,,(0(X))

—on définit ¢ : Py (X) — P.(X) par ¢(s Bt) = P D si s € P(X)™ et t €
. (T(X)gp /(Z@k*)) ,on étend ¢ 4 Z[P,,(X)] par Z-linéarité, puis & W, (O(X))@zo(x),
Z[P(X)] (vesp. (W (O(X))@zipxe)Z[Pn(X)))/ T, resp. (Wa(O(X))@zppex) Z[P™ (X)),

puis aux puissances divisées en posant ¢(;(x)) = vi(o(x)).

Pour * = st ou HK, on construit N : WPP*(X) — WPP*(X) de la manitre suivante :

— sur W} (X), N est 'unique dérivation W,,(0(X)) ®zpxy Z[P(X)™]-linéaire telle que,
si t est une racine p"m¢ de g™, m € Z, dans P(X)%, on ait N([t]) = m.[t] ou m
désigne la classe de m dans Z/p"Z (indépendant du choix du représentant t)

— on étend N aux puissances divisées en posant N (7y;(x)) = v;_1(z)N(x).

Il est clair que ces constructions sont fonctorielles (i.e. sont des morphismes de préfaisceaux)

et qu'on a la relation classique N¢ = ppN. Les deux opérateurs s’étendent alors aux fais-
—~— DPst (5.2.1 _ _ _
ceaux W, ’ (:) O3f (resp. avec “HK” et “cris”), puis aux groupes de cohomologie

H'(—/(Spec W,, < u>,L(u))) (resp. H(—/(Spec W,,L(0))), resp. H'(—/Spec W,)). On
montre enfin facilement (par un calcul local et un passage a la limite inductive analogue a
(5.2.1)) que l'isomorphisme en (5.2.1) commute aux Frobenius.

6.2. Une suite exacte courte de faisceaux. On a un morphisme de log-schémas évident
(Spec k, L) — Spec k qui permet de voir O comme un faisceau sur (Spec k, L)sy -

PROPOSITION 6.2.1. On a une suite exacte de faisceaux sur (Spec k,L)syn :

cris st N st
0—0,"—0,—0,—0
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Preuve. — On reprend les notations de (5.2.1). Le probleme étant local, on considere
localement le méme systeme inductif (P; — A;) e que dans (5.2.1) et, en notant A = lim A;

et P = lim P;(A4;), il suffit de montrer qu’on a une suite exacte de W,-algebres :
0 — WPPr(A) — WEEH(A) B WP (A) — 0

Soit g l'image de 1 € N dans Pw. Pour toute racine p»*"™ h de g dans P&, on a un
isomorphisme (voir (6.3)) :

; ~ . DP
is WopTt(A)<X> S (Wi (A) gy oy Ll (P2/(Z & k)

X — [h] — 1
(algebre aux puissances divisées en I'indéterminée X), et il faut donc voir que la suite :
0 — WS (A) — WEFTH(A) < X > WEZT* (A) < X >— 0

est exacte, ou N est l'unique dérivation er gfis(A)—linéaire telle que N(X) = 1 + X.

L’injectivité de gauche est évidente. Soit x € Wf gfis(A) < X > tel que N(x) =0, il existe

méeNet ¢ € iji’;j”S(A),o < i <m tels que z = ZCM(X)- On a:
=0
N(z) = (D e (X)) (1 +X) =0
i=1

mais 1 + X est inversible, d’'ou ¢; = 0,1 < 7 < m ce qui montre 'exactitude du mi-
lieu. Reste la surjectivité de droite : il suffit de relever 1 et les v;(X),7 > 1. On remarque
que N(Log(1l + X)) = 1. De la formule N(7;,1(X)) = 7%(X) + (i + 1)7:41(X), on voit
qu'il suffit de relever (i + 1)7;41(X). Une récurrence immédiate donne qu’il suffit de relever
(t+1)(i+2)...(i + k)vier(X), k € N*. Mais pour k >>0, (i+1)...(i+k)=0. O

On en déduit done :

COROLLAIRE 6.2.2. Pour tout log-schéma X de (LSF/(Spec k, L)), on a une suite exacte
longue de cohomologie :

.. — H'(X/Spec W,,) — H'(X/(Spec Wy<u>, L(u))) A H'(X/(Spec Wy<u>,L(u))) — ...

Remarque : Dans ([HK],3.6), Hyodo et Kato définissent un opérateur de monodromie sur
HY(X/(Spec W,,,£(0))) lorsque X est (log-)lisse sur (Spec k, L). 1l serait intéressant de voir
si cet opérateur coincide avec celui défini en (6.1) (dans le cas de (log-)lissité); voir aussi
([Ka2],4.2).

6.3. L’algebre Z;t Nous retrouvons ici un calcul de Kato ([Ka2],3.9, P, = Zn; dans nos
notations). Soit Ky une cloture algébrique de Ko = FriV et O, I'anneau des entiers de K.
On rappelle que A5 = im(07* (Spec O, /pOk,) ([FM]). On munit Spec Ok, /pOg, de la

log-structure associée & O \{0} — Og,/pOg, et on choisit une uniformisante 7 de Ky. On
a alors un morphisme de log-schémas :

Og,\{0} — Ok, /POg,
T T
N — k
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oul (€ N) — 7 (€ Og,\{0}). Il est clair que le Frobenius est surjectif sur Og \{0} et

O5,/POk, et que (O, \{0})™ = 0k \{0}. Notons A, = 03 (Spec Ok, /PO, 0r,\{0}).
Par (5.1.1), on a donc :

DP
Ay = (Wn<oKo/poKo> @iy (O \ (002 Z |t (0, \{OD)7/ (Z @ k*))])

. . ieme
Soit &, une racine p" de m dans O, alors :
K07

po ((OkMON™/Z & E)) = iy (O, \{OD™)© < 1,6, 67>

et on a un isomorphisme W, (O, /pOg, )" < X >~ m, X — [&] — 1 avec ¢(X) =
(1+X)P—1et N(X) =1+ X. Soit Ay =1lim A, , & tout systeme compatible (&,), de

iemes

racines p” de 7 dans O, , on peut finalement associer un isomorphisme ;1; ~ Am:<\X >
(complété p-adique de l'algebre aux puissances divisées A5 <X >).

Tant qu’on se limite aux seules structures sur ;1; données par ¢ et N (et aussi une action
de Galois que nous ne définissons pas ici, voir [Brl]), ;1; ne dépend pas du choix de 1'uni-
formisante m de W. En effet, soit 7’ une autre uniformisante et v € W* tel que n’ = v.7.
Soit (£!), un systeme compatible de racines p*"" de 7’ dans Og, et v, = £, /&, € 0%,
Aux deux systemes (&,), et (£,), sont associés par ce qui précede deux isomorphismes :
;1;(77) ~ ACTZ<\X> et ;1;5(71'/) ~ Acrﬂ’>. Soit ¥ (resp. v,) la réduction modulo p
de v (resp. v,) et [0] (resp. [v,]) les représentants de Teichmiiller correspondants dans
W(Og,/pO%k,). On a [0] € W« Aus et ([0,]71)5 € Aeris. On peut vérifier alors que 'iso-
morphisme A,;,-linéaire Aprn < X > = Ay < X' > qui & X associe [0].([U,]7)n.(1+X') —1
commute a ¢, N et a ’action de Galois.

Remarque : On peut également définir sur Ay, une filtration qui dépend de ([Br1]).
L’isomorphisme précédent n’est plus alors forcément compatible aux filtrations.

APPENDICE : UN CALCUL LOCAL DE CECH

On montre que la cohomologie (log-)cristalline de certaines algebres affines de type fini se
calcule comme la cohomologie a la Cech de certains recouvrements (log-)syntomiques.

ANNEXE A. UN cALCUL DE CECH : CAS CLASSIQUE

Cette section est pour 'essentiel indépendante de ce qui précede.

Soit k un corps de caractéristique p non nulle parfait et A une k-algebre de type fini. Si
(a1, ...,a,) sont des générateurs de A comme k-algebre, on note pour m € N :

Am = A[Xla >XT]/(Xfm — aq, ...,X,rl,)m — a?“)

(A, dépend donc des générateurs choisis). Pour toute k-algebre B et pour tout n € N, on
pose O(B) = H?, (Spec B/Spec W,). On sait que O est un faisceau sur le (gros) site
syntomique de Spec k ([FM],I1.1.3). Comme Spec A,, est un recouvrement syntomique de
Spec A, on peut considérer le complexe de Cech associé & ce recouvrement ([Mi],I11.2) :

Crom O (A) — O (A @4 Am) — OF (A @4 Ay @4 Ap) — ...
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On se propose de comparer la cohomologie des C;, ,, avec la cohomologie cristalline de A.

A.1. Calcul pour une limite inductive sur certains recouvrements syntomiques.
Nous ne faisons ici aucune hypothese supplémentaire sur A.

PrRoOPOSITION A.1.1. Soit C,, = lim C,, ., alors C;, , calcule la cohomologie cristalline

n,m’ 7,00
m>n
de A.

Preuve. — Notons (Spec A)gyn le gros site syntomique de Spec A ([FM],I1.1.1) et soit
J un préfaisceau sur (Spec A)syn, on note C;, . (F) le complexe :

et C; . (F) = lim C,, . (F). Soient H?(F) les foncteurs dérivés a droite du foncteur d’inclusion
m>n
des faisceaux dans les préfaisceaux (sur (Spec A)syn). On a une suite spectrale ([Mi],I11.2.7) :

H(C, oo (H(O7™))) == H{i ! (Spec A/ Spec W)

Comme pour toute k-algebre B, on a HY(O**)(B) = H!..(Spec B/Spec W,,), et comme
pour tout ¢ € N* et pour tout ¢ > 1, on a :

lim HY, (Spec (Am ®4 ... ®4 Ay)/Spec W,) =0

m>n

~
ifois

(ceci découle d'un calcul immédiat avec un complexe de de Rham), le complexe C;,  (HY05™))
est nul des que ¢ > 1. La suite spectrale précédente dégénere trivialement et donne 1’isomor-
phisme cherché. [

LEMME A.1.2. Soit 0% < J un plongement de O dans un faisceau injectif sur

(Spec A)syn et S la projection de I sur le faisceau quotient O /J. On suppose m > n.
Alors :

Vs € (0 /9)(A), T t € I(A,,) tq S(An)(t) =1esaa, (s) € (07 /T)(A,)

Preuve. — Si JF est un faisceau sur (Spec A)gyn, on note Hiy (A, F) ses groupes de
cohomologie. On rappelle que Hiy (A, O) = H: . (Spec A/Spec W,,) et, par un calcul a
la de Rham, on en déduit facilement que pour i > 1 et m > n, la fleche Hiy (A, O9%) —
Hiy n (A, 07) est nulle (on tue les différentielles de A par les racines p™ "™ si m > n).
On a un diagramme commutatif :

) ) é )
0 = HYyy(A0FE) = HY (AT = HYy(A0FE/0)  HE (A0 = 0

) ) Om )
0 — Hg‘YN(A"uOZ”S) - Hg‘YN(Amvj) - HgYN(Ava%”S/j) - HéYN(Ava%”S) — 0

Soit s € Hoy n (A, 05 /7), alors par ce qui précede resa,, 4(0(s)) = 0 dans Hiy (A, OF).
Comme 0,,,(resa,, a(s)) =resa,, a(d(s)) =0, on en déduit un ¢t comme dans I’énoncé. [

ms

Sans passer a la limite inductive, on a alors la :
ProposiTiION A.1.3. Sim>mn, on a :

H(C,,,.) = H..,.(Spec A/Spec W,), i =0,1

n,m
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Preuve. — Le cas i = 0 vient du fait que O est un faisceau sur (Spec A)syn. Rappelons

qu’'un faisceau injectif est encore acyclique pour la cohomologie de Cech d'un recouvrement
quelconque, i.e. H?(C; . (J)) = 0si p > 1. On a le diagramme commutatif suivant :

0 0 0
R ! o

0 — 07" (Am) — J(Am) - (077°/9)(Am)
! ! !

0 — OF"(A,@ady) — JAn®aAn) — (07/I) (A, @a Ap)

ou les lignes sont exactes. En utilisant (A.1.2), on déduit par un raisonnement classique un
début de suite exacte longue :

0 — HY(C;, (077)) = H(C,,,,(9)) = H(C;, (077 /9)) = H'(C;, ,(077)) — 0

car H'(C;, (7)) = 0. On a finalement un diagramme commutatif :

n,m
0 — HYC, o (07%) — HYC,o(9) — HYC,oo(07#/0) — HYC;, o(05%) — 0

I | 1

0 — HYC,,(07%) — HYC, () — HYC,,(07/9) — HY G, (077%) — 0

n,m

La fleche de droite est donc un isomorphisme, ce qui donne le résultat par (A.1.1). O

A.2. Calcul pour un recouvrement syntomique particulier. Nous faisons maintenant
une hypothese supplémentaire sur A :

THEOREME A.2.1. Soit A une k-algébre de la forme A = k[Xy, ..., X,]/(Fy,..., Fy) ot
(F1, ..., Fy) est une suite réguliere. Soit A, = A[Y1, ..., YT]/(Ylpm —X1,..,YP" = X,), alors si
m > n le complexe C,, ,, précédent calcule la cohomologie cristalline de A.

Soit A une k-algebre de type fini quelconque et B une W,-algebre de type fini lisse telle
qu’on ait une surjection B — A. Soient r € N et by,...,b. des générateurs de B sur W,
on pose pour m € N, By, = B[Y1,...Y,]/ (Y —by,...,Y?" —b,) et A, = A®p B,,. Soit
(B®")PP Penveloppe aux puissances divisées de B®' = B @y, ... @, B par rapport au noyau

Vv
i fois

B® — A (compatible avec les puissances divisées sur W,,). Nous obtiendrons (A.2.1) & partir
de :

THEOREME A.2.2. Avec les notations précédentes, si pour tout m, By, est une W,-algébre
lisse et si pour tout i, (B®")PF est une W,-algebre plate, alors le complexe Ciom pOUT M >N
calcule la cohomologie cristalline de A.

Pour le moment, supposons seulement B lisse sur IV,, et notons B;?f = B, Qw, ... ®w, Bm

J/

~
i fois

et (Bf?f)DP I’enveloppe aux puissances divisées de Bfﬁi par rapport au noyau de BS’? —
Ap @4 ... @4 Ay (avec la compatibilité habituelle). Soit C;, , le complexe :

TV
ifois

(Bn)"" = (Bi)P" — (B )" —
ol les fleches sont obtenues & partir des 7 projections de Spec (B2') sur Spec (B2).
Notons de méme C- le complexe de Cech : (B)PP — (B®*)PP — .. : un résultat de Berthelot
([Be],V.1.2.5) nous dit que C" calcule la cohomologie cristalline de A. “Ecrivons” le complexe

—_—~—

C;.m en fonction du complexe C-.
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LEMME A.2.3. Avec les notations précédentes, on a : (B2)PP = (B )PP @pe, BE'.

Preuve. — Soit J; le noyau de B® — A. Comme B,, est plat sur B, on a une suite
exacte :

0 — BE @pe; J; — B2 — B2 @pe, A — 0

Mais B?j ®B®’i Jz = BglJz et Bgl ®B®i A = Bm ®B o ®B Bm ®B A = Am ®A ®A Am, d’Ol\l
ker(BE — Ay @4 ... @4 Ap) = ker(B® — A).BS'". Le résultat découle de la platitude de
B%" sur B® et de ([BO],3.21). O

En tant que B-module, B,, s’écrit :

B,= € BY".Y"

(nl,...,nT)EI"

oul=1{0,1,...,p™ — 1}. De méme, on a :

i i iV ¢ n! ©) n{’ (i)
B = D By vy oy vy e ey iy
(n(1>, ,ngl),...ngi),..,,ng))el’“i
] T
Soit © € N* et n = (ngl), ey m(«l) nﬁ”, . (Z)) I™ tel que Zn # 0 pour tout k entre
Jj=1

(k) (k)
1 et i. On note Y2 = Y LYr et C’ . le complexe de Cech :

n(z) L n( i)

D (B®”1)DP.XE“) ®.0Y™"01% (B¥)PP1gleyr’ .. ®Xﬂ“) ®.. 5

avec des morphismes de transition évidents. A partir du lemme (A.2.3) et du fait que les
fleches de transition ne changent pas les exposants des Y;, on remarque que Cj, ,, est une

somme directe de C- et des complexes Cf’;

LEMME A.24. Pour tout i € N* et tout n comme précédemment, le complexe Cf'\; est
acyclique.

Preuve. — Une composante de C’k est de la forme :

(B®i+k)DP_ 1®1l.91 ®X@<1) RIRI1L.®1 ®Xﬂ(2> @ ...

lofoisl l1 foisl

avec [; > 0 et > 1; = k. Pour tout k¥ € N*, on construit une application additive f* : Cﬁﬂ- —

Cg;l de la maniere suivante (sur chaque composante) :
i) sur (B®i+k)DP'Xﬂ<” ® ... (ie.sily=0), ff=0

i) o BETYPP 1l 1oy e — (BFTTYP 191 910y @ ..
\_V_/ \q/_/

lofoisl lo—1foisl
1<lp<k 1<lp<k

(1@ @b 1) 1®...RY 2@, (— 1)y, (b1 @bs... @by, b1 @by 42®.... Qb 1) 10... 0¥V 2 ...
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On va voir que pour tout k € N, fF15% + 51 fF = Id.
Sur

B®™"MVYPP1p1.®1eY"" ..

lofoisl
0<lp<k

un calcul rapide donne (en ne notant pas les Y ni les puissances divisées 7, pour alléger
I'écriture) :

fER (0 ® ... @biyg) = (—1)10”(1@8)1®...®bl0blo+1®... — b R1Rb®... Dby by @ ...+ ..
A (=D @ .. @by @ by @ ) @ (—1)tt ((—1)10+1b1 ® ... @byl 1 1@ ...+ ..
A (=D @ L @ bbby @ by @ . @ by 41 @1 @ ) @ (—1)tt () D ...

et
SFR b @ ... ®@biy) = (—1)10“(1®b1®...®bloblo+l ®..— 011y ® ... by b1 @ ...+ ..

A (=D @ @ 1@ by ® > @ (—1)ltt <(—1)’0b1 ® ... @byl 1 1@ ...+ ..

A (=D @ L @ bibigrr @ bigre @ e @ b1 1 ® ) @ (—1)ltt () D ...

et on vérifie facilement que dans la somme, il reste seulement le terme (—1)0*2(—1)lp; ®

@by @biyy1 @ ... = b1 @ ... @ bigg. Les f* forment donc une homotopie contractante de C¥
i.e. le complexe est acyclique. [

PROPOSITION A.2.5. Le compleze C’fn\:n calcule la cohomologie cristalline de A.

Preuve. — On déduit de (A.2.4) que 6;; est quasi-isomorphe a 6’-, i.e. calcule la coho-
mologie cristalline de A. [

PROPOSITION A.2.6. Supposons que pour tout m, B, est lisse sur W, alors il existe un
morphisme (de complezes de groupes) canonique :

P Cﬁ’m — C/';n
St m >n, ® est surjectif sur la cohomologie et si de plus (B®i)DP est une W, -algebre plate

pour tout i, - est un quasi-isomorphisme.

Preuve. — En vertu du théoreme de comparaison de Berthelot entre cohomologie cristal-
line et cohomologie de de Rham, on sait que, si B,, est lisse, le noyau de la fleche :

B (BE)PT = (B @0

s'identifie canoniquement a Hp,., (Spec (Ap @4 ... @4 Ay)/Spec (Wy,)), d’olt une injection

Vv
i fois

canonique ® : HY, (Spec (Ap®a...04Ap)/Spec (W) — (BE )PP qui donne le morphisme
®-. Supposons m > n, en reprenant les notations de (A.2.4), on a :
i i (1) ()
(B =P By @ ey"
ﬂelrz

et la dérivation d’, n’est autre que la dérivation (B®i)D P_linéaire par rapport aux variables
V;01®..01,10Y,0..01,..,101®...0 Y, k € {1,...,r} (en effet, tout élément de B®"
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s’exprime dans B;?ff comme une somme de puissances pmiémes dont la différentielle est nulle
si m > n). En particulier, le complexe de Cech :

C: (B)PP — (B®*)PP
est un facteur direct du noyau de la différentiation, i.e. de C}, ,,. On a donc un diagramme
C— Cnm C n €t par (A 2.5), on déduit la surjectivité de @ sur la cohomologie.
Supposons en plus que (B®")PP est une W,-algebre plate, on a alors une suite exacte (0 <
k<n):
0 —s pnfk(B®")DP _ (B®i)DP P_’i pk(B®i)DP 0
Pour tout [ € {1,...,m — 1}, notons El(i) I'ensemble suivant :
= {ne "= 0, il inl?, ) [ (PEOD() k) = 1}
<j<i

olt v, est la valuation p-adique. Comme {z € (B®")PP /plz = 0} = p"{(B#" )PP on déduit :

ker(d’m) _ < @ psup{()m—l}( @ (B®i)DP.Xn>> @ (B®i)DP

le{l,...,m—1} neE

Soient [ € {1,....m —1} et x € pS"p{O’"’l}< @ (B®i)DP.Zﬂ) tels qu’il existe
neE”
Bt )PP yn _ At
Y € @ Y™ tel que d(y) = x (en notant J la différentielle correspondante du
nep Y
complexe a:;) Pour montrer que @ est un quasi-isomorphisme, il faut montrer que, modulo
un cobord, y € psuP{O’n_l}< @ (B®i71)DP-Xﬁ>. Si l > n, c’est évident, on suppose donc
ﬁeEl(i—l)
1 <1<n—1.Sion réduit modulo p, on a 6(y) = 0 et comme

(BE)P" [p(B)PF = (B JpBE)P" = (B [pB®)P" @yt et By, [pBy,)

le lemme (A.2.4) avec n = 1 donne un élément z € @ ((B/pB)® )PP Y™ tel que
nep!™?
d(2) = y (en notant ¢ la différentielle correspondante) Soit z un relevé quelconque de 2z
dans @ (B® )PP yn il existe w € @ B® )PP Y™ tel que y = 6(z) + pw d’olt
neE!"™? neg(™
v = 0(y) = pd(w). Sin — 1 =1, alors en remplacant y par pw, c’est fini, sinon de p'.z = 0
et de la suite exacte ci-dessus, on tire §(w) € p”fl*l( @ (B®i)DP.Xﬂ>, i.e. en réduisant
neE"”
modulo p, on a §(w) = 0 et on peut recommencer le raisonnement précédent. Une récurrence
immédiate donne alors un y dans p”_l( EB (B®i_l)DP.XQ> tel que 6(y) =x. O
nep Y

Remarque 1 : Supposons m > n, on a :

BY" @5, Qs w, = € BLC.dY;

je{1,...,r}
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(BT @ O = @ (B AV ene @ (BY)PTd1eY)
je{1,...,r} je{l,...,r}
et la flache BPP @5 Q}Bm/Wn _ (B;%?)DP ®B§lz Q;S%Z/Wn est injective, puisque les deux

fleches canoniques (B,,)PP — (B2*)PP ~,(b) — (b ® 1), %(b) — 7(1 ® b) le sont. Soit
z € (B)PP tel que dz = 0 dans (B2")PP ® ge? Q}B@Q/W et tel que §(z) = 0 dans (B2")PP

(0 est la différentielle du complexe 6’:;) Soit y € (Bn)PT tel que §(y) = x, du diagramme
commutatif :

d| Ld
s 2
BPP @p lesm/wn = (Bn)"" Bpg? Q;;%Q/Wn

on déduit dé(y) = 0 = dd(y) donc d(y) = 0 par injectivité, ce qui montre que la fleche
H'(C;,,,) — HYC;,,) ~ H\.,(Spec A/Spec W,) est toujours injective. Mais par (A.2.6),

elle est aussi surjective (on peut toujours prendre pour B et B,, des anneaux de polynomes
sur W) : on retrouve ainsi le résultat de (A.1.3)

Remarque 2 : Un passage a la limite inductive donne :

limC;, ,, — limC;,
m m

car liln((B;?;i)DP ® pai Q}B@)i/w ) = 0, ce qui en vertu de (A.2.5) redonne le résultat de (A.1.1).

Le lemme suivant est bien connu :

LEMME A.2.7. Soit A une k-algebre de la forme A = k[ Xy, ..., X, ]/ (FY, ..., Fy) ot (Fy, ..., Fy)
est réquliere, et B = W,[X1, ..., X,]. Alors pour tout i, (B*")PY est une W, -algébre plate.

Preuve. — Si on écrit :

B =W, [xW, ., xW, . x® X0

r

A=kXM, X XY X)) (R F XD — XY e

r 1<k<r

. ] 1 . / 3N ’
comme la suite (Fi, ..., FS,X,?) — X,g )) 2<j<i est clairement réguliere, on est ramené au cas
1<k<r

i = 1, i.e. a voir que BPF est plat sur W, Solent F, ...,FS des relevés des F; dans B,
C=WylZy,...2Z,J =(Zy,....,Zs) et I = (F},...,Fs). Pour N € N suffisamment grand, on
a:

B/IN = C/IN[Xy, ..., X0/ (Zi — Fi)1<ics
ot C/JV est une W,-algebre locale d’idéal maximal M = (pC'/JN, J/JN) et

C/(‘]Nvm)[Xb 7Xr]/(Zz - E) = k[Xb aXr]/(Fz)

ce qui montre que B/IY est plat sur C'/JV puisque la suite (F, ..., Fy) est réguliere. On a
finalement, par ([BOJ,3.21) :

BDP: (B/]N)DP:B/IN ®C/JN (O/JN)DP:B®C (C/JN)DP:B®C ODP

et BPY est plat sur CPP =W, < Zy, ..., Z,> (algebre des polynomes aux puissances divisées)
qui est plat sur W,,. [
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Le théoreme (A.2.1) résulte alors de (A.2.2) et (A.2.7).

Remarque 3 : Soit Y un k-schéma de type fini et Y®™) le schéma déduit de Y par le
changement de base k — k, = — 2P". On a un morphisme de Frobenius relatif a la
puissance m : Y — Y®") Soit X un schéma lisse de type fini sur k, on définit le fais-
ceau OZ%’M sur le petit site étale de X comme le faisceau associé au préfaisceau Y —
OS(Y Xym) Y Xy@m) ... Xy@m) Y/) (il est d’ailleurs vraisemblable que ce dernier soit déja

% }gis
un faisceau). On définit alors de maniere évidente un complexe de faisceaux sur le petit site
étale de X :

e . Ocris,[l] BN Ocris,[Q] N Ocm’s,[S} N
n,m * Y n,m n,m n,m
Un prolongement naturel de ce travail serait de se demander si I'hypercohomologie de C;, ,,
pour m > n calcule la cohomologie cristalline de X, ou mieux, si €;, ,, est isomorphe (dans
la catégorie dérivée des faisceaux étales sur X) au complexe de de Rham-Witt sur X ([Il1]).

ANNEXE B. Cas LOGARITHMIQUE
Commengons par deux lemmes faciles sur les monoides integres.

B.1. Deux lemmes sur les monoides integres. Si h : R — S est un morphisme de
monoides integres, on note R¢ = {x € R% tq h'(z) € S} et on appelle R® I'exactifi¢ de R
dans le morphisme h.

LEMME B.1.1. Soient R,S,T trois monoides integres avec deux morphismes de monoides :
[:S—Reth:5—T

tels que 1 est universellement intégre (2.1). Si S¢ désigne U'exactifié de S dans h et R ’exac-
tifié de R dans le morphisme R — R &g T, on a R° ~ R &g S°.

Preuve. — Solent ri,ry € R tels que EY (€ (RBsT)%) soit dans R &g T, i.e.
T2
Moy = rét, re R, teT. Il existe 51,50 € S tels que . l(ﬂ).r et 1= h(ﬁ).t ie.
22 T9 Sa 51
1

TLegeet Le R.1(S°) (C R). Réciproquement, l'image de R.I(S¢) dans (R &g T)% =
r

2
R Ggep T9 tombe dans R &g T (qui s’injecte dans (R @g T')% puisque [ est universelle-
ment integre), on a donc R¢ = R.[(S¢). Comme (R.I(S¢))% = (R $g S€)% = R, on a un

diagramme commutatif :

R@gSe & Rov

s l
R.I(S¢) < R
La fleche s est clairement surjective. Comme [ est universellement integre, k est injective,
donc s est aussi injective, d’ou le résultat. [

LEMME B.1.2. Soit Q un monoide intégre, g et g’ deux éléments de Q9. Les deux énoncés
susvants sont équivalents :

(i) Uimage g’ de g’ dans Q/<g> est simplifiable dans Q/<g> (2.1.3)

(ii) g' est simplifiable dans Q. <g>.

n

Preuve. — Montrons que (i) entraine (ii). Soient ¢,q¢' € Q,n,n’ € Z tels que ¢’ = q/i

- q9"
q

et que = soit une écriture simplifiée de ¢’ dans @/ < g > Soient z,2’ € Q. < g > tels que

‘Q\
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T
g =—. Comme (Q.<g>)/<g> Q/ <g>ona

, 1l existe donc gy € Q@ tel

8 &
Y| ISY

8

que Z = oG, ¥ = qq, ie. il existe m,m’ € Z tels que z = qog™(9"q), =’ = qg™ (¢"q)
avec ¢™ = ¢™ ; ¢’ est donc simplifiable dans Q. < g > La réciproque se prouve de maniére
analogue. [

B.2. Calcul pour un recouvrement log-syntomique particulier. Dans cette section,
on munit Spec W, seulement des log-structures £(0) ou L(7) pour 7 une uniformisante de
W, et on munit Spec k de la log-structure L (= £(0)). Soit A une k-algebre de type fini
quelconque munie d’'une log-structure fine :

P 5 A
T T
N — &
Soit B une W,-algebre de type fini munie d’une log-structure fine :
o 2 B
T T
N — W,

(1 — 0 ou 1+ 7) telle qu’on ait une log-immersion fermée :

h

Q — P
) | o
B 3 A

avec s et h surjectives. On suppose ) et B de la forme : ) = N & Ng; & ... @ Ng; et
B =W,[Xy,....,X,] avec s <1 et B(g;) = X;,1 <i < s. Soient

m

p
2 m
Qn=(Q &Nz & ... ®Nz,)/<——> B, = B[Y},....Y,]/(Y] - X))
et B, le morphisme Q,, — B,z — Y;. Soit A,, = A®p B,,, et P, = P ®qg Qn; on

munit Spec A,, de la log-structure associée a P, *br. A,,. Si on travaille avec 1 +— 7 (resp.

1 +— 0), on notera O = H(—/(Spec W,,L(m))) (resp. OFK = HO(—/(Spec W,,,L(0))),
voir section 3). La notation Oj désignera indifféremment 0% ou Of. On note C;% le
complexe de Cech :

O (Spec Am, P) — O%((Spec Ay, Pp)%sree a2)) — OF ((Spec Ay, P )Zisvee ap)).

ot (Spec Ay, Py,)%tsree 4.P) désigne A, @4 ... @4 Ay, muni de la log-structure associée A :

Vv
ifois

PoP = Pr@®p ... ©p Py — Ap @4 . @4 Am

i]?(;s
Soient (Q®) (resp. (Q2)¢) l'exactifié (voir B.1) de Q ®n ... Bn Q (resp. Qp B .. BN Q)
—_—— ~ ~- 4
ifois ifois

dans le morphisme Q ®n ... On Q — P (resp. @ ON ... DN Qm — P,i?ip) et (B®")PPos (resp.
(BZ")PPes) Penveloppe aux puissances divisées (compatible avec les puissances divisées sur
W,) de (B¥') @y gei) Z[(Q®)°] (resp.(By) By08] Z[(Q%")¢]) par rapport au noyau de la
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surjection sur A (resp. Ag‘*). La W,-algebre (B®i)DP109V (resp. (Bff;)DPlog) n’est autre que
I'enveloppe aux puissances divisées logarithmique de B®" (resp. B2") ([Kal],4.10(1) et 5.6).
LEMME B.2.1. Soit C* le complexe de Cech :

BDPlog _ <B®2)DPlog N (B®3>DP109 -

Alors le complexe C* calcule la cohomologie cristalline de (Spec A, P) sur (Spec W,,, L(r))
ou sur (Spec W,,, £(0)).

Preuve. — Comme dans le cas classique, on utilise uniquement la lissité formelle locale
([Kal],3.3 et 3.5) et I'universalité de I'enveloppe aux puissances divisées ([Kal],5.3) et on
recopie la preuve de ([Be],V.1.2). O

LEMME B.2.2. Awec les notations précédentes, on a :
(Bq(?;i)Dong _ (B®i)Dong ® pos Bfﬁi

Preuve. — On a
i i i
Pu? = (Qn @q P) @p . ®p (Qn ©q P) = Qu’ G P = Q3 ®ger P
En appliquant (B.1.1) & R = Q% o = Q% et T = P, on obtient (ng)e = ng Do (Q@i)e'

Soit I le noyau de B®' Rgi0e] [(Q@9 )] — A, comme
By ®y00t ZUQ5 )] = B @00 ZIQF )]
est une B®' @zi0e1) Z[(Q%")¢]-algebre plate, on a une suite exacte :

 Z[(Q2)]—A® (BE'® i Z[(QE)])—0

1.(BE' : Z1QE Y )—BY' ;
0—1I.( ®Z[Q§L] [(Q@m )])— ®Z[Q§%

B®i .z Dlye P
(B0, i ZQPNeD z(Qf)

oit le terme de droite est égal & A @, BE = A4 On conclut comme en (A23). O

Soit Cym le complexe :

BnIszog _ (B;%Q)Dplog - (BgS)DPlog — ...

Comme dans le cas classique (A.2.5), on a :

PROPOSITION B.2.3. Le compleze Cyh calcule la cohomologie cristalline de (Spec A, P)
sur (Spec W, L(m)) ou (Spec W,,, L(0)).

Preuve. — Par (B.2.2), on a (B2 )PPies = (B®")PPis@ i B, et la preuve est exactement

la méme que celle du cas classique, en remplacant (B€")PF par (B®)PPis. [

PROPOSITION B.2.4. [l existe un morphisme (de complexes de groupes) canonique :

. Lk
o Cn’:km — Cnm

Stm > n, & est surjectif sur la cohomologie et si de plus (B®i)DPl°9 est une W, -algebre
plate pour tout 1, ®* est un quasi-isomorphisme.

Preuve. — On obtient ®* comme dans le cas classique, en utilisant ([Kal},6.4). Notons
Sy, I'une des deux bases (Spec W,,, L(m)) ou (Spec W, L(O)) on a pour tout ¢ :

k=s

Wespee B2 051/, @(@B@’ dlog(z ) EB (éB@ (V) )

k=1 k=s+1 j=1
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avec des notations évidentes. Comme en (A.2.6), la fleche :

®F DPy, ®° DPq, ) 1
(Bm) log (Bm) l9®B§Lz w(Spec Bgi,Qﬁi)/Sn

est la dérivation (B®")PFws-linéaire (c.f. (B.2.2)) :

N ‘ ®t ®\DP; -
(B ) 9 & pei Bm - (B ) 7 Opet w(Spec B, g?f)/sn

La preuve est alors formellement identique a celle de (A.2.6). O

Remarque : Les remarques 1 et 2 qui suivent (A.2.6) sont encore valables ici (pour les
mémes raisons), i.e. H'(C;* ) est toujours égal a H'((Spec A, P)/Sy) si m > n et im C;%
m

calcule toujours la cohomologie cristalline de (Spec A, P) sur S,,.

On rappelle qu’on a un diagramme commutatif :

P 5 A
T i
N — &k

PrRoOPOSITION B.2.5. Supposons que le diagramme ci-dessus soit un morphisme log-syntomi-
que standard (2.1.12) i.e. P = (N® Nz; & ... ® Nz,)/ < g1, ..., gs > 0u (g1, ..., gs) est une
suite réguliere et A = k®gzm Z[P|[Y1, ..., Y{|/(F1, ..., Fy) ot (Fi, ..., F,) est une suite réguliére
(N — P est toujours intégre et, si A # 0, injectif). Soient Q = N @ Nz; @ ... & Nz,
B=W,[Xy,..X.,Y1,..V}] et 3:Q — B, z; — X;, 1 — 7 ou 0 selon . Alors pour tout
i, (B®")PTis est une W,-algebre plate.

Preuve. — Par un raisonnement identique a (A.2.7), on se ramene au cas i = 1, i.e. a voir

que (B ®zjq Z[Q°])PT est plat sur W,,. On peut toujours choisir (gi, ..., gs) tels que g; = q—f

_ J
avec ¢;, q; € Q et qu écriture simplifiée de g; dans @/ < g, ..., gj—1 > Soit G le sous-groupe de
J
Q% engendré par les g;, ona Q° =Q.G C QP et QG=(QPZn & .. D 7Zz)/< & >
q.

J
(car on a clairement une surjection de la droite vers la gauche, qui est aussi injective puisque

les deux monoides intégres ont le méme groupe engendré). On veut calculer Z[Q.G]. On a

K 6? ok simplifiable dans (Q ®Zz ® ... @ Zz,)/ < qﬂ'j?z" >1<j<k—1 équivalent a q—f simplifiable
qy, J T dy

dans (QBZz®...0Zz_1)/ < qj(?zj >1<j<ko1 = Q.<¢1, ..., gk—1 >équivalent par (B.1.2) a gy
J

qr P z

simplifiable dans @/ < ¢1, ..., gx—1 >qui est vrai par hypothese. Comme " est clairement
4k

q; ) Zj
/

d’ordre infini dans (Q ©Zz @ ... ® Zz,)/ < L4 > o4y, la suite <
J

; > 1<j<s est donc

réguliere dans Q & Zz; @ ... ® Zz, ce qui entraine par (2.1.8) :
1 1

Z[Q"] = Z[Q][ 2y, ..., Zs, 70 Z]/([QJ]ZJ' — [¢jDh<j<s
et
B 90 2107 — Wn[Xl,...,XT,YI,...,Yt,Zl,...,ZS,Zil,...,Zi]/(ﬁ(qj)Zj—ﬁ(q;-))

= WilX,, Y, Vil/(B(g))V; + Blg;) — B(d5)) @w, C
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enposant V; = Z; —let C = Wn[ﬁ, ey #] dans la derniere égalité. Soit I le noyau de
la surjection :

W X0, Yi, Vil (B(g;)V; + B(a;) — B(d})) — WalX1,Y;]/(B(a;) — B(d}), Fy)

ot les V; s’envoient sur 0 et oit les F, sont des relevements des Fj, dans W, [X;,Y;]. Soient
N € N, N suffisamment grand, D = W,,[Aq, ..., Ay, By, ..., Bs] et J = (A4,...,Bs). On a :

B ®zq Z[Q°]/IY = D/JV[X,,Y:, Vil/(B(a;)V; + Bla;) — B(d}). B; — Vj, Ar — Fy)
= D/JNX.,Yi)/(B(g;)B; + B(g;) — B(d}), Ar — F)

ofl, comme en (A.2.7), D/J¥ est une W,-algebre locale (la tensorisation par C' disparait car
les V; + 1 sont déja inversibles). Modulo son idéal maximal M, on trouve

B ®ziq) Z[Q)/(IN, M) = k[X1, ..., X, Y1, ... Yi]/(e(qy) — o)), F)

ot la suite de droite est réguliere par définition, ce qui entraine que B ®zq) Z[Q°]/IV est
plat sur D/J. Comme de plus J engendre I dans B ®zg) Z[Q°], on conclut exactement
comme en (A.2.7), en utilisant ([BO],3.21). O

THEOREME B.2.6. Avec les hypothéses de (B.2.5), le complexe Cy%,, pour m > n calcule la

cohomologie cristalline de (Spec A, P) sur (Spec W,,,L(x)) ou (Spec W,,,L(0)).
Preuve. — On applique (B.2.3), (B.2.4) et (B.2.5). O
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