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Maths 112 - Devoir Maison
Enoncé et correction.

Exercice 1.— Soit f : R — R continue en 0.
1. On suppose que f est dérivable 0.

(a) Rappeler la définition de “f est dérivable en 07.
f(2z) — f(=z)
x

(b) Montrer que admet une limite [ € R quand x tend vers 0.

2. Dans la suite (et fin) de lexercice, on suppose réciproqguement que admet une limite | € R

f(2z) — f(=z)

quand x tend vers 0, et on va montrer qu’alors f est dérivable en 0.

On définit g : R — R, z +— f(x) — lz.

(a) Montrer que
f est dérivable en 0 < g est dérivable en 0.

(b) Soit z € R. Montrer que
. x
Jim g (5:) =900).

neN
o(2) —gle)
3. On définit la fonction h: R — R par h(z) =< 5 7 70
0 sinon

(a) Soit € > 0. Montrer que h est continue en 0 et en déduire qu’il existe o > 0 (dépendant de €) tel que
sup |h(z)| <e.

TE[—ae, 0]

(b) Soit n e N,n>1,€e>0etx € [—ae,a]. Montrer que

"1 x "1
> ot (5r)| <€ g
k=1 k=1

n
1
(c) Soit ne N, n>1etu, = Z o Montrer que (uy,)pen+ est majorée par 1.
k=1
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4. Soit € > 0 et z € [—a, ae], x # 0.

(a) Montrer par récurrence que pour tout n € N*,

(c) Conclure.

On rappelle une caractérisation de la borne supérieure utile dans I’exercice suivant:

Proposition. Soit X C R. On a y = sup X si et seulement si y est un majorant de X et il existe une suite
d’éléments (xn)neny de X qui converge vers y: pour tout n, , € X et x, —+> Y.
n—-+0oo

Exercice 2.— On introduit la notion de ”pseudo-dérivabilité” comme suit:

Définition (Pseudo-dérivabilité). Soit f: R — R et x € R. On dira que f est pseudo-dérivable en x si la limite

| i J@ R = = h)

R
h—0 2h <

existe et on notera f(a:) =1 cette limite. On dira que f est pseudo-dérivable sur R si f est pseudo-dérivable en
tout x € R.

1. Dérivabilité et pseudo-dérivabilité.
(a) Soit f : R — R. Montrer que si f est dérivable sur R alors f est pseudo-dérivable sur R et de plus,
f=r.
(b) Donner un exemple de fonction pseudo-dérivable en 0 et pas continue en 0.

(¢) Donner un exemple de fonction continue sur R, pseudo-dérivable en 0 et pas dérivable en 0.

2. Soit f : R — R continue et pseudo-dérivable sur R. On suppose que pour tout € R, f(z) > 0, le but de la
suite (et fin) de l'exercice est de montrer qu’alors f est nécessairement croissante.
On commence par supposer qu’il existe o > 0 tel que pour tout xz € R, f () > a. On procede par I'absurde
et on suppose que f n’est pas croissante: soit donc a,b € R tels que a < b et f(a) > f(b).

L fla)+ f(b)
(a) Soit m = —

la notera c =sup E 7

et E={x €la,b] : f(x) >m}. Justifier que £ admet une borne supérieure, on

(b) Soit = € E, montrer qu'il existe h > 0 tel que = + h € E (on utilisera la continuité de f). En déduire
que c ¢ E.



(c) Montrer qu’il existe une suite (hy)nen telle que pour tout n € N, ¢ — h,, € E, hy, > 0 et hy, —+> 0
n—-+0oo

(on pourra utiliser la caractérisation de la borne supérieure plus haut).

(d) Montrer que ¢ < b.

(e) Montrer que pour tout n € N, ¢+ h, ¢ F, montrer qu’il existe N € N tel que pour tout n > N,
c+ hn S [(I, b]

(f) Montrer que
lim fle+hn) = fc— hn)

<
n—+00 2h, <0

puis que f(c) < 0. Ce qui contredit donc que f(¢) > a > 0 et on peut conclure que f est croissante.
3. On suppose a présent que pour tout = € R, f(x) > 0 au lieu de f(:):) >a > 0.

(a) Soit & > 0 et go : R = R, z = go(x) = f(x) + ax. Montrer que g, est pseudo-dérivable sur R et
calculer g(x) pour tout x € R.

(b) Soit z,y € R, z < y, montrer que f(x) + azx < f(y) + ay.

(c) Conclure que f est croissante.



Correction 1.—

1. (a) Voir cours.

(b) Soit = € R, on peut réécrire

f2x) = f(z) _ f@2) = f(0) | fO) = f2) _,f(22) = J(O) _ flz) = J(0)

x T T 2z T

— 2f'(0) — f'(0) = £(0)

z—0

par définition de la dérivabilité de f en O.

2. (a) Commencons par supposer que f est dérivable en 0. La fonction g est la somme d’une fonction linéaire
donc en particulier dérivable en 0 et de f dérivable en 0, g est donc dérivable en 0.
Réciproquement, supposons que g est dérivable en 0, la fonction f est alors comme précédemment la
somme de deux fonctions dérivables en 0, et f est donc dérivable en 0.

b) Par continuité de f en 0, on a lim g(x) = lim f(x) = f(0). Soit maintenant x € R, par composition
0 0
T— T—

des limites
T

L 50 .
o(X) — 1(0) 7)o

f(0).

3. (a) On commence par montrer que h est continue en 0. Soit x € R,

o) = 92 Z3le) _ JC) =2a = flo) +la_ S = 16)
—— 0= h(0)

r—0

par hypothese. La fonction h est donc bien continue en 0.

Soit zg,a € R. On rappelle que lim,_,, h(z) = a si et seulement si (par définition) pour tout € > 0, il
existe a > 0 tel que pour tout x € [zg — a, xg + o], |h(z) — a|] < e. Comme h tend vers 0 en 0, on peut
appliquer cette définition avec zg = 0 et a = 0. On a alors pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que pour
tout = € [—a, al, |h(x)] <e.

(b) Soit n e Nyn>1,€e>0et x € [—aea]. On a par inégalité triangulaire
n n n

1 T 1 x 1 x
EUCIIEDS %h(zk)‘ <> g (5)] -
k=1 k=1 k=1
De plus, pour tout £ € N, on a 2% < 1 donc }2%‘ < |z| < ae et donc

()| =

En combinant les deux estimations, on obtient la majoration demandée.

(c) Soit n € N*. u,, est la somme des premiers termes d’une suite géométrique de raison % On a donc

1

1 —
1 on 1
2



4.

(a)

Soit z € R.
Initialisation n = 1:

Hérédité: Soit n € N*, on suppose 1’égalité vraie au rang n. Montrons qu’elle est alors vraie au rang

n+ 1.
o) =9 (s) = 90) =0 (52) +9(35) -9 (7ow1)
h

2) 9 ()~ (55)

Il

8
2=
A~

I
8

2k 2k on+1 x
k=1 on+1
"1 T T T
T2 gt (27:) b (2n+1>
k=1

Conclusion: pour tout n € N*,

oo () =5 4 (3).

On a grace a la question précédente : pour tout n € N*,

Par 2(b) et composition de la limite, ‘ On obtient la majoration

X

par comparaison a la limite n — +oo.

On vient de montrer que pour tout € > 0, il existe a, > 0 tel que pour tout = € [—a, al,

‘g(x) —9(0)

<e€.
T

Clest la définition de 2

0. Et donc g est dérivable en 0 et f 'est aussi par 2(a).

(z) —9(0)

z—0



Correction 2.—

1. (a) On suppose que f est dérivable sur R. Soit z € R, montrons que f est pseudo-dérivable en x. Soit
h € R, h # 0, on a alors

flath) —fle—h) _fleth) —f@)+f@) - fle-h) _Lf@+h) - flo) 1f@)-Fflz-h)

2h 2h 2 h 2 h

Comme f est dérivable en z, on a lim (z+h) = f@) _ f'(z) et
h—0 h
- f@)—fle—h) . flea—h)—flz)
A
On peut conclure que }llir% fl+ h)2—hf(a: —h) = %f’(m) + %f’(x) = f/(x) de sorte que f est pseudo-
—

dérivable en z et f(z) = f'(z).

(b) 11 suffit de considérer une fonction symétrique par rapport & ’axe des ordonnées : une fonction paire.
Rappelons qu’une fonction f : R — R est paire si pour tout ¢t € R, f(—t) = f(¢). Pour une telle
fonction, on aura en x = 0, pour tout h € R, h # 0,

JO+R=FO=B) o o f0+R) — [0 h)

o h0 oh =0.

Une fonction paire est donc toujours pseudo-dérivable en 0 et f (0) = 0. On peut alors définir f sur R
par
0 sit#0
f(t)_{ 1 sit=0 "
f n’est pas continue en 0 mais f est paire donc pseudo-dérivable en 0.

(c) On choisit une fonction paire, continue en 0 et pas dérivable en 0, la fonction = — |z| par exemple.
2. Cas da > 0 tel que fz Q.

(a) On a E C [a,b] donc en particulier E est majoré par b. De plus,

fla)>fb) = [fla)+f() < fla)+fla) = 1< f(a),

et donc a € E qui n’est donc pas vide. R a la propriété de la borne supérieure: toute partie non vide
majorée de R admet une borne supérieure.

(b) Soit z € E. D’une part f(b) + f(b) < f(b) + f(a) et donc f(b) < m donc b ¢ E et donc x # b (x < b).
D’autre part, on a f(z) > m, et donc € = f(z) —m > 0. On applique la définition de la continuité de f
au point x avec € > 0: il existe n > 0 tel que pour tout y € R, |y —z| <n = |f(y) — f(x)| < € et donc

fly) > fz) —e
> f(z) — (f(z) —m)
>m

Il suffit de prendre h > 0 et y = x + h tel que
er+h<b << h<b—x (onrappelle que x <b),



o [(x + h) — x| <n, cest-a-dire h < 7,
b—zx n

2 72
que c+ h € E, et ¢+ h > ¢, ce qui contredit le fait que ¢ majore E et donc que ¢ = sup E.

par exemple h = min }, et on a bien x + h € E. Si on avait ¢ € E, on aurait donc h > 0 tel

(c) Par caractérisation de la borne supérieure, il existe une suite (z,)nen d’éléments de E tel que x, —+>
n——+0oo

¢ et pour tout n, z, < c¢. Comme ¢ ¢ E, on a en fait pour tout n, x,, < ¢. Posons h,, = ¢ — z,, on a

h,>0etz,=c—h, € Eet comme h,=c—x, ——c—c=0.
n—-+o0o

(d) Pour tout n € N, z,, € E donc z,, < b et comme x,, —+> ¢, on a par comparaison ¢ < b. De plus,
n—-+0oo

comme z, € E on a f(z,) > m, par continuité de f en ¢, f(xy) PR f(c) et par comparaison,
n—-+0oo
f(¢) > m. On conclut grace a f(b) < m.

(e) On a ¢+ hy, > ¢ comme ¢ est un majorant de E, ¢+ hy, ¢ E. De plus, ¢ < bdonc e =b—c > 0 et
comme h,, — 0, par définition de la limite d’une suite, il existe N € N tel pour tout n > N, h, < €.
On a alors, pour tout n > N,

c+h,<c+e=b,
de plus, ¢+ h,, > ¢ > a donc ¢+ h,, € [a,b].
(f) Onac—hy, € E donc f(c— hy) >met ¢+ hy, € [a,b] \ E donc f(c+ hy) < m, on en déduit
fle+ hy) = f(c—hy) cm-m
2hy, -2
Comme h,, — 0, on a par composition des limites que

f(c): lim fle+h)— f(c—h) ~ lim fle+hy) — fle—hy) cmom

h—0 2h n—r—+00 2h, - 2

=0.

Par conséquent, f(c) < 0 contredit f(c) > a > 0.

3. Cas f > 0.
Dans le cas ou la fonction est au moins dérivable, alors elle est également dérivable et les notions de dérivée
et pseudo-dérivée coincident (voir (1)). Afin de passer de f/ > 0 a f’ > «, on peut ajouter & f une fonction
linéaire z — ax de dérivée a. C’est ce qu’on fait dans cette question avec la pseudo-dérivée.

(a) On ne connait aucune regle sur la somme ou autre opération sur les fonctions peudo-dérivables, on
revient a la définition. Soit x € R,

go(@ +h) —galw—h) _ flzt+h)—fle—h) olz+h)—alz-h)

2h 2h 2h
_ flat+h) = fle=h)
= ] oh + «
ﬁ f(z)+a car f est pseudo-dérivable en z .
%

(b) Soit z,y € R, x < y. Pour tout o > 0, la fonction g, est pseudo-dérivable et vérifie I'hypothese de la
question 2, g, > a > 0. On sait donc que g, est croissante et donc go(z) < ga(y) ie. f(z)+ ax <
fy) +ay.

(c) 1l suffit de faire tendre « vers 0 dans I'inagalité précédente et on obtient par comparaison: f(x) < f(y)
et ce pour tout z < y. La fonction f est donc croissante.



