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L’épreuve dure 3 heures. L'usage de documents, calculatrices, téléphones portables est interdit.

Le sujet comporte 5 exercices indépendants. L’exercice 5 est sensiblement plus difficile que les autres.
Il est recommandé de ne 'aborder qu’aprés avoir traité soigneusement les exercices 1 & 4, ce qui est
suffisant pour obtenir une bonne note.

Afin de faciliter le travail de correction, merci de composer sur trois jeux de copies
indépendants qui contiendront respectivement :

e ’exercice 1, e les exercices 2 et 3, e les exercices 4 et 5.

Exercice 1 (Distributions a support compact). Pour tout K C R compact et tout ¢ € D(R) on
notera [|¢||x = sup{|p(z)| } reK}.

1. Soit f € CJ(R) et soit Ty la distribution associée. On note K = supp(Ty), montrer que :

Vo e DR), [Ty, )| < ||‘P||K/R\f($)|dl’-

D’aprés le cours (ex. 1.6.5), comme f continue supp(f) = supp(7y) = K est compact. Pour

tout ¢ € D(R) on a donc :
< /K o(@)]I1f ()| dz < o]k / (@) d.

2. Soit T' € D'(R) une distribution a support compact, montrer que 7" est d’ordre fini.

Soit M > 0 tel que supp(T') C [—M, M] et soit x € D(R) une fonction plateau égale a 1 sur
[-M — 1, M + 1] et nulle hors de [-M — 2, M + 2]. Comme T € D'(R), il existe C' > 0 et
m € N tels que, pour tout ¢ € D(R) dont le support est contenu dans [-M — 2, M + 2], on
ait (T, )] < O30l .

Soit ¢ € D(R), alors y¢ € D(R) est a support dans [—M — 2, M + 2]. Par ailleurs, (1 — x)p
s’annule sur [—M — 1, M + 1] et donc supp((1 — x)¢) Nsupp(7T) = (. Par la prop. 1.6.7 du
cours,

Ty, o)l = ) dx

m

(T, o) = (T, x0) + (T, (1 = )¢} | = (T, xe) <D 110x0)? [0
Jj=0

Soit j € {0,...,m}, pour tout z € R,

J . J .

j J j—1 7)

0P @)] = |5 ()@@ < 3 (1) I el
i=0 1=0
donc
YN o [ (oo
< T (DI elle®l < 36 e | 3 (1) 01
0<i<j<m i=0 =i

Cette majoration est indépendante d’un compact contenant le support de . Donc T est d’ordre
au plus m € N.



Soit T' € D'(R) a support compact K et soit m € N lordre de T. On peut se demander si, comme
a la question 1, il existe C' > 0 tel que :

Vo e DR),  [T,0)l <Ol (1)
=0

Le but de l'exercice est prouver que c’est en général faux, en construisant un contre-exemple. On
définit 7' : D(R) — C par la formule :

1 1 1
Yy € D(R), T,p) = — )l —o0l==)).
peD®),  (Toe) Zﬁ@(k) 9”( kr))
E>1
3. Montrer que T définit une distribution sur R d’ordre inférieur ou égal a 1.
Soit ¢ € D(R). Pour tout & € N* on a ’gp(%) —90(—%)‘ < 2[|¢'|| par le théoreme des
accroissements finis. Donc ‘ﬁ(g@(%) - gp(—%))‘ < 2”90’\]0015—3 est sommable et (T, ) est
bien défini. De plus,
_3
(T, ) < 2@l D K2
k>1
Comme T : D(R) — C est linéaire, cette inégalité prouve que T' est une distribution sur R
d’ordre inférieur ou égal a 1.
4. Déterminer le support K de T.
Notons K = {4 | k € Z*} LU {0}, on va vérifier que supp(T) = K. Soit ¢ € D(R) telle que
supp(p) C R\ K. Pour tout k € Z* on a ¢(+) = 0 et donc (T, ) = 0. Donc Tig\g = 0 et
supp(7) C K.
Soit | € Z* et soit € > 0 assez petit pour que K ﬂ]% — g, % + 5[ = {%} Soit x1. € D(R) nulle
hors de H — &, % + 5[ et telle que X(%) = 1. L’existence d’une telle fonction est assurée par le
cours prop. 1.2.6. Alors,

(T, x1e) = Z \}% <Xl,s <]i> — Xl (-;)) = 1|l| (Xz,a <ﬁ‘> — Xle (-ﬁ‘)) = llg # 0.

k>1

Donc T n’est nulle en restriction & aucun voisinage de % Donc % € supp(7T’) pour tout [ € Z*

et donc K \ {0} C supp(7). Comme supp(T') est fermé et 0 est adhérent & K \ {0} on a
K C supp(T) et finalement K = supp(7T).

5. Pour tout n € N, montrer qu’il existe une fonction ¢,, € D(]0, 2[) avec les propriétés suivantes :
(@) llenlloe =1,
(b) pour tout k € N*| la fonction ¢, est constante sur un voisinage du point L
(©) (T, 0n) > n.
Soit n € N, comme Z,@l ﬁ = +o00, il existe p, tel que i’;l ﬁ > n. D’aprés le cours
prop. 1.2.6, il existe ¢, € D(R) a valeurs dans [0, 1], constante égale & 1 sur un voisinage de
[p%’ 1} et nulle hors de } ﬁﬂ[. On a bien ||pnllcc =1 et @, € D(]0,2]). Pour tout k € Z*,

la fonction ¢,, est constante au voisinage de % (égale & 1si 1 < k < p, et égale a 0 sinon).
Enfin,

<T7§0n>zzn\/1% = n.

k=1

\)



6. Montrer que T est d’ordre m = 1.
D’apreés la question 3, on sait que 7' est d’ordre m < 1. Montrons par ’absurde que 7" n’est
pas d’ordre 0. Si c¢’était le cas, il existerait une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ € D(R)
supportée dans [0,2], on ait [(T", ¢)| < C||¢|lec. Comme ¢, est supportée dans [0, 2] pour tout
n € N, on aurait :
C = Cllenllo 2 KT, n)| 2 n —— +00,

n—-+o0o
ce qui est absurde. Donc T est d’ordre égal a 1.
7. Conclure qu’il n’existe pas de C' > 0 tel que (1) soit vérifiée pour la distribution 7.

On raisonne de nouveau par I'’absurde est utilisant la suite (¢;,),, oy de la question 5. S'il existait
C > 0 telle que la relation (1) soit vérifiée, on aurait

n<AT,¢n) < C(llenllx + llenllx)

pour tout n € N. Or, ¢, est constante au voisinage de chaque point de K par construction.

Donc |||k = 0 et |jon||lxk < 1. La aussi on aurait C' > n Py +00, ce qui est absurde.
n—-+00

D’ou le résultat.

Exercice 2 (Prolongement des fonctions a singularité polynomiale). On considére une fonction
f € L (R*) telle qu'il existe n € N* et C' > 0 tels que :

loc
C
Ve e [-1L1\{0},  [f(x)] < o (2)
Soit Ty € D'(R*) la distribution associée a f. On définit 7' : D(R) — C par la formule :

n—1 k

voeD®, (o= [ @) <<P(93) -y w(k)(O)%> drt [ f@pla)d.
lz|<1 =0 : |z|>1
1. Montrer que 1" définit une distribution sur R qui est d’ordre inférieur ou égal & n.
Soit M > 0 et soit ¢ € D(R) supportée dans [—M, M]. Comme f € Ll _(R*) et ¢ est bornée,
f est intégrable sur [—M, M]\] — 1, 1].
Pour tout x € [—1,1] \ {0}, la formule de Taylor-Lagrange montre que :

n—1

:L’k
ole) = S e PO

k=0

n

=™ ) Ch
<@ o oo < 0™ o

|f ()]

k

donc = — f(x) (cp(m) Sy go(k)(O)%) est intégrable sur [—1, 1], ce qui montre que (7', ¢)
est bien défini. De plus,

n—1 l’k
(T, )| < /|$<1|f(:v)l )= 3 M0 | an+ /xl>1|f<w>||w<x>dx

20
< 2+ ( / \f(xﬂdw) .
n: [_M7_1]U[17M]

Comme (T, ) dépend bien linéairement de ¢, la majoration précédente montre que 7' définit
une distribution d’ordre au plus n.



2. Vérifier que Tjg- = Ty dans D'(R*).
Soit ¢ € D'(R*). En particulier, ¢ est nulle au voisinage de 0, donc toutes ses dérivées en 0
sont nulles. Donc

(T, ) = / f@e@ de+ [ f@)p@)de = (Tr, o).
|z|<1 |z]>1
Donc Tig+ = T.

3. Dans cette question on considére f : z — % qui satisfait la condition (2) avec n = 1. Identifier
la distribution 7" dans ce cas.

Soit ¢ € D(R), on a :

— (0 — (0
T :/ p(x) — o )dﬂ/ P) 4~ tim p(x) — o )dx+/ pla) o
lz|<1 x lz|>1 T £=0 Jecla|<1 x lz[>1 T
car x — M se prolonge continuement par ¢'(0) en 0 et est donc intégrable sur [—1,1].

Pour tout ¢ €]0, 1],

/€<f|<1 M o /w>1 (pf) o= /e<ﬂc SOSU) dz = ¢10) /e<ﬂc|<1 édx

=L (ola) )

ou on a utilisé 'imparité de la fonction inverse. Finalement, on a T' = Vp(%) dans ce cas.

Exercice 3 (Une fonction non prolongeable). Soient f : z + exp (=) de R* dans R et T € D'(R*)
la distribution associée. Le but de I'exercice est de prouver qu’il n’existe pas de prolongement de T’
en une distribution sur R. On va raisonner par I'absurde.

Soit T € D'(R) tel que Tjg- = Ty. Soit x € D(]0,2[) une fonction plateau sur [§,1]. Pour tout
n € N* on note x,, : ¢ — x(nx).

1 n

1. Montrer que (T, xn) > 5-€ ’ pour tout n € N*.

Soient a et b € R tels que 0 < a < b < 2 et supp(x) C [a, b]. Soit n € N*, pour tout z ¢ [%, %],

Xn(2) = x(nz) = 0. Donc supp(x,) C [£, %} C ]0,2[.

Comme f et x,, sont a valeurs positives et supp(x,) C R*, on a :

3=

(T, xn) = (T§ , xn) = /R f(@)xn(z) dz > /fb f(z)x(nz)dz = /1

1 1
exp<2> dr > —6”2,
x
2n 2n
en utilisant la décroissance de f sur R*.
2. Obtenir une contradiction et conclure.

Comme on a supposé que T' € D'(R), il existe m € N et C > 0 tels que, pour tout ¢ € D(R)
supporté dans [0, 2],

(T, o) < CD 116™ oo
k=0

Soit n € N*, comme on a vu que X, est supporté dans [0, 2], on a en particulier que

2

1 m
%e” <(T,xn) < (T, xn)| < CZHX%@H@-
k=1



Pour tout k£ € {0,...,m}, X%k) : = nFx®) (nz) et donc Hngk)Hoo = nP||[x"||o. Ainsi, on a
montré que,
) m
vneN, e <20) af X W
k=0
C’est absurde par croissance comparée. On obtient une contradiction, donc il n’existe pas de
T € D'(R) telle que Tjg- = T.

Exercice 4 (Convergence dans D'(R)). Pour tout n € N* on définit

1
fonix—1n (:p2 + ﬁ)’ gn : x —> arctan(nx) et [T —

de R dans C. On notera encore f,, g, et h, les distributions associées.
1. Montrer qu’il existe f et g € LL (R) C D'(R) telles que f, ., fetgn T, g.
n—-+00 n——+oo

Pour tout n € N*, les fonctions f,, g, et h, sont continues donc LllOC et elle définissent donc
bien des distributions.
Etudions d’abord la convergence simple des suites (f,,) et (g,). Pour tout z € R on a :

5 six >0,
£u(2) 2In(|z]) sixz #0, . () 0 R
it n—-+o0o —00 siz=0 ¢ gn ¥ n—-+o0o SLL =1,
-5 sixz <O0.

Notons f (resp. g) la limite simple de (f,) (resp. (g5,)) que 'on vient de calculer. Ces fonctions
sont bien L{ . et définissent donc bien des éléments de D'(R).

Soit ¢ € D(R), pour tout n € N*,

<nw=4mmwwu

On a frp T> fo simplement presque partout sur R. De plus, pour tout x € R*,
n—-+00
1 2 S22 1
<x+ )‘ ( ?) (:z +1) siz®+ .5 2>1
— In(2? —i—%)g—ln(ﬁ) six? + 4 <1

Donc fr¢ est dominée par la fonction intégrable = — |p(z)|(In(2? 4 1) + [In(2?)|), indépen-
damment de n. Par convergence dominée on a donc

[fn(2)] =

(for ) = /fn dx—>/f )z = (f ).

n—-+o00

C’est valable pour tout ¢ € D(R), donc f, -%—» f.

De méme, pour tout ¢ € D(R), la suite (g,p) converge simplement vers gy et est dominée par
la fonction intégrable F|p|. Par convergence dominée on a donc

@mwzé%u<>m——% o(2)p(z) dz = (g, o)

n—-+00o R

D’
et gn > 3.
n—-+00



2. Pour tout n € N*, exprimer h,, en fonction de f) et g,.

Soit n € N*, les fonctions f, et g, sont C*> sur R. En particulier leurs dérivées dans D'(R)
coincident avec leurs dérivées au sens usuel (prop 1.4.2 du cours). On a alors :

2x n 1
!/ / n
e et Cx =
o 24 L I Lfn%a? o2+
Pour tout x € R, ‘
1 x4+t 1 .
hn(qj) = i 9 nl = 7f1{l,(‘,r) + Zg;L(‘T)'
T — n e+ nZ 2

Donc hy, = 3 f, + ig),.
3. En déduire que (hy,),cn- converge dans D'(R) vers une distribution 7' que I'on exprimera en
fonction de distributions connues.

Par continuité de la dérivation sur D'(R), on a f, SN I et g, T, g, voir prop. 1.7.7
n—-+400o n—-+4o0o

du cours. D’aprés la question 2, on a donc h, —’ii_—> %f’ +ig’" := T. 1l reste a déterminer
n—-+0o0

fletg. Ona f:z~— 2In(|z|), Pexemple 1.4.7 du cours dit que [’ = 2Vp(%). Par ailleurs
les fonctions g et 7T(H — %), ou H est la fonction de Heaviside, sont égales presque partout
sur R, donc g = w(H — %) dans Li_ et dans D'(R). Donc ¢ = mH' = 7dp. Finalement,
T =vp(L) +indo.

Exercice 5 (Changement de variable). Soit v : I — J un C*°-difféomorphisme entre deux intervalles
ouverts de R, on définit v, : D(I) — D(J) par 7% : ¢ + @ oy~ L. Proposer une maniére d’étendre
7« en un isomorphisme continu d’inverse continu de D'(I) vers D’(J). Exprimer ensuite (7.7) en
fonction de T”, pour tout 7' € D'(I).

Remarquons que 7, : D(I) — D(J) est bien défini, linéaire, et inversible d’inverse (7,)~! = (y71),.
Montrons que cet isomorphisme est bicontinu. Si ¢, m 0 dans D(I) alors il existe K C I

contenant les supports de (). Les (7.¢,) sont alors & supports dans le compact y(K).
Soit k € N, pour tout n € N, (fy*gon)(k) = (gpn o 7*1)(@. En appliquant la régle de la chaine de fagon
répétée, cette dérivée k-iéme est une combinaison linéaire de termes de la forme : gpglj ) oyt
multiplié par un produit de dérivées de y~1. Sur le compact v(K) les dérivées de y~!

et ||<p£Lj) 07 oo = ||S01(1j)||oo ———— 0 pour tout j < k. On en déduit que ||(7*<pn)(k)\|oo — 0.
n—-+oo n—-+oo

avec j < k,
sont bornées,

Finalement, ., ——+——> 0 dans D(J). Donc 7, est continu. De méme son inverse ;' est continu.
n—-+0o0

Si f € D(I) alors 7. f = f oy~ ! est bien défini et dans D(.J). De plus, pour tout ¢ € D(J),

/v*f(y)w(y) dy:/f(vl(y))w(y) dy = /f(fc)w(v(w))\’/(w)!dw= Ty, 1¥'|lp o).
J J I

Pour T' € D'(I), cela suggere de poser 1T : ¢ — (T, |y|poy) de D(J) vers C, afin que 7. Ty =T, ¢
lorsque f € D(I).

Vérifions que v, T définit un élément de D’(J). C’est bien une forme linéaire sur D(J). De plus c’est
la composée de ;1 : D(J) — D(I), de la multiplication par la fonction |7/| de D(I) dans lui-méme et
de T : D(I) — C. Ces trois applications étant continues, ¢’est aussi le cas de v, T, donc . T € D'(J).
Notons que pour que la multiplication par |y/| soit bien définie et continue de D(I) dans lui-méme
il faut que 7/ soit C*° et ne s’annule pas, ce qui est bien le cas vu que v est un C*°-diffécomorphisme.
La définition ci-dessus de v, T pour T' € D’'(I) définit une application linéaire v, : D'(I) — D'(J).
On vérifie sur la formule que cette application est continue : si (T}, , ) m (T %) pour tout

6



Y € D(I) alors (v.T,,p) — (71, ) pour tout ¢ € D(J). On vérifie également que v, est

n—-+o0o
inversible d’inverse (7,)~! = (y7!),. Finalement 7, est bien un isomorphisme bicontinu de D’([)
vers D'(J).
Comme ~ est un C*°-difféomorphisme entre intervalles de R sa dérivée est de signe strict constant.
Dans la suite, on note € = 1 si 7/ est strictement positive et ¢ = —1 si 4/ est strictement négative.
Soit maintenant 7' € D'(I), pour tout ¢ € D(J),

(WT) o) = =(WT,¢') = —(T,e7 (¢ 07)) = —(T, (poy)) =T, por)

1 1
- <le’ '7"9“”> - <”*(fwT'> ’9”>'

Donc (1T) = ’y*($T’).

On va vérifier que si f € C®(I) et S € D'(I) alors 7.(fS) = (7«f)(7%5). Cela montrera que
7*($T’) = 7,0717,17*(T’) = (v"H7(T"), ce qui étend la formule valide pour les fonctions de C'([).
Pour tout ¢ € D(J) on a bien :

(1 (fS), ) = (S, fI e o) = (S, V(S o) (w o) = (1S, (v f)e) = (1 f)(1:5) , ©).



