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Feuille 1 – Rappels et boite à outils

Notations. Soit Ω un ouvert de Rd.

• Le support de f : Ω → C, noté supp(f), est l’adhérence dans Ω de {x ∈ Ω | f(x) ̸= 0}.
• Pour tout k ∈ N ⊔ {∞}, on note Ck

0 (Ω) l’espace des fonctions de Ω dans C de classe Ck à
support compact. On note aussi C0(Ω) = C0

0(Ω) et D(Ω) = C∞
0 (Ω).

• Soit p ∈ [1,+∞], on note Lp
loc(Ω) l’espace des fonctions f : Ω → C (modulo égalité presque

partout) telles que f|K ∈ Lp(K) pour tout compact K ⊂ Ω, où f|K est la restriction de f à K.

• On appelle multi-indice tout α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd. On note |α| =
∑d

i=1 αi sa longueur, et
α! =

∏n
i=1 αi!. Pour x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd on note xα =

∏d
i=1 x

αi
i et ∂α = ∂|α|

∂x
α1
1 ···∂xαd

d

.

• Soient K ⊂ Ω un compact et f ∈ Cl(Ω), on note NK,l(f) = sup
{
|∂αf(x)|

∣∣ |α| ⩽ l et x ∈ K
}
.

Exercice 1 (Lemme de Hadamard). Soient k ∈ N∗ et f ∈ Ck(Rd).

1. Montrer qu’il existe des fonctions (ψα)|α|=k de Rd dans C telles que :

∀x ∈ Rd, f(x) =
∑
|α|<k

∂αf(0)
xα

α!
+

∑
|α|=k

xαψα(x). (1)

2. Soit l ∈ N. Si f ∈ Ck+l(Rd), montrer que les (ψα)|α|=k sont Cl sur Rd et expliciter leurs dérivées.

3. Soit B ⊂ Rd une boule fermée centrée en 0. Pour tout α de longueur |α| = k, montrer que
NB,l(ψα) ⩽ NB,l(∂

αf) ⩽ NB,k+l(f).

4. Dans cette question on suppose que d = 1, de sorte que l’équation (1) se ré-écrit :

∀x ∈ R, f(x) =
k−1∑
j=0

f (j)(0)
xj

j!
+ xkψk(x).

On suppose que f ∈ D(R), à quelle condition a-t-on ψk ∈ D(R) ?

Exercice 2 (Inégalité de Hölder généralisée). Soit (X,µ) un espace mesuré. Pour tout p ∈ [1,+∞],
on munit Lp(X,µ) de sa norme d’espace de Banach ∥·∥p définie pour f ∈ Lp(X,µ) par :

∥f∥p =


(∫

X
|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

si p < +∞,

inf
{
M ⩾ 0

∣∣ |f(x)| ⩽M pour presque tout x ∈ X
}

si p = +∞.

On rappelle l’inégalité de Hölder classique : soient f ∈ Lp(X,µ) et g ∈ Lq(X,µ), où p et q ∈ [1,+∞]
sont tels que 1

p + 1
q = 1, alors fg ∈ L1(X,µ), et de plus ∥fg∥1 ⩽ ∥f∥p∥g∥q.

1. Soient p, q et r ∈ [1,+∞] tels que 1
p + 1

q = 1
r . Montrer que pour tout f ∈ Lp(X,µ) et

g ∈ Lq(X,µ) on a fg ∈ Lr(X,µ) et ∥fg∥r ⩽ ∥f∥p∥g∥q.
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2. Dans cette question on suppose µ(X) < ∞. Montrer que si r ⩽ q alors Lq(X,µ) ⊂ Lr(X,µ)

et ∥f∥r ⩽ µ(X)
1
p ∥f∥q pour tout f ∈ Lq(X,µ). L’inclusion réciproque est-elle vraie ?

3. Donner un contre-exemple à l’inclusion de la question 2 lorsque µ(X) = +∞.
4. Déduire de la question 2 que, pour tout p ∈ [1,+∞], Lp

loc(R
d) ⊂ L1

loc(Rd).

Exercice 3 (Continuité des translations dans Lp pour p < +∞). Soit p ∈ [1,+∞[, pour tout a ∈ Rd

on définit l’opérateur de translation τa : Lp(Rd) → Lp(Rd) par τa(f) : x 7→ f(x − a). Le but de
l’exercice est de prouver que, pour tout f ∈ Lp(Rd),

∥τa(f)− f∥p −−−→a→0
0. (2)

1. Montrer que (2) est vrai lorsque f ∈ C0(Rd).
2. Conclure grâce à la densité de C0(Rd) dans Lp(Rd).

Définition (Convolution). Soient f et g mesurables de Rd dans C. Soit x ∈ Rd, si y 7→ f(x−y)g(y)
est L1, on note f ∗ g(x) =

∫
Rd

f(x− y)g(y) dy. La fonction f ∗ g est appelée la convolée de f et g.

Exercice 4 (Convolution : premiers exemples). 1. Soient f et g mesurables et soit x ∈ Rd. Si
f ∗ g(x) est bien défini, montrer que g ∗ f(x) est bien défini et que g ∗ f(x) = f ∗ g(x).

2. Soient a < b et c < d, on note 1[a,b] et 1[c,d] les fonctions indicatrices de [a, b] et [c, d] respecti-
vement. Montrer que 1[a,b] ∗ 1[c,d] est bien définie sur R et l’expliciter.

3. Soient a < b et f ∈ Ck(R), montrer que 1[a,b]∗f est bien définie. Vérifier que 1[a,b]∗f ∈ Ck+1(R)
et calculer sa dérivée.

Le résultat suivant donne un critère assurant que la convolée de deux fonctions f et g est bien définie
presque partout sur Rd. Il donne aussi un contrôle sur les normes Lp de f ∗ g. On le prouvera dans
plusieurs cas particuliers dans l’exercice 5. Le cas général fait l’objet de l’exercice 10.

Théorème 1 (Inégalité de Young). Soient p, q et r ∈ [1,+∞] tels que 1
p +

1
q = 1+ 1

r . Si f ∈ Lp(Rd)

et g ∈ Lq(Rd), alors f ∗ g ∈ Lr(Rd) et ∥f ∗ g∥r ⩽ ∥f∥p∥g∥q.

Exercice 5 (Inégalité de Young, cas particuliers). 1. Prouver le théorème 1 pour p = q = r = 1.
2. Soient f ∈ L1(Rd) à support compact et g ∈ L1

loc(Rd), montrer que f ∗ g ∈ L1
loc(Rd).

3. Soient f, g et h ∈ L1(Rd), montrer que f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h dans L1(Rd).
4. Prouver le théorème 1 lorsque r = +∞. Montrer que f ∗ g est alors uniformément continue.
5. Prouver le théorème 1 lorsque q = 1.

Indication. Écrire f ∗ g(x) =
∫
Rd

f(x− y)g(y)
1
p g(y)

p−1
p dy et utiliser l’inégalité de Hölder.

Exercice 6 (Support d’une convolée). Soient A et B ⊂ Rd, on note A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}.

1. Si A ⊂ Rd est compact et B ⊂ Rd est fermé, montrer que A+B est fermé. Est-ce encore vrai
si on suppose seulement A et B fermés ?

2. Soient f et g deux fonctions mesurables telles que f ∗ g soit bien définie sur Rd. Montrer que
si x /∈ supp(f) + supp(g) alors f ∗ g(x) = 0.

3. Si f ou g est à support compact, montrer que supp(f ∗g) ⊂ supp(f)+supp(g). Que se passe-t-il
dans le cas général ?
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Exercice 7 (Convolution et dérivation). 1. Soient f ∈ C1
0(Rd) et g ∈ L1(Rd), montrer que f ∗ g

est de classe C1 et que ∂f∗g
∂xi

= ∂f
∂xi

∗ g pour tout i ∈ {1, . . . , d}.

2. Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que g ∈ L1
loc(Rd).

3. Soient f ∈ D(Rd) et g ∈ L1
loc(Rd), montrer que f ∗g est C∞ et expliciter ses dérivées partielles.

Exercice 8 (Régularisation par convolution). Soit φ ∈ L1(Rd) telle que
∫
Rd φ = 1. Pour tout ε > 0

on définit φε : x 7→ 1
εd
φ
(
x
ε

)
.

1. Soit f ∈ L1(Rd), montrer que pour presque tout x ∈ Rd :

φε ∗ f(x)− f(x) =

∫
Rd

φ(y)
(
τεyf(x)− f(x)

)
dy. (3)

2. En déduire que φε ∗ f −−−→
ε→0

f dans L1(Rd).

Remarque. Ce résultat apparait de façon cruciale dans la preuve de la formule d’inversion de Fourier
pour les fonction L1 dont la transformée de Fourier est L1, avec φ égale à la gaussienne standard.

Dans toute la suite de cet exercice, on suppose que φ est à support compact.

3. Soit f ∈ L1
loc(Rd), montrer que la formule (3) est toujours valable pour presque tout x ∈ Rd.

4. Soit f : Rd → C une fonction uniformément continue, montrer que φε∗f −−−→
ε→0

f uniformément.

5. Soient p ∈ [1,+∞[ et q son exposant conjugué. On suppose que φ ∈ Lq(Rd). Pour tout
f ∈ Lp(Rd), montrer que φε ∗ f −−−→

ε→0
f dans Lp(Rd). Le résultat reste-t-il vrai pour p = +∞ ?

6. En déduire que D(Rd) est dense dans Lp(Rd) lorsque p ∈ [1,+∞[.

Exercice 9 (Lemme de Riemann–Lebesgue). Le but de cet exercice est de prouver le lemme de
Riemann–Lebesgue : pour tout f ∈ L1(R),∫

R
f(t)eixt dt −−−−−→

|x|→+∞
0. (4)

1. Prouver que (4) est valable pour tout f ∈ D(R).
2. En déduire que (4) est valable pour tout f ∈ L1(R).

Exercice 10 (Inégalité de Young, cas général — facultatif ). 1. Établir l’inégalité de Hölder à n
termes : soient p1, . . . , pn ∈ [1,+∞] tels que 1

p1
+ · · · + 1

pn
= 1, soient fj ∈ Lpj (Rd), alors

f1 · · · fn ∈ L1(Rd) et ∥f1 · · · fn∥1 ⩽ ∥f1∥p1 · · · ∥fn∥pn .
2. Soient p, q et r ∈ [1,+∞] tels que 1

p + 1
q = 1 + 1

r . On note p′ et q′ les exposants conjugués de
p et q respectivement. Si f ∈ Lp(Rd) et g ∈ Lq(Rd), vérifier que :

∀x, y ∈ Rd, |f(x− y)g(y)| = |f(x− y)|
p
q′ |g(y)|

q
p′
(
|f(x− y)|p|g(y)|q

) 1
r .

En déduire l’inégalité :
(
|f | ∗ |g|

)r
⩽ ∥f∥r−p

p ∥g∥r−q
q

(
|f |p ∗ |g|q

)
.

3. Établir le théorème 1 dans le cas général.

Exercice 11 (Construction d’une fonction-test par convolution — facultatif ). Pour tout a > 0 on
définit la fonction indicatrice normalisée Ha par

Ha : x 7−→

{
1
a si x ∈ [0, a],

0 sinon.
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Soit (ak)k∈N une suite de strictement positive telle que
∑

k⩾0 ak < +∞. On note un = Ha0 ∗· · ·∗Han .
Le but de l’exercice est de prouver que (un)n∈N converge uniformément sur R vers une fonction-test.
On utilisera les notations suivantes :

• An =
∑n

k=0 ak, pour tout n ∈ N,

• Drf : x 7→ 1
r (f(x)− f(x− r)) pour toute fonction f et tout r > 0.

1. Soient f ∈ Ck(R) et r > 0, montrer que Hr ∗ f ∈ Ck+1(R) et que (Hr ∗ f)′ = Drf .

2. Vérifier que u1 est continue, positive, à support dans [0, A1] et d’intégrale 1.

3. Montrer que pour tout n ∈ N∗, la fonction un est de classe Cn−1, positive, à support dans
[0, An] et d’intégrale 1.

4. Montrer que pour tout n ⩾ 2 et tout j ∈ {1, . . . , n− 1} on a :

u(j)n =
(
Da0 ◦ · · · ◦Daj−1

)(
Haj ∗ · · · ∗Han

)
.

5. Montrer que pour tout n ⩾ 2 on ∥u′n∥∞ ⩽ 2
a0a1

.

Indication. Utiliser l’inégalité de Young.

6. Soient m et n ⩾ 2, montrer que ∥un+m − um∥∞ ⩽ 2
a0a1

(Am+n − Am). En déduire que (un)
converge uniformément sur R vers une fonction u.

7. Montrer que, pour tout j ∈ N∗, la suite (u
(j)
n )n⩾j+1 converge uniformément sur R.

8. Conclure que u ∈ D(R) et que
∫
R u(x) dx = 1.
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