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Feuille 5 — Distributions en plusieurs variables

Exercice 1 (Intégrabilité des puissances de |[). Soit B = {z € R? | |z| < 1} la boule unité de R?.
1. Soit @ € R, montrer que / |x|* dz < 400 si et seulement si o > —2.
B

2. La fonction z = (x1,x2) — % est-elle dans L] (R?)?
x

Exercice 2 (Le retour de la valeur principale). Pour tout € > 0, on note B. = {z € R? | |z| < £}.
Soit T : D(R?) — C définie par :

T:¢+— lim a

— dz.
e—0 IRQ\BE |x|3(’0($) .

1. Soit ¢ € D(R?), montrer que ¢ : & = (r1, T2) > %(gp(:ﬁ, T9) — o(—x1,22)) est dans L*(R?).
x

2. En déduire que T définit une distribution sur R2. Elle est appelée valeur principale de %

Exercice 3 (Calculs de dérivées). On définit des formes linéaires T et T+ sur D(R?) par :

T:p+— / o(t,t)dt et T :pr—s o(t,t)dt.
R Ry
1. Montrer que T et TF définissent des distributions sur R2.
2. Calculer T + T et 01T+ + 0oTT dans D'(R?).
3. Notons D = {(xl,xg) € R2 ‘ To = |331|} et 1p sa fonction indicatrice, calculer 9;1p — 921p.
4. Caleuler 6?1p — 051p dans D'(R?).

Exercice 4 (Mesure uniforme sur la sphére). Soit 7 la restriction 4 R?\ {0} de la mesure gaussienne

2
standard, i.e. v admet la densité x — (277)_% exp(—% par rapport & la mesure de Lebesgue. On

note y =myyoum: T — I%I de R9\ {0} vers R? est la projection radiale.
1. Montrer que g définit une distribution d’ordre 0 sur R?.
2. Déterminer le support de pu.
3. Existe-t-il f € L] (RY) telle que p =Ty ?
L’exercice suivant est adapté de ’examen final de 2021.
Exercice 5 (Convolution de distributions). Le but de I’exercice est de définir et d’étudier la convolée
de deux distributions dont I'une est a support compact. On utilisera les notations suivantes.
e On note &'(R?) c D'(R?) le sous-espace des distributions & support compact.
e Soit ¢ : R* = C, on note @ : z — p(—2) et 7,0 : 2 — @(z — x) pour tout x € R?.
e Soit T € D'(RY), on note T': ¢+ (T, @) et 7,1 : ¢+ (T, 7_,p) pour tout z € R%.



1. Soient ¢ € C°(RY) et € RY, montrer que supp(¢) = — supp(p) et supp(rz¢) = 2 + supp(y).
En déduire que supp(7T) = — supp(T) et supp(r,T) = z + supp(7T) pour tout 7' € D'(RY).
2. Soit E € &'(R%), montrer qu'il existe C > 0 et m € N tel que, pour tout ¢ € D(RY),
(E, @) <C Y l1o%ll-

lal<m
Pour tout ¢ € D(RY) et T' € D'(R?), on définit la convolée p * T : RY — C par la formule :
(p*T:lW—)<TxT,<p>:<T,<p($—-)>. (1)
3. Montrer que ¢ * T € C®°(R%) et que pour tout o € N% on a :
O Mp+xT)=(0%) T = = (0°T).

4. Si on suppose T € &'(R%), montrer que ¢ * T € D(R?) et supp(p * T) C supp(y) + supp(T).
Soient E € &£'(RY) et T € D'(R?). D’aprés les questions précédentes, pour tout ¢ € D(R?) on a
¢ * £ € D(R?). On peut donc définir la convolée E + T : D(R?) — C par la formule :

ExT:or— (T, p*E). (2)
Montrer que E % T définit une distribution sur R¢,
Vérifier que (E,T) — E * T est bilinéaire de £'(R?) x D'(R%) vers D'(R%).
Pour tout a € N4 montrer que 9%(E * T) = (0°E) x T = E % (0°T).
Soient p,q et r € [1,+00] tels que 1% + % =1+ 1. Soient f € LP(RY) et g € LI(R?), de sorte

que fxge L” (]Rd). On suppose que f est nulle presque partout hors d'un compact K C R
Montrer que T * Ty = T'pyg.

9. Soient T' € D'(R%) et p € D(RY), montrer que pour tout ¢ € D(RY) on a :
(Tp*T ) = (T, 0% p) = (Tpwr , p)-
10. Calculer 6 * T ou T € D'(R?%). De méme, calculer E x 6y ot E € &'(RY).

Soient m € N et (aa)|q|<m une famille de nombres complexes indexée par les multi-indices a € N4
de longueur au plus m, on considére I'opérateur différentiel P = Z| al<m a,0%. On appelle solution
fondamentale de P toute distribution Ty € D'(R) telle que P(Ty) = do.

11. Soient E € &' (RY) et Ty € D'(R?) une solution fondamentale de P, déterminer une solution
de I'équation P(T) = E d’inconnue T € D'(R?).

o N> o

Exercice 6 (Solution fondamentale de 'opérateur de la chaleur). Soit H = 1)y ;o la fonction de
Heaviside, on considére la fonction F' : R? — R définie par :

Pty 20 (),

—_

. Vérifier que F' € D'(R?).

2. Montrer que 6, F — 92F = 0 sur R% x R.
3. Soit ¢ € D(R?), prouver que
(O F — 8§F,gp> = lim [ F(e,z)p(e,z)dx. (3)
e—=0t Jr

4. En déduire une expression simple de 9;F — 02F dans D’'(R?).



