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Feuille 7 — Espaces de Sobolev en plusieurs variables

Exercice 1 (H'(B) ¢ L>=(B) en dimension d > 3). Soit d > 3, on note B = {z € R? | |z| < 1}.
En dlmensmn 1 llnegahte de Sobolev montre P'inclusion H!(] — 1,1]) € L°(] — 1,1]). Le but de
I'exercice est de montrer qu'une telle inclusion est fausse en dimension d > 3, en exhibant une
fonction dans H'(B)\ L>(B). Pour tout a € R, on note f, :  +— |z|* de B dans R.
L. Soit @ > 1 — d, calculer les dérivées partielles (0;fa)ic;cq de fo dans D'(B).

Indication. Commencer par calculer la restriction de 0;f, & B\ {0}.

Comme a > —d on a f, € LY(B) C D'(B) (voir exercice 4 de la feuille 6). Par ailleurs f,

est C* sur B\ {0}. Sur ce domaine, ses dérivées partielles au sens des distributions coincident

donc avec celle au sens usuel. Pour tout 2z € B\ {0},

d 3
fa(z) = |z|* = (Zw’?) :
i—1
—1

Vi e{l,---,d} Ojfalx) = (Zm ) 2z = axj|x\a72

Afin d’éviter les confusions, notons g; : « — ax;|z|*? de B dans R. Pour tout j € {1,--- ,d},
onag; € L'(B) C D'(B) et (0.fa) B\ 10y = (93)3\ (0}
Soit j € {1,---,d}, montrons que 9; fo, = g; dans D'(B). Pour tout ¢ € D(B), on a :

<8]f0t7<19> faa ]SO /foc (pdl’——hm fa QOd.I

0 Jec)z|<1

car f,0;¢ € L*(B).

Soit € > 0, on note B, = {x € R" | |z| < e} et Sz = {z € R" | |z| = €}. On applique la formule
de Gauss-Green sur 'ouvert C' borné B\ Be, qui est bordé par I'’hypersurface S; U S.. Comme
on a enlevé 0, on a f, € C'(B\ B.). Comme de plus ¢ est a support compact dans B le terme
de bord porté par Sy sera nul. Notons o, la mesure superficielle de S; et N(x) = | | le champ
de vecteurs unitaires radial issu de 0. On rappelle que N est normal aux sphéres. On obtient

—/ faajgzﬁdl‘:/ ngOdl'—/ fa(PdeUI‘F/ fa(pdeUE
e<|z|<1 e<|z|<1 |z|=1 |x|=¢

= / gjgodafH—/ ;Ej\:v|”‘_lgo(ac) doc(x).
e<|z|<1 |x|=¢

On majore l'intégrale sur S; :

[, il o) do )

< lllloc0e(Se) = e Hpllor(S1) — 0 (i)

car a +d — 1 > 0. Etant donné que gjp € L*(B), on a finalement (9} f, ,¢) = (g, ¢). Donc
0j fa = gj, comme annoncé.



2. En déduire qu'il existe a € R tel que f, € H(B)\ L>®(B).
Soit @ > 1 — d, d’aprés la question 1 on a f, € D'(B) et pour tout j € {1,---,d}, 9;fq est
associée a la fonction intégrable x — ax;|z|*~2. On a d'une part

fo € L*(B) «— /|x|2o‘dm<oo = 20> —d — a>—g
B

et d’autre part
d
Vi€l d},0;fa € L2(B) Z/ 22 i < foo = /|x|2a_2dx<oo
/B B

d
— 2a0-2>—-d = a>1—§.
Donc f, € H(B) si et seulement si o > 1 — .
Par ailleurs, on a f, € L>(B) si et seulement si @ > 0. Donc f, € H'(B)\ L®(B) si et
seulement si 0 > a > 1 — % Comme d > 2, on a1 — % < 0. On peut donc bien choisir un «
satisfaisant ces conditions. En particulier H'(B) ¢ L>®(B).

Exercice 2 (Pas de trace sur L?(B)). Soient B ={z ¢ R? | |z| <1}, S={r € R?||z| =1} et o la
mesure superficielle de S. On a vu en cours que I'application trace y : C*°(B) — L?(S, o) définie par
v : [+ fis se prolonge uniquement en une application linéaire continue de H'(B) vers L*(S,0).
Montrer qu’il n’existe pas d’application linéaire continue 7 : L?(B) — L?(S, o) telle que 7y'|coo(§) =".
On va raisonner par I’absurde. Supposons qu'il existe 5 : L2(B) — L?(S, o) linéaire continue et telle
que §|C°<>(§) = 7. Pour tout ¢ € C5°(B) on a y(p) = y(p) = ¢|5 = 0.

Comme C§°(B) est dense dans (L*(B), ||:||l2), on a ¥ = 0 par continuité. C’est absurde, car par
exemple (1) = v(1) = 15 # 0.

Exercice 3 (Pas de trace sur les ouverts irréguliers). On va donner un exemple d’ouvert borné
dont le bord est régulier par morceaux mais pour lequel le théoréme de trace est mis en défaut. Soit
p > 2, on considére I'ouvert borné 2 = {(wl, T9) € R? ‘ O<r<letl<a< xf'lj} Il n’est pas de
classe C'. Cependant, son bord est la réunion de trois courbes C', notées I'1, I's et I's et paramétrées
respectivement par :

7t (,0), v it (1,1), et v it (¢, tP)

de [0,1] dans R?. Soit o; la mesure superficielle de T';, on définit une mesure superficielle o sur 99
par o = o1 + 09 + 03. Soit v : C*®(Q) — L?(09Q, o) définie par v : f fiaq- Le but de I'exercice est
de montrer que ~ ne se prolonge pas en une application linéaire continue de H'(Q) vers L?(99), o).
Pour tout > 1 on définit f, : (z1,22) — e~ %%t de R? dans R.

1. Montrer qu'il existe C' > 0 telle que, pour tout a > 1, ||fa|]§{1(9) < CalP.

Soit a > 1, la fonction f, est C*® sur R? et ses dérivées partielles sont 01 f, = —af, et
OJ2fo = 0. Par le théoréme de Fubini—-Tonelli et le changement de variable ¢ = awxy, on trouve :

9 9 1 a:’f L 1 ) s
[fallz = [ e day dag = e “droday = | ale " day
& o Jo 0

« tpe—Qt 1 00
_ p,—2t
— /0 T dt < pVSY /0 tPe™ =" dt.



Donc
o
1 allZrsgy = I1fallE + 191 fal3 + 192 fall3 = (1 + a2l fal 220 < 20177 /0 e at,

ce qui donne le résultat avec C' = 2 f+°° tPe=2t dt € )0, +oo[ dépendant de p mais pas de a.
2. Montrer qu’il existe ¢ > 0 telle que, pour tout a > 1, Hfa“L2 09,0 = <.
Soit o > 1, par définition de o, on a

A - / fal@)?do(z Z / @l do(o) > [ falo)? doni @)

> / fa(x)2 doq(x).
10,1[x{0}

On peut calculer le dernier terme en utilisant I’exercice 2 de la feuille 6 avec le paramétrage ;.
On obtient :

[ wran) = [ rem@rhol = [ 50T s 10
a Ul a\V1 = = s
10,1[x{0} ! 0 20 20

—2

l—e

ce qui donne le résultat souhaité avec ¢ = =5

3. Conclure.
On raisonne par l'absurde. Supposons qu’il existe une application 5 : H'(Q2) — L%(0Q,0)
linéaire continue qui étend . Alors il existe M > 0 tel que, pour tout f € H'(Q),

1£112200.0) < MIFI @

D’aprés les questions 1 et 2 on aurait alors pour tout a > 1 :

& _
oS I fallZ200.0) < Ml fallfng) < MCal™?,

donc o®>7P > o > 0 pour tout @ > 1. C’est absurde car p > 2 et donc a?? ——— 0.
a——+00
Exercice 4 (Régularité de |u| avec u € H'(Q2)). Soit sgn : R — {—1,0,1} la fonction signe définie
par : sgn(t) = —1sit <0, sgn(t) = 1sit>0etsgn(0) = 0. Soit Q C R? un ouvert non vide. On se
propose de montrer que pour tout u € H(2) a valeurs réelles on a |u| € H*(Q) et 9;|u| = sgn(u)d;u
pour tout i € {1,--- ,d}.

1. Soit B C 2 une boule ouverte. Pour tout € > 0 on définit ¢, : t — V2 + . Montrer que pour
tout u € H'(B) a valeurs réelles on a . ou € H'(B) et
Vie{l,...,d}, 0i(pe ou) = (¢L o u)du.

Indication. Approcher u par une suite de fonctions de C*°(B).

Pour tout £ > 0, la fonction ¢, est lisse sur R et sa dérivée . : ¢ — ﬁ est bornée par 1.

Fixons ¢ > 0 et utilisons I'indication. Comme B est un ouvert C* borné, on a C*°(B) dense dans
H'(B). Soit (up),,cy une suite de fonctions de C*(B) qui converge vers u dans (H'(B), ||| z1)-
Pour tout n € N la fonction . o u,, est lisse sur un voisinage de B et

Vie{l, - ,d}, i (= 0 up) = (L 0 up)dsup. (ii)



Montrons d’abord que . ouy, T peou dans L?(B). Comme u € L?(B), la fonction ¢.ou
n—-+0oo

est bien définie presque partout. Soit n € N, d’aprés le théoréme des accroissement finis pour
e entre u(x) et uy(z),

e 0 Up — e 0 u| < ||90/s||00‘un — | < [up, — ul

presque partout sur B. Donc [|¢- 0 up, — - 0 ully < ||y —ull2. On a donc p-ou,—¢p-ou € L*(B)
et donc ¢, o u € L?(B) en particulier. De plus,

lpe 0 un = pe o ully < llun —ull2 < flun — ullgr ——=0. (iif)

On vient de voir que . ou € L?(B). Comme par ailleurs . ou € L>(B) et O;u € L?>(B) on a
(L ou)Ou € L*(B). 1l suffit donc de prouver la formule attendue pour les dérivées partielles
pour obtenir p.ou € H(B). On va prouver cette formule en passant a la limite sur n dans (ii).

D’aprés (iii), on a @ o uy, o weou dans L?(B) et donc dans D'(B). Par continuité de la
n—-+0o0

dérivation on a donc 9;(p. o uy,) %) Ji(pe o u) pour tout ¢ € {1,--- ,d}.
n—-+0oo

Soit 7 € {1,--- ,d}, on a

12 © un) Diun = (2 0 w) Diully < || (il © un) (Djem = Birt)[, + [[ (% © n — L 0 ) Dy
< leelloollOsun — Byullz + [| (2 0 un — ¢l 0 u)Opul,
< | Osun — Osul| g + || (L 0 un — L 0 u)dsul],.
Le premier terme dans le membre de droite tend vers 0 par définition de la suite (uy),,cy. En
général, le second terme de ne tend pas vers 0. Cependant, quitte & extraire, on peut supposer
que uy, ﬁ u presque partout sur B. On a alors la convergence simple suivante presque
n—-+0oo
partout sur B :
L (un(x))Oiu(r) —— ¢l (u(2))iu(w).

n——+00

Comme ¢’ est bornée par 1, on peut dominer par la fonction d;u € L?(B). D’aprés le théoréme
de convergence dominée L? (voir exercice 1 de la feuille 4), on a donc

Finalement

H(go'aoun)&un— (gp ou 8uH2 |0iun — Osul| g1 —I—H Loy — gpéou)(?iu}b mo.

Donc (¢~ o uy)0iun = (oL ou)0;u dans L?(B) et donc dans D'(B). Ainsi, on peut bien
n o0

passer & la limite dans (ii). Cela prouve que . o u € H'(B) ainsi que les formules voulues
pour ses dérivées partielles.

2. Soit u € H'(B) a valeurs réelles, montrer que |u| € H'(B) et

Vie{l,...,d}, Oi|u] = sgn(u)du



Les familles (¢:).-q et (L).~o convergent simplement sur R lorsque € — 0, respectivement
vers |-| et vers sgn. On a donc les convergences simples suivantes presque partout sur B :

e 0 U — |ul
e—0

Vie {17 e 7d}7 (90/5 o u)azu — sgn(u)@iu.
e—0

D’une part, pour tout e €]0,1[ on a |p. o u| < /1+ |u|? € L?*(B). Par le théoréme de
convergence dominée L? on a donc ¢ ou — lu| dans L?(B) et donc dans D'(B). Donc, pour
£—

tout i € {1, ,d}, B(pe 0 1) —— Oyul.
e—0

D’autre part, on peut dominer (¢’ o u)d;u par |0;u|l € L?(B). Donc, pour tout i € {1,--- ,d},
(¢l ou)oiu P sgn(u)d;u dans L?(B) et donc dans D'(B).
E—r

On a u et donc |u| € L?(B). En passant a la limite & — 0 dans les expressions obtenues a la
question 1, on obtient 0;|u| = sgn(u)d;u pour tout i € {1,---,d}. Comme sgn(u) est bornée
et O;u € L*(B) on a donc 9;|u| € L*(B) et donc |u| € HY(B).

. Conclure par recollement que ce résultat est aussi vrai sur €.

Soit u € H(9) a valeurs réelles. On a u € L?(2) et donc |u| € L*(Q). Pour tout i € {1,--- ,d},
les distributions 0;|u| et sgn(u)d;u sont égales sur toute boule ouverte dans €. Par I'unicité dans
le principe de recollement, on a donc 9;|u| = sgn(u)d;u dans D’'(2). Comme précédemment,
diu € L*(B) et sgn(u) est bornée. Donc 9;lu| € L?(2) pour tout i € {1,---,d}. On a donc
lu| € HY(Q), avec les dérivées partielles voulues.



