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Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelleMotivations biologiquesÉtude de l'évolution génétique d'une petite population diploïde.
◮ Qu'est-
e qu'une population de petite taille ?Vortex d'extin
tion démo-génétique (Lyn
h et al. 1995) :Population de petite taille

⇒ Les allèles délétères se �xent plus fréquemment.
⇒ La taille de la population diminue en
ore...
⇒ A

umulation de plus en plus rapide de mutationsdélétères, a

élération de l'extin
tion de la population.Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnellePropriétés du modèle
◮ Population diploïde. (haploïde : Champagnat-Lambert 2007)
◮ Séle
tion :

◮ L'espéran
e de vie de 
haque individu dépend de son génotype.
◮ Compétition entre les individus.

◮ Mutations : taux individuel qui tend vers 0 :
µK = 2µ/K , K → ∞

◮ Deux é
helles de temps :
◮ é
ologique : pas de 
hangement de temps
◮ mutationnelle : t → KtCamille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèleLes morts et naissan
esProbabilités de �xationRésultats numériqueL'é
helle de temps é
ologique, modèle
◮ Pas de mutation. ⇒ 
ompétition des allèles déjà présents.
◮ 1 gène, 2 allèles : A et a ⇒ individus de type AA, Aa, aa
◮ Population :

(Zt = (kt ,mt , nt))t>0
◮ Nt := kt +mt + nt : taille de la population au temps t.Z est un pro
essus de naissan
e et mort logistique à 3 types.

(k,m, n) (k − 1,m, n)(k + 1,m, n)

(k,m − 1, n)(k,m + 1, n)

(k,m, n − 1)(k,m, n + 1)

1
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Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèleLes morts et naissan
esProbabilités de �xationRésultats numériqueLes mortsHyp : a est légèrement désavantageux par rapport à A
◮ Mort naturelle :dAA = d , dAa = d + δ, daa = d + δ′,

δ et δ′ pro
hes de 0, positifs.
◮ Mort par 
ompétition : Chaque individu fait mourir par
ompétition 
haque autre individu au taux 
 .
◮ Au total : dAa(Zt) = d + δ + 
(Nt − 1).
◮ Pas de morts quand il ne reste que deux individus.Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèleLes morts et naissan
esProbabilités de �xationRésultats numériqueLes naissan
es
◮ Ségrégation (brassage génétique) :

Aa × Aa

AA

Aa

aa

probabilité 1

4probabilité 1

2probabilité 1

4

1

◮ Au total :bAA(Zt) = bNt − 1 [kt(kt − 1) + ktmt + mt(mt − 1)4 ]

Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèleLes morts et naissan
esProbabilités de �xationRésultats numériqueÉvolution de la population et absorption
◮ (Zt)t>0 est un pro
essus de Markov dans

N
3 \ {k +m + n 6 1} ave
 deux espa
es d'états absorbants :
◮ {(k , 0, 0), k ∈ N \ {0, 1}} : �xation de l'allèle A
◮ {(0, 0, n), n ∈ N \ {0, 1}} : �xation de l'allèle a

◮ Quelle est la probabilité de �xation de l'allèle a ?
◮ On note uδ,δ′k,m,n 
ette probabilité, si Z0 = (k ,m, n).
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Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèleLes morts et naissan
esProbabilités de �xationRésultats numériqueCas neutre et développement limitéuδ,δ′k,m,n := probabilité que 
e soit l'allèle a qui se �xe.
◮ Cas neutre : u0,0k,m,n = 2n +m2(k +m + n) .
◮ Déviation du 
as neutre : (δ, δ′) pro
he de (0, 0).uδ,δ′k,m,n = 2n +m2(k +m + n) − δvk,m,n − δ′v ′k,m,n + o(|δ| + |δ′|).

◮ Justi�
ation du développement limité :uδ,δ′k,m,n =
∑n′∈N∗

∑

(i1,..il )∈C(k,m,n)→(0,0,n′) πδ,δ′i1i2 ...πδ,δ′il−1il .
◮ |vk,m,n| < C (k +m+ n), et |v ′k,m,n| < C ′(k +m + n)Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèleLes morts et naissan
esProbabilités de �xationRésultats numériqueL'équation de Kolmogorov-forwarduδ,δ′k,m,n = p(k,m,n)→(k+1,m,n)uδ,δ′k+1,m,n
+ p(k,m,n)→(k,m+1,n)uδ,δ′k,m+1,n
+ p(k,m,n)→(k,m,n+1)uδ,δ′k,m,n+1
+ p(k,m,n)→(k−1,m,n)uδ,δ′k−1,m,n
+ p(k,m,n)→(k,m−1,n)uδ,δ′k,m−1,n
+ p(k,m,n)→(k,m,n−1)uδ,δ′k,m,n−1, soit

(Lδ,δ′uδ,δ′)k,m,n = 0uδ,δ′k,m,n = 2n +m2(k +m + n) − δvk,m,n − δ′v ′k,m,n + o(|δ| + |δ′|).Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèleLes morts et naissan
esProbabilités de �xationRésultats numériqueL'équation pour v
◮ Equation : L0,0vk,m,n =

m(n − k)2N(N − 1)
◮ Solution :vk,m,n = m(k − n)N xN + (k − n)N2 − (k − n)2N2 yN
◮ Le ve
teur zN :=

( xNyN) est l'unique solution bornée en Nd'une équation de ré
urren
e de degré 2 asso
iée à une
ondition initiale. Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèleLes morts et naissan
esProbabilités de �xationRésultats numériqueRésultat numériquezN = −PN ( ∞
∑l=N+1P−1l gl)

Figure : Probabilité de �xation uδ,δ′N−1,1,0 en fon
tion de N . b = 10, d = 1,
 = 0.1, δ′ = 0.1. Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèle, 
onvergen
eLe pro
essus limiteVortex d'extin
tionRésultats numériquesChangement de temps, 
onvergen
e vers le TSS
◮ Pour observer les apparitions de mutation :t → Kt
◮ On 
onsidère les taux de morts des individus.
◮ Population : ZKKt := NKKt

∑i=1 δd iKt
◮ Convergen
e :

(ZKKt)t>0 −−−−→K→∞
(NtδDt )t>0 en loi.Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèle, 
onvergen
eLe pro
essus limiteVortex d'extin
tionRésultats numériquesLe pro
essus limite
◮ (Dt)t>0 : pro
essus de saut pur, qui saute de d à d + δ′ autaux de �xation d'une mutation.
◮ Loi de Nt sa
hant que Dt = d : loi stationnaire du pro
essusde naissan
e et mort de paramètres b, d , et 
 étudié.p(N, b, d , 
) := 1N N−1

∏k=2 bd + k

∞
∑i=2 1i i−1

∏j=2 bd + j
 .Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèle, 
onvergen
eLe pro
essus limiteVortex d'extin
tionRésultats numériquesLoi de Nt sa
hant que Dt = d

Figure : Distribution de la taille de population pour di�érentes valeurs dutaux de mort naturelle d . Dans 
ette �gure, b = 10 and 
 = 0.1.Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèle, 
onvergen
eLe pro
essus limiteVortex d'extin
tionRésultats numériquesLe taux de �xation d'une mutation délétère
τ(b, d , 
 , δ, δ′) : = 2µ +∞

∑N=2N uδ,δ′N−1,1,0 p(N, b, d , 
)
= µ− 2δµ +∞

∑N=2N vN−1,1,0 p(N, b, d , 
)
− 2δ′µ +∞

∑N=2N v ′N−1,1,0 p(N, b, d , 
)
+ o(|δ| + |δ′|).Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèle, 
onvergen
eLe pro
essus limiteVortex d'extin
tionRésultats numériquesExisten
e d'un vortex d'extin
tion
◮ τ fon
tion 
roissante de d ⇒ Existen
e d'un vortex.
◮ Outils de preuve : f , g fon
tions bornées sur N3.Lf = Lbf + Ld f

⇒
∂Lf (k ,m, n)

∂d = L∂f (k ,m, n)
∂d +

Ld f (k ,m, n)d + 
(N − 1)Puis formule de Dynkin : si g(ZT ) = 0,g(k ,m, n) = −E(k,m,n) ∫ T0 Lg(Zt)dt.Camille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèle, 
onvergen
eLe pro
essus limiteVortex d'extin
tionRésultats numériquesA

élération des �xations

Figure : Temps moyen de �xation T en fon
tion de b et dCamille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèle, 
onvergen
eLe pro
essus limiteVortex d'extin
tionRésultats numériquesEvolution temporelle de la taille moyenne de population

Figure : Évolution de la taille moyenne de population au 
ours du tempsCamille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèle, 
onvergen
eLe pro
essus limiteVortex d'extin
tionRésultats numériquesQuanti�
ation du vortexS(b, d , 
 , δ, δ′) := T (b, d , 
 , δ, δ′)− T (b, d + δ′, 
 , δ, δ′)T (b, d , 
 , δ, δ′)

Figure : S en fon
tion des paramètres démographiquesCamille Coron Étude d'une population diploïde



Introdu
tion : Contexte biologiqueÉ
helle de temps é
ologiqueÉ
helle de temps mutationnelle Le modèle, 
onvergen
eLe pro
essus limiteVortex d'extin
tionRésultats numériquesDé�nition d'un seuil de la taille de population

Figure : S en fon
tion de la taille moyenne de populationCamille Coron Étude d'une population diploïde
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