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Introduction : Contexte biologique

Motivations biologiques

Etude de I'évolution génétique d'une petite population diploide.
» Qu’est-ce qu'une population de petite taille ?
Vortex d'extinction démo-génétique (Lynch et al. 1995) :

Population de petite taille
= Les alleles déléteres se fixent plus fréequemment.

= La taille de la population diminue encore...

= Accumulation de plus en plus rapide de mutations
délétéres, accélération de I'extinction de la population.
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Introduction : Contexte biologique

Propriétés du modeéle

>

Population diploide. (haploide : Champagnat-Lambert 2007)
Sélection :

» L'espérance de vie de chaque individu dépend de son génotype.
» Compétition entre les individus.

v

v

Mutations : taux individuel qui tend vers 0 :

pk =2p/K, K — o0

v

Deux échelles de temps :

» écologique : pas de changement de temps
» mutationnelle : t — Kt
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Le modele

Echelle de temps écologique

L'échelle de temps écologique, modéle

» Pas de mutation. = compétition des alléles déja présents.
> 1 géne, 2 alléles : A et a = individus de type AA, Aa, aa
» Population :

(Zt = (kt7 me, nt))t>0
> N; := ki + my + n; : taille de la population au temps t.

Z est un processus de naissance et mort logistique a 3 types.

(k+1,mmn) — (k,m,n) (k—1,m,n)
(km+177;// \\«kmln

(k,m,n+1) (k,m,n —1)
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Le modéle
t naissances
s de fixation
Résultats numérique

Echelle de temps écologique

Les morts

Hyp : a est légérement désavantageux par rapport a A

» Mort naturelle :
daa=d, daa=d+9d, dyy=d+7,

d et &' proches de 0, positifs.

» Mort par compétition : Chaque individu fait mourir par
compétition chaque autre individu au taux c.

> AU tOtal . dAa(Zt) = d + 5 + C(Nt — 1)

» Pas de morts quand il ne reste que deux individus.
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Le modéle
naissances
de fixation
s numérique

Echelle de temps écologique

Les naissances

» Ségrégation (brassage génétique) :

AA probabilité %
Aa x Aa 4, Aa probabilité %
aa probabilité i
» Au total :
b me(my — 1
bAA(Zt) = kt(kt - 1) + ktmt + M
Ny — 1 4
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et naissances
s de fixation
Résultats numérique

Echelle de temps écologique

Evolution de la population et absorption

» (Z:)r>0 est un processus de Markov dans
N3\ {k + m + n < 1} avec deux espaces d’états absorbants :

» {(k,0,0),k € N\ {0,1}} : fixation de l'alléle A
» {(0,0,n),n e N\ {0,1}} : fixation de |'alléle a

» Quelle est la probabilité de fixation de I'alléle a?

!
» On note ui’fnn cette probabilite, si Zy = (k, m, n).
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Le modéle

Echelle de temps écologique

Cas neutre et développement limité

5,6

K. mn i= probabilité que ce soit I'alléle a qui se fixe.

» Cas neutre :
0,0 2n +m

Hemon = 2(k+m+n)
» Déviation du cas neutre : (0,d") proche de (0, 0).

5,8 2n+m
uk,m,n = 2(/( +m+ n) - 5Vk,m,n - 5lvll<,m,n + O(|5| + |5/|)

» Justification du développement limité :
58 Z Z 58 688
Uemn = Miviy =iy _qiy
n’eN* (il7"il)ec(k,m,n)~)(0,0,n,)
> [Vimnl < Clk+m+n), et v | <C'(k+m+n)



Echelle de temps écologique
Résultats numéri

L'équation de Kolmogorov-forward

8,68 8,8
uk,m,n = P(k,m,n)—(k+1,m,n) uk—l—l,m,n
8,8
+ P(k,m,n)—(k,m=+1,n) Uk,m_|_1,,,
8,8
+ P(k,m,n)—(k,m,n+1) Uk,m,,,+1
8,8
+ p(k7m7n)—>(k_17m7n) uk—l,m,n
8,8
+ p(k,m,n)—>(k,m—1,n) uk,m—l,n
!

8,0 :
+ p(k,m,")%(kvmm—l)uk,m,n—l’ SOIt

(L e =0

5,6 2n+m
U mn = 2(k +m+ n) - 5Vk7m7" - 5/VI,(,m,n + O(|5| + |5,|)
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t naissances
s de fixation
Résultats numérique

Echelle de temps écologique

L"équation pour v

» Equation :
_ k)
100 _ m(n
Vkomn = oN(N — 1)
» Solution :
m(k —n N? — (k — n)?
Vk,m,n = %XN + (k - n)%}/N
XN - .
> Le vecteur zy := est I'unique solution bornée en N
YN

d'une équation de récurrence de degré 2 associée a une
condition initiale.
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Echelle de temps écologique

Résultats numérique

Résultat numérique

—Pn Z P g

ZN =
I=N+1
n
0.16
3« O Without selection
.:: 0.14 © Recessive case
- o * Additive case
ﬁ 0.124
§0.107 a
@ 0.08 ¢ e
o
=]
5 0.06» .
I“ <& DDD
N 0.044 o o DDDDD
» . S Oog
o 0.02 Cal%000,,,
- oo
ol Trreesesssss

T T
4 6 8 10 12 14 16 1

8 20
Initial population size N

Figure : Probabilité de fixation u;;\,"S_ILLO en fonction de N. b =10, d =1,
c=0.1,0=01
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Echelle de temps mutationnelle o : e
Résultats numériques

Changement de temps, convergence vers le TSS

» Pour observer les apparitions de mutation :
t — Kt

» On considére les taux de morts des individus.

» Population :
NK
K ._ ,
Ziée =) g
i=1

» Convergence :

(Zi’<<t)t>0 —— (Ndp,)e=0 en loi.
K—o00
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Le modéle, convergence
Le processus |
Vortex d’extincti

Echelle de temps mutationnelle o : e
Résultats numériques

Le processus limite

(Dt)t>o : processus de saut pur, qui saute de d a d 4+ ¢’ au
taux de fixation d’une mutation.

» Loi de N; sachant que D; = d : loi stationnaire du processus
de naissance et mort de paramétres b, d, et c étudié.

N—-1

1
Hd+kc

p(N,b,d,c) := k:I2_1

> 1 b
;7gd+jc
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Le modéle, convergence
Le processus |

= . rtex d'extincti
Echelle de temps mutationnelle qu.te QI EREEIlD
Résultats numériques

Loi de N; sachant que D; = d
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Figure : Distribution de la taille de population pour différentes valeurs du
taux de mort naturelle d. Dans cette figure, b = 10 and ¢ = 0.1.

Camille Coron Etude d’une population diploide



Le modéle, convergence
Le processus limite
Vortex d’extinction

Echelle de temps mutationnelle o : e
Résultats numériques

Le taux de fixation d'une mutation délétére

+o0
7(b,d,c,8,8') : =2pu Z N ”;S\}é—,l,l,o p(N, b,d,c)

N=2
+o0
=p—26p ) Nvy_y1,0 p(N,b,d,c)
N=2
+oo
- 20 Z N vy_110pP(N,b,d,c)
N=2
+ o([a] + [d")).
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Echelle de temps mutationnelle o ; A
Résultats numériques

Existence d'un vortex d'extinction

» 7 fonction croissante de d = Existence d'un vortex.

» Outils de preuve : f, g fonctions bornées sur N3.

Lf = Lpf + Ly4f
OLf(k,m,n) L@f(k, m,n)  Lyf(k, m, n)
od N od d+c(N-1)

Puis formule de Dynkin : si g(Z7) =0,

:
glk,mun) = B | Lg(Z:)dk
0
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onvergence

nc n

Echelle de temps mutationnelle Résultats numériques

Accélération des fixations
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Figure : Temps moyen de fixation T en fonction de b et d
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Vortex n
Résultats numériques

Echelle de temps mutationnelle

Evolution temporelle de la taille moyenne de population
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Figure : Evolution de la taille moyenne de population au cours du temps
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Echelle de temps mutationnelle

Quantification du vortex

T(b,d,c,0,8')— T(b,d+d,¢,6,0")

S(b,d,c,9,0") :=

T(b,d,c,0,0")
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Vortex n

Echelle de temps mutationnelle P
Résultats numériques

Définition d'un seuil de la taille de population
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Figure : S en fonction de la taille moyenne de population
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ncti

Echelle de temps mutationnelle Résultats numériques
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