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1. Motivation, modéle et échelle considérée

Motivation

e Modeles de génétique de population: taille constante

e Modeles de démographie: un seul type.
Comprendre les interactions entre

e la taille d’'une population

e sa composition génétique.
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1. Motivation, modéle et échelle considérée

Modéle

Individus diploides

1 géne, 2 alléles, A et a: génotypes AA, Aa et aa.

Processus de naissance et mort a 3 types, compétition et
reproduction mendélienne:

(Z,t > 0) = (N, N Nf@), ¢ > 0).

Taille de population au temps t: Ny = NA4 + NA® + Nao.

Camille Coron Processus stochastiques démogénétiques



1. Motivation, modéle et échelle considérée

Taux de naissance et mort

Si Z; = z = (n44,n4% n%) € (Z4)? avec n = n44 4 n4? + % > 0,

e Reproduction mendélienne:

b aa, nA") A\2
Ai(z) = P noot + - ) = bin(p”)
e Mort naturelle et par compétition:

ul(z) = nAA(dl + Cll’rlAA + Clg’nAa + Clg’naa)
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1. Motivation, modéle et échelle considérée

Echelle considérée

e Grande taille de population.

e Population représentée par le processus de sauts purs:
(Z)iz0 = (Zi/K)iz0 € (Z+/K)?, K — 400,

e Ordre de grandeur des parameétres démographiques:

bt =K + i

df = yK 4 6;

ZE — Zy  enloi,
K—o0

il existe C' > 0 tel que pour tout K € N*|E ((N(f()‘g) <,
ol v > 0 et Zg est une variable aléatoire & valeur dans (R )3.
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2. Dynamique lente-rapide

Structure de Hardy-Weinberg

e Déviation depuis la structure de Hardy-Weinberg:

4NtAA7KNtaa7K - (NtAadK) — NK( AA K ( A,K)Q)

Vi =
! ANK

AK aK Aa,K
:Nt (2p,° a pta )

= NE(py — <p?’K>2>

o 2NtAA’K + NtAa’K = NtA’K = nombre d’alléles A divisé par K,
o 2Nt3’K + Nt2’K = Nta’K = nombre d’alléles a divisé par K.

(NtAAJ(, NtAa’K, Ntaa,K) (NtAJ(, Na,K’ YK)
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2. Dynamique lente-rapide

Dynamique lente-rapide

Proposition

Pour tous temps s,t >0, sup E((Y,X)?) — 0 quand K — co.
t<u<t+s

Théoréme

La suite de processus stochastiques {((NtA’K, Nta’K),t €10, 7))} k>0
converge en loi dans D([0,T], (R)?) vers un processus de diffusion
(NtAv Nta)OStST'
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2. Dynamique lente-rapide

Dynamique lente

Proposition

Dans le cas neutre ou 5; = 3, §; =0, a5 = a pour tous i,j € {1,2,3}:

4y NAN®
AN{ = | | ———NAdB}+|2y—Lt—t—dB?
CTVNARNg T T NA T N

A a
+ <5_5_au> NAdt

2
dNa_ 47 NadBl 2 NtANta d 2
Y NA RN NEA+ N
NA + No
+<ﬁ—5—a t‘; f)Nﬁdt
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2. Dynamique lente-rapide

Comportement démo-génétique

dN; = (8 — 6 — aN;) Nydt + /2y N;dB}

71X (1 — Xy)

X, —
dX; N,

dB}.

Proposition (Changement de temps)

Soit (1,t > 0) tel que t = [ Nisds et X; = X, pour tout t > 0. Alors

dXt = W/Xt(]- — Xt)dBt
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2. Dynamique lente-rapide

Comparaison avec le cas haploide (1)

Population diploide:

dN; = (B — 6 — aN;)Nydt + /2y N;dB}

Y X (1 — Xy)

X, —
dX; N,

dB?.
Diffusion de Lotka-Volterra haploide (P. Cattiaux & S. Méléard (2010)):

dN]' = (B — § — aNJ)N}dt 4 /2y N}aw}

Nh
t
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2. Dynamique lente-rapide

Comparaison avec le cas haploide (2)

Population diploide:

[ 4 [ NANa

A Y A ol t 4V 2

dNt — WNt dBt + 2’}/7]\714 adBt +
1 t

AN = || A aN“dB 1/ A a

Diffusion de Lotka-Volterra haploide (P. Cattiaux & S. Méléard (2010)):

AN/ = /29N Bl + (8 — 6 — a(N 4+ NEMY) N
ANDM = \[2yNO"dB2 + (B — 6 — a(NM + NOMY) N at
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3. Comportement en temps long et quasi-stationnaire

Comportement en temps long de (N, X)

o T < < p.s. (Cattiaux et al. 2009)

Théoréme

Il existe une distribution v sur R x [0,1] telle que pour tout
(n,z) € R% x]0,1],

tl_i)m ]P)n,x((NtaXt) € E|Nt > 0) = V(E)
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4. Résultats numériques

Surdominance

Empirical distribution
N @ s o e N @ ©

+ + T T T T
005 01 0.5 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 085 09 085 1
Proportion of allele A

Figure: Distribution de la proportion X; d’alléles A dans un cas de
surdominance, sachant que Ny # 0. Ici 8; = 1 pour tout ¢ £ 2, B2 =5,6; =0
pour tout ¢, a;; = 0.1 pour tout (2, 5), et ¢ = 100.
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5. Dimension infinie

Continuum d’alléles

L alleles, i € [1, L], L(L + 1)/2 génotypes différents.
e Dynamique lente-rapide: diffusion (Nt,th’L,Xf’L, ...XtL_l’L)tZO.

Représentation par le processus

L
= (o)
=1

e Convergence lorsque L — oo:

(CtL?t € [OvT]) — (Nt?pt)tG[O,T]

L—oo
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5. Dimension infinie

Probléme de martingale

1
H(n,p) = f(n,(p, ). (p.C) = /O G(z)dp(x).

tAT.
mtl = H(Nupi) = H(Voopo) = [ LH(N.p)ds
0
est une martingale continue, avec dans le cas neutre

LH(n,p) =n(B — 6 — an) & f(n, (p, G)) +1n.0% f(n, (p, G))
+ 2 ((p,G?) — (p,G)2) By f(n, (p, G)).

n
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