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1.Motivation, modèle et é
helle 
onsidérée

Motivation

•
Modèles de génétique de population: taille 
onstante

•
Modèles de démographie: un seul type.

Comprendre les intera
tions entre

•
la taille d'une population

•
sa 
omposition génétique.
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1.Motivation, modèle et é
helle 
onsidérée

Modèle

•
Individus diploïdes

• 1 gène, 2 allèles, A et a: génotypes AA, Aa et aa.

•
Pro
essus de naissan
e et mort à 3 types, 
ompétition et

reprodu
tion mendélienne:

(Zt, t ≥ 0) = ((NAA
t , NAa

t , Naa
t ), t ≥ 0).

•
Taille de population au temps t: Nt = NAA

t +NAa
t +Naa

t .
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1.Motivation, modèle et é
helle 
onsidérée

Taux de naissan
e et mort

Si Zt = z = (nAA, nAa, naa) ∈ (Z+)
3
ave
 n = nAA + nAa + naa > 0,

•
Reprodu
tion mendélienne:

λ1(z) =
b1
n

(

nAA +
nAa

2

)2

= b1n(p
A)2

•
Mort naturelle et par 
ompétition:

µ1(z) = nAA(d1 + c11n
AA + c12n

Aa + c13n
aa)
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1.Motivation, modèle et é
helle 
onsidérée

É
helle 
onsidérée

•
Grande taille de population.

•
Population représentée par le pro
essus de sauts purs:

(ZK
t )t≥0 = (Zt/K)t≥0 ∈ (Z+/K)3, K −→ +∞.

•
Ordre de grandeur des paramètres démographiques:

bKi = γK + βi

dKi = γK + δi

cKij =
αij

K

ZK
0 −→

K→∞
Z0 en loi,

il existe C ≥ 0 tel que pour tout K ∈ N
∗,E

(

(NK
0 )3

)

≤ C,

où γ > 0 et Z0 est une variable aléatoire à valeur dans (R+)
3
.
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2. Dynamique lente-rapide

Stru
ture de Hardy-Weinberg

•
Déviation depuis la stru
ture de Hardy-Weinberg:

Y K
t =

4NAA,K
t Naa,K

t − (NAa,K
t )2

4NK
t

= NK
t (pAA,K

t − (pA,K
t )2)

= NK
t (2pA,K

t pa,Kt − pAa,K
t )

= NK
t (paa,Kt − (pa,Kt )2)

• 2NAA,K
t +NAa,K

t = NA,K
t = nombre d'allèles A divisé par K,

• 2N3,K
t +N2,K

t = Na,K
t = nombre d'allèles a divisé par K.

(NAA,K
t , NAa,K

t , Naa,K
t )←−−→ (NA,K

t , Na,K
t , Y K

t )
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2. Dynamique lente-rapide

Dynamique lente-rapide

Proposition

Pour tous temps s, t > 0, sup
t≤u≤t+s

E((Y K
u )2) −→ 0 quand K →∞.

Théorème

La suite de pro
essus sto
hastiques {((NA,K
t , Na,K

t ), t ∈ [0, T ])}K≥0


onverge en loi dans D([0, T ], (R+)
2) vers un pro
essus de di�usion

(NA
t , Na

t )0≤t≤T .
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2. Dynamique lente-rapide

Dynamique lente

Proposition

Dans le 
as neutre où βi = β, δi = δ, αij = α pour tous i, j ∈ {1, 2, 3}:

dNA
t =

√

4γ

NA
t +Na

t

NA
t dB1

t+

√

2γ
NA

t Na
t

NA
t +Na

t

dB2
t

+

(

β − δ − α
NA

t +Na
t

2

)

NA
t dt

dNa
t =

√

4γ

NA
t +Na

t

Na
t dB

1
t−

√

2γ
NA

t Na
t

NA
t +Na

t

dB2
t

+

(

β − δ − α
NA

t +Na
t

2

)

Na
t dt
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2. Dynamique lente-rapide

Comportement démo-génétique

dNt = (β − δ − αNt)Ntdt+
√

2γNtdB
1
t

dXt =

√

γXt(1−Xt)

Nt
dB2

t .

Proposition (Changement de temps)

Soit (τt, t ≥ 0) tel que t =
∫ τt
0

1
Ns

ds et X̃t = Xτt pour tout t ≥ 0. Alors

dX̃t = γX̃t(1− X̃t)dBt
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2. Dynamique lente-rapide

Comparaison ave
 le 
as haploïde (1)

Population diploïde:

dNt = (β − δ − αNt)Ntdt+
√

2γNtdB
1
t

dXt =

√

γXt(1−Xt)

Nt
dB2

t .

Di�usion de Lotka-Volterra haploïde (P. Cattiaux & S. Méléard (2010)):

dNh
t = (β − δ − αNh

t )N
h
t dt+

√

2γNh
t dW

1
t

dXh
t =

√

2γXh
t (1−Xh

t )

Nh
t

dW 2
t .
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2. Dynamique lente-rapide

Comparaison ave
 le 
as haploïde (2)

Population diploïde:

dNA
t =

√

4γ

NA
t +Na

t

NA
t dB1

t +

√

2γ
NA

t Na
t

NA
t +Na

t

dB2
t + ...

dNa
t =

√

4γ

NA
t +Na

t

Na
t dB

1
t −

√

2γ
NA

t Na
t

NA
t +Na

t

dB2
t + ...

Di�usion de Lotka-Volterra haploïde (P. Cattiaux & S. Méléard (2010)):

dNA,h
t =

√

2γNA,h
t dB1

t + (β − δ − α(NA,h
t +Na,h

t ))NA,h
t dt

dNa,h
t =

√

2γNa,h
t dB2

t + (β − δ − α(NA,h
t +Na,h

t ))Na,h
t dt
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3. Comportement en temps long et quasi-stationnaire

Comportement en temps long de (N,X)

• TN
0 <∞ p.s. (Cattiaux et al. 2009)

Théorème

Il existe une distribution ν sur R
∗
+ × [0, 1] telle que pour tout

(n, x) ∈ R
∗
+×]0, 1[,

lim
t→∞

Pn,x((Nt,Xt) ∈ E|Nt > 0) = ν(E).
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4. Résultats numériques

Surdominan
e

Figure: Distribution de la proportion Xt d'allèles A dans un 
as de

surdominan
e, sa
hant que Nt 6= 0. I
i βi = 1 pour tout i 6= 2, β2 = 5, δi = 0
pour tout i, αij = 0.1 pour tout (i, j), et t = 100.
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5. Dimension in�nie

Continuum d'allèles

• L alleles, i ∈ [[1, L]], L(L+ 1)/2 génotypes di�érents.

•
Dynamique lente-rapide: di�usion (Nt,X

1,L
t ,X2,L

t , ...XL−1,L
t )t≥0.

•
Représentation par le pro
essus

ζLt =

(

NL
t ,

L
∑

i=1

Xi,L(t)δ i

L

)

.

•
Convergen
e lorsque L→∞:

(ζLt , t ∈ [0, T ]) −→
L→∞

(Nt,pt)t∈[0,T ]
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5. Dimension in�nie

Problème de martingale

H(n,p) = f(n, 〈p, G〉), 〈p, G〉 =

∫ 1

0
G(x)dp(x).

mH
t = H(Nt,pt)−H(N0,p0)−

∫ t∧Tǫ

0
LH(Ns,ps)ds

est une martingale 
ontinue, ave
 dans le 
as neutre

LH(n,p) = n(β − δ − αn) ∂1f(n, 〈p, G〉) + γn ∂2
11f(n, 〈p, G〉)

+
γ

n

(

〈p, G2〉 − 〈p, G〉2
)

∂2
22f(n, 〈p, G〉).

Camille Coron Pro
essus sto
hastiques démogénétiques



6. Référen
es

Référen
es

•
Cattiaux, P., Collet, P., Lambert, A., Martinez, S., Méléard, S,. et San

Martín, J. (2009): Quasi-stationarity distributions and di�usion models in

population dynami
s. Ann. Probab. 37(5):1926�1969.

•
Cattiaux, P., et Méléard, S. (2009): Competitive or weak 
ompetitive

sto
hasti
 Lotka-Volterra systems 
onditioned on non-extin
tion. JMB

60:797�829.

•
C.C. (2013): Slow-fast sto
hasti
 di�usion dynami
s and quasi-stationary

distributions for diploid populations. Arxiv: 1309.3405.

•
C.C. et S. Méléard (2014): In�nitely-many allele model of diploid

populations with sto
hasti
ally varying size. Pré-pré-publi
ation.

•
Ethier, S. N. et Nagylaki, T. (1988): Di�usion Approximations of Markov

Chains with Two Time S
ales and Appli
ations to Population Geneti
s,

II. Adv. Appl. Probab. 20(3):525�545.

Camille Coron Pro
essus sto
hastiques démogénétiques


	Motivation, modèle et échelle considérée
	Dynamique lente-rapide
	Comportement en temps long et quasi-stationnaire
	Résultats numériques
	Dimension infinie
	Références

