L3 Math309 Calcul Différentiel et Optimisation 2014-2015

Feuille de 'TD n°4

Espaces complets. Théoreme du point fixe.

Exercice 1

Etablir si les sous-espaces suivants de R sont complets :

R\Q, 10,1], [0,4+00[, Z.
Exercice 2
1. Soit £ = C([0,1];R) Pensemble des fonctions continues sur [0,1]. On consideére sur F la

norme définie par
1
1 = /0 f(@)lde.

Montrer que (E, || - ||1) n’est pas complet.

2. Montrer que 'espace S des suites réelles nulles a partir d’un certain rang, muni de la norme
uniforme, n’est pas complet.

3. Trouver un espace métrique complet T' contenant S, tel que S est dense dans 7.

Exercice 3

Soit £!(N) I’espace vectoriel des suites sommables, muni de la norme || - ||; définie par
V(un)nzo € EI(N) 3 | Un n>OH1 Z |un|

Montrer que (¢*(N), |- [|1) est un espace de Banach.
Exercice 4

On munit espace |0, +o00] de la distance § définie par

1 1
\ €]0, +oo[*, 6 —|--=
e O
1. Vérifier que ¢ définit bien une distance sur |0, 400 .
2. Montrer que (]0,4o00[,0) et (]0,+oo[, |- |) ont les mémes ouverts.

3. Montrer que 'espace métrique (]0, +oo[,d) n’est pas complet.
4. Montrer que (]0,1],d) est complet.



Exercice 5

Soit f : R™ — R™ une application contractante pour la distance usuelle de R™. Montrer que
la fonction g : x — x + f(x) est bijective de R™ dans lui-méme.

Exercice 6

Montrer qu’il existe une unique fonction f continue sur [0, 1] telle que, pour tout = € [0, 1],

f(z) = sup <008(w2 —y?)+ f(y)> -

y€[0,1] 2
Exercice 7

Soit (X, d) un espace métrique complet et f : E — E une application. On suppose qu’il existe
r € N* et k €]0, 1] tels que lapplication f" = fo fo---o f (r fois) est k-contractante.
Montrer que f admet un unique point fixe.

Exercice 8

Soit (X, d) un espace métrique, et (F,d) un espace métrique complet. Soit

p. XXE — E
(A r) — F(\ o)

une application continue.
On suppose qu'’il existe k €]0, 1] tel que, pour tout A € X et tout (x,y) € E?,

d(F(\,z), F(\,y)) < kd(z,y).
1. Montrer que pour tout A € X , I'application
F\ ) :x+— F(\x)

admet un unique point fixe, que I'on notera z(\).

2. Montrer que 'application A — x(\) est continue sur X .



