Notes de cours sur la transformation de Fourier
Master de Mécanique

1 Définitions

Soit f : R — C une fonction continue par morceaux (ou plus généralement
localement intégrable au sens de Riemann). On dira que f appartient a l’espace
LY (R%), si

/ f(@)]dz < oo,
Rd

c’est a dire si 'intégrale ci-dessus est convergente. De méme on dira que f appartient
a I'espace L?(R?) si

/ |f(2)]?dz < oco.
Rd

On note :

Il = [ IF@)lde. pous £ € LR,

2 : 2 md
Ifli= ([ 1#@)Par) " pour £ € 22(R)
Les quantités || f||1 et || f||2 sont des normes, c’est a dire que :
If +glls < WA+ Mlglles IAflli = ANl et [If]li=0 = f=0.

Pour f € L'(R%), on pose :
Flk) == / e R f()da, ke RY,
R4

ou k- -x = 2?21 k;x;. La fonction f est appelée la transformée de Fourier de la
fonction f.
On écrit aussi :

F=FfourF(f),



ou la transformation :

Fife—f

est appelée la transformation de Fourier. C’est donc un opérateur qui transforme
des fonctions de la variable x en fonctions de la variable k.

Si la variable x représente une position (sa dimension est donc des m), la variable

k représente une impulsion, sa dimension est des m™!.

En traitement du signal, on a d = 1, la variable x est notée t et a la dimension
d’un temps (s), la variable k est notée 7 et a la dimension d’une fréquence (s~1).

2 Propriétés

On utilise les notations suivantes : le symbole 0, désigne I’opérateur de dérivation
par rapport a x; :

0
O, f(z) == 87@“]]0(37)
Le symbole x; désigne I'opérateur de multiplication par x; :
2,f(2) = 2, f (a).

On utilise les mémes conventions pour les symboles 9, et kj;, qui agissent sur des
fonctions de la variable k.

Propodsition 2.1 (1) si f € LYR™), Ff est une fonction continue et bornée sur
R .
(2) si ]; € LY(RY) et zjf € LY(RY), Ff est une fonction de classe C' et :
O Ff (k) = —1F (x; f)(k);
(3) si f € LY(R?) et Oz, f € LY(RY), alors kjFf est bornée et :

ki F(f)(k) = =iF (e, [)(K)-

La chose a retenir est que la transformation de Fourier F transforme l'opérateur
d’impulsion
1
Dj =170,

en l'opérateur de multiplication k; :

F(Djf) = kiF(f).



On donne maintenant quelques transformées de Fourier de fonctions usuelles. On
commence par le cas d = 1.

sin(ak)
@) = Ueaap(a) 710 ={ 247 FAO (2.)

On rappelle que 1;(z) désigne la fonction indicatrice de ensemble I, égale a 1 si
z € I et a 0 sinon.

—alx _ a
2 _
fa) = e 2 a0, Fik) = Tyt (23)
(La transformée de Fourier d’une Gaussienne est une Gaussienne).
En dimension d quelconque, la derniére formule se généralise :
d_ 2 d 2T 1 d —1;2
fla) = 0w F (k) = [[()zem i B2, (2.4)

a;
pour a; > 0.

Proposition 2.2 (Lien avec la convolution) Soient f,g € L'(R%). On pose :

h(x) = f*g(z) = /Rd flz —y)g(y)dy.

La fonction f % g est appelée le produit de convolution de f et g. On a :
(1) frg=gx*f;

(2) frge L'RY) et||fxgllh <Ifllillgl:

(3) F(f xg) = F(f)F(g)-

En d’autres termes, la transformation de Fourier transforme le produit de convolu-
tion en le produit ordinaire des fonctions.

3 Transformation de Fourier inverse

Proposition 3.1 Soit f € LY(RY) une fonction telle que f € L*(R?). Alors on a :

f(z) = (2m)~ / e (k).

Rd



On peut réécrire ce résultat comme :
Flg(w) = 200 [ &Fgi)a
Rd

ou F~1 désigne la transformation de Fourier inverse, qui transforme des fonctions
de la variable k en fonctions de la variable x.

Preuve :

on suppose d = 1 pour simplifier. Soit

o) = (2m)! /R e F(k)dk

g(@) = lime_g+(2m) 71 [ elhmemeH F(k)dk

= lim_ g+ (2m)7! [[ e*@Veclk f(y)dkdy

= lime_o+(2m) 7" [dyf(y) [e*T Ve IFdk
@m) " [ fW) ety

en utilisant I'identité (2.2). Par le changement de variable y = x + €t, on obtient :

= lim. ,o+(27

g(z) = lim 7~ /f:z:—i—et

g0t
Quand € — 0, f(z + et) tend vers f(z), et donc :
lime_o+ 71 [ fz + et) 1+t2dt

= flx)n [ 1+tgdt = f(z)m arctant] T = f(x).

On a donc montré la proposition. O

4 Transformation de Fourier sur L?(RY)

Proposition 4.1 (Formule de Plancherel) Soit f € L'(R?)NL*(RY). Alors fe

L?(RY) et on a :
/ | (@)[Pd = (2m)1 / [P (k) dk
Rd Rd



Preuve : soit g(z) = f(—x), ot la barre désigne la conjuguaison complexe. On

a F(k) = Ff(k) et

~

[F(R)IP = G(k)F(k) = F(f % 9)(R),

par la Prop. 2.2. On a donc :

[17wFak = [ 77+ gk = 2m)%f  g(0),
par la Prop. 3.1. Puis on a :
(2m)4f * g(0) = (2m) fg(w ~ ) f(¥)dylo=o
= @0 [T )y = @) [ |f(y)Pdy O

La Prop. 4.1 permet d’étendre la transformation de Fourier de I’espace L'(R?) &
I'espace L?(R%).

Proposition 4.2 (Transformation de Fourier sur L?(R%)) Soit f € L?(R?). Po-
sons

filb) = [ e e flaya

Alors R R
Fih) = F (k) = lim T.(h)

existe et est appelée la transformée de Fourier de f.

La limite est & comprendre dans le sens L?, c’est & dire que :
/|f k)|?dk — 0 quand € — 0.

La transformation de Fourier étendue aux fonctions de I'espace L?(R?) possede en-
core les mémes propriétés.
5 Application a I’équation de la chaleur

L’équation de la chaleur est I’équation aux dérivées partielles suivante :

©) Gru(t,x) — Zlazu(t z) =0, dans R x RY,
u(O,m) = g(z) dans RZ.



La fonction u(t,x) représente la température au temps ¢ et au point z, la fonction
g(z) représente la distribution initiale de température. Dans d’autres situations, la
fonction wu(t, z) peut représenter une densité de particules.

On résout facilement cette équation en faisant la transformation de Fourier par-
tielle par rapport a = : on pose :

u(t, k) = / e RTy(t, z)dx.
R4
La fonction u(t, k) vérifie donc I’équation :

a(t, k) + Y1 k3(t, k) = 0, dans Rf x R{,
u(0,k) = g(k) dans RY.

La solution est évidemment :
at,k) = e Gk), k2= K2

On retrouve u(t,r) en appliquant F 1 :
u(t,z) = 2m)~ [ el@=v)k—tk? g () dydk

= [ Kz —y)g(y)dy = K * g(x)

Ky(z) = (2m) ¢ / olo ke~ th .

La fonction Ky(z) peut se calculer exactement, car c’est la transformée de Fourier
d’une Gaussienne. A l'aide de la formule (2.4), on obtient :

o) = (4m) =2 2,
ce qui donne finalement :

Proposition 5.1 La solution de l’équation de la chaleur (C) est donnée par :

R -y
u(t,z) = Tt e 9(y)dy.



Cette formule a plusieurs conséquences importantes :

-tout d’abord une température (exprimée en dégrés Kelvin), ou une densité sont
toujours positives. Comme la fonction K;(x) est positive, on voit que si g(z) est une
fonction positive, il en est de méme de la fonction u(t, x).

- si g € LY(R%), on obtient :

jut, z)] < (4mt)~4/2 / l9(v)ldy.

et donc la température en un point z fixé, décroit quand t — +oo comme %2

- Supposons que g(x) > 0 pour tout x et que g n’est pas identiquement nulle. Il
existe donc un point z° € R? avec g(z°) > 0. On en déduit que :

u(t,z) = (47rt)_d/2fe_(x_y)2/tg(y)dy
> (4rt) 2 f, oo g(y)dy > 0,

en choisissant € > 0 assez petit. En d’autres termes la température u(t, x) est stric-
tement positive en tout point x et pour tout temps ¢ > 0. L’interprétation physique
est que la chaleur se propage a vitesse infinie, contrairement a I’équation des ondes.

6 Application a I’équation de Schroedinger

En mécanique quantique, une particule dans R? est représentée par une fonction
d’onde, c’est a dire une fonction

Y: Ry xRY > (t,2) — o(t,z) € C,

telle que pour tout £ € R on a :

/ [o(t, z)2de = 1.
Rd

L’interprétation de la fonction d’onde est que l'intégrale :

/ () Pde
D

représente la probabilité P(D) de trouver la particule au temps ¢ dans le domaine
D c R%. Comme

/ p(t, 2)|Pdz < / (e, )Pz = 1,
D Rd



P(D) est bien inférieure & 1. La probabilité de trouver la particule dans R? est
évidemment 1, la probabilité de trouver la particule en un point z° fixé, est égale &

/ o(t, ) dz = 0.
{9}

On postule que la fonction d’onde (¢, x) est solution de I’équation de Schroedinger :
ih%@/)(t,x) + % Z‘f 8%1#(15,:6) =0, dans R; x RY,
¥(0,2) = g(x) dans R,

ou m est la masse de la particule et & est la constante de Planck. La fonction g est
la fonction d’onde a l'instant ¢t = 0, qui doit vérifier :

/ lga)2de = 1.
Rd

Par changement d’unités, on se ramene au cas ou h =m = 1.
Pour résoudre (5), on applique a nouveau la transformation de Fourier en z : on
pose :

~

Bltk) = [ e (e, a)de,
R4
et on voit que @(t, k) doit vérifier I’équation :
i29(t, k) — gt k) =0, dans R, x RY,
¥(0,k) = g(k) dans ]RZ,
La solution est évidemment :
Wt k) = e 25 (k),

et donc :

Y(t, ) = (2m)™" //ei(x_y)'k_ith/Qg(y)dydk‘.

D’autre part, en appliquant I’identié de Plancherel, on obtient :

Jpa [t @) Pda = (2m) 7 [ 92, k) Pk
= (2m) 7" [ [g(k)Pdk
= Jpalg(@)Pde =1.



La fonction (¢, x) est donc bien une fonction d’onde.
On peut montrer en étendant I'identité (2.4), que :

b(t, ) = (2imt) 2 / 20 g () dy. (6.1)

A nouveau cette formule explicite a plusieurs conséquences importantes :

- supposons que la fonction d’onde initiale g est & support dans une boule B(0, R),
c’est a dire que la particule est localisée a I'instant 0 dans la boule B(0, R). On a
donc :

it )| = (2imt) =12 / 2ty ()dy| < Ot 2 / o(y)ldy < C1#72.

Si D est une autre région bornée de ’espace, la probabilité de présence de la particule
au temps t dans D est :

P(D) = /D [(t, ) [Pdx < C1t‘d/Ddx = Oyt

La probabilité de présence de la particule dans une région bornée décroit donc quand
t — oo comme t~%, c’est & dire que la particule quantique s’échappe & l'infini.
- pour le méme type de condition initiale g, on peut montrer a I’aide de la formule
(6.1) que
Y(t,z) # 0, pour tout t > 0, = € R%.

Il en résulte que la probabilité de présence de la particule dans une région donnée
devient non nulle, pour tout temps ¢ > 0 arbitrairement petit. Comme 1’équation de
la chaleur, I’équation de Schroedinger exhibe le phénomene de propagation a vitesse
infinie.



