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1 Formes différentielles

1.1 Formes différentielles de degré 0

Soit D C R™, n = 2,3 un domaine borné.

Definition 1.1 Une forme différentielle de degré 0 sur D est simplement une fonc-
tion continue f : D — R.

On supposera souvent que la fonction f est réguliere (infiniment dérivable sur D).

1.2 Formes différentielles de degré 1

Definition 1.2 Une forme différentielle de degré 1 sur D est une expression de la

forme :
n

a= Z fi(x)dx;,

J=1

ot les fj sont des fonctions continues de D dans R.

On supposera souvent que les fonctions f; sont régulieres (infiniment dérivables sur
D).

Exemple 1.3 o = (23 +sinzy)dz) +e™ ~*2dzy est une forme différentielle de degré
1 sur R2.

a = cos(r179x2)dTy + (¥323 — 22)dTo + tg(T2w3)drs est une forme différentielle
de degré 1 sur R3.

Pour le moment il ne faut pas chercher a attacher de signification rigoureuse aux
symboles dx;. Il faut y penser comme a des ”éléments d’intégration”, un peu comme

dans les expressions fab f(z)dz.



1.3 Formes différentielles de degré 2

Definition 1.4 Une forme différentielle de degré 2 sur D est une expression de la
forme :

a= Z ijk(x)dxj A dzxg,

j=1 k=1

ou les fji sont des fonctions continues de D dans R.

On supposera souvent que les fonctions fj sont régulieres (infiniment dérivables sur
D).

Exemple 1.5
o = (23 coszy)dxy Adxy + (z3 — 2x129)d2s A das

est une forme différentielle de degré 2 sur R3.

1.4 Regles de calcul

On applique les regles de calcul suivantes pour les symboles dx; et A, analogues
a celles du produit vectoriel de deux vecteurs :

dz; Adx; =0, 1 <i<n,
dz; Adx; = —dzj Adw;, 1 <14,5 <n.
On a donc par exemple :
dzo Adxe =0, dzo A daxy = —dzy A dag, ete.

En appliquant ces regles on peut simplifier les expressions d’une forme. Par
exemple si n = 2 et « est une forme de degé 2, on a :

a=fr1(z)dzy Adzy + fra(z)dzy Adze + for(z)dze A dzy + foo(x)dzg A dzo

(fi2(z) = for(x))dz1 Adae = (for(x) — fi2(z))dzs A day
= glg(x)d:nl A d.TQ,

pour gio = fi2 — fo1. Il suffit d’appliquer mécaniquement les regles doy A dxy =
dzo ANdxo =0, et dzo Adxy = —dxqy A das.



De méme si n = 3 et o est une forme de degré 2, on a :
a= fii(x)dz; Adzy + fiz(z)dzy Adze + fis(x)dz; A des
+fo1(z)dag A dxy + foo(z)das A das + foz(z)das A das
+f31(z)das A dxy + fao(z)das A das + faz(z)das A dxg
= (fi2(z) = far(z))dzr Adao + (fas(@) — fa2(x))dwa A des + (fa1(z) — fis(z))das Adzy
= gi2(z)dr1 Adzg + gos(w)dz2 A das + gs1(z
en appliquant les regles :
dzy Adxy = dao Adas = dag Adzs =0,
dzo Adaxy = —dxy Adae, dzg Adaxy = —dxy Adas, deg Adae = —dxo Adxg

Remarque 1.6 [l est utile de prendre [’habitude d’écrire les formes de degré 2 en
utilisant uniquement les symboles

dxy A dao, dao Adxs et deg A dz;.

Les indices de chaque symbole s’obtiennent a partir de ceuxr du précédent par la
permutation circulaire :
1—-2,2—-3, 3—1.

1.5 Comment comprendre la notion de degré

Le degré d’une forme différentielle correspond a la puissance des ”d” qui figurent
dans son expression : une forme de degré 0 est une fonction, qui n’a pas de ”d” dans
son expression. Une forme de degré 1 contient des dz;, une forme de degré 2 contient
des dz; A dx;.

Une autre maniere de comprendre le degré est la suivante : il est naturel de
dire qu'une courbe dans R? ou dans R? est un espace de dimension 1 (il suffit
d’un parametre pour décrire les points sur la courbe), et q’une surface dans R? (un
domaine dans R?) est un espace de dimension 2 (il faut deux parameétres pour décrire
les points sur une surface).

Si on suit ce point de vue, un point dans R? ou dans R? est un espace de dimension
0. Si je me donne maintenant une fonction f (une forme de degré 0) , la chose la
plus simple que je puisse faire avec c’est d’évaluer sa valeur en un point, ce que je
peux comprendre comme ”intégrer la fonction f sur un espace de dimension 0.

Les formes de degré 1 sont de méme des objets destinés a étre intégrées sur des
courbes, les formes de degré 2 sont destinées a étre intégrées sur des surfaces. En
d’autres termes :

une forme différentielle de degré d sera intégrée sur un espace de dimension d.

Une forme différentielle de degré d sera souvent simplement appelée une d— forme.



1.6 Formes différentielles de degré 3

Passons maintenant aux formes de degré 3. La définition naturelle serait qu’une
forme de degré 3 est une expression de la forme :

o= i i i fijr(x)dz; A daj A day,
i=1 j=1 k=1

ou les f;;, sont des fonctions de D dans R. Supposons que n = 2. En appliquant
mécaniquement les regles on voit que

dz; Adx; A dxy, = 0, pour tout triplet 4, j, k.

En effet on a forcément une répétition parmi les trois indices i, j, k, et donc par
exemple :

dzy Adaxo Adx; = —dxy Adzy Adae =0, car dey Adzy =0.

La conclusion est que les formes de degré 3 dans R? sont toutes nulles.

C’est aussi évident en considérant 'interprétation du degré donné plus haut :
une forme de degré 3 doit étre intégrée sur un espace de dimension 3 (un volume),
et il n’existe pas de volume dans R?.

Par contre il existe des formes de degré 3 dans R3, définies ainsi :

Definition 1.7 Une forme différentielle de degré 3 dans un domaine D C R? est

une erpression :
3 3 3
a=) > > fux(@)dzi Aduj Aday,
i=1 j=1 k=1

ou les fijr sont des fonctions continues de D dans R.

Si on applique a nouveau les régles de calcul, on voit que dx; A dz; A dxy = 0 sauf
si les trois indices i, j, k sont distincts. On a aussi :

dzoAdxiAdrg = —dxiAdraAdzs, desAdriAdry = —dxiAdzsAdrs = dzyAdaxsAdxg ete,
et donc toute forme de degré 3 dans R? peut d’écrire sous la forme :
a = gig3(x)dz1 A dzo A das,

pour une fonction gio3.



2 Intégrale d’une 1—forme sur d’un arc orienté

Definition 2.1 Soit 7 un arc orienté dans R?, (c’est @ dire une courbe dans R?
munie d'un sens de parcours) et a = fi(x)dx1 + fo(x)dze une 1—forme dans RZ.

On définit Uintégrale de o le long de CY\V de la maniere suivante :

on choisit un paramétrage de f’; :
[a,b] St z(t) = (z1(t), z2(t))

m
compatible avec lorientation de Y. On pose :

b
A o= / Fi (21 (8), 22 (D) () + fala (£), ma(0) 2 (£)dt.

On peut retenir les regles mnémotechniques suivantes :
1) on écrit

ﬂaz ﬂfl(x)dxl + fo(x)dxs,
¥ v

2) le long de ny’ on remplace x = (z1, z2) par z(t) = (z1(t), z2(t)), et dz; par %dt,
c’est a dire par xjt()dt.

3) on inteégre 'expression obtenue de a a b.

Remarque 2.2 On voit que [~ fi(x)dxy + fo(x)dxo est égal a la circulation le long
Y

)= (10 )

On déduit de cette remarque que ff[}\/« « est indépendant du choix du paramétrage,

de ny du champ de vecteurs

tant qu’il est compatible avec 'orientation. De plus on a :

/a———/a.
) m
Y Y

On peut aussi définir I'intégrale d’une 1—forme sur un arc orienté dans R3. Les
arcs orientés dans R3 sont définis exactement de la méme maniere que dans R? : on
fixe une fonction :

[a,b] 3t — z(t) = (z1(t), za(t), z3(t)) € R?



de classe C1. L’ensemble
C ={xz(t)| t € [a,b]} C R3

est une courbe (ou un arc géométrique) tracée dans R3. Si on choisit un sens de
m
parcours sur C, on obtient un arc orienté, noté encore Y. Un paramétrage [a,b] >

t — x(t) est compatible avec I'orentation de CY\, si z(t) parcourt 5 dans le sens de la
fleche quand t varie de a a b.

Definition 2.3 Soit 7 un arc orienté dans R3, et a = fi(z)dry + fo(z)dze +

f3(x)das une 1—forme dans R3. On définit l'intégrale de o le long de FV\V de la maniére
susvante : .
on choisit un paramétrage de ¥ :

[a,b] ot x(t) = (x1(t), z2(t), z3(t))

m
compatible avec orientation de Y. On pose :

b
A o= / Fr (@) () + Fa((t))h(t) + fala()ah(t)dt.

A nouveau l'inégrale est indépendante du paramétrage, tant qu’il reste compatible
avec l'orientation.

3 Intégrale d’une 2—forme sur une surface

On commence par le cas de R2. Dans R? une surface est simplement un domaine
D C R?. On a vu plus haut que dans R?, une 2—forme est toujours une expression

a = gia(z)dxy A dxe.

Definition 3.1 Soit D C R? un domaine de R?, et a = gio(x)dzy A dzy une
2—forme sur D. On définit l'intégrale de o sur D par :

//Da:://Dg(fL’l»ﬂa)dxldxg.

La regle mnémotechnique est tres simple : on remplace simplement dxy A daxo par
d:z:ldxg.

Remarque 3.2 Attention comme daxo A dxy = —dxz1 A das, le symbole daxo A day
devient —dz1dxe quand on calcule Uintégrale d’une 2—forme dans R2.



Passons maintenant au cas des 2—formes dans R3.

Definition 3.3 Soit S C R3 une surface orientée, c’est a dire une surface dans R3
avec un choix continu d’un vecteur normal unitaire. Soit

a = fio(x)dzy Adxs + foz(x)dxs A dazs + f31(x)des A day

une 2—forme définie dans un voisinage de S. On définit l'intégrale de o sur S de la
maniére suivante :

1) on choisit un paramétrage de S :
Q3 (t,5) = a(t,s) = (21(t, 5), 22(1, 8), w3(L, 5)) € R,

Q étant un domaine de R? (domaine des paramétres (t,s)), compatible avec l’orien-
tation de S. On rappelle que ceci signifie que le choix du vecteur normal a S est
donné par :

. Ox ox
v(t,s) = E(t, s) A g(t, s)

ou ici le symbole N désigne le produit vectoriel de deuz vecteurs de R3.
2) on remplace dans ’expression de « :

fij(@)  — fij(x(t, s)),
dzq %(t, s)dt + %(t, s)ds,
t,s)dt + %(t, s)ds,

(
93 (1, s)dt + 225(t, s)ds.

—
dl’g —>%
t

dl‘g

3) on applique les régles de calcul de la sous-section 1.4 a l'expression ainsi obtenue,
c’est a dire qu’on utilise

dtAdt =0, dsAds=0, ds Adt = —dt Ads.

On a donc remplacé o par :
F(t,s)dt Ads

pour une certaine fonction F.

4) On définit alors :
//a:://F(t,s)dtds.
S Q



Exemple 3.4 Donnons quelques exemples de calcul de la fonction F(t,s) : Sia =
f(x)dzq A dxa, on remplace « par :

Fa(t, ) (3;1@, 9225 - 22, s@;w,s)) at A ds,

Si o = f(x)dxs A dxq, on remplace o par :

81'13 % 6951 81'3

f(x(t,s)) (at(t, s) P (t,s) — E(t’ s)g(t, s)> dt A ds,

Si o = f(x)dxa A dxs, on remplace o par :

02, 973 03 ) 0%2

f(z(t,s)) (at(t, s) s (t,s) — E@’ s) Ep (t,s)) dt A ds.

4 Intégrale d’une 3—forme sur un volume

Comme les 3—formes sont nulles dans R?, on ne peut intégrer une 3—forme que
sur un domaine (volume) de R3.

Definition 4.1 Soit D C R? un domaine et o une 3—forme sur D. On a vu que «
s’écrit sous la forme :
o= f123($)d$1 A dxo A dxs.

///Da:_///Df123(x17$2,$3)d$1d1‘2dx3,

Comme pour I'intégrale d'une 2—forme dans R?, la régle est tres simple : on remplace
simplement le symbole dxi A dxzo A dzs par dridzodes.

On pose alors :

5 Différentielle extérieure

On définit maintenant une opération notée d, qui transforme une forme de degré
k en une forme de degré k + 1. Cette opération, qui est une sorte de dérivation,
s’appelle la différentielle extérieure.

Une forme différentielle o est dite de classe C* si les fonctions figurant dans son
expression sont de classe C*.

On commence par le cas des formes de degré 0, c’est a dire des fonctions.



Definition 5.1 Soit f : D — R une fonction de classe C*. On pose :

oy,
df = z; &fi (z)dz;.

La forme df est donc une forme de dégré 1.
Exemple 5.2 en dimension 2, si f(z1,72) = sin(x123), on a :
df = 23 cos(x173)dxy + 27172 cos(z123)dzs.
Pour illustrer comme cette notation est naturelle, montrons l’identité suivante :
dz; = dwz; !
En effet on peux considérer le symbole z; comme représentant la fonction

f:R" - R,
(x1,...,Tn) = xj,

de méme que sur R on note par z la fonction £ — z. Si on calcule les dérivées
partielles de cette fonction f, on trouve :

of | 1sii=yj,
axi(m)_{ 0 si i # j.
On a donc :
df = dz;, c’est a dire dz; = dz;.

Passons maintenant aux formes de degré 1.

Definition 5.3 Soit .
a= Z fi(x)dz;
i=1

une forme de degré 1 supposée de classe C' (c’est a dire que les fonctions f; sont
de classe C*). On pose alors :

da = znjdfz A dx;,

=1

qui est une forme de degré 2.



Exemple 5.4 sin=2 et :
a = fi(z)dzy + fo(z)dzs,

on a :
da = g—ﬁ(x)dzl ANdzy + %(l‘)dl‘z A dzxy

+%($)d$1 Adxg + %(m)d@ A dxo
- (%(x) - ng(JU)) dzy A dzg,

en appliquant les regles de calcul.

Exemple 5.5 sin =3 et :
a = fi(z)dzy + fo(x)des + f3(z)dzs,
on a .
da = 0 (z)dwy Adey + §8 (2)dwy A dey + 58 (2)das A day
+52 (2)day A dwy + 52 (2)day A dwp + G2 (2)day A day
+58 (2)day A das + S (2)dwg A dag + 9 (x)ds A das
= (3@ - P2 @) doy nday

+ <%(g;) — %(Jz)> dxo A dxs

0x2 O3
) af:
+ (52 @ - $8 @) das A dan.

11 est absolument inutile (et méme fortement déconseillé) de retenir ces formules par
coeur, il suffit de savoir appliquer les regles de calcul.
Regardons finalement le cas des formes de degré 2.

Definition 5.6 Soit

une forme de degré 2 supposée de classe C* (c’est a dire que les fonctions f;; sont
de classe C1). On pose alors :

n

da = Zzn:dfij Adwx; A daj,

i=1 j=1

qui est une forme de degré 3.
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Comme toutes les formes de degré 3 dans R? sont nulles on a :
Lemme 5.7 Dans R? on a :
da =0 si a est une forme de degré 2.

En dimension 3, 'application mécanique des regles de calcul donne le résultat sui-
vant :
si
o= flg(l‘)dibl Adzg + f23(£€)d$2 Adxs + f31 (x)dxg Adxq,

alors

0 f12
+ 8903

_ ([ 9fa3 Jf31
da = <6m1 (x) + Do (z)

A nouveau ne pas retenir cette formule.

(ac)) dz1 A dze A dzs.

6 Formules de Green-Riemann pour les 0—formes

&%
Soit f : R™ — R une fonction de classe C', n = 2,3, et 7 un arc orienté. Quand

le parametre ¢ parcourt [a, b], le point x(t) parcourt rv\v de A vers B (voir Fig. 1). Si
./(V.B
Y

m
FIGURE 1 — l’arc orienté 7Y

on calcule la 1—forme df, on obtient :

et



Ceci n’est pas surprenant car f;; df est égal a la circulation du champ de vecteurs

V; f le long de KV\V et donc a la variation de f entre B et A.
Le méme résultat est vrai dans R?. On a donc :

Théoréme 6.1 (Formule de Green-Riemann pour les 0-formes) Soit v =
N

AB un arc orienté dans R™, n = 2,3 et f une fonction de classe C' au voisinage
m
de 7v. Alors :

[ af=1m) - s,

5

La version de ce théoreme exprimée a I'aide des champs de vecteurs est :
Cire(Vf, AB) = f(B) — f(A),

m
pour A, B deux points dans R™ et AB un arc orienté allant de A a B.

7 Formule de Green-Riemann pour les 1—formes

7.1 Le cas dans R?

Soit D C R? un domaine borné et D son bord, qui est une courbe fermée.
On suppose le bord orienté par D, c’est a dire que quand on parcourt 0D dans
le sens de la fleche, le domaine D reste a gauche. (voir Fig. 2). Il peut arriver que

_ D

FIGURE 2 — le domaine D et son bord orienté 9D

le domaine D ait des trous, dans ce cas le bord de D est la réunion de plusieurs

courbes fermées. On applique alors la méme convention pour orienter chaque courbe
(voir Fig. 3).

Théoréme 7.1 (Formule de Green-Riemann pour les 1—formes) Soit o une
1—forme de classe C* définie au voisinage du domaine D C R?. On a :

Lo =S g
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ab

FIGURE 3 — le domaine D et son bord orienté 9D

De manieére plus concréte :

af2 o0f1
- fi(x)dzy + fo(x)drs = // axl a_a:delde’
ou encore : 8 8P
Pdz + Q(x / / 9Q _ 0P 4 ay.
oD 0y

7.2 Lecasn=3

Regardons maintenant le cas n = 3. On se donne une surface orientée S dans R3.
Le bord 0S5 de S est une courbe fermée. On oriente 9.5 de maniére compatible avec
l'orientation de S (voir Fig. 4.) On se donne une 1—forme a de classe C! définie au
voisinage de S.

FIGURE 4 — la surface S et son bord orienté 0.5

Théoréme 7.2 (Formule de Green-Riemann pour les 1—formes) Soit o une
1—forme de classe C* définie au voisinage de la surface S C R3. On a :

Juo= ] Jte
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8 Formules de Green pour les 2—formes

On se place en dimension 3. Soit D C R? un domaine (volume) borné. Son bord
0D est une surface fermée. On suppose que 9D est orienté par D, c’est & dire que
le vecteur normal en un point de 9D pointe vers [’extérieur de D (voir Fig. 5).

D

o

FIGURE 5 — le domaine D et son bord orienté 9D

Théoréme 8.1 (Formule de Green-Riemann pour les 2—formes) Soit o une
2—forme de classe Cdéfinie au voisinage du domaine D C R3. On a :

Lo =) ),

9 Formules de Green-Riemann dans le language des champs
de vecteurs

9.1 Identifications

On suppose dans cette section que n = 3. On fixe les identifications suivantes :
- on identifie une 0—forme (une fonction) avec elle méme.
- on identifie une 1—forme

a=fi (:c)d:cl + fz(x)dxg + f3(w)dx3,

avec le champ de vecteurs :

- on identifie une 2—forme :

a = fio(z)dz1 Adze + fo3(x)dze Adas + fa1(z)des A day,

14



avec le champ de vecteurs :

fas(z)
’17(1‘) = fgl(l‘) . (9.2)
fra(z)

- on identifie une 3—forme :
o= flgg(l')dxl Adzo A dxs

avec la fonction

xr — flgg(l'). (93)

9.2 Divergence et rotationnel

Sur les champs de vecteurs il existe deux opérations naturelles, la divergence et

le rotationnel. Si
vy (z)
x—U(x) = vo(x)
v3(x)

est un champ de vecteurs de classe C1, la divergence de ¥ est donnée par :

3

div(x) = Z g::z (x),

i=1

qui est une fonction R? — R. On utilise aussi souvent la notation naturelle
divd =: V - 0,

ou il faut comprendre le symbole V comme le ’vecteur’ d’opérateurs de dérivées

partielles :
9z1
— | o
V= 0T
9
oxs3

Le rotationnel de U est donné par :

rotd(e) = | 98 (x) - () |,

15



qui est un champ de vecteurs sur R3. Le notation naturelle correspondante est :
rotd =: V AU,

ou le symbole A désigne ici le produit vectoriel des deux vecteurs V et .
On vérifie alors facilement les propriétés suivantes :

Proposition 9.1 1. Soit f : R3 — R une fonction de classe C'. Alors le champ
de vecteurs associé a la 1—forme df par (9.1) est égal a Vf.

2. Soit a est une 1—forme de classe C et ¥ le champ de vecteurs associé a o par
(9.1). Alors le champ de vecteurs associé a la 2—forme da par (9.2) est égal
a rotd.

3. Soit o une 2—forme de classe C* et T le champ de vecteurs associé & o par
(9.2). Alors la fonction associée a la 3—forme da par (9.3) est égale a divv.

On obtient alors les versions suivantes des formules de Green-Riemann :

Proposition 9.2 Soit S une surface orientée dans R® et 0S son bord orienté par
S. Soit T un champ de vecteurs de classe C'. Alors on a

Cire(v,dS) = //rotz‘f‘ﬁdQS,
S

ou U est le champ de vecteurs normal unitaire a S.

//w-ﬁd2S
S

ou W est un champ de vecteurs s’appelle le flur du champ de vecteurs w & travers la
surface (orientée) S.

Une intégrale :

Proposition 9.3 Soit D un volume dans R3 et 0D le bord de D, orienté par D.
Soit 7 un champ de vecteurs de classe C. Alors on a :

// 17-ﬁd25—///div17d3x.
oD D
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