
Examen de rattrapage de Mathématiques S3PC
Durée 3 heures. Documents et calculatrices interdits

Le Mercredi 18 Juin 2008.

barême indicatif: 6, 8, 6.

Exercice 1. Pour a P R on note par Ta : R2 Ñ R2 l'application linéaire donnée par la matrice :

Ma �

�
pa2 � a� 1q pa� 1q
�pa2 � aq �a

�

1) Déterminer en fonction du paramètre a les valeurs propres de Ta.

2) Déterminer pour quelles valeurs de a la matrice Ma est diagonalisable.

3) On considère le système d'équations di�érentielles :

pSq

#
x1

1ptq � pa2 � a� 1qx1ptq � pa� 1qx2ptq

x1
2ptq � �pa2 � aqx1ptq � ax2ptq.

Déterminer toutes les solutions de pSq pour a � 2.

4) Déterminer toutes les solutions de pSq pour a � 1.

Exercice 2. Soit f : R2 Ñ R la fonction de deux variables réelles dé�nie par :

fpx, yq � x3 � 3xp1 � y2q.

1) Calculer les dérivées partielles Bf
Bx px, yq et

Bf
By fpx, yq et déterminer les points critiques de f .

2) Calculer la matrice des dérivées secondes :�
B2f
Bx2

B2f
BxBy

B2f
ByBx

B2f
By2

�
px, yq

et déterminer la nature des points critiques trouvés en 1).

3) On considère maintenant la restriction de la fonction f au disque unité D :

D � tpx, yq P R2| x2 � y2 ¤ 1u,

et on note S le cercle unité :

S � tpx, yq P R2| x2 � y2 � 1u.

On admettra que f possède un maximum M et un minimum m sur D, c'est à dire qu'il existe

deux points px0, y0q et px1, y1q dans D tels que :

m � fpx0, y0q ¤ fpx, yq ¤ fpx1, y1q �M, pour tout px, yq P D.

Montrer que les deux points px0, y0q et px1, y1q doivent appartenir à S.
Indication : on pourra raisonner par l'absurde en remarquant que si le point px0, y0q ou px1, y1q

n'appartient pas à S, c'est un extremum local de la fonction f .



4) On déduit du point 3) que m et M sont aussi le minimum et maximum de la restriction de f
au cercle unité S. En écrivant S � tpcos t, sin tq| t P r0, 2πsu et en considérant la fonction

gptq � cos3 t� 3 cos tp1 � sin2 tq,

déterminer les valeurs de m et M .

Exercice 3. Soit D le domaine de R2 dé�ni par :

D � tpx1, x2q| 0 ¤ x1 ¤ 1, |x2| ¤ x1p1 � x2
1q

1
2 u.

1) Dessiner le domaine D.

2) On note par
ñ

γ le bord de D, orienté par D. Montrer que l'arc paramétré :

r�π{2, π{2s Q t ÞÑ xptq � pcos t, sin t cos tq P R2

est une paramétrisation de
ñ

γ compatible avec son orientation.

3) On considère la forme di�érentielle :

α � �x2dx1.

Calculer »
ñ

γ
α.

4) En utilisant le théorème de Green-Riemann calculer l'aire de D.


