Corrigé du partiel n° 1 du 9 Octobre 2009

Exercice 1. On utilise ledl de In(14+z) en 2 =0 :

2

In(l+z)=z— % + O(2%), quand z — 0.
On en déduit que :
Uy, = 7(_1)71 - + O(n_go‘) =:v, +w
n — na 2n2a - n nsy

(="
avec v, = ~—z—.
La série ) v, est une série alternée (on ’a vu en cours) donc convergente pour tout a > 0.

D’autre part on a

1
In2a
donc w, =~ _Qn%’ quand n — oo. La série ) —QR% est & termes négatifs, elle converge si et
seulement si 2« > 1. Par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs (ou négatifs),
on en déduit que la série Y w,, converge si et seulement si 2a > 1. On conclut que la série Y uy,
converge si et seulement si 2o > 1.

+0(n~3)

Wp =

Exercice 2. Comme dans l'exercice précédent, on écrit un dl de (1 + x)% en 0 :

ce qui donne :
-1" 1 _
Up = (2\/% f@wLO(n 32) =: v, + wn,
=nr

pour v, = 5o La série > vy, est une série alternée donc convergente. Comme

_ 1 —3/2
Wn =~ +O0(n=77)

on voit que w, =~ —%, donc > w, est divergente, car son terme général est équivalent a celui

d’une série de signe constant divergente. La série Y u,, est donc divergente.

Exercice 3. Pour la premiére série on utilise le critére de d’Alembert et on considére

Upt+1 _ 2.4.6..2n.(2n+2) n"
Un - 2.4.6..2n (n+1)ntT
_ 2n+2 ( n+1 )—n
- n+1 n

— ze—nln(l—l-l/n) )

Comme In(1 4+ z) ~ x quand = — 0, on voit que —nlIn(1 + 1/n) tend vers —1 quand n — oo et
donc
lim Untl _ 2¢ 1.
n—0o0 Uy
Comme 2 < e, la série Y u, est convergente par le critére de d’Alembert.
Pour la deuxiéme série on utilise le critére de Cauchy et on considére :

|un|% = logn X N~ log(n)/n — IOg ne—(logn)Q/n‘



Comme (logn)?/n — 0 quand n — oo, on voit que e~18™°/7 _, 1 et donc ]un]% — +o00. La
série est donc divergente par le critére de Cauchy.

Exercice 4. 1) on rappelle que pour des séries & termes positifs, la convergence est équivalente

au fait que la suite des sommes partielles est bornée. On pose v, = /upunt1. En appliquant
Cauchy-Schwarz pour ay = \/ug, by = \/ur+1, on obtient que :

n n 1 n
Ty = Zk:o v < (Zkzo ug)?2 (Zk:o Uk+1)
n 1 n 1
< (Zk:o uy)2 (Zkié Ug) 2

1 1

= (Sn) 2 (Sn+1)§ )

[NIES

ot S, = Y p_ouk est la suite des sommes partielles de la série Y u,. Comme la suite (Sy)nen
est bornée, il en est de méme pour la suite (73,), ce qui montre le résultat.

2)on a:
1 .
m, pour n pair,
VUplUnt1 = 1 . .
ﬁ7 pour n 1mpailr.
n n

On en déduit que
1
VU1 32 quand n — oo,

et donc la série > \/unun+1 est convergente. Par contre la série ) u, est divergente. En effet,
elle est & termes positifs, et la série ) ugpi1 des termes d’ordre impair est convergente, la série
> ugp des termes d’ordre pair est divergente.



