Examen de Mathématiques (S3 PMCP) n° 1

Durée 3h. Documents et calculatrices interdits

Le 15 Décembre 2008.

baréme indicatif: 4 , 6, 6 ,4

Exercice 1. Soit (f,)nen la suite de fonctions f,, : RT — R définies par :
Ll, six > 0,
fulw) = § (na)?
0six=0.
oull<a<l

1) Etudier en fonction de la valeur du paramétre « la convergence simple de la suite (f,,)nen sur
RT.

2) Montrer que la suite (f,)neN ne converge pas uniformément sur R™ vers une fonction f.

3) Soit 0 < a < b. Etudier en fonction de la valeur du paramétre « la convergence uniforme sur
[a, b] de la suite (fp)neN-

Exercice 2. Soit g : [0, +oo[— R la fonction

On considére la série de fonctions ), u, ol

1
Up, : [0, +00[3 & — up(z) = ﬁg(nac)

1) Montrer que ), - u, converge simplement sur [0, +oo[. On posera :
+o0o
f@) =) un(a).
n=1

2
3

) Montrer que f est continue sur [0, 4o00].
) Montrer que f est dérivable sur |0, +oo].

4) Vérifier que la fonction % :]0, +o00[— R est décroissante et en déduire pour tout x > 0

I’encadrement : .
+o00 By +o00
g(tx) g(tz)
/2 2 dt < 7;2 up(z) < /1 2 dt.

Exercice 3.

Soit pour n > 1 la fonction w,, :] — 1,1[— R définie par :

up(x) = Em” sin(nx).

1) Montrer que la série | - u, converge sur | — 1, 1 vers une fonction continue f :] —1,1[— R.



2) Montrer que la fonction f est de classe C* sur | — 1,1] et exprimer la fonction f’ en termes
de fonctions usuelles.
Indication : on pourra utiliser la formule :

Za” = a(1 —a)™ !, valable pour |a| < 1.
n>1

Exercice 4. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

1) Zn!Z"Q,

n>0
2) Z anz",
n>0
ou
agp = a”, agpy1 = 0", pour 0 < a < b.



