Examen de rattrapage de Mathématiques (S3 PMCP)

Durée 3h. Documents et calculatrices interdits

Le 11 Juin 2007.

baréme indicatif: 3;4 ;4 ;4 ;9

Exercice 1. Soit pour o, 3 € R :

Up = vVn+avn+1+6vVn+2.

1) Déterminer pour quelles valeurs de a, § la série ) u, converge.

2) Dans le cas ou ), u, converge , calculer sa somme.

Exercice 2. Soit (up)nen la suite de fonctions

X

n 0, +ool> @ = un(2) = s

1) Montrer que la série de fonctions -, un converge simplement sur ]0, +oo[. On pose

Zun €0, +o0|.

2) Montrer que f est continue et dérivable sur ]0, 4+o00].

3) Montrer qu’il existe Cy > 0 tel que :
1
’f(l’)—EISCo, V 0<z<<l1.

4) En déduire un équivalent de f(z) quand z — 0%.

Exercice 3. Montrer la convergence de l'intégrale
/ \/— (1— :132 3/2

Exercice 4.
1) Soit g : Rt — R une fonction continue bornée sur R*. Soit @ > 0 un réel strictement
positif. Montrer que pour tout x > 0 'intégrale :

I(z) = / T eat)

xt?

est convergente.
2) On suppose qu'il existe une constante C' > 0 telle que :

g(t) —t| < Ct*, Vte[0,1].



En déduire qu’il existe une constante C7 > 0 telle que :
1
s
|/ &st—i—lnd <Cp VO0<e<l.
s

€
3) Montrer qu’il existe une constante Cy > 0 telle que

[I(z) +Inz|<Cy, VO<z<al
Indication : poser xt = s dans lintégrale définissant I(x) et couper l’intégrale en deux parties.

Exercice 5. Soit g : [0, +00[— R la fonction

On considere la série de fonctions ), -, uy ol

1
Up, : [0, +00[3 & — up(z) = mg(naﬁ)

1) Montrer que anl u, converge simplement sur [0, +00[. On posera :

+oo
f(z) =) un(@).
n=1

2) Montrer que f est continue sur [0, +o0].

3) Montrer que f est dérivable sur |0, +o0].

4) Vérifier que la fonction 9t) :]0,+00[— R est décroissante et en déduire pour tout z > 0

t2
I’encadrement : .
o0
[y ) e
9 xt? T T xt?

5) En utilisant 'exercice prédédent, montrer qu’il existe deux constantes C7,Cy > 0 telles que
pour0<x<%,onait:

“+oo
(—lna:—i—CﬁﬁZ < (=lnz+ Cy).
n=2

x

6) En déduire que la fonction f n’est pas dérivable a droite en 0.



