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On se propose ici de démontrer le théorème suivant.

Théorème. Soit f : N→ R≥0 une fonction. Alors

(i) Si ∑n f(q) diverge et si (qf(q)) est décroissante, alors pour presque tout x ∈ [0, 1],
il existe une infinité de couples d’entiers (p, q) ∈ N2

≥1 tels que∣∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣∣ < f(q)
q
. (1)

(ii) Si ∑n f(q) converge, alors pour presque tout x ∈ [0, 1], le nombre de couples (p, q)
vérifiant (1) est fini.

Échauffement
1. (a) Pour tout q ∈ N≥1, on note Aq ⊂ [0, 1] l’ensemble des x ∈ [0, 1] tels que (1)

est vraie pour un p ∈ N. Montrer que `(Aq) ≤ 2f(q), où ` est la mesure de
Lebesgue.

(b) Montrer le second point du Théorème.

Développement en fractions continues
Dans tout ce qui suit, I désigne l’intervalle [0, 1]. Pour tout x ∈ R on notera [x] sa
partie entière et {x} sa partie fractionnaire, i.e.

x = [x] + {x}, [x] ∈ N, {x} ∈ [0, 1).

On définit deux applications a : I → N≥1 ∪ {∞} et T : I → I par a(0) =∞, T (0) = 0
et

a(x) = [1/x] , T (x) = {1/x} , x 6= 0.
Pour tout x ∈ I et n ∈ N≥1, on notera

an(x) = a(T n−1(x)).
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Enfin pour toute séquence (a1, . . . , am) ∈ (N≥1 ∪ {∞})m et t ∈ [0, 1) on notera

[a1, . . . , am; t] = 1

a1 + 1

a2 + 1

· · ·+ 1
am + t

,

et [a1, . . . , am] = [a1, . . . , am; 0].

2. Montrer que pour tout m ≥ 1 et tout x ∈ I on a

x = [a1(x), . . . , am(x);Tm(x)] .

3. Montrer que x ∈ I est rationnel si et seulement si il existe n ≥ 1 tel que T n(x) = 0.

Soit x ∈ I \Q. On définit les suites d’entiers (pn(x))n≥−1, (qn(x))n≥−1, par p−1(x) =
q0(x) = 1, p0(x) = q−1(x) = 0 et

pn(x) = an(x)pn−1(x) + pn−2(x), qn(x) = an(x)qn−1(x) + qn−2(x), n ≥ 1.

Si x ∈ Q, on définit de même les nombres pn(x) et qn(x) pour tout n tel que
n < n(x) = min{m ≥ 1, Tm(x) = 0}.

Dans la suite on fixe x ∈ I et 1 ≤ n < n(x).

4. (a) Montrer que pn−1(x)qn(x)− pn(x)qn−1(x) = (−1)n.

(b) Montrer que

[a1(x) : . . . , an(x); t] = pn(x) + tpn−1(x)
qn(x) + tqn−1(x) , t ∈ [0, 1).

(c) En déduire que

1
qn(x)(qn(x) + qn+1(x)) ≤

∣∣∣∣∣x− pn(x)
qn(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
qn(x)qn+1(x) .

5. Montrer que ∣∣∣∣∣log x

pn(x)/qn(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2n−2 .

La mesure de Gauss
On note µ la mesure de Gauss, c’est-à-dire la mesure sur I de densité

dµ(x) = 1
log 2

d`(x)
1 + x

,

où ` est la mesure de Lebesgue sur I.
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6. Montrer que T préserve la mesure de Gauss.

Pour a1, . . . am ∈ N≥1 , on notera

Ia1,...,am = {x ∈ I, aj(x) = aj, j = 1, . . . ,m} .

7. (a) Montrer que Ia1,...am est l’image de [0, 1) par l’application ψa1,...,am définie
par

ψa1,...,am(t) = [a1, . . . , am; t], t ∈ [0, 1).

(b) Montrer que ψa1,...,am(t) = pm + tpm−1

qm + tqm−1
, où (pk) et (qk) sont définies par

récurrence en terme des ak comme dans la partie précédente.

(c) Montrer que `(Ia1,...,am) = 1
qn(qn + qn−1)

.

(d) Montrer que la classe {Ia1,...,am , m ∈ N≥1, a1, . . . , am ∈ N≥1}∪{I} engendre
la tribu des boréliens sur I.

8. Montrer que pour tout intervalle J = [x, y) ⊂ I et tous a1, . . . , am ∈ N≥1, on a

1
2`(J) ≤ `(T−m(J) ∩ Ia1,...,am)

`(Ia1,...,am) ≤ 2`(J).

9. Montrer que µ est ergodique pour T .

Applications aux approximations diophantiennes
10. Montrer que pour tout x ∈ I \Q et tout n ≥ 1

1
qn(x) =

n∏
k=1

[ak(x), . . . , an(x)].

11. En déduire que pour tout x ∈ I \Q, on a

1
n

log 1
qn(x) = 1

n

n∑
k=1

log T k−1(x) +O
( 1
n

)
, n→ +∞.

12. En déduire que, pour presque tout x de I,

lim
n→∞

1
n

log
∣∣∣∣∣x− pn(x)

qn(x)

∣∣∣∣∣ = − π2

6 log 2 .

Pour toute suite a = (an)n≥1 de réels strictement positifs, on note

A(a) =
{
x ∈ I, #{n ∈ N≥1, an(x) > an} < +∞

}
.

13. (a) Montrer que si ∑ 1/an converge alors µ(A(a)) = 1.
(b) Montrer que si ∑ 1/an diverge alors µ(A(a)) = 0.
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Dans la suite, on se donne f : N→ R≥0 une fonction.

14. On suppose dans cette question que∑ f(q) diverge et que (qf(q)) est décroissante,
et on note ϕ(n) = 4nf(4n) pour tout n ≥ 1.

(a) Montrer que pour presque tout x ∈ I, on a

ϕ(n) ≤ qn(x)f(qn(x)),

sauf pour un nombre fini de valeurs de n ∈ N≥1.

(b) Montrer le point (i) du Théorème.
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