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SYSTEMES DYNAMIQUES
Feuille d’exercices 10

Exercice 1. Moyennes de Birkhoff pour les permutations

On a pour tout x € X tel que o%(z) = x avec d > 0 minimal, en notant n = df,,+r, avec 1, < d
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Exercice 2. Théoreme ergodique et isométries

On sait que l'on a S,,¢ — 1, u-presque partout pour une certaine fonction ¢» € L'(1). On note G
I'ensemble des points de X telle que lim,, S, (z) existe.
Si z,2’ € X on a, puisque ¢ est uniformément continue,

<5 L1 — o) < Ce (A, )

3\’—‘

|Snp(x) = Snep

ou £(t) — 0 quand t — 0. Comme G est dense dans X (car u(U) > 0 pour tout ouvert non vide
U), on peut définir ¢ partout par ¥ (z) = limg ¢(xy) ot 2 € G et xp — .

Ainsi S, — 1 partout, avec 1 continue. Montrons que la convergence est uniforme.

Soit e > 0 et xy,...,zx € X tels que inf;—;  yd(z,z;) < 0 pour tout x € X, ot § > 0 est choisi
de sorte que

.....

Ve, o' € X, d(z,2') <0 = |o(z) — p(2')| <e.

Soit ng assez grand tel que |S,¢(x;) — ¥ (x;)| < € pour tout n > ng et tout t =1,..., N.
Soit € X et i tel que d(z, x;) < 0. Alors

1Snp(@) — ()| < [Shp(x) = Snep(w)| + [Snp(wi) — (i)
+ [P(z:) — ()]

< 3e.



Exercice 3. Théoreme ergodique sur les espaces métriques compacts

Soit (;) une suite de C°(X) qui est dense dans C°(X). Pour tout 7, il existe G; C X de mesure
totale telle que la limite lim,, S, ¢;(z) existe pour tout € G;. On définit G 'ensemble de mesure

totale par
G - m Gj.
J

Soit maintenant ¢ € C°(X), et € G. Soit £ > 0. On prend j tel que ||¢; — ¢l < €. Alors pour
tous m, n,

[Snp() = Smep ()] < [Snip(2) = Snip; ()] + [Snip; () — Smp; ()]
+1Smep; () = Smp(2)]
< 2¢ + [Snpj(2) = Smpi ().
Si m,n sont assez grands alors |S,p;(x) — Spnp,(z)| < e puisque (S,¢;(z)), converge car z € G C

G;. Ainsi, S,¢(z) converge quand n — 400 par le critere de Cauchy.

Exercice 4. Unique ergodicité et densité des orbites
Soit © € X. On considere

1 n
un:—Z(?fk(x), n = 1.
=

Alors par le TD 9, il existe une suite ny et une mesure de probabilités f-invariante u' telle que

pn () = 1 (), ¢ € COX),

Alors i/ = p par unique ergodicité de f, et y’ est de support total. Par conséquent, on a pour
tout ouvert non vide A C X

#{neN, f*(x) € A} = 0.

Exercice 5. Le théoréme de Von Neumann via le théoreme de Birkhoff

1. Pour tout n on a
[ 1Supldun = [ lePdp
X X
Par conséquent on a [y |p]*du < [y |¢*du par le lemme de Fatou, et donc ¢ € L?(u).

2. Si |p| € L®(u) on a [y |Sye — @[*du — 0 par le théoréme de convergence dominée.
Posons ¢y, = ¢ - 1{j|<ky. Alors

[ leldn > [ 1o = el > Ra{lel > k),

de sorte que

2
(llel > 1 < P g

Il suit que @5, — © p-presque partout et donc ¢, — ¢ dans L?*(u) par convergence dominée.

Soit € > 0 et k assez grand de sorte que ||¢ — @x|lr2() <e. On a

[1Sne — Smepll2 < ||Sne — Surll2 + [[Sner — Smerll2 + [[Smpr — Sme|l2.



On a pour tout /¢
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D’autre part, comme ¢y est bornée on sait que S,,¢r converge dans L?(u) ; on obtient que
si m,n sont assez grands,
|Sne — Smepll2 < 3e.

Ainsi (S,p) converge dans L?(u), vers .

Exercice 6. Explosion des sommes de Birkhoff et positivité de la moyenne

1%
1. Soit » € L'(u) la fonction limite de — Z @ o f* donnée par le théoreme de Birkhoff. Alors

/ pdp = / odp >

2. On raisonne par récurrence sur n. Pour n =1 on a T,,p(z) = ¢(x) > exa.(x).

on a

On suppose que T,p(x) > € Z xa. (f(@)). Ona o(f™(x)) = exa. (f"(x)) par ce qui précede.

Ainsi

Tn-&-l(:p(x) - Tn90<x) + @(f"(ﬂf))
> e kz_: Xa.(f5(x)).

3. La question précédente donne
© = exa. [M-presque partout sur A,
ou ¢ et x4, sont les fonctions associées a ¢ et y 4. données par le théoreme ergodique.
Puisque ¢ o f = ¢ u—presque partout, I'inégalité précédente est vraie y—pp sur B..

Par définition pour tout = € CB., on a 4. (f*(x)) = 0 pour tout k € N. Il suit que x4, = 0
sur CB..

D’autre part on a ¢ par hypothese puisque T, ¢(x) — 400 pour pu—presque tout z. Ainsi

N
\
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On obtient u(A.) = 0 et donc u(B:) = i (Uk f‘k(AE)) = 0 puisque f préserve .

3



4. On a le

Lemme 1. Soit (a,) une suite réelle telle que Y0_;a, — +o0 quand N — +oc. Alors il
existe € > 0 et Ny > 0 tels que

Admettant le lemme, on obtient que pour tout z € X tel que Txp(x) — +oo quand
N — 400, il existe e(x), No(z) > 0 tels que

S oe(fi(x) =e, N = Ny(a).

n=~No(z)

Autrement dit, on a x € f~V@ (A (2)) C B.(y).

Ceci implique que I'ensemble U By i, est de mesure totale, puisque presque tout x vérifie
k>0
Typ(z) — +oo.

Ainsi, par la question 2., il existe k tel que By est de mesure strictement positive, et donc
Jodp > 0.

Il reste a montrer le lemme ; soit (a,) une suite réelle telle que

N
Zan—>+oo, N — +4o0.
n=0

On raisonne par 'absurde et on suppose que pour tout € > 0 et tout N > 0, il existe N > N
tel que

Nl
> a,<e.
n=N

Posons Ny = 0 et ¢g = 1. Alors il existe N’ > 0 tel que,

N/
Z a, < 1.

n=Np

On pose Ny = N’ + 1. Alors il existe N’ > Nj tel que

S <!
n .
n=N1+1 4
En itérant ce processus, on construit une suite Nog < Ny < --- telle que
Ngy1—1 1
) TP — )
e, (k+1)2
On obtient que
Nip—1
lim sup Z an < +00,
k n=0

ce qui est absurde.



