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Systèmes dynamiques
Feuille d’exercices 14

On se propose de démontrer le résultat suivant.

Théorème (Principe variationnel). Soit (X, d) un espace métrique compact et f : X → X un
homéomorphisme. Alors

htop(f) = sup
µ
hµ(f)

où le supremum est pris sur les mesures boréliennes de probabilités qui sont invariantes par f .

Première inégalité
Soit (X, d) un espace métrique compact et f : X → X une homéomorphisme. Soit µ une mesure
borélienne de probabilité préservée par f .

1. Soit P = {P1, . . . , Pk} une partition mesurable. Montrer qu’il existe des fermés Cj ⊂ Pj, j ∈
{1, . . . , k} tels que

Hµ(P|C) < 1,
où on a noté

C = {C0, C1, . . . , Ck}, C0 = X \
k⋃
j=1

Ck.

2. Soit R = {C0 ∪ C1, . . . , C0 ∪ Ck}. Montrer que

card
n−1∨
j=0

f−j(C)
 ≤ 2n+1card

n−1∨
j=0

f−j(R)
 , n ∈ N.

Pour tout recouvrement ouvert fini U = {U1, . . . , U`} de X, on note

δ(U , d) = sup
{
δ ≥ 0, ∀x ∈ X, ∃j ∈ {1, . . . , `}, Bd(x, δ) ⊂ Uj

}
.

3. Montrer que δ(U , d) > 0 pour tout recouvrement ouvert fini U .

4. Montrer que

δ

n−1∨
j=0

f−j(R), dfn

 = δ(R, d), n ∈ N,

où dfn(x, y) = max0≤j≤n−1 d(f j(x), f j(y)).

5. En déduire que hµ(f) ≤ htop(f) + log 2 + 1.

6. Montrer finalement que hµ(f) 6 htop(f).
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Deuxième inégalité
Soit (X, d) un espace métrique compact et f : X → X une homéomorphisme. On noteM l’espace
des mesures de probabilités boréliennes sur X, etMf celles qui sont f -invariantes.

7. Montrer que pour tous µ ∈M, x ∈ X et δ > 0, il existe δ′ ∈]0, δ[ tel que µ(∂B(x, δ′)) = 0.

Pour toute partition finie P = {P1, . . . , Pr} de X, on notera ∂P = ∪rj=1∂Pj.

8. Montrer que pour tout δ > 0, il existe une partition finie P = {P1, . . . , Pr} de X telle que
diamPi < δ pour tout i et µ(∂P) = 0.

Soit ε > 0. Pour tout n > 1 on se donne En ⊂ X un ensemble (n, ε) séparé, c’est-à-dire

dfn(x, y) > ε, x 6= y ∈ En.

On considère les mesures νn, µn ∈M définies par

νn = 1
card(En)

∑
x∈En

δx, µn = 1
n

n−1∑
i=0

f i∗νn.

où δx désigne le Dirac en x.

9. Montrer qu’il existe µ ∈Mf et une extraction (nk) telle que l’on a la convergence faible

µnk
→ µ, k → +∞,

et aussi
lim sup

n

log card(En)
n

= lim
k

log card(Enk
)

nk
.

Soit P une partition comme dans la question 8 avec δ = ε.

10. Montrer que
log card(En) = Hνn(Pnf ).

Soit 0 < q < n. Pour tout 0 6 k < q on note a(k) la partie entière de (n− k)/q.

11. Montrer que pour tout 0 6 k < q on a

Pnf =
a(k)−1∨

r=0
f−(rq+k)(Pqf )

 ∨
 ∨
j /∈]k,k+a(k)q[

f−j(P)
 .

12. Montrer que

log card(En) 6
a(k)−1∑
r=0

Hfrq+k
∗ νn

(Pqf ) + 2q log card(P).

13. Montrer que
log card(En) 6 n

q
Hµn(Pqf ) + 2q log card(P).

14. En déduire que
lim sup log card(En)

n
6 hµ(f).

15. Conclure.
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