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Exercice 1. Familles d’applications transitives
Soit (Uk)k∈N une base d’ouverts de X. Pour tous k, i ∈ N, l’ensemble

Ai,k =
⋃
n∈N

f−ni (Uk)

est un ouvert dense, par transitivité des fi. Dès lors l’ensemble
Y =

⋂
i∈N

⋂
k∈N

Ai,k

est dense, par le théorème de Baire, puisque X est localement compact. Tout élément y ∈ Y
vérifie donc que son orbite O+(y) est dense dans X. Comme X est séparé et qu’il n’a pas de
points isolés, cela implique que pour tout p > 1, l’ensemble

O+,p(y) = {fk(y) : k > p}

est dense (en effet, dans un espace séparé et sans points isolés, si une suite {un : n > 0} est
dense, alors la suite {un : n > 1} est aussi dense). Ainsi on a que

y ∈
⋂
p>1
O+,p(y) = ω(y),

c’est-à-dire y est récurrent.

Exercice 2. Transformations minimales

1. Soient U, V deux ouverts non vides, et Y = ⋃
n>1 fn(V ). Alors Y est fermé et f(Y ) ⊂ Y ;

ainsi Y = X et il existe n ∈ N tel que fn(U) ∩ V = ∅.

2. Soit F = {F ⊂ X, F est un fermé non vide tel que f(F ) ⊂ F}. Alors F est partiellement
ordonné pour l’inclusion. Soit C ⊂ F une famille totalement ordonnée. Alors

G =
⋂
F∈C

F

est non vide. En effet, supposons que ce ne soit pas le cas. Alors X = ⋃
F {F et par

compacité, il existe F1, . . . , FN ∈ C tels que

X =
N⋃
i=1

{Fi.

Par suite ⋂Nj=1 Fj = ∅, ce qui est absurde puisque la famille {F1, . . . , FN} est totalement
ordonnée.
Ainsi G est non vide et c’est un minorant pour C. Par le lemme de Zorn, il existe un élément
minimal de F , noté Y . Soit F ⊂ Y un fermé non vide tel que f(F ) ⊂ F . Alors F = Y par
minimalité de Y et donc f |Y est minimale.
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3. Soit f : X → X continue. Alors par la questions précédente, f admet une partie fermée
minimale non vide Y . Soit y ∈ Y et p > 1 ; on considère O+,p(y) = {fn(y) : n > p}.
Alors O+,p(y) est une partie fermée non vide de Y , invariante par f . Par minimalité de f |F ,
O+,p(y) = Y et en particulier

y ∈
⋂
p>1
O+,p(y) = ω(y).

Exercice 3. Ensemble non-errant

1. Supposons que pour tout n > m, fn(U)∩U = ∅. Alors x n’est pas périodique et il existe un
voisinage V de x tel que f j(V ) ∩ V = ∅ pour tout j = 1, . . . ,m (en effet, on peut choisir
des voisinages Ui de f i(x) pour i = 0, . . . ,m, qui sont deux à deux disjoints, et considérer
V = ⋂

i f
−i(Ui)) Quitte à réduire V , on peut supposer V ⊂ U . On a donc fk(V ) ∩ V = ∅

pour tout k ∈ N>1 et x /∈ Ω(f).

2. Soit x /∈ Ω(f) et U un voisinage ouvert de x tel que fn(U) ∩ U = ∅ pour tout n > 1.
Alors tout y ∈ U est errant, et donc Ω(f) est fermé. Pour l’invariance, on raisonne par
contraposition. Si x ∈ X vérifie que f(x) /∈ Ω(f), alors on peut trouver un voisinage U de
f(x) tel que fn(U) ∩ U = ∅ pour tout n > 1. Mais alors V = f−1(U) est un voisinage de x
et on a

f(fn(V ) ∩ V ) ⊂ fn+1(f−1(U)) ∩ U ⊂ fn(U) ∩ U = ∅

pour tout n > 1, ce qui implique que fn(V ) ∩ V = ∅. Donc x /∈ Ω(f).
Enfin, soit x ∈ X et y ∈ ω(x). Soit U un voisinage ouvert de y. Alors il existe m > n > 0
tels que fm(x), fn(x) ∈ U . Il suit que fm−n(U) ∩ U 6= ∅, donc y ∈ Ω(f).

3. Pour x ∈ Per(f), l’orbite O+(x) est un ensemble minimal et donc Per(f) ⊂M(f).
Soit F ⊂ X un sous-ensemble minimal pour f . Alors tout point de F est récurrent (cf. la
question 3. de l’Exercice 2.) et donc M(f) ⊂ R(f).
Si x est récurrent, on a x ∈ ω(x) ⊂ Ω(f). Comme Ω(f) est fermé, on a R(f) ⊂ Ω(f).

Exercice 4. Entropie d’un flot
La compacité de X et la continuité de Φ|[0,1]×X donnent

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀x, y ∈ X, dist(x, y) 6 δ(ε) =⇒ dΦ
1 (x, y) 6 ε.

Pour f : X → X, on rappelle que

dfn(x, y) = max{d(fk(x), fk(y)), k = 0, . . . , n− 1}.

De plus, on peut supposer que δ(ε)→ 0 quand ε→ 0. Par conséquent, puisque dΦ
T > dϕ

1

bT c, on a
pour tout ε > 0 et tout T > 1

Bdϕ1
bTc

(x, ε) ⊃ BdΦ
T
(x, ε) ⊃ Bdϕ1

bTc
(x, δ(ε)).

Ainsi, en notant pour toute application f : X → X

M f (n, ε) = min
{
m > 1, ∃x1, . . . , xm ∈ X,

m⋃
i=1

Bdf
n
(xi, ε) = X

}
,
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on a
Mϕ1(bT c, ε) 6MΦ(T, ε) 6Mϕ1(bT c, δ(ε)),

où MΦ(T, ε) est défini comme M f (n, ε) en remplaçant dfn par dΦ
T . Il suit que

lim sup
n

1
n

logMϕ1(n, ε) 6 lim sup
T

1
T

logMΦ(T, ε) 6 lim sup
n

1
n

logMϕ1(n, δ(ε)),

ce qui conclut.

Exercice 5. Propriétés de l’entropie topologique
On définit comme dans le cours, pour tout f : X → X, tout n ∈ N>1 et tout ε > 0,

Cf (n, ε) = min
{
m > 1, ∃U1, . . . , Um ⊂ X, ∀j, diamdf

n
(Ui) 6 ε, X ⊂

m⋃
i=1

Ui

}
,

et
N f (n, ε) = max

{
m ∈ N, ∃x1, . . . , xm ∈ X, ∀i 6= j, dfn(xi, xj) 6 ε

}
.

1. On a Cf (n, ε) > Cf |Λ(n, ε) pour tous n, ε, ce qui conclut.

2. Par la question précédente on a htop(fj) 6 htop(f) pour tout j. De plus, on a que

Cf (n, ε) 6
m∑
i=1

Cf |Λi (n, ε).

Ceci implique qu’il existe i ∈ {1, . . . ,m} tel que

Cf |Λi (n, ε) > 1
m
Cf (n, ε),

qui vérifie donc htop(f |Λi
) > htop(f).

3. On a que dfm

n 6 dfmn−m+1 pour tous m,n > 1. Par suite, M fm(n, ε) 6M f (mn−m+ 1, ε) 6
M f (mn, ε).
Par continuité de f , pour tout ε > 0, il existe δ(ε) > 0 tel que B(x, δ(ε)) ⊂ Bdf

m
(x, ε). Alors

Bdfm
n

(x, δ(ε)) =
n−1⋂
i=0

f−imB(f im(x), δ(ε))

⊂
n−1⋂
i=0

f−imBdf
m

(f im(x), ε)

= Bdf
mn

(x, ε).

Ici, on a utilisé que

Bdf
n
(x) =

n−1⋂
k=0

f−kB(fk(x), ε).

Il suit que M fm(n, δ(ε)) >M f (mn, ε), et donc

M f (mn, ε) 6M fm(n, δ(ε)) 6M f (mn, δ(ε)),

ce qui donne htop(fm) = mhtop(f).
Si f est inversible on a Bdf

n
(x, ε) = Bdf−1

n
(fn−1(x), ε) pour tous n, x, ε, ce qui conclut.
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4. On a que id : (X, d)→ (X, d′) est un homéomorphisme puisque d et d′ engendrent la même
topologie. De plus f ◦ id = id ◦ f donc les systèmes dynamiques topologiques (X, d, f) et
(X, d′, f) sont conjugués. Cela conclut par un théorème du cours.

5. On a queBdf×g
n

((x, y), ε) = Bdf
n
(x, ε)×Bdg

n
(y, ε). Ceci implique queM f×g(n, ε) 6M f (n, ε)M g(n, ε),

et donc htop(f × g) 6 htop(f) + htop(g).
Soient x1, . . . , xm ∈ X (resp. y1, . . . yp ∈ Y ) tels que pour tous 1 6 i 6= i′ 6 m (resp.
1 6 j 6= j′ 6 p) on ait dfn(xi, xj) > ε (resp. dgn(yi, yj) > ε). Alors pour tous (i, j) 6= (i′, j′)
on a

df×gn ((xi, yj), (xi′ , yj′)) > ε.

Par conséquent N f×g(n, ε) > N f (n, ε)N g(n, ε), et donc htop(f × g) > htop(f) + htop(g).

Exercice 6. Entropie des transformations Lipschitziennes

1. Soit n > 1. Il existe c > 0 telle que pour tout ε > 0 on a

c−1ε−n 6M([0, 1]n, ε) 6 cε−n.

Par suite
−c+ n log 1/ε

log 1/ε 6
logM([0, 1]n, ε)

log 1/ε 6
n log 1/ε
log 1/ε ,

ce qui conclut.

2. Soit L > max(1, L(f)). Alors d(f(x), f(y)) 6 Ld(x, y) pour tous x, y ∈ X. Cela implique
que

fm (B(x, ε/Ln)) ⊂ B(fm(x), ε), 0 6 m 6 n,

et donc
B(x, ε/Ln) ⊂

n−1⋂
m=0

f−mB(fm(x), ε) = Bdf
n
(x, ε), ∀x, ε.

Ainsi on obtient
1
n

logM f (n, ε) 6 1
n

logM(X, ε/Ln)

= log(Ln/ε)
n

logM(X, ε/Ln)
log(Ln/ε)

=
(

logL− log ε
n

)
logM(X, ε/Ln)

log(Ln/ε) .

Puisque logL > 0 on obtient

lim sup
n

1
n
M f (n, ε) 6 log(L)bdim(X),

et donc htop(f) 6 log(L)bdim(X).

3. Par le cours, l’application doublante E2 : [x] 7→ [2x] sur X = S1 satisfait cette égalité,
puisque bdim(S1) = 1, et htop(E2) = log 2.

Exercice 7. Entropie algébrique
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1. Soit i ∈ {1, . . . , s}. et m,n > 0. Alors F n(γi) peut s’écrire

F n(γi) = λ1 · · ·λL(n,Γ), λj ∈ Γ.

On a donc
Fm+n(γi) = Fm(λ1) · · ·Fm(λL(n,Γ)).

Chaque Fm(λj) peut s’écrire comme un produit d’éléments Γ de L(m,Γ) termes. Ceci
montre que

Ln+m(F,Γ) 6 Ln(F,Γ)Lm(F,Γ).

Ainsi la suite (logLn(F,Γ))n est sous-additive, ce qui conclut.

2. Soit Γ′ = {γ′1, . . . , γ′r} est un autre système de générateurs. Soient

k = max
16j6r

L(γ′j,Γ), k′ = max
16i6s

L(γi,Γ′).

Alors pour tout g ∈ G on a

L(g,Γ) 6 k′L(g,Γ′) 6 kk′L(g,Γ).

En particulier Ln(F,Γ) 6 k′Ln(F,Γ′) 6 kk′Ln(F,Γ), ce qui conclut.

3. Soit Γ un système de générateurs de G. Alors on a

Ln(Iγ0F,Γ)− 2c 6 Ln(F,Γ) 6 Ln(Iγ0F,Γ) + 2c

où c = max(L(γ0,Γ), L(γ−1
0 ,Γ)). Cela conclut.

4. Soit x′? ∈ X un autre point base et α′ un chemin joignant x′? à f(x′?). Soit G′ = π1(M,x′?).
Soit β un chemin joignant x? à x′? Alors l’application ψ : G→ G′ définie par ψ(γ) = β−1γβ
est un isomorphisme de groupes. On a

Fx?,α(γ) = α−1(f ◦ γ)α
= α−1(f ◦ β)−1(f ◦ β)(f ◦ γ)(f ◦ β)−1(f ◦ β)α
= α−1(f ◦ β)−1α′α′−1(f ◦ (βγβ−1))α′α′−1(f ◦ β)α,

ce qui montre que Fx?,α = φ−1Fx′?,α′ψ où φ : G → G′ est un isomorphisme de la forme
γ 7→ β′−1γβ′ où β′ est un chemin joignant x? à x′?. En procédant comme à la question
précédente, on conclut.
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