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SYSTEMES DYNAMIQUES
Feuille d’exercices 4

Exercice 1. Ezxposants de Lyapunov pour les systemes linéaires

Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n. Pour tout xy € R™ non nul, on note

Az, A) = lim sup % log ||etAx0|| .

|t]—=+o0
Le nombre A(zg, A) est appelé exposant de Lyapunov de la trajectoire ¢ — et

1. Montrer que A(xg, A) est fini pour tout zg # 0 et ne dépend pas de la norme || - || choisie.

2. Montrer que si B = P~'AP avec P inversible, alors pour tout 79 € R™ non nul,

)‘(y07 B) = A(PyOa A)
On note r; > --- > ry les parties réelles ordonnées des valeurs propres de A, et

L, :@cm, j=1,...,m,

ou la somme directe porte sur les A € sp(A) tels que R(A) =r; et F(A) > 0, et ou

Cya={ueR" : AN eN, (A-N¥(A-N)Vu=0}

)

est 'espace propre généralisé réel associé a X et A (si A € R, () 5 = C\ est P'espace propre généralisé associé & \).
L’espace L; est appelé espace de Lyapunov associé a r;.

3. On suppose que z9 € L(r;) pour un certain j € {1,...,¢}. Montrer que

1
t_lég)o n log ||etAx0H =r;.

On note pour tout j € {1,...,¢}

Vi=Li®..0L, W,=L;&...0L,.

4. Montrer que pour tout g € R™ non nul, A\(xg, 4) € {r1,...,re} et que
lim llog HetAatoH = r; si, et seulement si, zg € V; \ V11
to+oo t 7 ’ 7oA
1 ‘A . .
til{noo n log He xOH =r; si, et seulement si, xo € W; \ W,_1.

Pour toute matrice M on note Lyap(M) = §R(sp(M )) l’ensemble de ses exposants de Lyapunov, et L(r, M) l'espace
de Lyapunov associé a r € Lyap(M). Soient a < b des réels. On note U, 'ensemble des matrices telles que
{a,b} N Lyap(M) = 0 et pour tout M € U, on note

L(a,b,M) = € L(r,M).

a<r<b

5. Montrer que U, est ouvert et que 'application M — dim L(a, b, M) est localement constante sur Uy p.



Exercice 2. Stabilité de 0 pour les systemes linéaires

Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n. Alors 0 est un point fixe de I’équation différentielle £ = Az. On dira
qu’il est

— stable si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout € R™ tel que ||z|| < 4, on a

HetAmH <e t2>0;

— asymptotiquement stable s'il existe § > 0 tel que pour tout z € R™ tel que ||z| < J, on a etz , —+> 0;
— 400

— exponentiellement stable s’il existe C' > 1 et 8,1 > 0 tels que pour tout « € R™ tel que ||z]| <7, on a

HetAxH <C|z|e ™, t>o0.
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 0 est un point fixe asymptotiquement stable ;

(ii) O est un point fixe exponentiellement stable ;

(iii) Toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative.

(iv) Tl existe une norme adaptée pour A, c’est a dire une norme || - || 4 sur R™ telle que pour un certain 8 > 0,
HetAxHA <e zlla, x€R™, t>0.

Une matrice vérifiant les conditions précédentes sera appelée contraction linéaire.

2. On suppose que toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle négative ou nulle. Montrer que 0 est un
point fixe stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A de parties réelles nulles sont semi-simples
(i.e. les blocs de Jordan complexes sont de taille 1).

Exercice 3. Systémes linaires topologiquement conjugués

On se donne A et B deux contractions linéaires et || - ||4 et || - ||z des normes adaptées & A et B (cf. exercice
précédent). On note

Sa={zeR", |z|la=1}, Sp={zxeR" |z||p =1}
1. Montrer qu’il existe une application continue 7: R™\ {0} — R telle que
T @Az e Sy, xeR™\ {0}
2. Soit ¢ un homéomorphisme Sy — Sp et & : R™ — R"™ l'application définie par ®(0) =0 et
d(z) =e T@B, (eT(m)Ax) , xze€R"\ {0}
Montrer que @ est un homéomorphisme de R™ dans lui-méme et qu’on a

Poett =ePod, teR.

Dans la suite on ne suppose plus que A et B sont des contractions mais qu’elles induisent des flots hyperboliques,
i.e. toutes les valeurs propres de A et de B ont une partie réelle non nulle. On suppose qu’il existe une famille
continue de matrices A, ¢ € [0,1] telle que Ag = A, A1 = B et

0¢ R(sp(4y)), telo,1].

3. En utilisant la question 1.5., montrer que les flots induits par A et B sont conjugués.

Exercice 4. Systémes linéaires avec second membre

Soit A une matrice carrée d’ordre n, et z : R — R™ une application continue.

1. Résoudre I’équation différentielle
z(t) = Azx(t) + 2(t). (1)

2. On suppose que A est une contraction linéaire et que z(t) — 2o, € R™ quand ¢ — +00. Montrer que toute
solution de converge en grand temps vers une limite & déterminer.



