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Exercice 1. Normes adaptées
On supose que pour des contantes C > 0 et λ ∈ (0, 1) on a pour tout n > 1

‖dfxv‖ 6 Cλn‖v‖, v ∈ Es(x),∥∥∥df−nx v
∥∥∥ 6 Cλn‖v‖, v ∈ Eu(x).

On pose pour tout x ∈M et tout v ∈ Es(x)

‖v‖s,x =
N∑
k=0
‖d(fk)xv‖µk,

où 1 < µ < λ−1 et N > 1. Alors

‖(df)xv‖s,f(x) = µ−1
N+1∑
k=1
‖(dfk)xv‖µk

= µ−1‖v‖s,x + µ−1
(
µN‖(dfN+1)xv‖ − ‖v‖

)
.

Or ‖(dfN+1)xv‖ ≤ CλN+1‖v‖, donc si N est assez grand de sorte que µNλN+1C 6 1, on obtient

‖(df)xv‖s,f(x) 6 µ−1‖v‖s,x, x ∈M, v ∈ Es(x).

On définit de même une norme ‖ · ‖u,x sur Eu(x) et on pose

‖v‖′x = ‖πs(x)v‖s,x + ‖πu(x)v‖u,x, x ∈M, v ∈ TxM,

où πs/u(x) est la projection TxM → Es/u(x). Puisque πs(x) et πu(x) dépendent continument de x
(car c’est le cas pour Es(x) et Eu(x)), la norme ‖ · ‖′ est continue. On approxime la norme ‖ · ‖′

par une norme lisse ‖ · ‖′′ telle que

(1− ε)‖ · ‖′′ ≤ ‖ · ‖′ ≤ (1 + ε)‖ · ‖′′ .

On a alors, si x ∈M et v ∈ Es(x), et ε > 0 est assez petit,

‖(df)xv‖
′′
6

1
1− ε‖(df)xv‖

′
6

1
1− εµ

−1‖v‖′ 6 1 + ε

1− εµ
−1︸ ︷︷ ︸

λ̃ < 1

‖v‖′′ ,

ce qui conclut.

Exercice 2. Points périodiques des difféomorphismes d’Anosov
Soit M une variété compacte connexe et f : M →M un difféomorphisme d’Anosov.

1



1. Soit x tel que fn(x) = x ; on pose g = fn. Alors A = (dg)x : TxM → TxM . Supposons par
l’absurde qu’il existe λ ∈ sp((dg)x) avec |λ| = 1.
Alors on sait qu’il existe v ∈ TxM et C > 0 tel que C−1 6 ‖Akv‖ 6 C pour tout k, où ‖ · ‖
est la norme donnée dans la définition du difféomorphisme d’Anosov.
Alors on a (pour différentes constantes) aussi C−1 6 ‖πs(x)Akv‖+ ‖πu(x)Akv‖ 6 C pour
tout k.
Or A préserve Es(x) et Eu(x) donc πs(x) et πu(x) commutent avec A de sorte que si
vs = πs(x)v ∈ Es(x) et vu = πu(x)v ∈ Eu(x) on a πs/u(x)Akv = Akvs/u.
Puisque v 6= 0, on a (puisque A est hyperbolique)

lim sup
|k|→+∞

(
‖Akvs‖+ ‖Akvu‖

)
= +∞,

ce qui est absurde.

2. (a) Il suffit de remplacer xk et yk par fn(k)(xk) et fn(k)(yk) où

d
(
fn(k)(xk), fn(k)(yk)

)
>

1
2 sup
n∈Z

d (fn(xk), fn(yk)) .

(b) C’est immédiat par compacité de M .
(c) C’est immédiat par compacité de M .
(d) Soient U+ et U− des cartes autour de z+ et z−. On suppose que j est assez grand de

sorte que f±n
±
j (z) soit contenu dans U±.

Alors pour tout k assez grand, f±n
±
j (xk) et f±n

±
j (yk) sont contenus dans U±, et (ici

nj = n+
j ou n−j )

f±n
±
j (yk)− f±n

±
j (xk) =

(
df±n

±
j

)
xk

(yk − xk) + oj(‖xk − yk‖).

Ainsi,
f±n

±
j (yk)− f±n

±
j (xk)

‖xk − yk‖
=
(
df±n

±
j

)
xk

(
yk − xk
‖yk − xk‖

)
+ oj(1). (∗)

On a C > 0 telle que pour tout k∥∥∥∥∥∥f
±n±j (yk)− f±n

±
j (xk)

‖xk − yk‖

∥∥∥∥∥∥ ≤
Cd

(
f±n

±
j (xk), f±n

±
j (yk)

)
C−1d(xk, yk)

≤ 2C,

par (a), puisque pour tous x′, y′ dans un support de carte, on a C−1d(x′, y′) 6 ‖x′−y′‖ 6
Cd(x′, y′) pour un certain C (exercice).
On obtient finalement, en faisant tendre k vers +∞ dans (∗),∥∥∥(df±n±j )

z
v
∥∥∥ 6 2C, j � 1.

Ceci est impossible car pour tout (x, v) ∈ TM avec v 6= 0 on a

lim inf
|n|→+∞

‖(dfn)xv‖ = +∞,

puisque f est d’Anosov.
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3. C’est une application directe de l’Exercice 2 du TD 3, qui donne

lim sup
n

1
n

log(1 + pn(f)) 6 htop(f).

Ceci implique que si ε > 0, on a que pour tout n > n0 assez grand

pn(f) 6 exp((n+ ε)htop(f)).

Si C = supn6n0 pn(f) exp (−(n+ ε)htop(f)), on obtient

pn(f) 6 C exp((n+ ε)htop(f)), n > 1.

Exercice 3. Hyperbolicité et transversalité
On écrit

T(p,p)Gr(f) = {((df)pv, v) , v ∈ TpM} ⊂ T(p,p)(M ×M),
et

T(p,p)∆(M) = {(v, v), v ∈ TpM}.
Ce sont deux sous-espaces vectoriels de T(p,p)(M ×M) de dimension dim(M). En particulier on a

∆(M) t(p,p) Gr(f) ⇐⇒ T(p,p)Gr(f) ∩ T(p,p)∆(M) = {0}
⇐⇒ ∀v ∈ TpM, (dfp − id) v = 0 =⇒ v = 0
⇐⇒ 1 /∈ sp(dfp).

Exercice 4. Pistage
Soit f : T2 → T2 un difféomorphisme d’Anosov.

1. Soit p = (x, y) ∈ R2. On écrit

F (p+ (k, `)) = F (p) + (rp(k, `), sp(k, `)), (k, `) ∈ Z2,

où rp, sp : Z2 → Z.
La fonction p 7→ F (p + (k, `)) − F (p) est continue, et à valeurs dans Z2, donc rp(k, `) et
sp(k, `) ne dépendent pas de p ; on les note r(k, `) et s(k, `).
On montre que r et s sont additifs. D’un côté on a

F (p+ (k, `) + (k′, `′)) = F (p) + (r(k) + r(k′), s(`) + s(`′)),

et de l’autre

F (p+ (k, `) + (k′, `′)) = F (p+ (k + k′, `+ `′)) = F (p) + (r(k + k′), s(`+ `′)),

de sorte que

r(k + k′) = r(k) + r(k′), s(`+ `′) = s(`) + s(`′), k, k′, `, `′ ∈ Z.

On note alors A =
(
a b

c d

)
où (a, c) = (r, s)(1, 0) et (b, d) = (r, s)(0, 1). Alors A convient.
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On note f? = fA : T2 → T2.

2. Montrons d’abord que F est un difféomorphisme de R2. Soit G : R2 → R2 qui relève f−1.
Alors on vérifie que (x, y) 7→ (G ◦ F )(x, y) − (x, y) est à valeurs dans Z2, donc constante,
disons égale à (k, `).
Si G̃ = G− (k, `) on a donc G̃ ◦ F = IdR2 et donc F est un difféomorphisme d’inverse G̃.
Notons F−1(p+ (k, `)) = F−1(p) +B(k, `) où B ∈M2(Z). Alors

p+ (k, `) = p+ AB(k, `), (k, `) ∈ Z2.

Ceci montre que A est inversible d’inverse B (par densité de Q2 dans R2 par exemple).
Ainsi |det(A)| = 1.

3. L’homotopie Ft = tF + (1− t)A passe au quotient.

4. On pose pn = anv + bnw où Av = λv et Aw = λ−1 où |λ| > 1.
Alors |λan − an+1| 6 r pour tout n ∈ Z, et donc∣∣∣an − λ−kan+k

∣∣∣ 6 ∣∣∣an − λ−1an+1 + · · ·+ λ−(k−1)an+k−1 − λ−kan+k

∣∣∣
6 r

(
1 + |λ|−1 + · · ·+ |λ|−(k−1)

)
6

r|λ|
|λ| − 1 .

On obtient pour tout k ∈ N et tout n ∈ Z,
∣∣∣λ−nan − λ−(n+k)an+k

∣∣∣ 6 |λ|−n+1r

|λ| − 1 , (∗)

et donc λ−nan → a quand n→ +∞ pour un a ∈ R.
De même on a λnbn → b quand n→ −∞ pour un b ∈ R.
On pose q = av + bw. Alors Anq = λnav + λ−nbw.

Par (∗) (en faisant k → +∞) on a

|λna− an| 6
|λ|r
|λ| − 1 , n ∈ Z,

et la même inégalité est vraie pour |λ−nb− bn|.

On conclut que ‖Anq − pn‖ ≤ C
|λ|r
|λ| − 1 = δ(r) pour tout n ∈ Z.

L’unicité est claire puisque ‖An(q − q′)‖ ≤ 2δ pour tout n ∈ Z implique y = y′.

5. Soit p ∈ R2. On note Gp : x 7→ g(−x)− p.
Alors ‖Gp(x)‖ 6 ‖g‖∞ + ‖p‖ pour tout x ∈ R2. En particulier on a

G
(
B(0, δ + ‖p‖)

)
⊂ B(0, δ + ‖p‖).

Le théorème de Brouwer donne alors z tel que Gp(z) = z, ce qui équivaut à g(−z)− z = p,
i.e. (Id + g)(−z) = p.
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6. Soit p ∈ R2. On note pn = F n(p). Alors pour tout n ∈ Z on a

‖Apn − pn+1‖ = ‖AF n(p)− F n+1(p)‖ 6 ‖F − A‖∞.

Puisque F (p′ + (k, `)) = F (p′) + A(k, `) pour tout p′ et tous k, ` on a r = ‖F − A‖∞ <∞.
Par la question 4. il existe un unique H(p) ∈ R2 tel que ‖AnH(p) − F n(p)‖ 6 δ(r) pour
tout n ∈ Z.
Ceci s’écrit aussi ‖An−1(AH(p))− F n−1(F (p))‖ 6 δ(r) pour tout n ∈ Z et donc AH(p) =
H(F (p)) par unicité.
On vérifie aisément que H : R2 → R2 passe au quotient en une application h : T2 → T2,
qui vérifie la propriété de semi-conjugaison demandée.
Montrons que H est continue. Soit (pk) une suite qui tend vers p. Alors la suite (H(pk)) est
bornée car ‖H(p)− p‖ 6 δ(r). Soit q une valeur d’adhérence de cette suite.
Soit n ∈ Z ; on a ‖AnH(pk) − F n(pk)‖ ≤ δ(r) et donc en faisant k → +∞ on obtient
‖Anq − F n(p)‖ ≤ δ(r).
Ceci implique que q = H(p) par unicité du pistage. AinsiH(p) est l’unique valeur d’adhérence
de la suite (H(pk)) et donc H(pk)→ H(p).
H est donc continue et H − Id est bornée, on peut donc appliquer la question 5. pour
obtenir que H = Id + (H − Id) est surjective.

7. Soit A ∈M2(Z) de déterminant ±1. On note fA : T2 → T2 l’automorphisme associé. Soit
ε > 0 et f : T2 → T2 tel que ‖f − fA‖∞ < ε. Alors il existe un relevé F de f tel que
‖A− F‖∞ < ε.
Par ce qui précède, il existe une semiconjugaison h : T2 → T2 telle que h ◦ f = fA ◦ h, qui
vérifie de plus que ‖h− Id‖∞ < δ(ε).
Montrons que h est injective : si p, p′ ∈ T2 vérifient h(p) = h(p′) alors h(fn(p)) = h(fn(p′))
pour tout n ∈ Z. En particulier

d(fn(p), fn(p′)) < 2δ(ε), n ∈ Z.

Lemme 1. Soit f : M → M un difféomorphisme d’Anosov. Alors il existe δ > 0 tel que
tout difféomorphisme assez proche de f en norme C1 est expansif de constante d’expansivité
δ.

En admettant le lemme, on obtient que p = p′ si δ(ε) < δ, ce qui sera vérifié si ε > 0 est
assez petit. Ainsi h est injective, et donc continue bijective. Par compacité de T2, c’est un
homéomorphisme.

Preuve du lemme. On raisonne par l’absurde et on suppose qu’il existe une suite de fonctions
(fk) qui tend vers f dans C1(M,M), et des points xk 6= yk tels que d(fnk (xk), fnk (yk)) < 1/k
pour tout n ∈ Z et tout k.
On peut alors adapter la démonstration faite à la question 2. de l’Exercice 2 pour obtenir
une contradiction, en écrivant notamment

f
±n±j
k (yk)− f

±n±j
k (xk) =

∫ 1

0

(
df±n

±
j

)
(1−t)xk+tyk

(yk − xk)dt

+
∫ 1

0

(
df±n

±
j

k − df±n
±
j

)
(1−t)xk+tyk

(yk − xk)dt.
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Exercice 5. Gradients de fonctions de Morse

1. On considère une fonction f définie au voisinage de 0 ∈ Rn telle que df0 = 0, et ϕ =
(ϕ1, . . . , ϕn) un difféomorphisme local au voisinage de 0, tel que ϕ(0) = 0.
On calcule

∂k∂`(f ◦ ϕ) =
∑
i

∂k
(
[(∂if) ◦ ϕ]∂`ϕi

)
=
∑
i

[(∂if) ◦ ϕ]∂k∂`ϕi +
∑
j,i

[(∂i∂jf) ◦ ϕ](∂kϕi)(∂`ϕj).

Puisque df0 = 0 on obtient

Hessf◦ϕ(0) = (dϕ0)>Hessf (0)(dϕ0),

ce qui conclut.

2. On remarque qu’une fonction de Morse a un nombre fini de points critiques, car ils sont
isolés.
De plus la condition "Hessf (0) est non dégénérée" est ouverte, ce qui conclut.

3. On suppose ϕτ (x) = x avec τ > 0. Calculons

∂tf(ϕt(x)) = dfϕt(x)(X(ϕt(x)))
= −dfϕt(x)(∇gf(ϕt(x)))
= −gϕt(x)(∇gf(ϕt(x)),∇gf(ϕt(x))) 6 0.

Puisque f(ϕτ (x)) = x avec τ > 0 on obtient que pour tout t ∈ [0, τ ], ∇gf(ϕt(x)) = 0.

4. C’est la même démonstration : f décroît strictement le long des lignes de flots de X qui ne
sont pas réduites à un point. Ainsi si ∇gf(x) 6= 0, on a que f(ϕt(x)) < f(x)− ε pour tout
t > δ (pour certains δ, ε > 0) et donc ϕt(x) ne peut pas repasser près de x pour t > δ.

5. Soit x ∈M , et p une valeur d’adhérence de (ϕt(x))t>0. Alors de même que précédemment,
on a ∇gf(p) = 0.
Comme t 7→ f(ϕt(x)) décroît, on a f(ϕt(x)) > f(p) pour tout t.
Par hypothèse, des coordonnées (x1, . . . , xn) autour de p telles que

f(x1, . . . , xn) = f(p) +
r∑
i=1

(xi)2 −
n∑

i=r+1
(xi)2,

et
−∇gf = 2(−x1, . . . ,−xr, xr+1, . . . , xn).

Ainsi, le fait que f(ϕt(x)) > p pour tout t implique que si ϕt(x) est assez proche de p, on a
nécessairement ϕt(x) ∈ {xr+1 = · · · = xn = 0}, car sinon on aurait f(ϕt′(x)) < f(p) pour un
t′ > t.
Ceci montre que ϕt(x) → p quand t → +∞. De même on montre que ϕ−t(x) → q quand
t→ +∞ avec q ∈ Crit(f).
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