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Exercice 1. Ezxemples de mesures invariantes

1. Soit ¢ : [0,1] — R continue. On a
1 1/2 1
/ (o fldp =/ (sOOf)duvL/ (wo f)dp.
0 0 1/2

Or en effectuant le changement de variable x =1 —y on a

1 e (2yy(l —y) dy_ = 1/290 2y/z(1 —x) A
1 2VT—y Jo 2\/1

/2

On obtient

o= [ () 5 (5 )

On pose maintenant u = 2y/z(1 — z), ce qui donne, en utilisant \/1 —2y/zx(1—xz) =
V1—1x—/z,

du _ (1 —2z)dx " 1
N R W
(1 —2z)dx 1

z(l —x) - 2(\/1—33—\/E>
(1 —2z)dx 9 Vi—z+/x
(1l —x) 2(1 - 2z)
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/01(<p0f)du=/(]l<p(U)2\/(iii—u=/olwdu

2. Pour tout ¢ € C°(M) on a, puisque f"(z) ==z

Ainsi on obtient

peof)==>(po N(f*x))



3. Soit ¢ € C°([0,1]). On a, si A est la mesure de Lebesgue,
1 1/2 1
/ (po f)dX = / ©(2z)dx +/ ©(2 —2z)dx
0 0 1/2
1/2
= 2/ o(2z)dz
0

= /01 o(z)dx.

4. Soit p € CO(T?) et p = pom ot m: RY — T? est la projection naturelle.
Soit A € My(Z) avec det(A) = £1, et fa : T¢ — T? Pautomorphisme associé. Alors

o(x)dz par 1-périodicité de ¢

[N(SO o fa)dp = /[0’1](1 @¢(Ax)dx
N /A([O’l]d) p(r)dx car |det(A)| =1
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5. Il suffit de montrer que u([a,b]) = u(f~*([a,b]) pour tout intervalle [a, b] avec a > 0. On a

1
f(flj') S [a,b] <~ dk € N)l, ; S [a,b] + k.

Ainsi,

S oty )
_ i(log(a + k4 1) — log(a+ k)

—log(b+ k + 1) +log(b+ k:))

=log(b+ 1) — log(a + 1)
= log(2) p([a, b]).

Exercice 2. Version topologique du théoréme de récurrence de Poincaré

Soit (U;);en une base dénombrable d’ouverts. Soit ¢ € N ; par le théoreme de récurrence de
Poincaré, il existe V; C U; avec u(U; \ Vi) = 0 tel que

Ve eV, |{neN, f"(z) € U} = +oc.

On définit 'ensemble H C M par

H = U(Uz \ W)-

Alors H est de mesure nulle. Soit € CH, et U > 2 un voisinage de z. Il existe i € N tel que
U; CU. Alors z € V; et donc [{n € N, f"(z) € U;}| = 400, ce qui signifie que = est récurrent.

Exercice 3. Ezxistence de mesures invariantes



1. La positivité et I'inégalité triangulaire sont claires. Il reste & montrer que d,(L, L") =0 —
L=1T.
Si do(L, L") = 0 alors (L — L')(f;) = 0 pour tout i. Soit f € E et € > 0. Soit i tel que
| f — fill <e. Alors
(L= L)(NIva=I(L—=L)f = fi)lva<IIL =L f = fill <L = L'||Ve.
Ceci étant vrai pour tout € >0, ona L = L.
Montrons que d, engendre la topologie faible, c¢’est a dire que

L, — L xfaiblement <=  d.(L,,L)—0.

= : Soit € > 0, et i tel que 27¢ < e. Alors pour tout n assez grand, on a

L(f) — L(f)
D TN A

D’autre part on a

< L(1) — LU
Z TNl

Or ||L,|| < 1] et donc d.(Ln, L) < 3¢ si n est assez grand.
<= : Supposons que d.(L,, L) — 0. Soit f € E et € > 0. Soit i € N tel que ||f — fi|| <e.

Alors
1Ln(f) — L(f)IVa

<27 (| Ll + L)1) < (| Ll + |IL])-

ellLn — Ll + 2 (1 + || fill)d(Ln, L)

<
<2+ 2(1+ || fil)d(Ln, L).

Si n est assez grand on obtient donc |L,(f) — L(f)|v/& < 3¢, ce qui conclut.
2. Notons B* la boule unité. Puisqu’elle est métrisable, il suffit de montrer que toute suite de
B* admet une sous-suite qui converge faiblement.

Soit (L) une suite de B*. On se donne (f;) C E une suite dense de E. Alors (L, (f;)), est
bornée pour tout 7.

Par un procédé d’extraction diagonale, il existe (ny) telle que Ly, (f;) — ¢: = L(f;) pour
tout ¢ quand k — +o0.

Soit maintenant f € Fete > 0. Ona, si ||f — fi]| <e¢
| L, (F) = Ly ()] < Ly () = L (F)] + [ Ly (fi) = L, (£3)]

+ |Lne(fl) - Lw(f)‘
<2+ L, (fi) — L, (fi)]-

Ainsi, si k, £ sont assez grands, on a, puisque Ly, (f;) = L(f:),

|Lnk(f) - an(f)| < 3e.

Ainsi (Ly, (f))x est de Cauchy et donc converge, vers un réel noté L(f).

L’application L est évidemment linéaire et elle vérifie |L(f)|v/a < limy | Ly, (f)|va < || f]],
ce qui montre que L € B*. Ainsi B* est compacte.

'En fait toute suite qui converge faiblement est bornée, c’est une conséquence du théoréme de Banach-Steinhaus,
qui dit que si E, F' sont deux Banach, et que (T;) est une suite de L(E, F), alors

(Vre B, sw|Ti@)lr < +00) = sup||Tilloem,r < +oo,
7 7



3. On note P(f) l'espace des probas sur M qui sont invariantes par f.
Alors pour tous u,v € P(f), on a
t:u—i_(l_t)VeP(f)? te [071]7

donc P(f) est connexe par arcs donc connexe.

C’est un fermé de B* car si p, — p faiblement, on a pour tout ¢ € C°(M),

/M(sO o f)dp = lim /M(sp o f)dpn

= lim / © dpy, car f, est f-invariante
nJm

:/ @ dp,
M

et donc u € P(f).
Enfin, P(f) est non vide. En effet, soit z € X ; on pose

1 n—1
/Ln:*Z(ka(x), n€N>1.
™ k=0

Alors p, € B* et donc il existe u € B* et une extraction (ny) telle que p,, — p quand
k — +o00. Comme les pi,,, sont des formes linéaires positives, il en est de méme de pu. Le
théoreme de Riesz nous dit alors que la forme linéaire p est une mesure.

Montrons que p € P(f). Soit ¢ € C°(M). Alors

nk—l

s (90 £) = 3 (90 N)(F(2)
C Ly S ~ el
= X PP+ T

= pn,.(f) + 0(1).
Par conséquent, on obtient u € P(f) puisque

plp o f) =l gy, (0o f) = lim pu, (p) = p(p).

Exercice 4. Fonctions harmoniques sur une variété fermée

1. On se ramene au cas R™ avec une partition de I'unité. On note ¢, le flot de X. Soit
v € CP(R™). On a, si A est la mesure de Lebesgue,

4
dt

[(gosnavol, =Y [ X(3s¢)dvol,
- éj/xi(ajgp)MdA
= =% w0, (xX7/lgl) ax
__ /j o1/]g]divy (X)dA.

t=0



Ainsi, si la mesure vol, est préservée par ¢, on a nécessairement div,(X) = 0.
Réciproquement, supposons div,(X) = 0 et prenons ¢ € C*(R™). Soit ¢t € R ; posons
¢ = oo

On a par ce qui précede

0= ;S y [(@os.)dvol,
d
= T » /(gp o ¢y 0 pg)d vol,
d
= ds . /(@ 0 ¢r1s)d voly
= ((118 S:t/(go o ¢s)dvol, .

Par suite 'application ¢ — [(¢ o ¢;)d vol, est constante pour tout ¢ € C2°(R™).

Si ¢ € C2(R™), on utilise un argument d’approximation pour obtenir [(¢ o ¢;)dvol, =
J ¢ dvoly pour tout t.

. Soit ¢ € C°(M) une fonction harmonique. Posons X = V9 ; alors div,(X) = 0.

En particulier, la mesure vol, est préservée par le flot de X, noté ¢,.

Par I’Exercice 2, on sait que vol,-presque tout point est récurrent par 'application f =
¢1 M — M.

Par I'Exercice 1 du TD 8, on sait que pour tout x, t — po@;(x) est strictement décroissante
au voisinage de t = 0 si VI¢p(x) # 0.

Si tel est le cas, alors ¢(f(x)) < p(z). Posons § = p(z) — o(f(x)), et U ={y € M, ¢(y) >
p(r) —0/2}.

Alors U est un voisinage de z et comme t — ¢ o ¢;(x) décroit, on a f*(z) ¢ U pour tout
k > 1, donc x n’est pas récurrent.

Ainsi, puisque vol,-presque tout point est récurrent, on a
V9 =0 voly-presque partout.

Mais V9 est lisse et dans les cartes on a vol, = 1/|g|d\ ot A est la mesure de Lebesgue, ce
qui implique que VI¢ = 0, et donc ¢ est constante.



