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Le 18 Mai 2022.

Exercice 1. Soit B(R) l’ espace des fonctions u : R → R bornées, muni de la norme ‖u‖∞ =
supx∈R |u(x)|.

1) Soit (un)n∈N une suite dans B(R). Montrer que si limn→∞ un = u pour la norme ‖ · ‖∞, alors
pour tout x ∈ R on a limn→∞ un(x) = u(x).

2) Soit A ⊂ B(R) l’ ensemble des fonctions bornées croissantes.

2a) Montrer que si (un)n∈N est une suite d’éléments de A qui converge vers la fonction u pour
pour la norme ‖ · ‖∞ alors u est une fonction croissante.

2b) Que peut on en déduire pour l’ ensemble A ?

3) Soit C ⊂ B(R) l’ ensemble des fonctions bornées ayant une limite finie en +∞ et en −∞.

3a) Quelle relation d’ inclusion existe-t-il entre A et C ? (justifier votre réponse).

3b) Montrer que si u, v ∈ C et si u± = limx→±∞ u(x) et v± = limx→±∞ v(x) alors

|u± − v±| ≤ ‖u− v‖∞.

3c) Soit (un)n∈N une suite d’ éléments de C qui converge vers une fonction u ∈ B(R). On pose
u±n = limx→±∞ un(x).

Montrer que les suites réelles (u±n )n∈N sont convergentes dans R.
Indication : utiliser 3b) pour montrer que ce sont des suites de Cauchy.

3d) On note par u± ∈ R les limites u± = limn→∞ u±n . Montrer, en le justifiant soigneusement,
que limx→±∞ u(x) = u± et en déduire que C est un fermé de B(R).

Exercice 2. Soit f : R2 → R la fonction f(x, y) = x4 + y4 − 4xy.

1) Calculer les points critiques de f et déterminer leur nature.

2) Montrer que
x4 + y4 − 4xy + 2 = (x2 − 1)2 + (y2 − 1)2 + 2(x− y)2.

3) La fonction f admet-elle un minimum global sur R2 ?

Exercice 3. On considère l’ espace vectoriel normé E = C([−1, 1]) des fonctions continues sur

[−1, 1] à valeurs réelles, muni de la norme ‖f‖∞ = supx∈[−1,1] |f(x)|.

1) On fixe x0 ∈ [−1, 1]. Montrer que l’ application

ϕx0 :
C([−1, 1])→ R
f 7→ f(x0)

est une application linéaire continue.



2) En déduire que pour tout x0 ∈ [−1, 1]

Ux0 = {f ∈ C([−1, 1]) : |f(x0)| < 1}

est un ouvert de C([−1, 1]).

3) Soit
U = {f ∈ C([−1, 1]) : |f(x)| < 1 ∀x ∈ [−1, 1]}.

3a) Montrer que si f ∈ U alors il existe 0 < c < 1 tel que |f(x)| ≤ c pour tout x ∈ [−1, 1].

3b) En utilisant 3a) montrer que U = { f ∈ C([−1, 1]) : ‖f‖∞ < 1}. En déduire en justifiant
votre réponse que U est un ouvert de C([−1, 1]).


