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Exercice 1. Soit (E, d) un espace métrique. On munit E × E de la distance

D((x, y), (x′, y′)) = d(x, x′) + d(y, y′), pour (x, y), (x′, y′) ∈ E × E.

Soit f : E → E une application continue. Montrer que le graphe de f , Γf = {(x, y) ∈ E × E :
y = f(x)} est un fermé de E × E.

Exercice 2. On considère l’ espace E = C([0, 1];R) des fonctions continues sur [0, 1] à valeurs

réelles. On munit E de la distance :

d(f, g) = sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|, pour f, g fonctions continues sur [0, 1].

Soit U ⊂ E le sous ensemble

U = {f ∈ C([0, 1];R) : f(x) > 0 ∀x ∈ [0, 1].}

1) Soit f une fonction qui appartient à U . Que peut-on dire du réel

α = inf
x∈[0,1]

f(x) ?

(Justifier votre réponse).

2) Montrer que si f ∈ U alors il existe ε > 0 tel que pour toute fonction g ∈ C([0, 1];R) telle que
supx∈[0,1] |f(x)− g(x)| < ε, on a g(x) > 0 pour tout x ∈ [0, 1].

3) Que peut-on en déduire sur l’ ensemble U ?

Exercice 3. Déterminer l’ intérieur et l’ adhérence des ensembles suivants (on muni Rd de la

distance usuelle)
1) U = { 1n : n ∈ N, n ≥ 1} dans R,

2) U = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1, x 6= 0}.
Justifier soigneusement vos réponses.

Exercice 4. On rappelle que la fonction arctan : R →] − π
2 ,

π
2 [ est une bijection continue

strictement croissante.

1) Montrer que δ : (x, y) 7→ | arctanx− arctan y| est une distance sur R.
2) On note par d(x, y) = |x− y| la distance usuelle sur R. Montrer que si (xn)n∈N est une suite
réelle et x ∈ R, alors (xn) converge vers x pour la distance d si et seulement si (xn) converge
vers x pour la distance δ.

3) Montrer que R est fermé et borné pour la distance δ.

4) Montrer que R n’ est pas compact pour la distance δ.
Indication : construire une suite (xn)n∈R dans R qui n’ a pas de sous suite convergente pour

δ.


