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Exercice 1. 1) Soit (xn)n∈N une suite réelle telle que xn ∈ N pour tout n ∈ N (en d’autres
termes (xn) est une suite formée de nombres entiers). Montrer que si (xn) converge alors elle est
constante à partir d’ un certain rang.

2) On munit R2 de sa distance usuelle. On considère la partie A ⊂ R2 définie par

A =
⋃

p∈N,p≥1
[−1 + 1

p
, 1− 1

p
]× {p}.

2a) Soit (xn, yn)n∈N une suite de points de A qui converge vers un point (l1, l2) ∈ R2. Montrer
que la suite (yn)n∈N est constante à partir d’ un certain rang.

2b) En étudiant ensuite la suite (xn)n∈N montrer que (l1, l2) ∈ A et en déduire que A est un
fermé.

3) Déterminer l’ image de A par l’ application p : R2 3 (x, y) 7→ x ∈ R. L’ ensemble p(A) est il
un fermé de R ?

Exercice 2. Soit (xn)n∈N une suite dans un espace métrique (E, d) qui converge vers une limite

l ∈ E. On suppose que la suite (xn) n’est pas une suite constante. On pose

A = {xn : n ∈ N} ⊂ E.

1) Donner un exemple d’ une suite d’ éléments de A qui n’ est pas une sous-suite de la suite (xn).

2) On se propose de montrer que A ∪ {l} est compact dans E.

2a) Soit Ui, i ∈ I un recouvrement ouvert de A ∪ {l}. Soit Ui0 un ouvert de ce recouvrement
qui contient le point l. En utilisant que Ui0 est ouvert et que limxn = l montrer qu’ il existe N0

assez grand tel que tous les termes de la suite (xn) pour n ≥ N0 appartiennent à Ui0 .

2b) Montrer qu’ il existe un nombre fini Ui1 , · · ·UiN d’ ouverts du recouvrement tel que Ui0 , Ui1 , . . . UiN

est un recouvrement fini de A ∪ {l}.

Exercice 3. Soit E = C([0, 1]), l’ ensemble des fonctions continues sur [0, 1] à valeurs réelles.

On rappelle la propriété suivante sur les intégrales de fonctions continues : si r ∈ C([0, 1]) est
une fonction continue telle que∫ 1

0
r(x)dx = 0 et r(x) ≥ 0 pour tout x ∈ [0, 1]

alors r(x) = 0 pour tout x ∈ [0, 1].
On pose :

d1(f, g) =

∫ 1

0
|f(x)− g(x)|dx, d∞(f, g) = sup

x∈[0,1]
|f(x)− g(x)|, f, g ∈ C([0, 1]).



1) Montrer que d1, d∞ sont des distances sur E.

2) Soit (fn)n∈N la suite de fonctions définie par fn(x) = xn et f la fonction nulle définie par
f(x) = 0.

Montrer que (fn)n∈N converge vers f pour d1 mais pas pour d∞.
Indication : calculer d1(fn, f) et d∞(fn, f).

Exercice 4. Soit K1 et K2 deux parties compactes d’ un espace mérique (E, d). Montrer que

K1 ∪K2 est compact.
Indication : considérer un recouvrement ouvert de K1 ∪K2.


