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Exercice 1. On munit R2 de la distance euclidienne. Déterminer, en justifiant votre réponse,
si les ensembles suivants sont ouverts, fermés, bornés :

A = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ Q ou y ∈ Q};
B = {(x, y) ∈ R2 : |xy| > 4};
C = {(x, y) ∈ R2 : 0 < y < x}.

Exercice 2. On munit R2 de la distance euclidienne. Déterminer en justifiant votre réponse, l’

intérieur et l’ adhérence de

A = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ |x|, |y| < 1}.

indication : on pourra commencer par dessiner l’ ensemble A.

Exercice 3. Soient (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques et f : E1 → E2 une application

continue.

1) Rappeler les deux définitions équivalentes de la propriété "(E1, d1) est compact".

2) On suppose que (E1, d1) est compact et on fixe un ensemble F ⊂ E1 fermé. Montrer que F
est compact dans E1.

3) Soit f(F ) l’ image de F par f et (yn)n∈N avec yn = f(xn), xn ∈ F une suite dans f(F ) telle
que limn→∞ yn = y ∈ E2.

Montrer qu ’il existe x ∈ F tel que y = f(x).
Indication : utiliser la compacité de F .

4) En déduire que f(F ) est fermé dans E2.

5) En déduire que si f : E1 → E2 est une bijection, alors f−1 : E2 → E1 est continue.

Exercice 4. Soit (E, � · �) un R-espace vectoriel normé. On fixe u ∈ E et λ ∈ R. Montrer que
les applications

E � x �→ u+ x ∈ E,

E � x �→ λx ∈ E

sont continues.


