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Le 19 Juin 2021.

Exercice 1. Soit l1(N) l’ espace vectoriel des suites réelles a = (an)n∈N telle que la série∑
n∈N |an| converge. On rappelle que l1(N) est muni de la norme

‖a‖1 =
+∞∑
n=0

|an|.

1a) Montrer que si a ∈ l1(N) la série
∑

n∈N an est convergente.

1b) Montrer que l’ application

ϕ :
l1(N)→ R

a 7→
∑+∞

n=0 an

est une application linéaire et que |ϕ(a)| ≤ ‖a‖1 pour tout a ∈ l1(N).

2) Soit F = {a ∈ l1(N) : ϕ(a) = 1}. F est-il ouvert ? fermé ? borné ?

Exercice 2. Soit E = C([0, 1],R) muni de la norme ‖f‖∞ = supx∈[0,1] |f(x)|.

1) Montrer que l’ application

ϕ1 :
E → R

f 7→ f(0)

est une application linéaire continue.

2) Montrer que l’ application

ϕ2 :
E → R

f 7→
∫ 1
0 f(x)dx

est une application linéaire continue.

3) Montrer que

A = {f ∈ E : f(0) = 0,

∫ 1

0
f(x)dx ≥ 1}

est un fermé de E.

4) Soit f ∈ E tel que ‖f‖∞ ≤ 1 et
∫ 1
0 f(x)dx ≥ 1. Montrer que

∫ 1
0 (1− f(x))dx = 0 et en déduire

que f(x) = 1 pour tout x ∈ [0, 1].

5) Montrer que si f ∈ A alors ‖f‖∞ > 1.

Exercice 3. Soit f : R2 → R la fonction définie par

f(x, y) =

{
x−1y2 si x 6= 0,

0 si x = 0.



1) Montrer que f est dérivable au point (0, 0) dans toutes les directions.

2) Montrer que f n’est pas continue en (0, 0).
indication : on pourra trouver deux suites (un) et (vn) de points dans R2 telles que limun =

lim vn = (0, 0) mais lim f(un) 6= lim f(vn).

Exercice 4. Déterminer les extrema locaux des fonctions de deux variables :

f(x, y) = (x− y)2 + (x+ y)3,

g(x, y) = x3 + y3 − 3xy.


