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1. INTRODUCTION

Le but de ces notes est de servir de support au cours en amphi et non
de le remplacer, leur style volontairement laconique les rendant peu appro-
priées & cet usage. Les étudiants trouveront ici les énoncés stables et les
démonstrations des résultats décrits en amphi.

Il est probable qu’ une partie de ces notes ne sera d’ ailleurs pas traitée
en amphi, et ne figurera donc pas dans les controles de connaissance.

2. LES ESPACES R? gT C?
2.1. L’ espace R?. On rappelle que R% pour d > 1 est |’ espace
RY = {X = (z1,...,2q) : ; € R}.

Pour d = 2,3 on note parfois par (z,y) ou (z,v,2) les points de R?. Les
réels x1,..., x4 sont les coordonnées cartésiennes du point X. Néanmoins, il
est important de penser aux points de R? sans faire forcément référence aux
coordonnées cartésiennes. En d’ autres termes, il faut penser 4 R? comme &
une feuille de papier blanche, et non comme & une feuille de papier millimétré.
En effet d’ autres systémes de coordonnées sont souvent utiles :

— dans R? on peut utiliser les coordonnées polaires (r,0) € Rt x] — 7, 7]

définies par
x =rcost
y =rsinb,
r= (2% +y?)2.

— dans R3 on peut utiliser les coordonnées sphériques (r,0,0) € Rt x
[—7/2,7/2]x] — 7, w| définies par

x = rsinf cos p,
y = rsinfsin p,
z=rcosb,

et 1a encore r = (22 + y? + 22)%.

2.1.1. R? comme espace vectoriel. On rappelle que R? est un espace vectoriel
sur R. On définit

(2.1)

X+Y =(x1+y1,...,2q +ya), pour X = (z1,...,2q), Y = (y1,...yq) € RY,

AX = (\zq,...,Azg) pour X = (21,...,29) € RL N ER,
0=0g=(0,...,0) (vecteur nul).



3

2.2. Norme et produit scalaire sur R%. On rappelle que I’ on définit le
produit scalaire de deux vecteurs de R? :

d
XY =) aiy,
i=1
qui a les propriétés suivantes :
(X+Y)Z=X-Z+Y -Z,
i) Z(X+4Y)=Z-X+7Z2Y,
(2.2) (AX)Y = X-(AY) = MXY),
ii) XY =YX,
i) X-X>0, X-X=0 < X=0.

On dit que le produit scalaire X -Y est bilinéaire (propriété i)), symétrique
(propriété ii)) et défini positif (propriété iii)).

L’ intérét des coordonnées cartésiennes est que le produit scalaire s’ ex-
prime de maniére simple dans ces coordonnées. Néanmoins il est souvent
inutile d’ utiliser les coordonnées cartésiennes dans des démonstrations.

L’ inégalité suivante, appelée inégalité de Cauchy-Schwarz, est fondamen-
tale.

Proposition 2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). On a

(2.3) X Y| < (X-X)2(Y-Y)z, VX,Y € R%

Démonstration. Fixons X,Y € R? et posons pour ¢t € R
Plt)=(X+tY)- (X +tY) =Y - Y +2tX - Y + X - X,

en utilisant (2.2)). P(¢) est un polynéme en ¢ de degré 2 avec P(t) > 0 pour
tout ¢t € R. Il en suit que P(t) ne peut pas avoir deux racines distinctes, donc
son discriminant

A=4(X V)2 —4X-X)(Y - Y),
est négatif ou nul, ce qui entraine ([2.3)).

2.2.1. Norme associée au produit scalaire. On associe a ce produit scalaire
la norme euclidienne sur R? définie par :

IX| = (X - X)2 = (a3 +--- +22)3,

qui s’ interpréte comme la longueur du vecteur X. Pour des raisons trop
compliquées & expliquer ici, on la note parfois aussi par || X||2. Elle posséde
les propriétés suivantes :

Lemme 2.2. Pour X,Y e R* et \e R on a :
i) IAX] = X,
(2.4) i) | X +Y]| <X+ Y], (inégalité triangulaire)
i) ||X] >0, |X]|=0 & X =0.
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Démonstration. Les propriétés i) et iii) sont immédiates. Montrons ).

On a en utilisant , :

X +Y|?=(X+Y) - (X+Y)
(2.5) = X -X+2X - Y+Y -V =|X|?+2X Y +|Y]|?
X112+ 20X Y+ Y17 = (X0 + (Y ])?,

IN

ce qui montre 7) en passant aux racines carrées. O

Le produit scalaire permet donc de mesurer la longueur d’ un vecteur. Il
permet aussi de mesurer les angles entre deux vecteurs : si 6 est I’ angle entre
les deux vecteurs X et Y, on a :

XY
XTI
On définit plus généralement une norme sur R% comme une fonction
RY> X = N(X)€R
qui vérifie les propriétés , c’est & dire :
i) NOX) = [AIN(X),

ii) N(X+Y)<N(X)+ N(Y), (inégalité triangulaire)
iii) N(X)>0, N(X)=0 & X =0.

Les fonctions

|cos 8] =

d
X == iy |l

[ X |loo = maxi<i<a|z;]

(2.6)

sont des normes sur R%. Notons que

maxi<i<g |zi| < 0 ] < dmaxi<i<q |z,

1
max; <j<q |2i] < (0 27)? < dmaxi<iz |ail,
et donc
(2.7) IXloo < [1X111 < dl| X[loc, VX € RY,
et de méme
(2.8) IX[loo < 1X]| < V|| X oo, VX € R
On dit que les normes || - ||, || - |1, || - [|co sOnt €quivalentes, voir Subsect.

2.3. L’ espace C%. On rappelle que C% pour d > 1 est I’ espace
Ch:={X = (z1,...,2q) : 2; € C}.
On pose
ReX = (Rexy,...,Rexy), InX = (Imz1,...,Imz,) € RY

et on a
X = ReX +ilmX.

Comme R, C¢ est un espace vectoriel, avec les régles données dans (2.1
mais le corps des scalaires est maintenant C.



5

Remarque 2.3. C? est aussi un espace vectoriel sur R. Par ezemple C s’
identifie a R?, en identifiant z = x +iy au couple (x,y). Comme ensemble et
comme espace vectoriel sur R, on peut identifier C* avec R??, en introduisant
les parties réelles et imaginaires de chaque coordonnée complexe de X.

2.4. Norme et produit scalaire sur C¢. On définit le produit scalaire de
deux vecteurs X,Y € C¢ par

d
(V|X):=> g €C.
=1

Le produit scalaire sur C? posséde les propriétés suivantes (on dit que (+|-)
est une forme hermitienne) :

(Z1X +Y) = (Z1X) + (Z]V), (Y]AX) = A(Y]X),
(X +Y|2) = (X]2) + (Y]2), (\Y]X) = X(Y|X),

i) (Y[X) = (X]Y),
i) (X|X) >0, (X|X)=0s X =0,

On dit que le produit scalaire (Y|X) est sesquilinéaire (propriété 7)), hermi-
tien (propriété i1)) et défini positif (propriété iii)).

Proposition 2.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). On a
(2.9) (X Y) < (X-X)2(Y V)2, VX,Y € C%

Démonstration. On commence par une remarque sur le module d’ un
nombre complexe z. En écrivant z = pe'? on a p = |z| = ze7% donc comme
|2| est réel on a |z| = Re(ze ).

On applique cette remarque & z = (X|Y) pour X,Y € C?% et on obtient
que

(X[Y)| = Re((X[Y)e™) = Re(X|e™Y) = Re(X|Y),
pour § € Ret Y = e Y. Comme [[Y| = |V, on voit qu’ il suffit de
montrer I’ inégalité :
Re(X[Y)| < [oX Y], X,V €C?

Cette inégalité se démontre comme dans le cas réel, en considérant le poly-
néome P(t) = (X +tY|X +tY) pour t € R et en utilisant les propriétés vues
plus haut du produit scalaire.

La norme associée a (-|-) est la norme euclidienne, déja introduite dans
0.2.2) :

n
1 1
IXII = (XI1X)7 = (3 a2,
i=1
ou on rappelle que |z| désigne le module du nombre complexe z, défini par
|z|?> = Tz. On a
IX1? = [ReX || + |[ImX .

Lemme 2.5. On a

(2.10) IX]I = sup |(Y]X)].
Ivi<t
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Démonstration. parl’inégalité de Cauchy-Schwarz on a supy <1 [(Y]X)] <

| X||. Inversement en prenant ¥ = ||X||7'X on a (Y|X) = [/ X]||, donc
sup|y <1 |(Y|X)[ = [[X][. O

Comme dans le cas de R? on peut munir C% d’ autres normes, comme les

normes || - |1, || - [|oo définies comme dans ([2.6]).

2.5. Distance sur R? et C%. Trés souvent la structure d’ espace vectoriel
de R?% ou C? ne joue aucun role. C'est le cas par exemple si I’ on considére
des fonctions f : R? —> R qui ne sont pas linéaires, comme par exemple
f(x1,29) = cosxy + :n2 C’est aussi le cas si I’ on restreint des fonctions
linéaires a des sous ensembles de R ou C¢ qui ne sont pas des sous-espaces
vectoriels. Dans ce cas on identifie C% avec R?? et on ne considérera dans la
suite que I’ espace RY.
On definit la distance euclidienne entre deux points X, Y par

d
(2.11) dX,Y) =Y — X[ = (& —v)?)>.
=1

On déduit immédiatement du Lemme le lemme suivant.

Lemme 2.6.

i) d(X,Y) >0 (positivité),

i) d(X,Y)=d(Y,X), (symétrie);
iit) d(X,Y) <d(X,Z)+d(Y,Z) (inégalité triangulaire),
iw) d(X,Y)=0& X =Y (aziome de séparation).

Remarque 2.7. Si E est un ensemble, une fonction d : E x E — RT
satisfaisant les propriétés du Lemme[2.6 s” appelle une distance sur E, voir
Section [3.

2.5.1. Exemples.
(1) en posant d(1 ) (X,Y) = [[X — Y|(1,00), Ot les normes || - [|1 et || - [
sont définies dans ([2.6]) on obtient deux distances di, do sur R%.
(2) La fonction dig(,y) = |logio(y/x)|, (ot logio(s) = log(s)/log(10) est
le logarithme en base 10) est une distance sur |0, +oo[. Cette distance
correspond & la notion intuitive d’ ordre de grandeur : par exemple

diog (101,10%) = 1, alors que d(10%,10%) = 9000.
(3) si d(X,Y) est la distance usuelle dans R? on pose

[ d(X,Y)si0,X,Y alignés,
0X,Y) = { d(0,X) +d(0,Y) sinon.

On vérifie que § est une distance sur R2.



3. ESPACES METRIQUES

Définition 3.1. Soit E un ensemble. Une fonction d : E x E — RT telle
que :

d 0 (positivité),

)=
) =d(y,x), (symétrie)
) <
) =

?

iii) d(x, d(x,z) +d(z,y) (inégalité triangulaire),

) d(x,y
i) d(z,y
) d(z,y
w) d(z,y) =0< x =1y (axiome de séparation), Vr,y,z € E

)

est appelée une distance sur E. E muni de la distance d se note (E,d) et s
appelle un espace métrique.

Il est utile de retenir la version suivante de 1’ inégalité triangulaire :

(3.1) |d(z,z) — d(y, 2)| < d(x,y), x,y,z € E.

3.0.2. Distance induite. Soit U C E une partie de E. Si d est une distance
sur E la restriction de d & U x U fait de (U, d) un espace métrique.

3.1. Boules dans un espace métrique.

Définition 3.2. Soit (E,d) un espace métrique, zg € E et r > 0.
(1) L’ ensemble

{z € E:d(zg,z) <r}, noté B(xg, R)
s’ appelle la boule ouverte de centre xy et de rayon 7.
(2) L’ ensemble

{z € E:d(zxg,x) <r}, noté Be(zo, R)

s’ appelle la boule fermée de centre xg et de rayon r.
(3) L’ ensemble

{z € E:d(xg,x) =1}, noté Sq(xo, R)
s’ appelle la sphére de centre xg et de rayon r.

Parfois on notera B(xg,r) par Bg(xg,r) pour rappeler que les boules dé-
pendent du choix de la distance. Commencons par quelques remarques fa-
ciles.

Lemme 3.3. On a
i) B(zp,0) =10, B(x0,0) = {x0},
i1) B(xo,m1) C B(xo,7m1) C B(xo,72) 810 <711 <719,
ii1) B(x1,r1) C B(xo,r) si d(xg,x1) +7r1 <7

Démonstration. i) et i) sont évidents. Montrons 4ii) : si x € B(x1,71) on a
par I’ inégalité triangulaire d(zg, z) < d(zg,z1) + d(z1, z) et donc d(zg, z) <
d(xzo,x1) + 71 <7, donc z € B(zg, R). O
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3.1.1. Exemples. Dans R muni de d(z,y) = |z — y| on a B(zg,r) =|zo —
r,xo + r[, Be(xo,r) = [£0 — 1,20 + 7).

On peut remplacer la distance euclidienne dans R¢ par une autre distance
d et définir les boules B (o, 7) pour cette nouvelle distance. Voici la forme
des boules dans R?, R3? pour les distances d, dy, dus.

d=2
Y Y
r r
/RT
g r z @ — r T
By (0,7) B1(0,7) B (0,7)
d=3
z
-
1T [y
) P
B (0,7)

3.2. Parties bornées d’ un espace métrique.

Définition 3.4. Une partie A C E est bornée si il existe g € F et r > 0
tels que A C B(xg,r).

Lemme 3.5. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est bornée.
(2) pour tout ¢ € E, il existe r > 0 tel que A C B(xo,r);
(3) il existe v > 0 tel que d(x,y) < r pour tous x,y € A.
Démonstration. laissée en exercice, utiliser 1’ inégalité triangulaire. O
On a les propriétés élémentaires suivantes.
Lemme 3.6. (1) toute partie finie est bornée.

(2) si BC A et A borné alors B est borné.
(3) une union finie de parties bornées est bornée.

Démonstration. laissée en exercice. O



Définition 3.7. Soit A C E bornée et non vide. Le nombre

diam(A) := sup d(z,y)
z,yeA
s’ appelle le diamétre de A.
3.2.1. Fonctions bornées.

Définition 3.8. Soit B un ensemble (par exemple B = R™). Une fonction
F: B — FE est bornée st

f(B) = {f(t) :be B} C E
est une partie bornée de E.
3.2.2. Distance entre deux ensembles.
Définition 3.9. Soit A, B C E. On pose
d(A,B) := inf d(z,y)

r€A,yeB
appelé la distance entre les deux ensembles A et B.
De méme sizx € E et ACFE

d(z, 4) = inf d(a.y)

est appelé la distance entre le point x et I’ ensemble A.

3.3. Topologie des espaces métriques.

Définition 3.10. (1) Un ensemble U C E est ouvert si Vo € U 30 > 0 tel
que B(z,9) C U.
(2) Un ensemble F' C E est fermé si E\ F' est ouvert.

On convient que ) est ouvert. Comme E est évidemment ouvert, E et ()
sont & la fois ouverts et fermés.

Remarque 3.11. Dans R les intervalles ouverts resp. fermés sont des en-
sembles ouverts resp. fermés. Un intervalle semi-ouvert n’est ni ouvert ni
fermé, comme 'immense majorité des parties de R.

Lemme 3.12. B(x,r) est ouvert, Be(xo,r) est fermé.

Démonstration. Soit 21 € B(zg,r) et donc d(xp,z1) < r. Par le Lemme
iii) si ¢ est assez petit pour que d(zg,x1)+06 < rona B(x1,d) C B(xg,r).
B(xg,r) est donc bien ouvert.

Soit 1 € E \ Bt(zo,), c’est a dire tel que d(xp,z1) > 7. Soit § > 0 tel
que r < d(xg,x1) — 0. Si x € B(x1,0) on a d(xg,z1) < d(zg,z) + d(z1,2) <
d(xo,x) + 0 par | 'inégalité triangulaire et donc r < d(xg,x1) — § < d(zg, ),
donc = ¢ Bg(zg,r). On a montré que B(x1,0) C E \ Bf(xo,7) et donc
E\ Bt(xg,r) est bien ouvert. O
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Proposition 3.13. (1) si U;,i € I sont ouverts alors | J;c; Us est ouvert
(une union quelconque d’ ouverts est un ouvert).

(2) si Up,...Uy sont ouverts, alors (<<, Ui est ouvert (une intersection
finie d’ ouverts est un ouvert).

(3) si Fy,i € I sont fermés alors (\;c; F; est fermé (une intersection quel-
conque de fermés est un fermé).

(4) si Fy,...F, sont fermés, alors \J <<, Fi est fermé (une union finie de
fermés est un fermé).

Une intersection infinie d’ ouverts n’est pas nécessairement un ouvert,

par exemple [0,1] = (), > In pour I, =] — n~1 1 + n~![. De méme une
union infinie de fermés n’est pas nécessairement un fermé, par exemple |0, 1[=
U1 Ins pour I, = [n= 41 —n7 1.

Démonstration. les affirmations sur les fermés se déduisent de celles sur
les ouverts par passage aux complémentaires.

(1) : siz € U, Us alors il existe ig tel que & € Uy,. Comme Uj, est ouvert,
il existe 6 > 0 tel que B(z,0) C Us, C U7 Ui et donc | J;c; Us est ouvert.

(2) :si ¢ € (y<j<pn Ui, alors © € U; pour tout 1 < ¢ < n et donc il
existe §; > 0 tel que B(z,d;) C U;. En prenant § = minj<j<p 6; > 0 on
a B(z,8) C B(z,0;) C U; pour 1 < i < n et donc B(x,8) C (Vy<j<p Ui
(1 <;<n Ui est donc ouvert. O o

3.4. Intérieur, adhérence, frontiére.

Définition 3.14. Soit A C E.
(1) un point x € E est intérieur a A si il existe § > 0 tel que B(x,d) C A.
L’ ensemble des points intérieurs a A se note Int(A) ou Aets appelle
I’ intérieur de A.

Proposition 3.15. Int(A) est le plus grand ouvert inclus dans A, ou de
maniere équivalente la réunion de tous les ouverts inclus dans A.

Démonstration. Int(A) est évidemment inclus dans A. Montrons d’ abord
que Int(A) est ouvert. Si x1 € Int(A), il existe § > 0 tel que B(x1,d) C A.
Soit € B(x1,0/2). On a B(x,0/2) C B(x1,0) par I’ inégalité triangu-
laire et donc B(x,d/2) C A, c’est a dire que = € Int(A). Ceci signifie que
B(x1,0/2) C Int(A) donc Int(A) est ouvert.

Soit maintenant B C A un ouvert. Si g € B, il existe § > 0 tel que
B(xp,d) C B comme B est ouvert et donc B(zg,d) C A car B C A. On en
déduit que g € Int(A) et donc que B C Int(A). Int(A) est donc bien le
plus grand ouvert inclus dans A. O

Définition 3.16. Soit A C E.
(1) un point x € E est adhérent a A si B(xo,r) intersecte A pour tout
r > 0. L’ ensemble des points adhérents a A se note Adh(A) ou A et s’
appelle l'adhérence ou la fermeture de A.

Proposition 3.17. Adh(A) est le plus petit fermé contenant A, ou de ma-
niére équivalente I’ intersection de tous les fermés contenant A.
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Démonstration. A est évidemment inclus dans Adh(A). Montrons que
Adh(A) est fermé, c’est a dire que E'\ Adh(A) est ouvert. Soit zg & Adh(A).
Par définition il existe § > 0 tel que B(zg,d0)NA = 0. Si x € B(xg,0/2) alors
B(x,8/2) C B(xo,0) par | 'inégalité triangulaire et donc B(z,d/2)NA = ()
c’est & dire que B(x,0/2) C E'\ Adh(A). L’ ensemble E \ Adh(A) est donc
bien ouvert.

Soit F' un fermé contenant A. Montrons que Adh(A) C F ou de maniére
équivalente que E\ F C E \ Adh(A). Si g ¢ F alors il existe § > 0 tel
que B(zg,d) C E'\ F car F est fermé. On a donc B(xp,d) N F = ) et donc
B(z,0) N A =0 comme A C F. Donc g ¢ Adh(A).

On a donc montré que Adh(A) C F si F' est un fermé contenant A, donc
Adh(A) est le plus petit fermé contenant A. O

Définition 3.18. Soit A C B C E. On dit que A est dense dans B si
B C Adh(A).

Définition 3.19. Soit A C E. L’ ensemble Adh(A) N Adh(E \ A) se note
Fr(A) ou 0A et s’ appelle la frontiére ou le bord de A.

Un point xg appartient & Fr(A) si pour tout 6 > 0 B(xg,d) intersecte a
la fois A et E'\ A.

3.4.1. Exemples. Dans R muni de la distance usuelle on a
Int(Q) = Int(R\ Q) =0, Adh(Q) = Adh(R\ Q) =R.

En particulier Q et R\ Q sont denses dans R.
Dans R¢ (et dans tous les espaces vectoriels normés, voir Section @ on a

Int(B(zo,r)) = Int(B¢(zo,r)) = B(xo,7),
Adh(B(xo,7)) = Adh(Bt(xo,7)) = B(xo,7),
Fr(B(xg,7)) = Fr(Bt(xg,7)) = S(z0,1).

Remarque 3.20. Dans un espace métrique I’ adhérence de la boule ouverte
B(xg,7r) n’ est pas toujours égale a la boule fermée Bg(xo,r). Prenons par
exemple E = {a,b,c} et posons

d(a,a) = d(b,b) = d(c,c) =0,
d(a,b) = d(b,a) = d(b,c) =d(c,b) =1,
d(a,c) =d(c,a) = 2.
On vérifie que d est une distance sur E. On a
B(a,2) = {a,b} = Adh(B(a,2)), B¢(a,2) ={a,b,c}.
3.4.2. Propriétés de base.

Proposition 3.21. (1) Int(A) C A C Adh(A).
(2) E=1Int(E\ A)U Fr(A)UInt(A), les trois ensembles étant disjoints.
(3) E\ Int(A) = Adh(E \ A).
(4) E\ Adh(A) = Int(E\ A).
(5) Fr(A) = Adh(A) \ Int(A).

Démonstration. laissée au lecteur. O
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Proposition 3.22. (1) A est ouvert si et seulement si A = Int(A).
(2) A est fermé si et seulement si A = Adh(A).
(3) = € Adh(A) si et seulement si d(x, A) = 0.
(4) z € Int(A) si et seulement si d(z, E\ A) > 0.

Démonstration. laissé au lecteur. O

3.5. Suites dans un espace métrique.

Définition 3.23. Une suite (xp)nen G valeurs dans E est une fonction N 5
n +— xn, € E. Pour n fizé, I’ élément x, est appelé le n-iéme terme de la

suite (Tpn)neN-

Si E = R% a évidemment z,, = (Z1m,-.-Tdp), ol les (x;n)nen sont des
suites réelles. Se donner une suite (x,),eny dans R? revient donc, aprés le
choix des coordonnées canoniques, a se donner d suites réelles (z; ,)nen-

Définition 3.24. Soit (zy)nen une suite dans E et x € E. On dit que la
suite (Tpn)nen converge vers x et on écrit limy, o0 Ty, = x, ou limx, = = ou
encore T, — x si pour tout € > 0 il existe N € N tel que d(z,,x) < € pour
n > N.

De maniére équivalente limy, o T, = x si et seulement silimy,_,oo d(xp, x) =
0.

Une suite (zp)nen est bornée si I’ ensemble de ses termes {x, : n € N}
est borné.

Si E=R*Q aprés on a

sup |x; — x| < d(zn,x) < d sup |z — x4y
1<i<d 1<i<d

I

et donc, aprés avoir choisi les coordonnées canoniques, lim,, ;o , = X si et
seulement si limy,, o0 5, = x; pour tout 1 <14 < d.
Toute suite convergente est bornée.

Lemme 3.25. La limite d’ une suite convergente est unique.

Démonstration. Supposons que z, — x et z, — z'. Alors d(z,z') <
d(z,xy) + d(zp,2") et donc d(z,2’) = 0 en faisant tendre n vers I infini, ce
qui montre que x = z’. O

Proposition 3.26. Soit A C F.
(1) = € Adh(A) si et seulement si il existe une suite (Tp)neny d’ éléments
de A telle que x = lim,, o0 Ty,
(2) A est fermé si et seulement si la limite de toute suite convergente
(n)nen d’ éléments de A appartient aussi a A.

Démonstration. (1) : Soit z € Adh(A). Par définition B(x,n" 1) N A # ()
pour tout n € N. Il existe donc un élément z,, € B(x,n )N A.Onaz, € A
et comme d(z,,z) <n~! 2, — 2. Inversement s’ il existe une suite (2, )nen
d’ éléments de A telle que lim z,, = z, donc lim d(z, x,,) = 0. Pour tout § > 0
il existe donc un N € N tel que d(z,zy) < 0, c’est & dire que zx € B(z, ).
Comme zy € A, on en déduit que z € Adh(A).
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(2) : on a vu dans (1) que z € Adh(A) ssi il existe une suite (z,)neny d’
¢éléments de A avec limz,, = z. Comme A est fermé ssi Adh(A) = A on
obtient 2). O

3.5.1. Suites de Cauchy. La notion de suite de Cauchy est absolument fon-
damentale. Elle permet de montrer qu’ une suite est convergente sans avoir
besoin de connaitre sa limite.

Définition 3.27. Une suite (zp)nen dans E est une suite de Cauchy si pour
tout € > 0 il existe N € N tel que d(zp, xy) < € pour tous n,p > N.

Proposition 3.28. (1) toute suite convergente est de Cauchy.

(2) toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. (1) : supposons que lim, z, = x. Pour € > 0 on peut
trouver N € N tel que d(x,z,) < € pour tout n > N et donc d(z,,z,) <
d(zpn,z) = d(z,xp) < 2€ pour tout n,np > N. Remplacant e par €/2 on
obtient que (xy,)nen est une suite de Cauchy.

(2) : Soit (z5,)nen une suite de Cauchy. Par définition (prendre e = 1) il
existe N tel que d(zp,z,) < 1 pour n;,p > N et donc d(zy,,xny) < 1 pour
n > N. On a donc

d(xp,zNn) <14+ sup d(xn,zN) =:10, Vn €N,
1<i<N

et donc z,, € B(zn,10) pour tout n € N. O

Définition 3.29. Un espace métrique (E,d) est dit complet si toute suite
de Cauchy dans E est convergente.

Théoréme 3.30. R? muni de la distance canonique est complet.

Démonstration. on sait que R est complet (rappelons que cette propriété
découle de la propriété de la borne supérieure). Soit (2, )nen une suite de
Cauchy dans R? et (%in)nen ses suites de coordonnées. En utilisant
chaque suite réelle (z;,,)nen est une suite de Cauchy, et donc converge vers
x; € R. On en déduit que lim X, = (z1,...,24). O

3.5.2. Sous-suites.

Définition 3.31. Soit (zn)nen une suite dans E. Une suite Y, = Ty(,) 0l
¢ : N — N est une application strictement croissante est appelée une sous-
suite ou suite extraite de la suite (Tp)nen-

Il est utile de remarquer que si ¢ : N — N est strictement croissante, on a
©(n) > p(0) +n et donc lim ¢(n) = 4o0.

Proposition 3.32. (1) Toute sous-suite d’ une suite convergente converge
vers la méme limite.

(2) une suite de Cauchy possédant une sous-suite qui converge vers un point
T converge aussi Vers x.
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Démonstration. (1) : supposons que limz, = z et soit y, = Ty(n) uen
sous-suite de (xy). Pour € > 0 il existe N € N tel que d(zp,x) < € pour
p > N. Soit M € N tel que (M) > N.Sin > M on a p(n) > p(M)> N
et donc d(yn, ) = f(Ty(n), ) < €. On a donc bien limy, = z.

(2) : soit (z,) une suite de Cauchy et y, = z,(,) une sous-suite avec
limy, = z. Soit € > 0. Il existe N tel que d(xy,x,) < € pour n,p > N. I
existe aussi M tel que d(a:@(n),x) < esin > M. Choisissons My > M tel
que ¢(My) > N, ce qui est possible car lim ¢(n) = +00. Sin > ¢(Mp) on a
donc d(wy, x) < d(Zn, Ty(ar)) + A(Tp(ar)> ©) < 2¢. En remplacant € par €/2
on obtient bien que limz, = z. O

3.6. Comment déterminer I’ adhérence ou I’ intérieur d’ un en-
semble. Un exercice classique consiste a se donner un ensemble A C R, R?
ou R? et & déterminer son adhérence ou son intérieur.

Tout d’ abord on peut remarquer qu’ il s’ agit en fait du méme probléme.
En effet on a

i) Int(A) = E\ Adh(E\ A),

(3.2) g
i) Adh(A) = E\ Int(E \ A),

(E=R% d=1,2,3ici) et connaitre un ensemble est équivalent a connaitre
son complémentaire. Néanmoins il vaut mieux raisonner directement pour
éviter de s’ embrouiller dans les complémentaires. Voici la marche & suivre :

1) on commence par dessiner sur sa feuille " ensemble A. C’est parfois
difficile, par exemple on ne peut pas dessiner QQ dans R, mais pour exprimer
le fait que QQ est dense dans R, on peut représenter () comme un nuage de
points sur la droite réelle.

2) le dessin permet de deviner ce que sont Int(A), noté B et Adh(A), noté
C.

3) Comment justifier que notre candidat B est bien égal a Int(A) ?

- on montre que B est ouvert et B C A. Comme Int(A) est le plus grand
ouvert inclus dans A, on a donc montré que B C Int(A).

- il reste & montrer que Int(A) ne contient pas d’ autres points que ceux de
B, c’est a dire que les points de A qui ne sont pas dans B ne sont pas dans
Int(A), c’est a dire que si X € A\ B alors X € Adh(E \ A) (voir i)).
Pour cela pour chaque X € A\ B, il faut trouver une suite X,, avec X,, ¢ A
et lim X,, = X.

4) Comment justifier que notre candidat C' est bien egal a Adh(A)?

- on montre que C' est fermé et A C C. Comme Adh(A) est le plus petit
fermé contenant A on a donc montré que Adh(A) C C.

- on montre que C' C Adh(A) en trouvant pour chaque X € C' une suite
X, avec X,, € A et limX,, = X. Il suffit de considérer les X € C'\ A (si
X € A on peut prendre la suite constante X,, = X).

3.7. Compacité.

Définition 3.33. Soit F' C E. Un recouvrement ouvert de F' est une famille
(Ui)ier d” ouverts de E telle que F C |J;c; Us.

F' est compact si tout recouvrement ouvert de F' admet un sous recou-
vrement fini, c’est a dire que si (U;)ier est une famille d’ ouverts telle que
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F C U Ui alors il existe iy, ... i, € I tels que
FcU,uU, --UU;,.

3.7.1. Compacité et sous-suites. Voici une autre caractérisation de la compa-
cité, connue sous le nom de propriété de Bolzano- Weierstrass ou de compacité
séquentielle.

Théoréme 3.34. K C E est compact si et seulement si toute suite (Ty)neN
a valeurs dans K posséde une sous-suite qui converge vers un élément x de

K.

La preuve du Théoréme [3.34] est hors programme. Une preuve est donnée
dans 1" appendice [A7T]

3.7.2. Propriétés de base.

Proposition 3.35. (1) tout compact K C E est fermé et borné.
(2) si K est compact et F' fermé alors K N F est compact.

(3) Si K est compact, toute suite de Cauchy dans K converge vers un élé-
ment de K, c’est a dire que (K,d) est complet.

Démonstration. (1) : soit K compact et © € Adh(K). Il existe une suite
(zp) d’ éléments de K telle que x,, — x. Comme K est compact, il existe
une sous-suite x,(,) telle que limz,,,) = y € K. Par unicité de la limite
x =y et doncz € K. On adonc Adh(K) C K c’est a dire que K est fermé.

Montrons maintenant que K est borné. En posant U, = B(z,1) on ob-
tien un recouvrement ouvert |J,.x U,. Comme K est compact, il existe
x1,..., oy € K tels que K C |J;"; B(xi, 1) et donc K est borné.

(2) : Soit (z,) une suite dans K N F. Comme K est compact il existe
une sous-suite (7)) qui converge vers x € K. Comme (z,(,)) est une suite
dans le fermé F on a x € F et donc x € KN F. F N K est séquentiellement
compact, donc compact.

(3) est laissé en exercice. O

3.7.3. Theoréme de Borel-Lebesgue.

Théoréme 3.36. [Borel-Lebesgue] K C R? est compact si et seulement si
K est fermé et borné.

Pour montrer le Théoréme [3.36] on utilise le lemme suivant.

Lemme 3.37. Les boules fermées Bg(xo,7) sont compactes pour tout xo €
Re.

Démonstration. commencons par considérer le cas d = 1 et par mon-
trer que les intervalles fermés bornés [a,b] sont compacts. Soit (U;);er un
recouvrement ouvert fixé de [a,b]. Soit F' I’ ensemble des x € [a, b] tels que
la,z] C ;e Ui, ot J C I est une partie finie (dépendant a priori de x).
Pour montrer que [a, b] est compact, il suffit de montrer que b € F'.

F est non vide : en effet a € F car [a,a] = {a} est inclus dans un des U;.
F est majoré par b, donc posséde une borne supérieure c.

Montrons que ¢ = b. Supposons que ¢ < b et soit iy € I tel que ¢ € U,
et a > 0 tel que |¢ — a, ¢ + a[C Uj,. Un tel a existe comme Uj, est ouvert.
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Soit maintenant € FN|c— a, ¢] (un tel x existe comme ¢ = sup F'). Comme
r € Fil existe J C I finie tel que [a, z] C | J;c; Ui. Comme Jc—a, c+a[C Uj,
et c—a<zonalac+a/2] Cla,c+af[C ;U UUs. Ceci signifie que
¢+ a/2 € F, ce qui contredit que ¢ est un majorant de F'. On a donc ¢ = b,
c’est a dire sup F' = b.

Il reste & montrer que b € F. On choisit a nouveau ¢; tel que b € U;, et
a > 0 tel que |b—a, b+a[C U;,. Comme plus haut on choisit x €]b—a, b)NF,
I” intervalle [a, z] est recouvert par un nombre fini de U;, et en rajoutant U,
a ce recouvrement, on obtient un recouvrement fini de [a, b], c’est & dire que
be F.O

Considérons maintenant le cas d quelconque et montrons que Bg(Xg, ) est
séquentiellement compact. Soit (X,,) une suite dans Bf(Xp,r). En posant
Xo = (a1,...,aq) et Xy, = (T1p,...,%qp) les suites réelles (z;,) sont a
valeurs dans les compacts [a; — r,a; + r]. Pour i = 1, il existe une sous-
suite (:Ul#,l(n)) qui converge vers by. La suite z9 () est & valeurs dans le
compact [ag —7,az +7], on peut donc en extraire une sous-suite (T3 ¢, (py(n)))
qui converge vers un réel by. La suite (7, (p,(n))) est extraite de la suite
(71,4, (n)) et donc converge vers by .

En répétant I’ argument, on obtient ¢ = ¢10---p7 : N — N tel que
(T4,p(n)) converge vers b; pour tout 1 < i < d. Ceci entraine que (X))
converge vers B = (by,...,bg). La boule Bf(Xy,r) est donc séquentiellement
compacte, donc compacte. O

Preuve du Théoréme On a déja vu qu’ un compact était fermé et
borné. Soit maintenant K fermé et borné. Comme K est fermé, K est inclus
dans le Bf(0,r) pour r assez grand, et donc K = Bf(0,7) N K est compact
comme intersection d’ un compact et d’ un fermé. O

P2

3.8. Limites et applications continues.

Définition 3.38. Soit (E1,dy) (E2,ds) deuzx espaces métriques, xo € Ei,
l € Es et F': E1 — Es une application.
(1) on dit que limy_z, F'(x) =l pour tout € > 0, il existe o« > 0 tel que pour
tout x € Ey tel que di(z,z0) < o on a da(f(x),1) <e.
(2) on dit que F' est continue en xq silimg_,4, f(z) = f(z0).
(3) on dit que F' est continue si F' est continue en tout point xo € Ej.

Proposition 3.39. Soit (Ey,d1) (F2,da) deux espaces métriques et F :
E1 — Es une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) F est continue.

(2) pour tout ouvert U C Ey, F~Y(U) est ouvert dans E;.

(3) pour tout fermé F C Eo, F1(F) est fermé dans E;.

(4) pour toute suite (xy)nen dans Ey aveclimz, = x € Ey on alim F(x,) =
Démonstration. (1) = (2) : Soit U C Ey ouvert et 29 € F~1(U), cest &
dire yo = F(z¢) € U. Comme U est ouvert, il existe € > 0 tel que B(yg,€) C
U. Comme F est continue au point x il existe a > 0 tel que

xz € By, d(z,x0) < o= d(F(z),y) < €.
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De maniére équivalente si x € B(xg, ) alors F(x) € B(yp,€) C U. On a donc
montré que pour tout zg € F~H(U), il existe a(xg) tel que B(zo,a(wg)) C
F~YU), c’est a dire que F~1(U) est ouvert.

(2) = (3) : passer aux complémentaires.

(3) = (4) : soit (x,) une suite dans F; avec limz,, = = € E;. Supposons
que la suite (F'(x,)) ne converge pas vers F'(z). Alors il existe ¢y > 0 tel que
Vn € N, il existe p(n) > n avec d(F(zy,)), F(7)) > €o. Soit yn = Ty et
U = Ey\ B(F(x),€). U est fermé, F(y,) € U, donc y, € F~Y(U), qui est
fermé par la propriété (3). Comme (yy,) est une sous-suite de la suite (x;,)
qui converge vers z, on a limy,, = 2. Comme F~1(U) est fermé, on en déduit
que z € F~Y(U), c’est a dire que F(x) € U ou encore que d(F(x), F(z)) > €
ce qui est faux.

(4) = (1) : supposons que F' ne soit pas continue en un point zo de Ej.
Alors il existe ¢p > 0 tel que V§ > 0 il existe x5 € E; avec dj(xs,x0) < 6 et
do(F(xs), F(z)) > €. En prenant § = n~! on obtient une suite (z,,),>1 telle
que lim x,, = zg et da(F(xy,), F(z0)) > €0, ce qui contredit (4). O

Voici I’ exemple canonique d’ une application continue entre espaces mé-
triques.

Lemme 3.40. Soit (E,d) un espace métrique et xo € E. Alors
E>z—d(xg,z)eR
est continue.

Démonstration. L’ inégalité triangulaire montre que |d(z, zo)—d(z’, xo)| <
d(x,z') ce qui entraine la continuité. O

4. LIMITES ET CONTINUITE DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Soit D C R™ et F' : D — RP une application. L’ ensemble D est donc le
domaine de définition de F' et en introduisant les coordonnées cartésiennes
on a

F(zi,...,zp) = (Fi(z1,...,2p), ... Fp(z1,...,20)),
ou f; : D — R sont des fonctions de D dans R. Se donner une application
de R™ dans RP revient donc & se donner p fonctions de R™ dans R. Dans la
pratique le domaine D sera souvent égal & R™ ou & un ouvert de R™.

On peut directement appliquer la Sous-section [3.8] aux deux espaces mé-
triques (D, d) et (RP,d) ou d est la distance euclidienne sur R” ou RP. Ceci
conduit aux résultats suivants.

Définition 4.1. Soit D CR", F: D - RP et Xg € D.

(1) on dit que limx_,x, F(X) = L pour L € RP si pour tout e > 0, il
existe a > 0 tel que pour tout X € D tel que d(X,Xp) < a on a
d(f(X),L) <e.

(2) on dit que F' est continue en Xo silimyx_,x, f(X) = f(Xo).

(3) on dit que F' est continue sur D si F' est continue en tout point Xy € D.

Proposition 4.2. Soit D C R™ et F : D — RP une application. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(1) F est continue sur D.
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(2) pour tout ouvert U CRP F~YU)=V ND ouV est ouvert dans R".
(3) pour tout fermé U CRP F~Y(U) =V N D oV est fermé dans R".
(4) pour toute suite (X, )nen dans R"™ aveclim X,, = X € D on alim F(X,,) =
F(X).
4.1. Comment construire des applications continues.

Lemme 4.3. Soit D C R" et ' : D — RP une application. Alors F est
continue sur D si et seulement si les composantes F; de F' définies par
F(X) = (Fi(X),..., Fy(X))

sont continues sur D.

Démonstration. Le lemme suit directement de la Proposition (4). O

Corollaire 4.4. Les fonctions coordonnées R" 3 X +— z; € R pour1 <i<mn
sont continues.

Démonstration. les fonctions coordonnées sont les composantes de 1’ iden-
tité X — X qui est évidemment continue. O

Le Lemme permet donc de se ramener & des fonctions f: D — R. La
proposition suivante se montre comme pour des fonctions d’ une variable.

Proposition 4.5. Soit D C R" et f,g : D — R deux fonctions continues
sur D.

(1) les fonctions f + g, fg: D — R sont continues sur D.

(2) si g(X) # 0 pour tout X € D la fonction fg=': D — R est continue.

(3) soit I C R un intervalle tel que f(D) C I et ¢ : I — R une fonction

continue. Alors g o f: D — R est continue sur D.
On déduit donc de la Proposition [£.5] et du corollaire [1.4] que les fonctions
polynomes :
P: X~ Z Aoy .an X7 Ty
ar++an<D

sont continues sur R™.

4.2. Comment montrer qu’ un ensemble est ouvert ou fermé. Trés
souvent une partie de R™ est définie par un certain nombre d’ inégalités
strictes ou larges. On peut alors utiliser la Proposition 2) pour montrer
que cette partie est ouverte ou fermée. Le lemme suivant est laissé en exercice.

Lemme 4.6. Soit Iy,...,...1I, des intervalles ouverts resp. fermés. Alors
I; x --- x I, est ouvert resp. fermé dans R™.

L’ ensemble
D = {(z1,2z2,23) € R3: x% + 2z1xox3 < 0, sin(xix2) < z3}

est un ouvert de R?, car c’est 1’ image réciproque de I’ ouvert U =] —o0, 0[x]—
00, 0[ de R? par I’ application continue

F(x1,x9,23) = (m% + 2z 203, sin(z122) — 3).
De méme I’ ensemble
D = {(z1,72,23) € R® : 227 + 323 + 523 < 1}
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est fermé comme image réciproque du fermé | — oo, 1] de R par I’ application
continue
F(xl, X2, .CCg) = 2%% + 3%% + 533%
D’ autres méthodes pour montrer qu’ un ensemble est (ou n’est pas) ouvert
ou fermé seront vues en travaux dirigés.

4.3. Lien avec la compacité.

Théoréme 4.7. Soit f : R™ — RP une application continue et K C R™ un
compact. Alors f(K) C RP est compact.

Démonstration. Soit (Y;,) = (f(X,,)) une suite dans f(K). La suite (X,,)
est a valeurs dans le compact K donc admet une sous-suite X, ,) convergente
vers X € K. Comme f est continue la suite (Y,(,)) = f(Xyn)) converge vers
f(X) e f(K). O

Corollaire 4.8. Soit f : R® — R une fonction continue et K C R"™ un
compact. Alors f|x est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. f(K) est compact dans R donc borné. Soit a = supxex f(X).
Par définition il existe une suite (X,,) a valeurs dans K telle que f(X,) — a.
(Xn) admet une sous-suite (X,(,)) qui converge vers X € K. Comme f
est continue a = lim f(X,(,)) = f(X) donc supg f est atteint. Le méme
argument montre que infg f est atteint. O

4.4. Continuité partielle. Soit D C R™ un ouvert et f : D — R une
fonction. Comme D est ouvert, pour tout A = (aq,...,a,) € D, il existe
des intervalles I; de centre a; tels que Iy X -+ x I,, C D. En introduisant
les coordonnées cartésiennes, on peut donc définir les fonctions partielles au
point A, qui sont des fonctions d’ une seule variable

fl(t) = f(al, e G-, 0,441, ,an).

obtenues en gelant les coordonnées x; pour j # ¢. En d’ autres termes
la fonction f; est la restriction de f au segment {a;} x --- x {a;—1} x I; x

{ai+1} X oo X {an}

Définition 4.9. La fonction f: D — R est partiellement continue au point
A € D si toutes les fonctions partielles f; sont continues au point a;. Elle
est dite partiellement continue sur D si elle est partiellement continue en
chaque point de D.

Il est facile de voir que la continuité implique la continuité partielle. La
réciproque est fausse, comme le montre I’ exemple suivant. Soit

1T .
fl@1,22) :{ Trayr S (@1,22) # (0,0),

0 si (z1,22) = (0,0).

On vérifie que f est continue (et donc séparément continue) en tout point
différent de (0,0). On a f(0,z2) = 0 et f(x1,0) =0 pour tout x1, z2 et donc
f est partiellement continue en (0,0). Si f était continue au point (0,0), on
aurait en particulier lim; o f(¢,t) = f(0,0) = 0, ce qui est impossible car
ft,t) = % pour ¢ # 0.
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Remarque 4.10. La bonne notion de continuité est celle donnée dans la
Définition [4.1. La continuité partielle est une notion presque inutile, dont
nous n’ avons parlé que pour nous en débarrasser. La raison de son inutilité
est son lien avec un systéme particulier de coordonnées.

5. DERIVATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
On note par €1, ..., ¢€,, la base canonique de R"™.

Définition 5.1. Soit D C R™ un ouvert et f : D — R une fonction. Soit
Xo € D et eR™ On dit que f est dérivable au point Xy dans la direction
u si la fonction
I>t— f(Xo+ tu),

est dérivable ent = 0. Ici I C R est un intervalle ouvert contenant 0 tel que
Xo+tue D sitel, qui existe car D est ouvert.

Si f est dérivable en X dans les directions €1, ..., €y, on dit que f admet
des dérivées partielles en Xy et on pose

of
&ri
Notons que comme D est ouvert, la fonction t — f(Xo + t0), (qui corres-
pond & restreindre f & un petit segment de la droite passant par Xg et de
vecteur directeur @), est bien définie pour ¢ dans un voisinage de 0.
De plus si Xg = (a1,...,a,), la dérivée partielle %(Xo) est égal a la
dérivée en a; de la fonction partielle f;(t) = f(a1,...,ai—1,t,Git1,...,an).

d .
(Xo) = pn (XO + tei)|t:0.

Remarque 5.2. Une fonction f peut étre dérivable dans toutes les directions
en un point sans y étre continue. En effet soit

f(x1,22) = { Lsiwa =ai, (w1,22) # (0,0),

0 sinon.
Cette fonction vaut 1 sur la parabole d’ équation xo = x% privée de (0,0)
et 0 partout ailleurs. On remarque que f(td) = 0 pour t # 0 assez petit, et

d
donc %f(tﬁ)‘tzo =0, et f est dérivable dans toutes les directions en (0,0).

Par contre si X, = (n71,n72) on a lim X,, = (0,0) mais f(X,) = 1 donc
lim f(X,,) # f(0,0) et donc f n’est pas continue en (0,0).
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Remarque 5.3. Une fonction peut avoir des dérivées partielles en un point
sans étre dérivable dans toutes les directions. En effet soit

1stax; =29 >0
flay, ) = { 0 sinon.

Comme les fonctions partielles de f en (0,0) sont identiquement nulles, on
a a%lf(0,0) = a%2]“(0,0) = 0. Par contre comme f(t,t) =1 sit > 0 et
f(0,0) =0, f n'est pas dérivable dans la direction (1,1).

Les deux exemples ci dessus montrent clairement que, comme la continuité
partielle, les notions introduites dans la Définition [5.1] ne sont pas les bonnes.

Définition 5.4. Soit D C R™ un ouvert et f : D — R une fonction. f
est différentiable au point Xg € D s’ il existe une application linéaire notée
Df(Xp) =R" = R telle que

(5.1) f(Xo+ X) = f(Xo) + Df(Xo)X + || X|e(X),

ot €(X) désigne une fonction définie sur une boule B(0, d) telle que limx g e(X) =
0.

On sait que les applications linéaires de R™ dans R (appelées des formes
linéaires sur R™) sont de la forme

TX = v-X, pour un vecteur v € R™.

On a donc Df(Xo)X = ?f(XO)-X, ou le vecteur ﬁf(Xo) s’ appelle le
gradient de f au point Xj.

Lemme 5.5. Soit D C R™ un ouvert et f : D — R une fonction différen-
tiable au point Xog € D. Alors f est continue en Xg. De plus f est dérivable
dans toutes les directions au point Xg et on a

0

5L (Xo)

(5.2) Vixo) = |
2L (Xo)
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Démonstration. L’ identité montre que limx_,x, f(X) = f(Xo),
donc f est continue en Xy. On applique ensuite a X = tu, on obtient
F(Xo + 1) = f(Xo) + Y f(Xo)-T + te(t), ce qui montre que t — f(Xo + t17)
est dérivable en ¢ = 0 de dérivée V f(Xp)-@. En prenant @ = €; on obtient

6.

Définition 5.6. Soit D C R™ un ouvert et f : D — R une fonction. On dit
que f est de classe O sur D et on écrit f € CY(D) si f est différentiable en

tout point X de D et si D 3 X +— ?f(X) € R"™ est continue.

Théoréme 5.7. Soit D C R™ un ouvert. Une fonction f: D — R est de
classe Ct sur D si et seulement si f admet des dérivées partielles %(X),

1 <1i<n en tout point X de D et les fonctions

of

D> X+
8:61‘

(X)eR
sont continues.

Démonstration. On donne la démonstration pour n = 2, I’ extension
a n quelconque étant facile. On note Xog = (zo,y0) € D et on applique
le théoréme des accroissements finis au point y = yg & la fonction d’ une
variable y — f(xo,y). On obtient

(5.3) F(wo,y) = F(xo,90) + (v — yo>§§<xo,n<y>>,

ot n(y) est compris entre yg et y. Pour y fizé assez proche de g, on applique
les accroissements finis a la fonction z — f(xz,y) au point = 9. On obtient

(5.4 F(o.) = F(z0,u) + (&~ 20) 92 (€(z),v),

ou &(x,y) est compris entre z¢ et x. En utilisant aussi ((5.3) on obtient :

(5:5) ) = Fao. ) + & = 20) 52 (€0 0),) + (0 = )51 (w01,

Comme 7)(y) est compris entre y et yo on sait que limy_,,, €(y) = yo et comme
St g—i(wo, s) est continue, on a

of of :
a*y(xovﬁ(y)) = a*y(fﬂo,yo) +e(y), lim e(y) =0.

Yy—Yo

De méme comme &(z, y) est compris entre = et xg on sait que limg_,,, £(z,y) =
xo et comme (x,y) — %(x,y) est continue (comme fonction de deux va-

riables), on a :

of
ox

On obtient donc

(2, y),y) = %(90071/0) + €a(,y) lim  ex(z,y) =0.

(@,y)=(z0,y0)

flxy) = F(@0,90) + (& — 20) 5 (w0, %0) + (¥ — y0) 5L (w0, vo)
+(x — zo)ea(z,y) + (¥ — vo)er (y).-
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On pose ensuite

(z — o) (Y — vo)
e(2,y) = ro—Fee@y) + e ),
X — Xol| [ X — Xol|
et en utilisant que
|z — 0| <1, ly — yo <1
[ X = Xol | X — Xol

on obtient que limy_, x, €(X) = 0. Ceci termine la démonstration. O

5.1. Extrema et points critiques.

Définition 5.8. Soit f: D — R une fonction. On dit que Xo € D est un
(1) maximum resp. minimum de f sur D si

f(X) < f(Xo) resp. f(X) = f(Xo) VX € D,

(2) maximum resp. minimum local de f sur D si il existe 6 > 0 tel que
F(X) < F(Xo) resp. F(X) > f(Xo) ¥X € D avec | X — Xo| <.
Théoréme 5.9. Soit D C R™ un ouvert, f € C*(D) et Xo € D et Xo € D

un extremum local de f. Alors
ViXo) =T,
et on dit que Xg est un point critique de f.

Démonstration. Supposons que ? f(Xo) # 0. On applique (5.1) & X =
t?f(Xo) pour |t| < §, avec § assez petit et on obtient

F(Xo + 1Y £(X0)) — F(Xo) = t(IV F(X0)[|> + (), €(t) — 0 quand £ — 0.

On a donc +(f(Xo + t?f(Xo)) — f(Xo)) > 0 pour 0 < £t < §, ce qui
contredit I’ hypothése que X est un extremum local. O

Remarque 5.10. Comme pour les fonctions d’ une variable, les extrema
locauzx sont des points critiques, mais la réciproque est fausse. Par exemple
la fonction

(z,y) = a* — ¢
posséde le point critique (0,0), qui n’est pas un extremum local.

5.2. Dérivées partielles d’ ordre supérieur. Soit D C R" un ouvert.
On définit par récurrence I’ ensemble C*(D) des fonctions de classe C* sur
D pour k > 2 en disant que f € C*¥(D) si f € CY(D) et les fonctions
X — %(X), 1 <i < n appartiennent & C*~1(D).

On utilise souvent la notation des multiindices pour les dérivées d’ ordre

supérieur, en posant pour « = (aq,...,q,) € N”
o™ o

Bf=F5ar 5t
0z} 0Ty

Un résultat fondamental sur les dérivées partielles d’ ordre supérieur est le
suivant.
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Théoréme 5.11. [Lemme de Schwarz] Soit D C R™ un ouvert et f €
C?(D). Alors

0’ f ) — 0*f
8%1‘8373' - 8a?jal'i
La démonstration est donnée dans I’ appendice

(X), V1<i,j<n, X€D.

5.2.1. 1l existe des fonctions ayant des dérivées partielles d’ ordre 2 mais

92 92 .
telles que - 8’; - #* Ry foi' En effet soit

ai-zd
Flar, o) = { 1Patvay ¥ (w1, 22) # (0,0),
0 si (z1,22) = (0,0).

Calculons g—af;(:cl,xg). Sixz; =0ona f(0,22) = 0 donc 8‘%(0,3;2) = 0. Si

x1 # 0 un calcul routinier donne que

af 22 — 23
67.%'2(1:171‘2) — xlx% T 3}'%’
et donc en particulier
0
ai(wl,O) =z1,Vz1 €R,
ce qui implique que
0 f
0,0)=1.
8a:16x2 ( )
Comme f(z1,22) = —f(x2, 1), on obtient automatiquement que
0% f
0,0) =—1.
01‘281‘1 ( )

5.3. Formule de Taylor a I’ ordre 2.

5.3.1. Matrice hessienne.

Définition 5.12. Soit D C R™ un ouvert, f € C?(D) et Xo € D. La matrice
hessienne de f au point Xg est la matrice n x n donnée par
0% f
50 (Xo)] :
Li0T 4 1<i4,5<n

H f(Xo) = [
A cause du lemme de Schwarz H f(X) est une matrice symétrique.

5.3.2. Formule de Taylor a I’ ordre 2.
Théoréme 5.13. Soit D C R™ un ouvert , f € C*(D) et Xg € D. Alors

(56) F(Xo+X) = F(Xo) + VF(Xo) X + s X-Hf(Xo) X + | X|?e(X),

ot €(X) désigne une fonction définie sur une boule B(0,0) telle quelimx_,0 (X ) =
0.
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Donnons une version explicite de (5.6 si n =2, 41" aide des coordonnées
cartésiennes :

fla1 +z1,a2 + 22) = f(a1,a2) + %(01&2)331 + %(a17a2)$2

2 2 2
(6.7 + % (ng]%(al’ ag):c% + 2851;;2 (a1,a2)x129 + chg(al, ag)x%>
+ (22 + 23)e(z1, 22).

Il est clair que 1’ écriture (5.6]) est bien préférable a ([5.7).

5.4. Nature des points critiques.

Théoréme 5.14. Soit D C R™ un ouvert , f € C?*(D) et Xo € D un point
critique de f.

(1) si toutes les valeurs propres de H f(Xo) sont strictement positives resp.
strictement négatives, alors Xy est un minimum local, resp. un maxi-
mum local.

(2) si toutes les valeurs propres de H f(X() sont non nulles, mais pas toutes
de méme signe, Xy n’est pas un extremum local. On dit que Xg est un
point selle ou encore un point col.

(3) si Hf(Xo) a la valeur propre 0, Xo est un point critique dégénéré et on
ne peut rien dire sur la nature de Xj.

La nouveauté par rapport au cas n = 1 est I’ apparition des points cols.
Démonstration. D’ aprés (5.6 on a

(658)  f(Xo+ X) — f(Xo) = g X-HF(X0)X + | X|e(X).

Commencons par étudier la fonction X — X-H f(Xo)X. La matrice H f (X))
est symétrique, donc posséde une base orthonormée de vecteurs propres

(t1,...,Udy), associés aux valeurs propres Aq, ..., A,, c’est a dire
(5.9) H f(Xo)u; = Niti, ;- = by,
ol 0;; = 1 si ¢ = j et d;; = 0 sinon est le delta de Kronecker.
Soit (x1,...,2,) les coordonnées de X dans la base (u1,...,u,), c’est &

dire X =Y "" | z;u;. Grace a (5.9) on a
n
X-Hf(Xo)X =) Az},
i=1

Si A; > 0 pour tout ¢, on a
X-Hf(X0)X > ¢|X||?, ¢ =min)\;,
et donc en utilisant
F(Xo+X) = f(Xo) 2 | X[*(c + (X)),

et donc f(Xo+ X) > f(Xo) pour 0 < || X|| < 1, X( est un minimum local.
Le méme argument montre que si A; < 0 pour tout ¢ Xy est un maximum
local.

Supposons maintenant que H f(Xj) a une valeur propre A\; > 0 et une
autre Ao < 0. En utilisant on obtient

F(Xo + i) — F(Xo) = %Alﬁ +26(t),
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donc f(Xo + td1) > f(Xo) pour t assez petit, et de méme :
1
f(Xo +tiz) — f(Xo) = 5)\2752 +t%e(1),

done f(Xo+tiz) < f(Xo) pour t assez petit. Xy n’est donc pas un extremum
local. O

5.4.1. Le cas de la dimension 2. Pour étudier la nature d’ un point critique,
il est donc a priori nécessaire de calculer les valeurs propres de la matrice

. , . . a b
hessienne. Ce n’est pas nécessaire si n = 2. En effet soit M = [ c } une

b
matrice symétrique. Son polyndéme caractéristique est

P(\) =\ —2(a+ )\ + ac — b,

et on reconnait que ac — b?> = det A, a + ¢ = TrA, la trace de A, c’est a dire
la somme des termes sur la diagonale.
D’ autre part si un polynéme de degré 2 s’ écrit comme \?> — SA+ P, alors

S est la somme de ses racines et P leur produit, c’est & dire que det A est le
produit des deux valeurs propres de A et TrA leur somme. On obtient donc
le résultat suivant, pour A = H (X)) :

(1) sidet A >0 et TrA > 0 X( est un minimum local.
(2) sidet A >0et TrA <0 Xp est un maximum local.
(3) sidet A <0 Xp est un point selle.
(4) si det A =0, X( est un point critique dégénéré.

6. ESPACES VECTORIEL NORMES

6.1. Rappels sur les espaces vectoriels. Dans cette section E désigne
un espace vectoriel sur K = R ou C, dont les éléments seront notés x,y etc.
En cas d’ attaque de panique, prendre K = R.

Le vecteur nul dans E sera noté Og, ou parfois simplement 0. Les scalaires
seront notés A, p etc. Les applications linéaires entre deux espaces vectoriels
seront notées A : E — F, leur action sur x € E par Ax.

Nous aurons besoin de parler de la dimension d’ un espace vectoriel. On
rappelle que F est de dimension n € N si E admet une base formée de n
vecteurs. Toutes les autres bases de E ont alors aussi n éléments.

Si E n’ admet pas de base formée d’ un nombre fini de vecteurs, on dit que
E est de dimension infinie. C’est le cas de la plupart des espaces vectoriels
de fonctions qu’ on considére en analyse. Pour montrer qu’ un espace E est
de dimension infinie, il suffit de trouver des familles libres avec un nombre
arbitraire de vecteurs.

Rappelons encore que la dimension d’ un espace vectoriel dépend du choix
du corps des scalaires. Par exemple C est un espace vectoriel de dimension
1 sur C (une base étant celle formée du seul vecteur 1) mais de dimension 2
sur R (une base étant celle formée des deux vecteurs 1 et i).

6.2. Norme sur un espace vectoriel.

Définition 6.1. Soit E un espace vectoriel sur K, ou K = R ou C. Une
norme sur E est une application N : E — R telle que pour tous x,y € E
etAxeKona:
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(1) N(Az) = |A|N(z).

(2) N(x+y) < N(x)+ N(y) (inégalité triangulaire).

(3) N(z) =0= 2 =0g.

Un espace vectoriel E muni d’ une norme N se note (E,N) et s’ appelle un
espace vectoriel normé.

— il est habituel de noter une norme par ||z||, plutoét que par N(z). En
rencontre parfois dans la littérature le symbole ||| A ||| quand A est une
application linéaire ou une matrice, qui est a éviter.

— une fonction N : E — RT vérifiant seulement les propriétés (1) et (2)
est appelée une semi-norme.

— comme pour la fonction valeur absolue, on déduit facilement de (2) que

(6.1) IN(z) = N(y)| < N(z —y), =,y € E.

6.2.1. Norme induite. Si (E,|| -||) est un evn et F' C E est un sous-espace
vectoriel, la restriction de || - || & F fait de (F, || -||) un espace vectoriel normé.

6.2.2. Ezemples. — Soit E = K" dont les éléments sont notés x = (z1,...,zy),
x; € K. E est un espace vectoriel de dimension n sur K. On pose

Nzl = > iy |l
1
[zl = iy |2il?)z,

[2]loc = maxi<i<n |@4],

et plus généralement

n

1
lally = (3" Jeil?)7,1 < p < 0.

i=1
Les fonctions || ||, pour 1 < p < oo sont des normes sur K”. C’est facile pour
p = 1,00, déja vu pour p = 2. Pour p quelconque, | ’inégalité triangulaire s’
appelle I’ inégalité de Minkowsks.

— Soit X un ensemble et soit B(X,K) I’ ensemble des fonctions f : X — K
bornées, c'est a dire telles que || f||oo := sup,cx | f(2)] < co. (B(X,K), ||-|l)
est un espace vectoriel normé.

B(X,K) est de dimension finie n si et seulement si X posséde exactement
n ¢éléments (exercice).

— Soit R([a,b]; K) 1" ensemble des fonctions a valeurs dans K intégrables
au sens de Riemann sur [a,b]. R([a,b]; K) est de dimension infinie. En effet
si on note par ll{c}(x) la fonction qui vaut 1 si x = a et 0 sinon, alors pour
toute famille finie {c1,...,cn} avec ¢; € [a,b] les vecteurs ly.py, ..., Ly
forment une famille libre de R([a, b]; K) (exercice).

La fonction
b 1/p
Hﬂb=(/\ﬂﬂ%@) l<p<os

est une semi-norme sur R([a, b]; K). A nouveau | ’inégalité triangulaire pour
| - |l s" appelle I inégalité de Minkowski (pour les intégrales). Ce n’est pas
une norme car la fonction f(r) = Iy, (z) pour ¢ € [a,b] est non nulle mais

£l = O



28

— Considérons maintenant 1 'espace C([a, b]; K) des fonctions continues sur
[a,b]. C([a,b],K) est de dimension infinie car les familles (1,z,22,...,2")
sont libres pour tout n € N (exercice).

| - ||p est une norme sur C([a,b];K). En effet si fab\u(x)\pdx =0etu
continue, alors u(z) = 0 sur [a, b].

— Soit KN = {a = (an)nen} I’ espace vectoriel des suites a valeurs dans
K.

Pour 1 < p < oo on pose

P(N;K) = {(an) : Z lan|P converge}.

neN
On vérifie que [P(N; K) est un espace vectoriel et que

0o 1/p
llall, = (Z !%I”)

n=0
est une norme sur [P(N; K).
De méme
I(N; K) = {(an) : sup |a,| < oo},
n>0

est un espace vectoriel et

lallcc = sup |ax|
n>0

est une norme sur [*°(N; K). KN ainsi que {P(N; K) sont de dimension infinie.
En effet en notant par 9, la suite définie par d,, = 1 si n = p et 0 sinon,
(61,...,0n) est une famille libre pour tout N € N.

6.3. Topologie des espaces vectoriels normés.
6.3.1. Distance induite par une norme.

Définition 6.2. Soit (E, ||-||) un evn. La fonction EXE > (z,y) — d(z,y) =
|z — yl|| est une distance sur E, appelée distance induite par la norme || - ||.

On peut alors définir les boules de centre @ € E de rayon r comme
B(a,r)={x € E: |z —a| <r}, Be(a,r)={z € E: ||z —al <1},
les ensembles ouverts, fermés, compacts etc de F.

Définition 6.3. Un espace vectoriel normé complet s’ appelle un espace de
Banach.

Les espaces vectoriels normés de dimension finie sont complets (quelque
soit la norme dont ils sont équipés).

Par contre un espace vectoriel normé de dimension infinie n’est pas néces-
sairement complet.

Les espaces (B(X:K), | - lloo)s (C([asbJ: K), | - lloo)s (P(N;K), | - [) pour
1 < p < oo sont complets.

L’ espace C([a, b]; || - ||,) pour 1 < p < 0o n’est pas complet, voir [6.3.2]

Dans un espace de Banach les ensembles fermés et bornés ne sont pas
toujours compacts, voir la Proposition [6.5] En fait on peut montrer que la
boule unité fermée Bg(xg,r) est compacte dans (E, || - ||) si et seulement si
FE est de dimension finie.
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6.3.2. Exemples. — Donnons un exemple d’ espace vectoriel normé de dimen-
sion infinie qui n’est pas complet.

Proposition 6.4. L’ espace E = C([0,1];R) muni de la norme || f|l1 =
fol |f(z)|dx n’est pas complet.

Démonstration. soit

Osingg%—n_l,
1 —1y o 1 -1 1 —1
fa@)={ n/2a - —nsi-nt <o <,
1si%+n_1§$§1,
et .
0si0<x< 5
= - - 2
/() {1si§<x§1.

On vérifie directement que ||f — fulli — 0 et donc Ve > 0 IN € N
tel que ||f, — flli < esin > N.Sin,n > N on adonc ||f, — fpli <
[[fn—flli+11fp— flls < 2€, donc (fn) est de Cauchy dans (C([0, 1]; R), [ [|1)-
Supposons qu’ il existe g € C([0,1];R) tel que ||f, — g|J1 — 0. On a donc
If — gl =0, donc

3 1
2
717 = sltwe = [ 15~ gltwran =o.
0 3
Comme f et g sont continues sur [0, %[ et sur ]%, 1], on a f = g sur [0, %[ et
sur }%, 1], ce qui contredit la continuité de g au point % La suite de Cauchy

(fn) ne converge donc pas dans (C([0,1];R), || - |l1). O

— Voici maintenant un exemple d’ espace de Banach de dimension infinie
dans lequel les ensembles fermés bornés ne sont pas nécessairement compacts.

Proposition 6.5. Dans I’ espace E = (I*(N;R), || - |1) la boule unité fermée
B(0,1) n’est pas compacte.

Démonstration. pour éviter des complications de notation, on note un
élément de E (¢’ est a dire une suite réelle) par u, et le n-iéme terme de u
par u(n). On note que pour n € N fixé on a

(6.2) lu(n)| < ||lul|i, vwe E.
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Soit (up)pen la suite d’” éléments de E définie par u,(n) = dpp. On a |lupl1 =
1, donc (up)pen est une suite dans Bg(0,1) qui est un ensemble fermé et
borné dans E. Supposons qu’ il existe une sous-suite (“w(p)) qui converge
vers u € F. Par I’ inégalité triangulaire on a

[l = g ] < flu = ugp)lh
donc en faisant p — oo on a ||u||; = 1. D’aprés appliqué & u,(,) —u on
a

[tg(p) () — u(n)| < [lupp) — vl
donc pour n fizé limy, e Uyp(p) (n) — u(n) = 0. Comme uy, ) (n) = 0 dés que
p > n on en déduit que u(n) = 0. Comme n est arbitraire, u est la suite
nulle ce qui contredit le fait que ||u||; = 1. La boule unité fermée dans FE est
donc fermée et bornée mais non compacte. O

6.4. Normes équivalentes. Un point important a garder & 1’ esprit est
que la notion d’ ensembles ouverts, d’ applications continues, d’ ensembles
compacts etc dans un espace vectoriel E dépend a priori du choix d’ une
norme sur F. Deux normes différentes sur £ conduisent en général a deux
topologies différentes.

Définition 6.6. Soit N1, Ny deux normes sur un espace vectoriel E.
(1) on dit que Ny et Ny sont topologiquement équivalentes si (E, Ny) et
(E, N2) ont les mémes ensembles ouverts.
(2) on dit que N1 et Ny sont equivalentes (on écrit parfois Ny ~ Na) si il
existe C1,Cy > 0 telles que

Nl(X) < ClNQ(X), NQ(X) < CQNl(X), VX e FE.

On peut réécrire (2) de maniére plus élégante comme : il existe C' > 0 tel

que
C™'Na(X) < Ni(X) < CNy(X), VX € E,

(prendre C' = max(C4, Cs). La taille des constantes C1, Cy ou C' n’a que peu
d’ importance.

Il est facile de voir que si Ny ~ Ny et Ny ~ N3 alors Ny ~ N3 (la
relation ~, comme la relation d’ équivalence topologique sont des relations
d’ équivalence).

Théoréme 6.7. Deux normes sur E sont topologiquement équivalentes si
et seulement si elles sont équivalentes.

La démonstration sera faite dans [6.6.3

Remarque 6.8. Il est facile de voir que les normes || - ||, sur K" sont
équivalentes entre elles. En effet on vérifie (exercice) que

lzllp < n'Pllz]los, N2lloo < ll2llp, = € K.

On verra dans la suite un résultat a priori surprenant qui affirme que toutes
les normes sur K" sont équivalentes.

Par contre les normes || - ||, sur C([a,b]; K) ne sont pas équivalentes entre
elles. Par exemple si [a,b] = [—1,1] et

[ 1—n|z| si|x| <n7l
fnl@) = { 0 sinon
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)

(tracer son graphe), on a ||fllo = 1 et |[f]l1 = n~1. Ceci entraine qu

il n” existe pas de constante C telle que ||flloc < C||flli pour tout f €
C([-1,1];K) ( prendre f = f, et faire n — o0).

6.4.1. Equivalence des normes en dimension finie.

Théoréme 6.9. Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie. Alors
E posséde au moins une norme et toutes les normes sur E sont équivalentes.

Démonstration. On peut supposer que K = R (en identifiant C a R?).

On fixe alors une base B = (eq,...,e,) de E et on identifie £ 4 R™ a 1" aide
de B. On peut donc supposer que E = R" et que (eq,...,e,) est la base
canonique de R™. La norme || - || est une norme sur R", équivalente a la

norme usuelle, et définissant donc les mémes ouverts.

Soit Sx(0,1) = {z € R" : ||z]|xc = 1} la spheére de rayon 1 pour || - ||cc-
Soo(0, 1) est fermée, car I’ application E 3 x +— ||z|| € R est continue sur tout
evi (E, ||-|) (exercice). Sx(0,1) est évidemment bornée, donc compacte par
le Théoréme de Borel-Lebesgue.

Soit maintenant N : R” — RT une norme. On a

N(z) =N wie)) <> |zilN(ei) < Cllfloo, €= N(ey).
=1 =1 =1

Grace a (6.1)), on obtient
[N(z) = N(y)| < N(z —y) < Cllz — Y[l

et donc la fonction N : R™ — R est continue sur (R”, || || ). Par le Corollaire
(4.8)) N est bornée et atteint ses bornes sur S (0, 1). Comme N (z) > 0 pour
tout & € Soo(0,1) il existe donc des constantes 0 < a < b telles que

a < N(z)<bVre Sx(0,1).
En appliquant cette inégalité a ||z||'2 on en déduit que
allz]oo < [lellooN (|2l %) = N(z) < bl|z]|0, Vi # 0,

et donc N et || - || sont équivalentes. Toutes les normes sur R™ sont équi-
valentes & || - ||oo et donc équivalentes entre elles. O

6.5. Compléments sur les espaces vectoriels normeés.

6.5.1. Norme L™ et convergence uniforme. Soit X un ensemble (par exemple
un intervalle de R) et (fy,)nen une suite de fonctions f, : X — R.

On rappelle que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une
fonction f: X — R si pour tout z € X la suite réelle (f,(z)) converge vers
f(x). La convergence simple est la notion la plus faible de convergence pour
des suites de fonctions. Exprimée a 1’ aide de quantificateurs, elle s’ écrit :

(6.3) Vo € X,Ve >0, IN € N tel que |fn(x) — f(z)| <€ Vn > N,

I’ entier N dépendant a priori de € et de z.
La suite de fonctions (f,) converge uniformément vers une fonction f :
X — Rsi

(6.4) Ve >0, 3N € N tel que |fp(x) — f(z)] <€, ¥n > N,Vz € X.
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L’ entier N ne dépend maintenant que de €. On peut réécrire (6.4) comme

(6.5) Ve > 0, IN € N tel que sup |f, — f|] < e.
zeX
On voit donc que sur 1" espace vectoriel B(X,R) des fonctions bornées
sur X, une suite (f,) converge uniformément vers f si et seulement si (f,)
converge vers f pour la norme || - ||o0-

6.5.2. Limites uniformes de fonctions continues. Prenons X = [a,b]. L’ es-
pace C([a, b]; R) des fonctions continues sur [a, b] est un sous espace vectoriel
de I” espace B([a,b];R) des fonctions bornées. On sait que la limite uniforme
d’ une suite de fonctions continues sur [a,b] est une fonction continue sur
[a, b].

Avec le language que nous avons appris, ceci signifie que C([a, b]; R) est
un sous-espace vectoriel fermé de B([a,b]; R) muni de la norme || - ||oo.

6.5.3. Séries a valeurs dans un espace vectoriel normé. Soit (E,| - ||) un
espace vectoriel normé et (uy,)nen une suite dans E. On peut former la suite

N
Sy = E Uy,
n=0

appelée suite des sommes partielles de la série ) un. La définition sui-
vante est exactement la méme que pour les séries numériques.

Définition 6.10. La série ), . un converge dans (E,| - ||) si la suite des
sommes partielles (Sy)nen converge dans (E, ||-||). L’ élément limpy_, 4 Zf:le Up
est noté Y 7 up et appelé somme de la série - Up.

Les propriétés suivantes sont immédiates.

Proposition 6.11. Soit ) yUn, Y ,cn¥n deuz séries convergentes d va-
leurs dans E et A € K. Alors ZnEN Up, + v, €t ZneN Au,, sont convergentes
et on a :

x o [o@) [o@) o
E un—I—vn:g un+g Un, g )\un:)\g Up,.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

6.5.4. Convergence normale.

Définition 6.12. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et (upn)nen une
suite dans E. La série ) .\ u, converge normalement si la série numérique

> nen lun|| converge.

La convergence normale est un outil important pour montrer la conver-
gence d’ une série a valeurs dans un espace de Banach. On peut retenir sa
définition en pensant a la ’convergence de la série des normes’.

Théoréme 6.13. Soit (E,|| - ||) un espace de Banach. Alors toute série
ZnGN uy normalement convergente est convergente et on a

o0 [o¢]
1Y unll < -
n=0 n=0



33

Si £ =R ou C, il s’agit de séries numériques, et la convergence normale
correspond & la convergence absolue. Il existe donc des séries convergentes
mais non normalement convergentes, comme la série Y, <, (—1)"n"1.

Démonstration. Soit Sy = >N u,. Si M > N on a

M
Sy — Sn = Z Up,

n=N-+1
et donc par | 'inégalité triangulaire :
M
(6.6) 1S = Sl < Y lunll = Tr =Ty,
n=N+1

pour Ty = SN luy||. Comme la série > nen lun|| est convergente, la suite
(Tn)nen converge donc est de Cauchy. L 7 inégalité entraine que la
suite (Sn)nen est de Cauchy, donc convergente comme E est complet. La
série ) | Uy est donc convergente.

D’ autre part comme 1’ application u — ||u|| est continue on a

oo o
I wall = Jim Syl = Jim S < Jim Ty =" ua]. O

6.6. Applications linéaires continues. Soit F, F' deux espaces vectoriels
normés, dont on note les normes respectives par || - ||z et || - || 7. On note par
L(E, F) 1" espace des applications linéaires de E dans F' et on note L(E, E)
simplement par L(FE) On rappelle que L(E, F') est un espace vectoriel si on
pose

()\A)SE = )\Al‘,

(A+ B)x = Az + Bz, x € E,

et on note encore par 0 € L(E, F') I’ application nulle telle que 0z = O pour
tout z € E.

L’ espace L(F) a une structure supplémentaire, comme on peut composer
entre elles des applications de L(E). On note traditionellement par AB I’
application Ao B : z — A(B(z)). On a les propriétés suivantes :

(M)B = A(AB) = AAB,
A(B+C)=AB+ AC, (B+C)A=BA+ CA,
0A = A0 =0,

mais évidemment AB # BA en général (comme pour le produit de matrices).

Théoréme 6.14. Soit A € L(E, F). Les propriétés suivantes sont equiva-
lentes :

(1) A: E — F est continue.

(2) A: E — F est continue au point Of.

(3) il existe C > 0 tel que ||AX||r < C|X||g pour tout X € E.

Démonstration. (1) = (2) est évident.
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(2) = (3) : supposons A continue au point Og. En prenant ¢ = 1 dans la
définition de la continuité, il existe donc § > 0 tel que ||z||g < = ||Az||r <
1. Pour # # O € E on a |la|z|z'#| s = a et donc

lAa]|z]| 5 zllr = af|5 | Az]lr < 1,
donc
|Az||F < o Y|z| g, Vz € E.
(3) = (1) : montrons que A est continue en zp € E. On a par (3)
Az — Azolr = [[A(z — 2o)|[r < Cllz — 2ol|&-

Pour € > 0, si ||z — zo[|g < 0 = C ¢, on a donc ||Az — Axg|lp < €. A est
donc continue au point xg. O

Définition 6.15. L’ espace des applications linéaires continues de E dans
F se note B(E,F). Si F = E B(E,F) se note simplement B(E). Une
application linéaire continue entre deux espaces vectoriels normés est dite
bornée.

L’ adjectif borné vient du fait que la condition (3) dans le Théoréme
est équivalente au fait que A soit bornée sur la boule unité Bf(0,1) de E.

Lemme 6.16. Soit E, F' deux espaces vectoriels normés et E de dimension
finie. Alors L(E,F) = B(E, F).

Démonstration. en fixant une base de E on peut supposer que £ = R",
et soit (eq,...,ey,) la base canonique de R™. Comme toutes les normes sur
R™ sont équivalentes, on peut munir R" de la norme || - ||; définie dans
On a pour & = Y 1" | ze; :
[Az||p =11 22 mieillr < 325 |l Aeill #
< OXLylnl =Clall

ou C' = max || Ae;||. O

6.6.1. Norme sur B(E, F).
Proposition 6.17. Soit A € B(E, F). On pose
[A[l == sup [|Az]p.

zel,||z|p<1

(1) || - || est une norme sur B(E, F'), appelée norme uniforme.
(2) on a||Az||r < ||A|l|lz||g pour tout z € E.
(3) ||A|| est la plus petite constante C' telle que

[Az|r < Cllz||g, Yo € E.

Démonstration. |[|A| est bien définie, par le Théoréme On a pour
AeB(E,F)AeKet |z||p <1:

[(AA)z||F = [Nz F = |A[||Az||F
donc

A= sup [[(A)z|r = [A] sup [Az[r = A[[A]ll.

lzllz<1 lzllz<1
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De méme pour A, B € B(E,F) et ||z||g <1:
A+ B)z|r < ||Az|r + [|Bzl[r < ||All + (B,

donc [|A+ Bl < |A]| + [IB]. On a |Az|F = |lz[| g Ayllr pour y = ||z|5"z.
Comme |y||[p = 1 on a donc ||Az||r < ||A]|||lz]|g, ce qui montre (2). (2)
implique aussi que si ||A|| = 0 alors Az = O pour tout = € E c’est a dire
que A = 0. On a donc aussi montré (1).

Montrons (3). Soit I C R* I’ ensemble des C' € R* tels que || Az|| < C||z||
pour tout x € E. Par (2) on sait que ||A|| € I. Il faut montrer que [|A|| est
le plus petit élément de I. Soit donc C € I, c’est a dire que [|Az| < C|z|
pour tout x € E. Pour ||z|]] < 1 on a donc ||Az| < C, c’est a dire que
|All = supyjy<1 [[Az]| < C. [|A]| est donc bien le plus petit élément de I. O

On peut montrer assez facilement le résultat suivant.

Théoréme 6.18. Soit E, F' deuz espaces de Banach. Alors B(E, F) muni
de la morme uniforme est un espace de Banach.

6.6.2. L’ espace B(E).
Proposition 6.19. Si A, B € B(E) alors AB € B(E) et :
IAB| < [[Alll|BIl, A,B € B(E).

Démonstration. on a ||ABzx| < ||A|||Bz| < [|A]l||B||||z||, pour tout x €
E. O

6.6.3. Preuve du Théoréeme . En utilisant la Proposition (2), qui est
valable pour (E, N), on voit que Nj et Ny sont topologiquement équivalentes
si et seulement si

Id: (E,Ny) = (E,Ny) et Id : (E,N3) — (E, Ny)

sont continues. Comme ce sont des applications linéaires, elle sont continues
si et seulement si elles sont bornées, c’est a dire si il existe des constantes
C1,Co > 0 telles que

No(z) < CiNi(z), Ni(x) < CoNo(2), Vr € E,

ce qui signifie exactement que Ny et No sont équivalentes. O

6.7. Le cas des matrices. On identifie une matrice A € M, (C) avec une
application linéaire, encore notée A € L(C"™) de la maniére usuelle. Comme
espace vectoriel M, (C) s’ identifie &8 C"*™ (une matrice n X n posséde n X n
entrées).

Toutes les normes sont donc équivalentes sur M, (C). Néanmoins la norme
la plus utile est la norme uniforme obtenue & partir de la norme euclidienne
sur C" définie dans la sous Section 2.4l
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6.7.1. La norme uniforme sur M,(C). Cette norme posséde un certain nombre
de propriétés importantes. Rappelons d’ abord une définition.

Définition 6.20. Soit A = [aij]i<ij<n € My(C). La matrice B telle que
bij = @j; est appelée matrice adjointe de A et notée A*. On a

(y|Az) = (A%ylz), =,y € C".
A est autoadjointe si A = A*.
Lemme 6.21. On a
14| = Al = || A" A||%.
Démonstration. notons d’ abord que par le Lemme [2.5/ on a

(6.7) [All = sup [[Az[| = sup [(y[Az)].
el <1 el lyll<1

La premiére inégalité suit alors de (6.7), comme (y|Az) = (A*y|z). On a
donc aussi ||A*A|| < ||A*||||Al| = ||A]|. D ’autre part

JAI? = sup [|Az|® = sup (Az|Az) = sup (2]A"Ax) < | A A,

[l=]I<1 [Jz]|<1 [Jz]|<1

par (6.7), ce qui montre la deuxiéme inégalité. O

6.7.2. Comment calculer la norme d’ une matrice. On suit la convention
habituelle qui est de répéter les valeurs propres d’ une matrice symétrique
avec leur multiplicité, c’est & dire la dimension du sous espace propre associé.

Théoréme 6.22. Soit A € M,(C). On a

Al = ;
1Al = max pi,
1
ol ft; = A7, et Ai,..., A, sont les valeurs propres de la matrice A*A.

Démonstration. Soit d’ abord B une matrice autoadjointe. On sait que B
posséde une base orthonormale de vecteurs propres (ey,...,e,) avec Be; =
Aiei. Comme |Ai| = || Be;|| < ||Blllle:]| = || B]], on a max; |A;] < [|B].

D’ autre part si = ), z;e;, on a Bx = ), \jx;e; et donc

2] =Y el 1Bl = [l lail?,
i i
ce qui entraine que

1Bz|* < max | \i* D |zif* = (max [Xi]?)||z||?
i - i
i

et donc || B||? < max; |A\;|?.
Soit maintenant A € M,,(C) arbitraire. Comme [|A||? = ||A*A||, il suffit
d’ appliquer ce qui précéde & la matrice autoadjointe B = A*A. O
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6.7.3. Comment magjorer la norme d’ une matrice. En pratique il peut étre
impossible de calculer exactement les valeurs propres de la matrice A* A pour
appliquer le Théoréme [6.22] On peut dans ce cas utiliser une majoration
explicite de ||A||, donnée dans la proposition suivante.

Proposition 6.23. on a

(6.8) Al < [|Allns
ol )
Aflas = ( D ai*)2.
1<ij<n

Il est évident que || ||zs, appelée norme de Hilbert-Schmidt est une norme
sur M, (C), comme c’est la norme euclidienne canonique sur C**" ~ M,,(C).
Démonstration. pour x,y € C" on a

(ylAz) = yi(Az); = > ) Faix;.
i=1 i=1 j=1

On applique I’ inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire dans
C™*™ & la somme double et on obtient :

_ 1 1
|(y|Az)| < (nggn |y¢f’3j’2)2 (Z1§i,j§n |aij|2)2
1 1
= [ Alls iy [zl 2 (o ls?)2 = [[Allas =y,
ce qui entraine , grace a . O

7. SYSTEMES D’ EQUATIONS DIFFERENTIELLES A COEFFICIENTS
CONSTANTS

7.1. Introduction. Pour I C R un intervalle, on note par I 3 ¢t — z(t) €
R™ une fonction de I dans R™, et on écrira parfois z(t) = (z1(t),...,zn(t))
ou I 5t x;i(t) € R sont des fonctions a valeurs réelles. On s’ intéresse a
des systémes d’ équations différentielles a coefficients constants de la forme :

ri(t) = anzi(t) + -+ amza(t) + fi(t)
Po= : + i+ :

zi(t) = apxi(t) + -+ apan(t) + fi(t)
o= : + 0+ :

.T;L(t) = ailxn(t) + -+ annwn(t) + fn(t)v

ot les coefficients a;; sont des constantes réelles et les fonctions I — f;(t) € R
sont fixées. En introduisant

A= [aif)y <y jon € Ma(B), F(8) = (f1(0). ., fulD) : T = R
on peut réécrire ce systéme sous la forme condensée
(B) 2'(t) = Az(t) + f(¢).

La fonction f : I — R™ s’ appelle le second membre de I’ équation (F). L
équation

Y

(H) 2'(t) = Az(t)

est appelée [’ équation homogéne associée a (E).
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Souvent on est conduit a résoudre un probléme de Cauchy, qui consiste &
rajouter & (E) des conditions initiales. Si g € R™ et 0 € I on consideére le
probléme

a'(t) = Ax(t) + f(t),
(©) { z(0) = xo.

Définition 7.1. Soit I C R un intervalle (avec 0 € I dans le cas (C)) et
f I — R™ une fonction continue. On appelle solution de (E) (ou de (H),
(C)) sur I toute fonction I >t — z(t) € R™ de classe C1 sur I qui vérifie
(E) (ou (H), (C)) en tout point t € 1.

7.2. Forme normale de Jordan d’ une matrice.

7.2.1. Rappels. — tout polynéme P a coefficients dans C ou R est scindé sur
C, c’est a dire que P peut se factoriser comme :

p
P(z) = [z = 2™,
i=1
avec A1,...,\p € C les racines de P et m; = m(\;) est la multiplicité algé-

brique de la racine \;.

— X € K est valeur propre de A € M,(K) si Ey = Ker(4 — A1) = {z €
K™ : Az = Az} est différent de {0, }.

— on note par oc(A) le spectre complexe de A, c’est a dire I’ ensemble des
valeurs propres de A dans C (méme si A € M, (R), ie A est réelle).

— les valeurs propres de A sont les racines (dans C) du polynéme caracté-
ristique de A, Pa(z) = det(A —z1). Si A € o¢(A) la multiplicité de A comme
racine de P4(z) est appelée multiplicité algébrique de A, et notée m(\).

—si A est réelle on note par og(A) = oc(A) NR le spectre réel de A, c’est
a dire I’ ensemble des valeurs propres réelles de A.

—si XA € oc(A) on pose pu(A) = dimg E)y, la dimension de I’ espace propre
associé a A, appelé multiplicité géométrique de A. On a 0 < p(A) < m(N).
— si A est une matrice réelle, et A € or(A), dimcE) = dimg E). De plus si
A€ oc(A)\Ralors A € oc(A) \ R et u(\) = p(A), m(\) = m(N).

— deux matrices A, B € M,,(K) sont semblables si et seulement si il existe
P € GL,(K) telle que A= PBP~!.

Définition 7.2. Une matrice N € M,(C) est nilpotente d’ordre p si
NP =0, N¥ £0 pour 0 <k <p—1.

Pour p € N on note par N, € M,(R) la matrice nilpotente d’ ordre p
canonique :
lsij=i+1

Np = [nijli<ij<p, nij = { 0 sinon.

Par exemple on a

0 1
N2—<00>,N3— , etc.

S O O
O O =
O = O

z

Il
oo OO
SO O
OO = O
O = OO
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Théoréme 7.3. [Théoreme de Jordan | Soit A € M, (C). Alors il existe
P e GL,(C) telle que

A=P[D+N)P,

ot D est diagonale et N nilpotente, et plus précisément :

0 ... 0
0 Tp ... O
0 0 ... T,

ou T; = \j1+ Nj € M;(C) avec \j € oc(A) et Nj la matrice nilpotente
canonique d’ ordre j.

7.3. I’ exponentielle d’ une matrice.

7.3.1. Rappels. — On munit C™ de sa norme euclidienne canonique. On iden-
tifie une matrice A € M, (C) avec son application linéaire associée, notée
encore A € L(C™). On a vu dans la Sous section quelques propriétés
importantes de la norme uniforme ||A||, associée a la norme euclidienne.

— M, (C) muni de la norme uniforme est complet (comme tout evn de
dimension finie), et donc toute série normalement convergente de matrices
est convergente, d’ aprés le Théoréme [6.13

— Le sous ensemble des matrices inversibles dans M, (C) est noté GL,,(C)
(pour ’groupe linéaire’).

— On rappelle que la définition de 1’ exponentielle d’ un nombre réel ou
complexe est

o xn

e’ = g —, x €C,
L~ !
=0

qui converge absolument, par exemple en utilisant le critére de d’ Alembert
pour les séries numériques.

— Dans presque toute la suite, I’ écriture concréte d” une matrice comme un
tableau de nombres sera inutile. Seules comptent les propriétés de la norme
matricielle par rapport & I’ addition et au produit.

Théoréme 7.4. Soit A € M,(C).

(1) la série
ATL
DT
neN
converge dans M, (C), sa somme
o
An
et = —
o n!
s’ appelle I’ exponentielle de A.
(2) on a
[ed]| < el
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(3) on a
N
\|A||
le — Z || < e Nen
n=0
(4) on a

edeP = P si AB = BA.
(5) si AB = BA alors eAB = Be? et en particulier Ae® = e A,

Démonstration. comme ||AB| < ||Al|||B]|, on a ||A™|| < ||A||™ par récur-
rence sur n et donc

IIA"H < A

n!

La série ), oy % converge donc normalement dans M, (C) donc converge,
ce qui montre (1). Par I’ inégalité triangulaire on a

H Z T < Z 1A

ce qui entraine (2) en faisant N — +o0.
Montrons (3) : on a

N An
le = 0o Arll = 11 0yt r
Allm A N+1 1 A N+1
< DNt ” n|!| = HNH+1! fo (1- t)Net”A”dt < ”N”+1! ellAll,

ou on a appliqué la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral a la fonc-
tion e” en x = 0 dans la deuxiéme ligne.
Montrons (4). Comme AB = BA on a

(A+B)" ZCPAPB” P,
p=0

On montre alors (4) exactement comme 1" identité e%b = e pour a,b € C

en regroupant les termes. (5) est évident et laissé en exercice. O

Remarque 7.5. Si A et B ne commutent pas alors e“e? # eAtB . Prenons

0 1 0 0 10
parexempleA-(O 0),B—<1 O>.OnaAB—<O 0>7é
00
(0 9)=na
OnaA2232:<8 8>d0nceA:]12+A,eB:]12—|—Bet
a2

D’ autre part A+ B = <
C=A+B:

)

donc (A + B)? = Ty. On écrit pour

O =
"

o CZp 02p+1
Z 2! Z < 2p + 11
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en séparant les puissances paires et impaires. Comme C? = 1y la premiére

.o [e’e] 1 _
somme vaut Ty x 377° 51 = ch(1)1y. La deuzieme vaut C X 37 % 527 =
Cshl. On a donc

A+B chl shl 2 1 A B
¢ _<sh1 et J7 11 )=

Proposition 7.6. On a pour A € M,(C) :
(1) etdesA = elHA ¢ s e R,
2) () l=e, teR,
(3) d(et4) = Aet4, t e R.

p02p

dt
Démonstration. (1) suit du Théoréme|7.4|(4) comme tA et sA commutent.
On en déduit que etde 4 = e7*e!4 = %4 = 1 ce qui entraine (2). Soit

teR. On a

e—l(e(t—l—e)A _ etA) _ E—l(eeA _ ]l)etA,

donc (3) se déduit de
(7.2) lim e (et — 1) = 4,

e—0

ot on considére la limite dans 1" evn (M, (C), || - ||). Montrons (7.2)). On a
— 1= Zoo enA” (GA) Zoo (eA)™

n=1 n! n=0 n+1!
= (eA)(1+ 302, L9T) = eA(1 + Re(A)).

On a " )
IRe(A)|| < 202y Al — je 000 )14 <Ll
A n
< el Al e L5 pour ¢ < 1.
On a donc

e e — 1) = A+ AR (A),
et ||AR:(A)|| < Clel, ce qui entraine ([7.2)) et termine la démonstration. O

7.4. Application aux systémes d’ équations différentielles. Considé-
rons d’abord le cas homogéne :

(H) 2'(t) = Az(t), A € M,(R).
Proposition 7.7. Toutes les solutions de (H) sont données par
z(t) = v, veR™

Démonstration. si z(t) = e, alors z(t) est solution de (H), par la
Proposition [7.6] (2). Inversement soit z(t) une solution de (H) sur I et Z(t) =

tAz(t). On a

(1) = (e x(t) + el (t) = —Ae Mu(t) + e Ax(t) = e (A — A)x(t)
et donc Z(t) = v pour un v € R”, donc z(t) = e*4v. O

Regardons maintenant le cas non homogene (E) et le probléme de Cauchy
(@) :
(B) 2'(t) = Az(t) + f(2),

=0,
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a'(t) = Ax(t) + f (1),
() { z(0) = xo.
Théoréme 7.8. Soit I >t — f(t) € R™ une fonction continue et bornée,
et g € R™.
(1) la solution générale de (E) est
t
z(t) = v + / =4 f(s)ds, v € R™.
0
(2) 1" unique solution de (C) est

¢
z(t) = eag + / =94 1(s)ds.
0

Démonstration. on adapte bétement la méthode de la variation de la
constante. Cherchons la solution de (E) sous la forme z(t) = e!y(t), ot
y: I —R™ Onaa(t) = Aety(t) +ey/(t) et donc x(t) est solution de (F)
si et seulement si y/(t) = e A f(t), c’est A dire

t
y(t) =v+ / e A f(s)ds,v € R".
0
Ceci donne bien
t
z(t) = o + / =941 (s)ds.
0

L’ unique solution de (E) telle que z(0) = ¢ est bien celle donnée dans (2).
g

7.5. Comment calculer e'4. En pratique il est relativement facile de calcu-
ler directement et a1’ aide du Théoréme de Jordan, a1’ aide des remarques
suivantes.

7.5.1. Action des similitudes. Soit P € GL,(R) telle que A = PBP~!
comme dans le Théoréme Ceci entraine que A™ = PB"P~! et donc
que
olA — petBp-1
A

Si on sait calculer explicitement P et €', on sait calculer et

7.5.2. Décomposition en blocs. Supposons que la matrice A se décompose en

blocs
_(A] O
1= (o)
Alors
n_ (AT 0
4 ‘( 0 Aa)
et donc

tA1
tA € 0
o :( - ew)‘

Par récurrence ce résultat s’ étend & un nombre quelconque de blocs.
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7.5.3. Le cas des blocs de Jordan. Supposons que
A=A, + Ny, AeC,

ot IV, est la matrice nilpotente canonique d” ordre p. On a alors, comme A1,
et N, commutent :

p—1 Jkntk
t(Alp+Np) _ A tN, _ A t Np
e =ee =e 7]?' ,

k=0 ’

car N¥ = 0 pour k > p. De plus la forme de N]f et donc celle de V7 sont
trés simples. Par exemple

00 1 0010 00 01
2 > | 0001 3 | 0000
N3_888’N4_0000’N4_0000’
0 00O 0000

et donc :
2 3
1t b 1t?g§‘
etN2:<1 t)’etN:’,: 0 1 % ,6tN4: 0 1 t 1
0 1 00 1 00 1 ¢
00 0 1

7.6. Calcul pratique en dimension 2 ou 3. Nous allons maintenant dé-
tailler la forme des solutions de (H) dans le cas n = 2 ou 3.

7.6.1. Cas n = 2. Soit A € M>(R), P son polynéme caractéristique, qui
est un polynéme de degré 2 dont le discriminant est noté A. On distingue
différents cas.

1) A > 0 : P a deux racines réelles simples \; # Ag, A est donc diago-
nalisable. On cherche 1, iy vecteurs propres de A pour A1, Ae. La solution
générale de (H) est

x(t) = 1M 4 c9e™2tidy, 1, c0 € R.

2) A < 0: P a deux racines complexes conjuguées, z = A\ +iw, Z = A — iw,

w > 0. On cherche un vecteur propre compleze de A, @ € C? pour z, et @ est

alors vecteur propre de A pour Z, car A est une matrice réelle. La solution
générale réelle de (H) est :
z(t) = Re(ciie™), ¢ € C,
ou de maniére équivalente :
z(t) = creM(cos(wt)Reil — sin(wt)Im)
+coeMt (sin(wt)Reti + cos(wt)Imir), c1,c2 € R.

3) A = 0. P a une racine réelle double A. Si A est diagonalisable, alors
A = M et la solution générale de (H) est

x(t) = Mo, 7 e R2.

Si A n’est pas diagonalisable (c’est a dire A # Ally), on cherche @ € R?
vecteur propre de A pour A. On cherche ensuite 7 € R? tel que

AU — M\ = 4.
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La solution générale de (H) est
z(t) = c1eMi + caeM (ti + T), c1,c9 € R,

7.6.2. Cas n = 3. Soit A € M3(R). Le polynéme caractéristique P est un
polyndme réel de degré 3, donc posséde toujours une racine réelle A;. On peut
donc factoriser P(z) = (z — A1)Q(z) et chercher les racines du trindéme @),
dont on note & nouveau par A le discriminant. A nouveau il faut distinguer
différents cas :

1) P atrois racines réelles distinctes A1, Mg, A3 (et donc A > 0). On cherche
1, Us, U3 vecteurs propres de A pour Aj, Ag, A3. La solution générale de (H)
est

x(t) = Cle/\ltﬁl + Cge)‘Qtﬁg + Cge)‘stﬁg, c1,ca,c3 € R,
2) P a une racine réelle \; et deux valeurs propres complexes conjuguées
z=A+iw, Z=X—iw, w > 0 (et donc A < 0). On cherche un vecteur
propre réel @; € R3 pour \; et un vecteur propre complexe @ € C3 pour z.
La solution générale de (H) est :

z(t) = c1eMlid) + Re(cie™), ¢; € R, ¢ € C,

ou de maniére équivalente :

.’E(t) = CleAlt’lfl

+cgeM (cos(wt)Redl — sin(wt)Im)

+cgeMt (sin(wt)Reti + cos(wt)Imir), c1,cz,c3 € R.
3) P a une racine réelle A\; et une racine réelle double Ay # A; (et donc
A =0).
Si A est diagonalisable, on cherche un vecteur propre #; € R?, pour \j,
et deux vecteurs propres linéairement indépendants s, s € R3 pour \g. La
solution générale de (H) est :

A Aot

z(t) = cre™iy + 2ty + 36280y, 1, 09,05 € R.

Si A n’est pas diagonalisable, on cherche iy € R? vecteur propre de A
pour Ao. On cherche ensuite 7 € R3 tel que

Aty — Ny = Us.
La solution générale de (H) est

A

.%'(t) = c1e 1t7,_[1 + Cge)\QtﬁQ + 636A2t<tﬁ2 + 172), c1,c2,c3 € R.

Pour étre complet il faudrait aussi considérer le cas ot P a une racine réelle
triple. Nous laisserons ce cas de coté par manque de temps.
ANNEXE A.

A.1. Preuve du Théoréme Commengons par quelques définitions.

Définition A.1. F C R? q la propriété d’ intersection finie si pour toute
famille (Fy,)nen de fermés telle que Fy1 C Fy, et F,NF # () pour tout n € N

([ Fo) N E #0D.

neN
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Une famille (F),)pen d’ ensembles telle que F,41 C F,, pour tout n est
appelée une famille décroissante d’ ensembles.

Proposition A.2. F C R? est séquentiellement compact si et seulement si
F a la propriété d’ intersection finie.

Démonstration. Supposons F' séquentiellement compact et soit (F},)nen
une famille de fermés comme dans la Définition En choisissant un X,, €
F, N F on obtient une suite (X,) dans F. Par compacité séquentielle, il
existe une sous-suite (Y,) = (Xy(n)) qui converge vers X € F. Comme
Yo = Xom) € Fymy on a 'Y, € F, pour ¢(n) > p et donc comme Fj, est
fermé, on a X = limY,, € Fj,. On en déduit que X € () . Fp N F, c’est &
dire que F' a la propriété d’ intersection finie.

Inversement supposons que F' a la propriété d’ intersection finie et soit
(X,) une suite dans F. Posons F,, = Adh(T),) pour T,, = {Xy : k > n}). F,
est fermé, Fj,11 C F, et F,, N F contient X,, et donc est non vide. Il existe
donc un X € (), oy Fn N F. On va construire une sous-suite X, telle que
lim X,y = X de la maniére suivante : comme X € Adh(T,), on peut choisir
des points X,y € Ty, avec d(Xy(n), X) < n~t et p(n+1) > ¢(n) pour tout
n. La sous-suite (X)) converge bien vers X, et donc F’ est séquentiellement
compact. O

ipeEN

Lemme A.3. Soit F C R? séquentiellement compact. et (Us)ier un recou-
vrement ouvert de F'. Alors il existe 0 > 0 tel que pour tout X € F il existe
i€l tel que B(X,0)NF CU;NF.

Démonstration. On raisonne par contradiction : supposons que pour tout
d > 01l existe X € F tel que pour tout i € I B(X,d) N F n’est pas inclus
dans U; N F. En prenant § = n~! on obtient une suite (X,,) dans F telle que
B(X,,n" ') N F n’est pas inclus dans U; N F pour tout i € I.

Par compacité séquentielle de F, il existe une sous-suite (Xsp(n)) qui converge
vers X € F. Comme (U;);er recouvre F il existe au moins un i € I tel que
X € U;. Comme Uj; est ouvert, il existe € > 0 tel que B(X,¢€) C U;. Comme
Xom) — X il existe n € N assez grand pour que d(X, Xy,)) < €/2 et
@(n)~t < €/2. Alors B(X (), p(n) ") C B(X,€) C Ui, donc B(X (), ©(n) )N
F C B(X,e)NF C U;NF. Mais ceci contredit le choix de la suite (X,,), qui
demande que B(X,,n~1') N F n’est pas inclus dans U; N F pour tout i € I.

Od

A.1.1. Preuve du Théoréme[3.34 Supposons d’ abord que F' est compact.
Soit (Fy,)nen une famille de fermés comme dans la Définition . Supposons
que (,eny Fn N F =0, c’est a dire que F' n’ a pas la propriété d’ intersection
finie. Soit U,, = R%\ F},. Les U, sont ouverts et comme Mpen FnNF =0 on
a F C |, Uy, c’est a dire que (Up)nen forme un recouvrement ouvert de F.

Comme F' est compact il existe un sous recouvrement fini {U,,,..., Uy, }
de F,avecn; < ---<ng.OnaF C Ule U, donc ﬂle F,,NF = (). Comme
la famille (F},) est décroissante pour 1 ’inclusion, on a ﬂ?zl F,, = F,, et donc
F,, N F =0 ce qui contredit le fait que F,, N F' # () pour tout n.

On en déduit que F' a la propriété d’ intersection finie, et est donc séquen-
tiellement compact, par la Proposition [A.2]
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Supposons maintenant que F' est séquentiellement compact, et montrons
d’ abord que F' est totalement borné, c’est a dire que pour tout € > 0, il
existe X1,...,X,, € F tels que F C |J;-; B(X;,¢€).

On raisonne par contradiction et on suppose qu ’il existe ¢y > 0 tel que
F n ’est recouvert par aucune union d’ un nombre fini de boules de rayon
o et de centres appartenant a F'. On construit une suite (X,) dans F' de
la maniére suivante : on choisit X; € F. Comme F ¢ B(Xi,¢p), il existe
Xo € F avec d(X1,X2) > €. Comme F' ¢ B(Xi,e0) U B(Xa,€), il existe
X3 € F avec d(X7,X3) > € et d(X2, X3) > €. Par récurrence on construit
ainsi une suite (X,,) avec d(X,41, X) > € pour tous 1 < k < n.

Comme F' est séquentiellement compact, (X,) posséde une sous-suite
convergente (X)) On a d(Xym41), Xpmn)) = €0, ce qui contredit la conver-
gence de la suite (X (,)). On en déduit que F' est totalement borné.

Prenons maintenant un recouvrement ouvert (U;);c; de F' et soit § >
0 comme dans le Lemme [A3] Comme F est totalement borné, il existe
Xq,...,X,, € F tels que F C U;LZI B(Xj,9), et par le Lemmeun Uij)
tel que B(Xj,0) C Uyjy. On a donc F C Jj_, Uy(;)- F est donc compact. O

A.2. Preuve du Théoréme 11 suffit de traiter le cas n = 2, en gelant
les coordonnées xy, pour k # i, j. Fixons X = (a1,a2) € D. On va montrer
que

0 f (a1, a3) — *f
8.73181:2 1,02 836281’1

Fixons donc € > 0. Soit @ € B(0,r) et

(A.l) | (al,ag)] < 26, Ve > 0.

2
1(t) = (a1 +t,a2 + uz) — f(ar +1,a2) — tug 52 L= (ax, as),
2
p2(t) = flar +ur, a2 + 1) — flar,az + 1) — tul%(al,@),
qui sont bien définies si [t| et ||i|| sont assez petits. On a

2
Pit) = F(ar+taz +u2) — FE(a1 +,a9) — a5 g (a1, a9)

= Gt(uQ) — Gt(O),

pour
0 0?
0i(s) = &Efl(al +t,a2+s) — Sazrgafxl (a1,a2).
On a
d 0% f 0% f
gat(s) = Day02; flar +t a2 +s) — m(ala az),

et par la continuité de X +— ajjafxl (X) il existe 0 > 0 tel que si |t],|s| < ¢

alors \%Ot(s)\ < e. En appliquant les accroissements finis & la fonction s —
0:(s) entre s = 0 et s = ug, on obtient que si |ugl, |t| < d on a | (t)] < €lusl.

En appliquant & nouveau par les accroissements finis & la fonction ¢ —
©1(t) entre t = 0 et t = uy, on obtient que si |uy], |ug| <6 on a

(A.2) |o1(u1) = 1(0)] < elus|ugl.
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D’ autre part

e1(u1) —¢1(0) = f(ar + u1, a2 + u2) — f(ar + ui, az)
—f(ar, az +u2) + f(ar,a2) — Uﬂmm(abaZ)'

Le méme raisonnement appliqué a la fonction ¢y donne
(A4) |p2(u2) = @2(0)] < €|ug|ual.

D’ autre part
(A.5)
pa(uz) — p2(0) = f(ar +u1, a2 + u2)

2
—flar + w1, a2) — f(ar, ap + up) + flar, a2) — uup 52 g— (a1, az).
En faisant la différence de (A.3) et (A.5) on obtient
[(p1(u1) = 1(0)) = (w2(u2) — ¥2(0))]

9 9
= ’U1U2HW3];2(@17@2) - Wale(ahaz)\

et par , on a
[(p1(u1) — ¢1(0)) — (p2(uz) — p2(0))| < 2elurusl.

On obtient donc
2 2

! (a1, a2) = 5——
Ox10x9 0z2071
si |ug|, Jug| < 4. En divisant par |ujus| on obtient (A.1). O

(al, ag)‘ S 26‘U1U2’

|u1usl|
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