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1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1.1. Introduction. Une variable réelle sera notée par x ou t, une fonction d’ une
variable réelle par y, f, u etc.

Definition 1.1. Soit I un intervalle, n € N* et F : I x R*™t — R. Une fonction
y: I — R est une solution sur I de I’ équation différentielle

(BE) F(z,y,y,...,y"™) =0
si la fonction y est n fois dérivable sur I et on a
F(z,y(z),y (2),...,y™(2)) =0, Vo € I.
L ’entier n est appelé I’ ordre de I’ équation différentielle (E).

Résoudre (E) sur I c’est trouver toutes les solutions y de (E) sur I.

Si y est solution de (E) sur I elle est aussi solution sur tout intervalle I’ C I. On
essaie donc de trouver I intervalle I le plus grand possible sur lequel y est solution.
Ceci conduit & la notion de solution maximale.

Definition 1.2. Une solution y de (E) sur I est une solution maximale s’ il n’
existe pas d’ intervalle Iy contenant strictement I et de solution y, de (E) sur I

telle que y1(x) = y(x) pour z € I.

1.1.1. Ezemples. les équations
ry —y =0,
y" + 4y = cosz,
yeV =1

sont des équations différentielles, d’ ordre respectif 1,2 et 1. Par contre les équa-
tions :

y(@) + 2y(y((z)) =0,
y' (@) =yz—1)
ne sont pas des équations différentielles, la premiére parce que les dérivées de y ne

figurent pas dans I’ équation, la seconde parce que I’ équation relie la valeur de y’ au
point = avec celle de y au point z — 1, ce n’est donc pas une équation différentielle.
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1.1.2. Awvertissement. L’ immense majorité des équations différentielles ne sont pas
résolubles explicitement, c’est & dire que leurs solutions ne s’ expriment pas en
termes de fonctions connues. Ceci n’ a absolument aucune importance. Certaines
équations différentielles apparaissent fréquemment en physique ou en mathéma-
tiques, comme 1’ équation de Bessel, ou I’ équation hypergéométrique. On donne
alors des noms a certaines de leurs solutions (par exemple les fonctions de Bessel),
et si nécessaire, on peut en calculer des tables de valeurs approchées, ou étudier
leurs limites.

La fonction exponentielle, que tout le monde considére comme une fonction
connue, est elle aussi obtenue de cette fagon, comme 1’ unique solution de I’ équation

différentielle
/

Yy =y,
telle que y(0) = 1.
1.1.3. Primitives. L’ équation d’ ordre 1 la plus simple est :
y =1,
dont les solutions sont les primitives de f sur I. On essaie souvent de ramener la

résolution d’ une équation différentielle & la recherche d’ une primitive, un probléme
annexe, supposé connu. On utilisera la notation [ f(x)dz pour désigner une primi-

tive de f, a ne pas confondre avec fab f(z)dz, qui désigne I’ intégrale de f sur [a, b],
et qui est donc un nombre réel.
Si f est une fonction continue, la fonction

F(z) = / F(t)at

est la primitive de f qui s’ annule au point a. Si F' est une primitive de f alors

b
Fb) — Fa) = / F(@)da.

On rappelle que deux primitives de f sur un intervalle différent d’ une constante.

Remarquons que 14 aussi, il est impossible de calculer explicitement la primitive
de la plupart des fonctions.

Par exemple [ e~ dz ne se calcule pas explicitement en termes de fonctions
usuelles, mais, étant fondamentale en probabilités, porte un nom, c’est la fonction
1

5/ erf(x) (fonction d’ erreur de Gauss)).

1.2. Equations d’ ordre 1 & variables séparées.

Definition 1.3. Soit f, g deux fonctions. Une équation différentielle de la forme

(B) y'g(y) = 1,
est dite & variables séparées
Pour résoudre une équation différentielle a variables séparées on utilise la nota-
tion de Leibniz o ' se note %. Les symboles dy, dx (aussi présents dans 1’ écriture
d’ une intégrale), ne sont pas des nombres (Leibniz les appelait des infinitésimaux),

mais on peut déduire des résultats corrects si on les manipule comme des nombres.
On écrit donc (E) comme

9 g = f(x)

< g(y)dy = f(x)dx
On ’intégre’ le membre de droite en z, celui de gauche en y, on obtient :

/g(y)dy= /f(w)dl‘-
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Si G(y) est une primitive de g(y) et F(z) est une primitive de f(z) on obtient donc
la relation

Gly) = F(2) +c,

qui définit implicitement y comme une fonction de z. En effet si G—! est la fonction
réciproque de G, on obtient la solution générale de (E) comme :

y(x) = G_I(F(x) +¢), ¢ € R constante réelle arbitraire.

1.2.1. Ezemples. Soit

(B)y =y’a
On écrit (E) comme
d
W _ vix o y 2dy = zdz,
dx
on a
/yfzdy =—y 1 /asdm = —g?
et donc
771—1:E2+C<:> (x)——il ceR
v =3 L v .

On doit discuter, en fonction de la valeur de ¢ les solutions maximales. Ca semble
compliqué mais c’est trés simple : il suffit de trouver le domaine de définition (en
fonction de ¢) de y(x). Ce domaine est un intervalle ou une union d’ intervalles,
chacun de ces intervalles donne une solution maximale. Dans notre cas on obtient :

sic>0 [I=R,
sic=0 I=]0,+o0[oul=]—o00,0
sic<0 I=]—o00,—v/=2c[oul=|—+—2¢c,/—2c[ou I =]\/—2¢,+x].

Soit
(E) 2%y =e.

On écrit (E) comme

d

foy =Y & e VYdy =z 2dx,

dx

on a
/e_ydy =—e Y, /1:_2dx =—z7 1
et donc
—eV=—al4ec=ylx)=—-In(z"t-¢), ceR.

On obtient les solutions maximales (il faut que x=1 — ¢ > 0) :
sic>0 I=]c! 4o
sic=0 I=]0,4o00]
sic<0 I=]—o0,c ![oul=]0,+o0|.
1.3. Equations linéaires d’ ordre 1.
Definition 1.4. Soient a, b, ¢ trois fonctions. Une équation différentielle de la forme
a(z)y +b(z)y = c(z)

est appelée équation différentielle linéaire d’ ordre 1.
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1.3.1. Méthode de résolution. on commence par diviser I’ équation par a(z), on
obtient
b(z) _ c(x)
/ _
VO @) T ety

que I’ on réécrit
(B) y' = f(@)y+g(z), f(z)= “a(@)’ g(z) = ——.

1.3.2. Equation homogéne. On résout d’ abord I’ équation sans second membre
(appelée aussi équation homogéne) :
(H) y' = f(x)y.

C’est une équation & variables séparées, on 1’ écrit comme

dy _

<, = [@y & vy = f(x)dz,
ce qui donne

Iny = F(x) + ¢, F une primitive de f,

et donc
(1.1) y(z) = Cef@ C eR.

On peut montrer facilement que toutes les solutions de (H) sont données par (1.1)),
on appelle la fonction définie par la solution générale de I’ équation homogéne
(H).

1.3.3. Solution particuliere de (E). On cherche maintenant une solution particuliére
de (E). Cette solution n’a rien de particulier, ¢’est juste une solution parmi d’ autres.
Pour ce faire, on utilise la méthode dite de la variation de la constante, en cherchant
une solution de (F) sous la forme

(1.2) yo(@) = Cla)e" @,

la fonction C'(z) étant a déterminer. La constante C' dans (|1.1)) est devenue variable,
d’ ot le nom de la méthode. On porte la forme (1.2) dans I’ équation (E) et on
obtient :

yo(x) = C'(2)e" ) + C(2) F'(2)e" ™) = f(2)C(2)e" ™) + g(x),
soit comme F’' = f
C'(x)ef ™ = g(2) & CO'(z) = glx)e '@,
On est ramené & chercher une primitive de ge=". Si on fixe 2y € R on peut prendre

cw = [ "yt PO,

0

et donc la solution particuliére est :
i) =" [ g()e "V,
Zo

1.3.4. Solution générale de (E). La solution générale de (F) s’obtient en ajoutant
a la solution particulére trouvée plus haut, la solution générale de (H). On obtient
donc :

y(z) = Cef'@ 4 '@ / g(t)e FOt,

zo



wt

1.3.5. Ezxzemple.
3x

E)(@®+1) —zy=3c & f = —> .
(E) (a"+ 1)y —ay =3z < y vt e

On résout d’ abord -

H)y = .
(H)y 1Y

1
/Ldm =3 In(z? + 1),

24+ 1

On cherche une primitive

la solution générale de (H) est

y(x)zCe%an) Cvaz?+1, CeR.
On cherche ensuite une solution particuliére de (F) par la variation de la constante
yo(z) = C(x)vx? + 1, on obtient 1" équation pour C(z) :
3z 3z
/ 2 _ / _
C'(x)Vx +177x2+1 < C'(z) CEeEEh
On calcule [ (x%‘:’ﬁdm par le changement de variables © = 22 4 1, du = 2zdx on

obtient [ 3/2u~3/2du = —3u~%. On a donc

1

C(z) = =3(x* +1)"2 yo(x) = —3.
La solution générale de (E) est donc :
z)=-3+CvV22+1, CeR.
1.4. Equations linéaires d’ ordre 2. Une équation différentielle de la forme

a(x)y”(z) +b(x)y' (x) + c(z)y(z) = d(=),
ot a(x),b(x),c(z),d(x) sont des fonctions a valeurs réelles est appelée équation
différentielle linéaire d’ ordre 2. En général on ne peut pas résoudre explicitement
ces équations, sauf dans certains cas particuliers. Nous allons regarder le cas a
coefficients constants :

(B) ay”(z) + by (2) + cy(x) = d(z),
ou a,b,c € R avec a # 0.

1.4.1. Solution générale de I’ équation homogéne. On résout d’ abord 1’ équation
homogéne associée :

(H) ay”(z) + by’ (x) + cy(z )
Si on cherche des solutions sous la forme y(z) =
solution de I’équation caractéristique :

aX? + b\ + ¢ = 0;

P(\) =aX +b\+c¢
est appelé le polynome caractéristique de I’ équation (E).
On distingue selon le signe du discriminant A = b? — 4ac.

Si A > 0, on a deux racines distinctes réelles A1, A2 et la solution générale de
(H) est :

e on voit que A doit étre une

y(x) = CleAlz + C’ge)‘”, Cy,Cy € R.

Si A =0 on a une racine réelle double X et et la solution générale de (H) est :

y(z) = (C1 + Cox)e™® C1,Cy € R.
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Si A < 0 on a deux racines complexes conjuguées A + iw, A — iw (w > 0) et et la
solution générale de (H) est :

y(z) = C cos(wz)e® + Cysin(wz)e®, C1,Cy € R.
Une autre fagon d’ écrire cette solution est

y(z) = Re(zeP 1)) 2 € C.

1.4.2. Solution particuliére de I’ éguation avec second membre. Sile second membre
d(x) est arbitraire, on ne peut pas écrire de solution particuliére sous une forme

explicite. Néanmoins ¢’ est possible si le second membre est un ’exponentielle po-
lynéme’, c’est a dire de la forme

d(x) = e (A(z) cos(wz) + B(x)sin(wz)), A(z), B(x) polynomes de degré < n,

et \,w € R. On a comme cas particuliers A = 0 (il n’ y a pas d’ exponentielle) et
w =0 (il n’ y a pas de cosinus ni de sinus), et bien siir un des deux polynomes
A(z), B(x) peut étre nul.

La régle pour chercher une solution particuliére est la suivante : on cherche une
solution particulére sous la forme

yo(z) = 2P *(C(x) cos(wx) + D(z) sin(wz)), C(x), D(z) polyndmes de degré < n
et la puissance p vaut

0 si A + iw pas racine de P,

1 si A + iw racine simple de P,

2 si A + iw racine double de P,

1.4.3. Solution générale de I’ équation avec second membre. La solution générale de
(E) est alors obtenue comme la somme de la solution particuliére de (E) trouvée
au dessus et de la solution générale de (H).

1.4.4. Ezemples. On regarde d’ abord des équations homogeénes :
(H1) 3" — 3y’ +2y =0.
P(X\) = A\? — 3\ + 2, de racines 1,2 la solution générale de (H) est :
y(x) = Cre” + Coe®®.
(H2)y" =2/ +y =0,
P(X\) = A2 — 2)\ + 1, de racine double 1 la solution générale de (H) est :
y(z) = (C1 + Cax)e”.
(H3) y" —2y' +2y =0,
P(A) = A% — 2\ + 2, de racines 1 +1i, 1 — i la solution générale de (H) est :
y(x) = Cy cosze® + Cysinze®.
On regarde ensuite les équations avec second membre :
(F1) y" =3y + 2y = 2*

Le second membre est de la forme exponentielle polynéme avec A = 0,w = 0 donc
A+ iw = 0 qui n’est pas racine de P(\). On cherche donc une solution particuliére
sous la forme

yo(r) = apz® + a1z + a,



on met cette forme a priori dans I’ équation et on obtient par identification les
équations :

2a0 = 1,

2a1 — 6a0 = 0,

2a9 — 3a1 + 2a9 = 0,
c’est un systéme triangulaire, donc la solution est ag = %,al = 3/2,a2 = 7/4, la
solution particuliére est

1
yo(z) = ~2* +3/22 + 7/4.

2
(E2) y" =3y +2y=e""
a nouveau on regarde A + iw = —1, qui n’est pas racine de P()\), on cherche une
solution particuliére sous la forme
yO(fE) = aoe_wa

(ag étant un polynome de degré 0). On obtient en mettant cette forme dans 1’
équation ag = 1/6.

(E3) y" — 3y + 2y = ze”,
maintenant A + iw = 1 qui est racine, le polynéme est de degré 1. On cherche une
solution particuliére de la forme

yo(z) = xe”(agxr + aq),

a nouveau en mettant cette forme dans I’ équation on obtient les équations :

2&0 —a; = 0,
72(10 =1
et donc ap = —1/2, a; = —1, la solution particuliére est

yo(z) = xe"”(f%x —1).

1.4.5. Oscillations forcées d’ un pendule simple. L’ équation du mouvement d’ un
pendule simple est
y'(t) +wy(t) = 0,
w étant la fréquence d’ oscillation du pendule, qui s’ exprime en fonction de sa
masse et de sa longueur (y(t) est souvent noté (t)). Si on soumet le pendule & une
force extérieure (oscillations forcées), on obtient 1’ équation :
Y (t) + w?y(t) = cos(@t).
Le polynéme caractéristique est P(\) = A\? + w? de racines +iw.
Si & # w la solution particuliére est

la solution générale est :

y(t) = Cy cos(wt) + Co sin(wt) + — cos(wt),

W2 o2
les deux oscillations se superposent simplement, rien ne se passe.
Si w = w on doit chercher une solution particuliére sous la forme

t(acos(wt) + Bsin(wt)), a, B €R

et en mettant cette forme dans I’ équation on obtient 8 = 0,0 = —(2w)~!. La
solution générale est donc :

1
y(t) = C1 cos(wt) + Casin(wt) — 2—15 cos(wt),
w
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on voit que la fonction n’est pas bornée sur R mais fait des oscillations de période
w mais d” amplitude de plus en plus grande quand ¢ tend vers +oc0. Le pendule finit
par se casser, c’est le phénoméne de résonance.

1.5. Conditions initiales. On a vu que la solution générale d’ une équation diffé-
rentielle d’ ordre n = 1,2 dépend de 1 ou 2 constantes réelles. C ’est un phénoméne
général : la solution générale d’ une équation différentielle d’ ordre n dépend de n
constantes réelles. Pour les fixer, il faut imposer des conditions initiales. En général,
on fixe un intervalle I et on choisit ¢ € I. On considére le probléme suivant :

©) { F(z,y,y,...,y"™) =0,
y(xo) = ao, ¥'(xo) = ar,...,y" V(o) = an_1,
ou les constantes ag,a1,...,a,—1 sont fixées. Les conditions qu’ on rajoute a I’
équation
(E) F(z,y,y, ... ,y(”)) =0
sont appelées des conditions initiales.

Theorem 1.5. Le probléme (C) posséde une solution unique, qui existe sur un
intervalle I C I contenant xg.

En pratique, on cherche la solution générale de (E) et on détermine les constantes
arbitraires a 1’ aide des conditions initiales.

1.5.1. Ezemple. On reprend I’ équation du pendule forcé :
Y (t) + w?y(t) = cos(wt),
a laquelle on rajoute les conditions initiales :

y(0) =0,y'(0) = 1.
La solution générale est
1
y(t) = C1 cos(wt) + Ca sin(wt) — 2—tcos(wt),
w
on calcule

Y (t) = —Chwsin(wt) 4+ Cow cos(wt) — (2w) ™! cos(wt) + %sin(wt).

On obtient donc le systéme :

{ y(0) = C1 =0,
y'(0) = Cow — (2w) ™1 =1,

on trouve donc C; = 0, Co = w™! + (2w) 2.

2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

2.1. Définitions.

2.1.1. L’ espace R™. Onrappelle que R™ est I” ensemble des n-uplets X = (z1,...,z,).
, en particulier le plan R? est 1 ’ensemble des couples X = (z1,22), x1 et xo étant
les coordonnées canoniques du point X = (z1, z2).

On peut employer d’ autres coordonnées que les coordonnées canoniques, comme
par exemple les coordonnées associées & un autre repére (pas nécessairement ortho-
normé) ou encore les coordonnées polaires, ce qui conduit a 1’ image intuive du plan
R? comme une feuille de papier blanche. Choisir un systéme de coordonnées revient
& équiper cette feuille blanche d’ une grille de coordonnées, et a priori il n’ y a pas
de raison de choisir un systéme de coordonnées plutét qu’ un autre.



2.2. Fonctions de n variables.

Definition 2.1. Une fonction de n variables réelles (4 valeurs réelles) est une
application

DCR*—=R

(1, xn) — f(T1, .-, 20).

f:

Dans la suite on se restreindra au cas n = 2, 3. Il est courant dans la littérature
d’ utiliser les notations (x,y) au lieu de (z1,x2), et (z,y, z) au lieu de (z1,x2,z3).

2.2.1. Graphe.

Definition 2.2. Le graphe d’ une fonction de deux variables f : D — R est le sous
ensemble T'y C R défini par :

Ff = {(,’L‘l,aig,l'g) € RS : (.’1?1,,%2) c D7.’173 = f(a?l,l'g)}.

De méme que le graphe d’ une fonction d’ une variable réelle est typiquement une
courbe dans R?, le graphe d’ une fonction de deux variables réelles est typiquement
une surface dans R3.

2.3. Lignes de niveau.

Definition 2.3. Soit f : D — R une fonction de deux variables et a € R. L’
ensemble de niveau a de f est I’ ensemble

F'{a}) ={(z1,22) € D : f(a1,22) = a}.

Remark 2.4. On parle aussi de ligne ou de courbe de niveau, I’ ensemble f~1({a})
étant typiquement une courbe dans R2. Il est conseillé de méditer cependant les
exemples suivants : soit

f : RQ > (‘r17x2) — f(xlaxQ) = .’E% +1’§

Alors f=1({=1}) = 0 (une courbe de niveau peut étre vide), et f~1({0}) = {(0,0)}
(une courbe de niveau peut étre réduite o un point). Soit

f : RQ > (xl,xg) — f(xl,acg) =0.
Alors f~1({0}) = R? (une courbe de niveau peut étre une surface).

Il est facile de voir que deux courbes de niveau ne peuvent pas s’ intersecter, sauf
si elles sont confondues.

Lemma 2.5. Soit a # b e R. Alors f~*({a}) N f~1({b}) = 0.

En dimension n on définit de méme L, = {x € D : f(z) = a} = f~({a}), et on
parlera de surfaces de niveau si n = 3.

2.3.1. Ezemples. Soit f(x1,22) = 2% + 3. Alors
fsic<O,
L.=< (0,0)sic=0,
le cercle de centre (0,0) et de rayon 7 si ¢ > 0.
Soit f(z1,x2) = z122. Alors
les deux axes 0x1,0x2 si c =0,
Le= { une hyperbole d’ axes 0x1,0xy si ¢ # 0.

La preuve est évidente.
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2.4. Fonctions partielles, dérivées partielles. Soit f : D — R une fonction de
deux variables, ou pour simplifier la discussion on supposera que D = I x J, ou
I,J sont deux intervalles. Pour 1 € I, resp. zo € J on peut fixer considérer les
fonctions partielles :

f(x1,) I3y flon,y), fO,22): I3z f(z,22).

On peut donc considérer f comme une famille, indexée par x; € I de fonctions d’
une variable f(z1,-) : J — R. Il faut garder a 1’ esprit que ce point de vue est lié¢ au
choix des coordonnées canoniques sur R2. Si on change de coordonnées, par exemple
en prenant un autre repére du plan, ou en utilisant des coordonnées polaires, les
fonctions partielles changent.

On peut aussi définir les fonctions partielles en dimension n quelconque, en fixant
les valeurs de n — 1 variables.

2.4.1. Ensembles ouverts. On rappelle que la distance (euclidienne) d(X, X’) entre
deux points X, X’ € R™ est

n n

X, X") = (Y (i —a))E = 1X = X, ot [ X[ = (Y ).
i=1 i=1
Definition 2.6. Un ensemble D C R™ est ouvert si pour tout Xg € D il existe
0 >0 tel que

VX € R? tel que d(Xo,X) <9, ona X € D.

Si f est définie sur un ensemble D C R? ouvert et si X = (z1,22) € D, les
fonctions partielles f(x1,-) et f(,22) sont définies sur un voisinage de o, resp. x1.

2.5. Limites et continuité.

Definition 2.7. Soit f : D — R une fonction de deux variables définie sur I’ ouvert
D, Xoe D etleR. On dit que
li X)=1
o F(X)

st pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que si d(X, Xo) < 9 alors |f(X) —1] <e.
On dit que f est continue sur D si pour tout Xg € D on a

dm f(X) = f(Xo).

Notons que comme D est ouvert, on peut toujours choisir ¢ assez petit pour que
F soit définie en tout point X tel que d(X, Xp) < 6.

2.6. Opérations sur les fonctions continues. Les somme, produit, quotient
(quand il est défini) de fonctions continues sont continues. Si f : D — R est
continue et g : I — R est continue avec f(D) C I, alors go f : D — R est continue.

Ces remarques permettent de montrer qu 'une fonction de deux variables est
continue. On vérifie d” abord que les fonctions coordonnées (x1, z2) — x1 (z1,x2) —
2o sont continues. On en déduit ensuite que les fonctions polynémes de deux va-
riables sont continues.

2.6.1. Continuité partielle. La Définition 2.7] est la bonne notion de continuité d’
une fonction de deux (ou plus généralement n variables. Il est important de ne pas
la confondre avec une autre notion, celle de la continuité partielle, qui signifie que
pour tout Xo = (a,b) € D les fonctions © — f(z,b) resp. y — f(a,y) sont continues
au point a resp. b.
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Cette notion correspond & regarder uniquement les limites de f quand on se
déplace le long des axes de coordonnées. Il est facile de voir que la continuité im-
plique la continuité partielle. La réciproque est fausse, comme le montre I’ exemple
suivant. Soit

0si (x1,22) = (0,0).
On vérifie avec les remarques précédentes, que f est continue (et donc séparément
continue) en tout point différent de (0,0). On a f(0,z2) = 0 et f(x1,0) = 0 pour
tout x1, o et donc f est séparément continue en (0,0). Si f était continue au point
(0,0), on aurait en particulier lim;_,o f(¢,t) = f(0,0) = 0, ce qui est impossible car
f(t,t) = 3 pour t # 0.
La figure suivante illustre la différence entre la limite et les limites partielles.

2.7. Dérivées partielles.

Definition 2.8. Soit f : D — R une fonction définie sur I’ ouvert D C R™. On
dit que f admet des dérivées partielles % sur D si pour tout (z1,...,x,) € D les
fonctions partielles

i f(xh' .. 7mi—1ataxi+la- . -;xn)
sont dérivables en t = x;. Les dérivées respectives sont notées ﬂ(xl, ceyxp) et

Ow;
appelées les dérivées partielles de f.

Definition 2.9. Soit f : D — R une fonction définie sur I’ ouvert D C R™. f est
dite de classe C' sur D si f admet des dérivées partielles continues sur D.

2.8. Formule de Taylor a I’ ordre 1.

Theorem 2.10. Soit f : D — R une fonction de classe C' sur I’ ouvert D et
Xo € D. Alors on a

FX) = F(X0) + (X = Xo) - ¥ f(Xo) + X = Xo[[e(X) avee lim_e(X) =0,

%(Xo)
V F(Xo) = :

a(?TJ;(Xo)

est le gradient de f au point X et on rappelle que
1] = (2 +- +a7)E

est la norme du vecteur X.
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2.8.1. Gradient et lignes de niveau. La fonction : D € X +— ?f(X) € R" est un
exemple d’ un champ de vecteurs, que I’ on représente graphiquement en dessinant

en quelques points de D le vecteur V f(X) d ’origine X. Voici, sans démonstration,
et énoncées de maniére intuitive, quelques propriétés importantes du champ de
vecteurs ? f:

(1) ? f(X) est orthogonal a la ligne de niveau passant par X,

(2) ?f(X) pointe dans la direction ot f augmente,

(3) ||€ F(X)]| est d’ autant plus grand que f varie rapidement au voisinage de X.
2.9. Applications.
2.9.1. Dérivées de fonctions composées.

Proposition 2.11. Soit f : D — R une fonction de classe C* sur !’ ouvert D C R™
et g : I — R une fonction de classe C* sur 1’ intervalle I avec f(D) C I. Alors
go f est de classe C* sur D et

V(9o £)(X) = g (F(X)TF(X), X € D.
Dém. C’est un simple calcul en utilisant la dérivée des fonctions composées pour

calculer les dérivées partielles de g o f. O

Proposition 2.12. Soit f : D — R une fonction de classe C* sur !’ ouvert D C R"

et X : I — R"™ un paramétrage avec X (t) de classe C* sur I’ intervalle I. Alors
foX :I—R estde classe C' surR et

(foX)(t) = VAX(1) X'(t), tel.

Dém. On utilise le méme argument que dans la preuve de la Proposition 211} O

2.9.2. Extrema et points critiques.

Definition 2.13. Soit f : D — R une fonction définie I’ ouvert D C R™. On dit
que Xog € D est un

(1) maximum resp. minimum de f sur D si
f(X) < f(Xo) resp. f(X) = f(Xo) VX € D,
(2) maximum resp. minimum local de f sur D si il existe 6 > 0 tel que
F(X) < F(Xo) resp. £(X) > f(Xo) VX € D avee | X — Xo|| < 6.

Theorem 2.14. Soit f : D — R une fonction de classe C* sur I’ ouvert D C R™
et Xo € D un extremum local de f. Alors

H
V(X)) =T,
et on dit que Xo est un point critique de f.

Dém. Soit X un extremum local de f. Supposons que v f(Xo) # 0. Pour t assez
petit on a par la formule de Taylor & I’ ordre 1 :

V£ (Xo)
Xo +t——2Y 1)) = £(Xo) + te(t),
f(Xo + ||Vf(X0)”) f(Xo) + te(t)
ou lim;_,0 €(¢) = 0. On en déduit que
V£ (Xo) v
f(Xo +t||§f(X0) 1) > f(Xo) resp. < f(Xo)

pour t > 0 resp. t < 0 assez petit. Ceci contredit le fait que X est un extremum
local de f. O
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Remark 2.15. Comme pour les fonctions d’ une variable, les extrema locauz sont
des points critiques, mais la réciproque est fausse. Par exemple la fonction
(z,y) = 2® —y?
posséde le point critique (0,0), qui n’est pas un extremum local.
2.10. Dérivées partielles secondes, matrice hessienne.

Definition 2.16. f est de classe C? sur D si f et les n fonctions x +— %(m) sont
J
de classe C' sur D.

P Ay ; of (o bos —O°f
On peut alors considérer les dérivées partielles secondes 5a; ( B f), notées wi07;

Theorem 2.17 (Lemme de Schwarz). Soit f de classe C? sur D. Alors

Pf o Pf
8331095]- a 61‘]‘81‘1'

(z),Ve e D, 1 <i,5 <n.

A nouveau la conclusion du théoréme est fausse si on ne suppose pas la continuité

des dérivées partielles secondes. Donnons un exemple, qui sert aussi a illustrer
comment calculer des dérivées partielles.

2.10.1. Ezemple. Soit
3
1 )
! 22 si (z1,22) # (0,0)

flxr,@0) = ¢ @t +a3
0 si (z1,22) = (0,0).

On va montrer que f admet des dérivées partielles secondes en (0,0) mais que
°f 2°f
6;51612 (0’ 0) 7& (91‘28.%1 (07 O)'

2
Calculons %(O, 0) : c’est la dérivée en x1 = 0 de la fonction zq +— g—f(asl, 0).
10T2 T2
Il reste a calculer cette fonction. On a :

3
of o f(@1,m9) = f(x1,0) x1 a3
Oxo (xla 0) - hm;p2~>0 ) o~ ’ = hmIzHO m
lim 123
= 055 =
7 (2 + 23)

On en déduit que affigm((), 0)=0.

Calculons ensuite ﬁ(O, 0) : ¢ est la dérivée en x5 = 0 de la fonction x5 —

83?2811
5{’7]01(07 x2). Il reste a calculer cette fonction. On a :
— f(0,22) 73
DL (0,29) = lim f(x1,22) = /(0,25 = lim — 2
81.1( ) 2) x1—0 T x1—0 .'I,']_(.’I,‘% +Jf%)
lim 733% T
= O = 2.
N a2t 4 ad

On en déduit que %(07 0) =1.

2.10.2. Matrice Hessienne.

Definition 2.18. Soit f une fonction de classe C? sur D et Xo € D. On appelle
matrice hessienne de f au point Xo la matrice n x n notée H f(Xy) définie par
0 f

L0 1<i,j<n

Hf(Xo) = {
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Sin=2o0na

i 8% f

Txf (XO) Ox10x2 (XO)

i 8% f
02011 (XO) Ox2 (XO)
Le lemme de Schwarz implique que H f(X() est une matrice symétrique, c’est a dire
que

Hf(Xo) =

Hf(Xo)i; = Hf(Xo0)ji, 1 <id,5 <n.
2.10.3. Formule de Taylor a I’ ordre 2.

Theorem 2.19 (Formule de Taylor & 1’ ordre 2). Soit f : D — R de classe C?.
Alors pour tout Xg € D et X € D on a

FX) = F(X0)+ 9 F(Xo)-(X —Xo) 5 (X —Xo) - HF (Xo)(X ~ Xo)+]| X Xo %e(X)

ot
lim e(X)=0.
X—=Xo
2.11. Nature des points critiques. Soit f de classe C? sur 1’ ouvert D et Xy € D
un point critique de f. Pour savoir si X est un extremum, il faut considérer la
matrice hessienne H f(Xj).

Rappelons quelques résultats sur les matrices symetriques. Soit A € M, (R)
une matrice n X n symétrique. On sait qu’ il existe une base orthonormée de R"
(d1,...,Uy) formée de vecteurs propres de A, c’est & dire tels que Au; = A,
1 <j<n, A €R, T ensemble {\i,...,\,} étant I’ ensemble des valeurs propres
de A.

SiXeR et X =31 yi;,onay =X i et |X]?=>_,y2 car la base
(ty,...,udy) est orthonormeée.

On a donc

X -AX = (Z?:l Yitl;) 'A(Z;‘L:1 yji;) = Zi,j Yiy s - Aty
= 20, vyt Nty =30 Ay

On en déduit que si A; > 0 pour tout 7 alors

(2.1) X -AX > | X%, ¢ =min(\;) > 0,
et de méme si \; < 0 pour tout i alors
(2.2) X - AX < | X, ¢=max(\;) < 0.

Theorem 2.20. Soit f de classe C? sur I’ ouvert D et Xy € D un point critique

de f.

(1) si toutes les valeurs propres de H f(Xg) sont strictement positives, resp. stric-
tement négatives, alors Xg est un minimum resp. mazximum local de f ;

(2) si Hf(Xo) admet au moins deux valeurs propres non nulles de signe contraire,
alors Xg n’ est pas un extremum local de f.

Definition 2.21. Si toutes les valeurs propres de H f(Xo) sont non nulles, mais
pas toutes de méme signe, on dit que Xq est un point selle ou un point col de f.

Dém. Montrons (1) dans le cas ou toutes les valeurs propres sont strictement
positives. On applique la formule de Taylor & 1’ ordre 2 et (2.1) et on obtient :

F(Xo+ X) = F(Xo) + 5 X - HF(X0) X + [ XIPe(X) 2 F(Xo) + [ X[ (c + (X)),

ol ¢ > 0 et limx_,0e(X) = 0, ce qui montre que X est un minimum local. Le cas
ou toutes les valeurs propres sont strictement négatives se traite de la méme facon,

en utilisant ([2.2)).
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Montrons (2). Soit A; > 0, Ay < 0 deux valeurs propres de H f(X() pour les
vecteurs propres i, Us. En appliquant la formule de Taylor a4 1’ ordre 2 on obtient
que

F(Xo -+ 1) = f(Xo) + 58X+ £e(0),

ou lim;_,¢ €(t) = 0. On en déduit que f(Xo+td1) > f(Xo) et f(Xo +ti2) < f(Xo)
pour t assez petit, et donc Xy n’ est pas un extremum local.

2.11.1. Le cas de la dimension 2. En dimension 2 il n’ est pas nécessaire de calculer
les valeurs propres de H f(X() pour trouver la nature du point critique Xo. En effet
si A1, A2 sont les valeurs propres d’ une matrice 2 x 2 symétrique A (répétées avec
leur multiplicité si besoin est), alors detA = A\ A et trA = A; + A, ot la trace trd
est la somme des entrées de A sur la diagonale.
On en déduit que
1) si detH f(Xo) < 0, Xo est un point selle;

(

(2) sidetHf(Xo) > 0et trH f(Xo) > 0, X est un minimum local ;
(3) sidetHf(Xg) > 0et trH f(Xp) <0, Xo est un maximum local ;
(4)

4) si detH f(Xp) = 0 on ne peut rien conclure sur la nature de Xy, on dira que
X est un point critique dégénéré.

3. INTEGRALES CURVILIGNES

3.1. Arcs orientés.

Definition 3.1. Soit I C R un intervalle. Un arc paramétré dans R" est une
fonction

Ist— X(t) = (x1(t),...,zn(t)) € R™,

avec
(1) z;(t) de classe C* sur I

(2) X(t) # 0 pour tout t € I,

(3) X : I — R™ est injective, c’est a dire que X (t1) = X(t2) si et seulement si
t1 = ta.

Le vecteur X (t) = (£1(t),...,&n(t)) s appelle le vecteur vitesse a 1’ instant ¢.
Il est important de distinguer la fonction I > ¢t — X (¢) de son image

v={X(#):tell},

qui est une courbe dans R"™, appelée un arc géométrique. Le vecteur vitesse X (t)
est tangent & v au point X (t), et pointe dans la direction des ¢ croissants. L ’arc ~y
représente la trajectoire parcourue par le point matériel X (t) quand ¢ parcourt I.
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X(H) X(k)
X(&)
x8)

Dans la figure ci dessus la courbe de droite n’ est pas un arc paramétré (le mobile
X (t) passe au méme point en deux temps différents).

3.1.1. Changement de paramétrage.

Definition 3.2. Soit I 5t — X(t) € R" et J 3 s — Y (s) deux arcs paramétrés.
Ces deux arcs sont dits équivalents si il existe une fonction ¢ : I — J bijective avec
@' (t) > 0 pour tout t € I telle que

X(t) =Y (e(t), VteI.
3.1.2. Ezemples. Dans R? considérons les trois arcs paramétrés suivants :

(1) I=10,27], X(t) = (cost,sint),
(2) I=10,7], X(t0 = (cos2t,sin2t),
(3) I=10,27], X(t) = (cost,—sint).

Dans les trois cas 1’ arc 7y est le cercle unité. Les arcs paramétrés (1) et (2) sont
équivalents, dans les deux cas 7 est parcouru dans le sens anti-horaire. L arc (3)
n’ est pas équivalent aux deux autres, car -y est parcouru dans le sens horaire.

Le changement de variables s = ¢(t) s’ appelle un changement de paramétrage.
On identifie deux arcs paramétrés équivalents, ce qui conduit & la notion d’arc
orienté. Intuitivement un arc orienté est un arc géométrique (une courbe dans
R™) qui ne se recoupe pas, et qui est décoré d’ une fleche, représentant le sens de
parcours.

m
On utilisera la notation 7 pour désigner un arc orienté.

3.1.3. Changement d’ orientation. Soit Y un arc orienté et X : [a,b] — R™ une

m
paramétrisation de . On peut introduire la paramétrisation inverse, qui correspond
a renverser le sens de parcours, en posant

X(t)=X(b+a—t).

On a X(a) = X(b), X (b) = X(a). L’ arc orienté correspondant sera noté 7.
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3.2. Circulation d’ un champ de vecteurs.

Definition 3.3. Soit Y un arc orienté et R" > X U(X) € R™ un champ de
vecteurs. La circulation de U’ le long de CY\V, notée Circ(7, CY\v) est le nombre :

Cire(, 7) = /1 HX (L) - X(8)dt,

(%
ou I >t X(t) est une paramétrisation de 7.

Notons que pour que cette définition ait un sens, il faut vérifier que la circulation
ne dépend pas de la paramétrisation. Soit donc J 5 s — Y'(s) une autre paramétri-
sation équivalente, c’est a dire que X (t) = Y (¢(t)). On a donc X () = Y (p(t))¢'(t)
et par changement de variables s = (t) on obtient

/ FX () - X(t)dt = / Y (o (1) - V(o) (D)t = / 3V (s)) - V(s)ds.
I

I I

3.2.1. Réunion de deus arcs orientés. Soit 7 un arc orienté et M € 7. Soit [a,b] >
t — X (t) un paramétrage de C? et a < ¢ < b1 unique temps tel que M = X(c).
On peut écrire 87 = %71 U %}2 ou [a,c] 3t — X(t) est une paramétrisation de /’?1 et

[c,b] © t — X (t) une paramétrisation de Yo

YW oy -
b=

On a évidemment :
. — ~ . — ~ . — ~
Circ(d, v) = Cire(7, V1) + Cire(d, 72).
De méme on a
- ¥ . A
Cire(v, 7v) = —Circe(7, ),
la circulation change de signe si on renverse 1’ orientation de ?
3.2.2. Champs de gradient. Soit f : R® — R est une fonction de classe C'. Soit
m

7Y un arc orienté allant de A a B, c’est a dire que si [a,b] > t — X (¢) est un

paramétrage de Y ona X(a)=A,X () =1B.
Proposition 3.4. On a :
Cire(V£,7) = f(B) - f(A).

Dém. On a

b
Cire(v, 7) /[ ) ﬁf(X(t)) ~X(t)dt:/ %f(X(t))dt: f(B)—=f(A). O
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3.3. Longueur d’ un arc. On définit maintenant la longueur d’ un arc géomé-
trique.

Definition 3.5. Soit v un arc géométrique. La longueur de v est le réel (positif)

:/Mwm
I

ou I >t X(t) est un paramétrage de 7.

En dimension 2 ot X(t) = (z1(t),z2(t)) on a bien sar | X(t)|| = (1(t)? +
NORER

Comme pour la circulation, on vérifie que 1’ intégrale ne dépend pas du para-
métrage. En effet si J 3 s — Y(s) est un autre paramétrage de v il existe une
bijection ¢ : I — J tel que X(t) = Y (p(t)). La dérivée ¢'(t) est de signe constant
sur I, et X(t) = Y(o(t))¢'(t), donc || X (2)|| = [|[Y (¢(t))|||¢' ()] Par le changement
de variable s = ¢(t) on obtient que

Awwwaﬁmw@

3.4. Intégrale d’ une fonction le long d’ un arc.

Definition 3.6. Soit v un arc et f : R® — R une fonction continue. L ‘intégrale

de f sur -y est :
[ ra= [ secanixee

ot I 3t — X(t) est un paramétrage de 7.

Le symbole dl est parfois appelé I’ "élément de longueur". Pendant le temps dt
le point matériel X (t) parcourt la distance || X (t)||dt, ce qui justifie de remplacer dI
par || X (¢)]|dt.

Si la fonction f est positive sur v alors fv fdl est un réel positif.

Si la fonction f est la fonction constante égale & 1 on obtient

l(fy):/ldl:/dl.

Supposons que la fonction f représente une densité de masse, ¢’ est a dire que
f(X)dl est la masse d’ un petit arc de v partant de X € « et de longueur dl. Alors
fv fdl représente la masse totale de 1’ arc . La méme interprétation est valable si
f représente une densité de charge.

4. INTEGRALES DOUBLES

4.1. Introduction. On veut définir et calculer I’ intégrale double d’ une fonction
f sur un domaine D C R2?, notée

I = / f(ml,xg)dxldxg.
D

Sans donner la définition rigoureuse d’ une intégrale double (intégrale de Riemann),
rappellons simplement quelques propriétés que la notion d’ intégrale doit vérifier :
(1) I intégrale [[,, 1daidz, doit étre égale a1 aire du domaine D, notée A(D).
(2) si la fonction f est positive sur D alors [[,, f(x1,x2)dz1dzy doit étre un réel
positif.
(3) si f(X) = Mf1(X)+ Aafa(X) pour A1, A2 € R alors

// f($1,$2)d1‘1d$2 = )\1// f1(.131,$2)d331d.’132 —l—)\g/ fg(.’lﬁl,xg)dxldxg.
D D D
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Donnons maintenant quelques méthodes pour calculer des intégrales doubles. On
se raméne toujours a calculer des intégrales simples successives. La méthode de base
repose sur le théoréme de Fubini, que nous n’ énoncerons pas, mais que nous allons
expliquer dans des cas simples.

4.2. Cas d’ un pavé paralléle aux axes.

Theorem 4.1. Supposons que D = Iy x Iy ot I; = [a;, b;] (D est donc un rectangle,
auzx cotés paralléles auzr azes de coordonnées) et f : D — R une fonction continue.
Alors

//Df(xl,xg)dxldxg = /ab ( : f(xl,xg)d:m) dzy = /ab ( : f(xl,zg)dxg) dzy.

4.3. Cas plus général. Il est toujours fortement conseillé de dessiner d’ abord le
domaine D.

Theorem 4.2. Supposons que
D ={(z1,22) 1 a1 <1 < by, az(z1) <z < bo(z1)}

et f: D — R une fonction continue. Alors

b1 ba(z1)
// f(a?l,l‘g)dl‘ldl'g Z/ (/ f(l‘l,l‘g)dl‘2> dZZ?1.
D ai az(x1)

T‘XL

/7
4

gM'PL"’ de kw, QM)

>
Ay

grophe deey (3

A cause de la forme du domaine D on voit qu’ il vaut mieux intégrer d’ abord
en Ty, puis en x7.
Dans I’ exemple suivant, il vaut mieux intégrer d’ abord en x1, puis en x5 :

Theorem 4.3. Supposons que
D = {(x1,22) : a1(x2) < a1 < bi(w2), ag < < bo}

et f: D — R une fonction continue. Alors

b2 by (x2)
/] f(:r,l,l‘g)dl‘ldxg Z/ (/ f(Il,l‘Q)dl‘l) dl’z.
D a2 ay(x2)
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s / guaphe de by (2
N7

Jooghe de ()

4.4. Changement de variables. Soit

D—D

(W1, 92) = X(y1,92) = (@1(y1, 92), 22(y1,92)),

qu’ on interpréte comme le changement de variables entre coordonnées cartésiennes
(21, 22) et de nouvelles coordonnées (y1,y2), la transformation x servant a exprimer
les coordonnées cartésiennes (21, 72) en fonction des nouvelles coordonnées (y1,y2).
Le domaine D correspond a D, exprimé dans les nouvelles coordonnées (y1, y2).

X :

4.4.1. Coordonnées polaires. L' exemple standard est donné par les coordonnées
polaires (r,6) ou 7 € [0,+oc[ et 6 € [0,27] et 1 = rcosf,zy = rsind, r = (23 =
x2)z.

Dans le cas général on calcule la matrice

Oy Oz,
Dx(yw) = | 8 G0
oy1  Oy2

et on pose
|Dx(y1,y2)| = detDx(y1,y2),
appelé le jacobien de x.

Theorem 4.4 (Changement de variable dans les intégrales doubles). On a

/ f(z1, x2)dz1dxs =/~fOX(yhy2)|DX(y17y2)|dZ/1dy2~
D D

Dans le cas des coordonnées polaires on a

cosf —rsinf
D) = | o ! | i) =
ce qui conduit & la formule bien connue
dxdy = rdrdf.

5. FORMES DIFFERENTIELLES ET FORMULES DE STOKES

5.1. Le language des formes différentielles. Fixons D C R™, n = 2, 3.

5.1.1. Formes différentielles de degré 0. Une forme différentielle de degré 0 sur D
est simplement une fonction f: D — R.
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5.1.2. Formes différentielles de degré 1. Une forme différentielle de degré 1 sur D
est une expression

o= Z filx1, ..., xn)dz;, fi : D — R des fonctions sur D.
i=1

Par exemple en dimension 2 une forme différentielle de degré 1 est une expression
f (xl, xQ)dxl + fg(ﬂ?l, I2)d$2.

Pour I’ instant, on évite d’ attacher une signification précise aux symboles dx1,
dxs etc. 11 suffit se se rappeler que ces symboles figurent d’ habitude sous des signes
d’ intégration, et donc que des formes différentielles sont destinées & étre intégrées,
sur des courbes, sur des surfaces etc.

5.1.3. Le produit extérieur. On rajoute dans notre liste de symbole le produit exté-
rieur, ¢’est & dire qu’ on considére aussi des expressions comme dxi Adxs, dxe Adxs,
dxo A dry A dxs etc. Les régles de calcul sont les mémes que celles du produit vec-
toriel : on a

(5.1) de; Ndxj = —dxj Ndz;, 1 <14, <n,
et donc comme dx; A dx; = —dx; A\ dx;

Il est important de distinguer par exemple entre le symbole dzridrs qui désigne
un élément d’ aire infinitésimal et le symbole dz1 A dzo qui désigne un élément d’
aire infinitésimal orienté. En effet dxidzo est égal & dxadx; (on peut intégrer les
variables dans n’ importe quel ordre dans une intégrale double), mais dxy A dx; est
égal & —dxq A dxa, car le repére (€1, &) est direct, et le repére (€3, €7) est indirect.

5.1.4. Formes différentielles de degré 2. Une forme différentielle de degré 2 sur D
est une expression

n
o= Z fij(x1,. .., xn)dx; Adzj, fij : D — R des fonctions sur D.
ij=1
Comme dz; A dx; = —dx; A\ dx; on peut aussi écrire une 2-forme comme

n

o= Z gij(z1,. .., Ty )dx; Adxj,

1<i<j<n
ol g;; = fi; — [4i- En particulier une forme de degré 2 dans R? s’ écrit simplement
w = f(x1,z2)dx1 A dxs.

5.1.5. Formes différentielles de degré supérieur a 2. 1l est facile de deviner qu’ une
forme différentielle de degré d est une expression

o= Z filiz...id(x17'"7mn)dxi1 /\dﬂ?iz/\'-'/\dﬂfid.
11,82,---,%d
Les régles de calcul pour des expressions du type dx;, Adx;, A- - -Adz;, sont toujours

les mémes, basées sur 1’ antisymétrie : permuter deux symboles dx; et dx; cote a
coOte revient & multiplier le résultat par —1. Par exemple

dl‘l N dl‘g A d$3 = (dl‘l A d.]?g) N d.]?g = —(d.’l?g A dxl) N d.rg = —dxg A dl‘l A d$3
= —dxo A (dx1 Ndxs) = — — dzg A (dxs A dzq) = dzg A dzs A dzy.

En dimension 2 une forme de degré supérieur ou égal a 3 vaut 0 : en effet en
appliquant (5.1]) on a par exemple
dxi Ndxo ANdry = —dxy ANdxy Adxo =0 A dzy = 0.
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Plus généralement en dimension n une forme de degré d > n est nulle.

5.2. La dérivée extérieure. On introduit une opération, appelée dérivée exté-
rieure, qui fabrique une forme de degré d + 1 & partir d’ une forme de degré d. En
dimension 3, la dérivée extérieure correspond au gradient ou au rotationnel suivant
le degré de la forme & laquelle on 1’ applique, mais est beaucoup plus maniable,
en particulier parce que les formules sont valables dans n’ importe quel systéme de
coordonnées.

Definition 5.1. Soit f: D — R une forme de degré 0 (c’est a dire une fonction,).
On pose

df = Z a—f(xl, cey T )da.

ox
i=1 v

11 est tentant de confondre df et le gradient v f, mais il vaut mieux I’ éviter.
Notons par z; la fonction coordonnée R™ 3 (z1,...,2,) — x;, qui associe & un
point X sa i-éme coordonnée. On a alors

dﬁCi = dl’i,

ou dans le membre de gauche dx; désigne la différentielle extérieure de la fonction
ZT;.

Definition 5.2. Soit
o= Z filz, ... xy)de;
i=1

une forme de degré 1. On pose

da = zn:dfl A dxi.

i=1
Par exemple si n = 2 et a = fidx, + fodxro on obtient

da = (0, frdxy + Oy, frdze) A dxy + (On, f2 + Ou, f2)das

(5.2)
- (aﬂflfQ - afol)dwl A d$27

en développant les parenthéses et en utilisant les régles (5.1)) sur les propriétés de
A.

Proposition 5.3. Soit w une forme différentielle. Alors on a
dodw = 0.

Dém. Montrons simplement la proposition en dimension 2, la preuve en dimension
quelconque étant analogue mais plus pénible. Si w est de degré 1 ou 2 alors d o dw
est de degré 3 ou 4 donc vaut 0 comme nous sommes en dimension 2. Si w est de
degré 0, alors w = f est une fonction et en appliquant & a = df on obtient

0 f 0*f

dodo = (5~ 3.0

)dxl A dZEQ =0

a cause du lemme de Schwarz. O
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5.3. Changement de coordonnées. Les formules pour exprimer par exemple la
vitesse ou I’ accélération dans des coordonnées autres que cartésiennes (cylindriques,
sphériques) sont notoirement compliquées et difficiles a retenir. C’est bien plu simple
pour les formes différentielles.

Soit donc (z1,...,zy) les coordonnées cartésiennes dans R™ et (y1,...,y,) un
nouveau systéme de coordonnées. Le lien entre les deux systémes est donné par

Zq :xi(yh"wyn), 1 SZS’I’L
qui permet d ’exprimer les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles. Soit
w = E filizmid(.’bl,...,ZL’n)dl'il /\d.’Ei2 /\/\d.’Eld
11,82,.0y0d

une forme différentielle, exprimée dans les coordonnées cartésiennes. Pour trouver
son expression dans les nouvelles coordonnées, il suffit de considérer dr; comme
la différentielle de la fonction x;(yi,...,¥yn), dans les nouvelles coordonnées. On
remplace donc dx; par

n
dl’i = Z 8ij,»(y1, e ,yn)dyj,
7j=1

et z; par ;(y1,...yn) dans 1’ expression de w pour obtenir w dans les nouvelles
coordonnées.

Par exemple pour passer dans R? des coordonnées cartésiennes (1, r2) aux co-
ordonnées polaires (r, ) il suffit de se souvenir que

xr1 =rcosf, ro = rsinb,
et donc
dx1 = cosOdr — rsinfdf, dry = sinfdr + r cos 0d6.
Une 1-forme a = f1(x1,x2)dx1 + fo(x1,22)dxs 8* écrit donc en polaires comme
a = f1(rcos,rsinf)(cos@dr — rsin8dl) + fo(r cos 8, r sin 0)(sin Odr + r cos 6dF),

et on termine le calcul en développant les parenthéses.
Par exemple la forme o = xodx1 — x1dxs 8’ écrit en polaires comme

o = rsinf(cos fdr — rsin §df) — r cos O(sin Odr + r cos 0df) = —r2d.
5.4. Intégration des formes différentielles. On retiendra qu’ une forme diffé-
rentielle de degré d peut s’ intégrer sur un ’espace’ de dimension d orienté. Une
forme de degré 1 s’ intégre donc sur un arc orienté (dans R™), une forme de degré
2 sur une surface orientée etc.
Le cas des formes de degré 0 est particulier : un espace de dimension 0 est un

point (ou une collection de points), et I’ "intégrale" d’ une fonction f sur un point
Xy est simplement sa valeur en Xy, f(Xo).

5.4.1. Intégrale des formes de degré 1.

Definition 5.4. Soit 7 un arc orienté dans R" et o = > i<icn [i(X)dx; une forme

de degré 1. On définit I’ intégrale de o sur CY\V notée f:; « par

[=] ifAX(t))fci(t)dt,

ot I>t— X(t) = (x1(t),...,2,(t)) est un paramétrage de 5.
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Cette définition est évidemment similaire & celle de la circulation d’ un champ
de vecteurs. Néanmoins elle présente un avantage important : on peut calculer |, o
en utilisant n’ importe quel systéme de coordonnées. Il suffit d’ exprimer « et le

paramétrage de ?dans ces coordonnées.
5.4.2. Intégrale des formes de degré 2. Nous allons seulement donner la définition

en dimension 2 et 3 (la dimension 3 étant hors programme).
Dans R? un espace de dimension 2 est simplement un domaine D C R2.

Definition 5.5. Soit D C R? et a = f(x1,x2)dx1 A dxy une forme de degré 2. On

définit
/a::/ flx1,x2)dz1das
D D

Dans R? un espace de dimension 2 est une surface S. On a vu qu’ orienter un
arc revient a choisir un sens de parcours. Orienter une surface dans R? est un peu
plus compliqué : il faut pour celd fixer une facon de ’traverser’ la surface, c’est a
dire fixer un choix continu d’ un vecteur 77 normal & S.

o

Uune ovlt*l—&i"'u“ A" S.

Il faut d’ autre part comprendre ce que signifie paramétrer une surface dans R3 :
pour cela on fixe un ouvert D C R? (1 ’espace des paramétres) et une application

D — R?
(t,8) = X(t,8) = (x1(t, 8), x2(t, 8), x3(¢, 8)).
La surface S est simplement 1’ image de X :
S={X(ts):(t,s € D)},

et on dit que X : D — R3 est un paramétrage de S.
Par exemple en prenant D = {(t,s) € R? : t? + s> < 1} et

X(t,s) = (t,s,V1—1t2—s?),

la surface S est la demi sphére supérieure
S = {(x1,29,23) : 27 + 23+ 22 =1, 23 > 0}.
Pour (t,s) € D les vecteurs
0
SH(ts)
ox &,
rr = 5 (s
4
T3

W(tv S)



et

%1 4,5)
X 8
E(tﬂ S) = gis(t,s)
t,s)
0s

sont tangents a la surface S. Le paramétrage X : D — R3 est compatible avec I’
0X

0X
orientation de S, si en tout point X (¢, s) de S, le triedre (E(t’ s), a—(t, s),n(t,s))
s
est direct, ou n(t, s) est le vecteur normal a S au point X (¢, s).
Soit maintenant o = 32, _; ;3 fi(X)dz; Adz; une forme de degré 2. On remplace
X par X(t,s) et dz; par
8xi

5@

la forme « sur la surface S devient donc une expression de la forme

(t, s)ds,

a=g(t,s)dt \ds.

L’ intégrale f g« de a sur S est alors définie comme

/Sa:://Dg(t,s)dtds.

5.5. La formule de Stokes. Cette formule et certaines de ses variantes sont aussi
connues sous le nom de formule de Gauss, Green, Ostrogradsky etc.

5.5.1. Le bord d’ un arc ou d’ une surface orientés. Commencgons par définir le bord
m m
d’ un arc orienté 7. Si X : [a,b] — R™ est un paramétrage compatible de 7, le bord
de CY\V, noté 97 est la réunion des deux extrémités A = X(a) et B= X(b). A étant
le point initial et B le point final de CY\V, on affecte A d’ un signe — et B d’un signe
m
+, c’est & dire qu’ on ’oriente’ le bord {A, B} de 7.
Considérons maintenant une surface S dans R? ou R3. Son bord S est sa fron-
tiére, c’est une courbe ~. Il reste & lui fixer un sens de parcours. On adopte la
convention que si I’ on parcourt v dans le sens de la fleche, la surface S sera tou-

jours sur la gauche.
Le bord 05 devient donc un arc orienté.

D



26 CHRISTIAN GERARD

Theorem 5.6 (La formule de Stokes). Soit S C R™ une surface orientée (n = 2,3)
et a une forme de degré 1 dans R™. Soit 0S le bord de S, orienté par S comme

expliqué ci dessus. Alors on a
/ o= / da.
98 S

Ce théoréme est aussi valable si on remplace S par un arc orienté fvx Le bord de

%
7 est formé de ses deux extrémités {A, B} et on a

Adf — £(B) - f(4),

le signe — devant f(A) provenant de I’ "orientation" de { A, B} expliquée plus haut.

Notons qu’ on a déja vu ce résultat dans la section sur les intégrales curvilignes.
Donnons enfin une version plus explicite de la formule de Stokes en dimension 2.

Si D C R? est un domaine et o = fi (1, 22)dz1 + fo(x1, 2)dws une forme de degré

l1sur Dona
_ df2  Ofi
/aD fidzy + fadzo = //D(Tm1 —a@)daxldaﬁg.

5.6. Gradient, rotationnel. Rappelons d’ abord quelques formules usuelles dans
les cours de physique. On convient de noter par V le symbole

V=1 0
Oz,
Le gradient gradf d’ une fonction se note alors simplement par
- aTlf
Vf = aZEQf )
O f
le rotationnel rotv' d’ un champ de vecteur ¥ par
N N aml Ul
VATouV xv=| 0y x [ vy |,
8;63 VU3

i X U désignant le produit vectoriel, et la divergence divy d” un champ de vecteur
¥ par
V - T = Oy, 01 + O,V + O, v3.

— —

Comme - (@ x ¥) = 0 on retient par exemple facilement que divorotd = V-(V-x7) =
0.

5.6.1. Lien entre champs de vecteurs et formes différentielles. Dans ce cours, nous
avons systématiquement utilisé le language des formes différentielles. Bien qu’ il soit
plus difficile de se représenter concrétement une forme différentielle qu’ un champ
de vecteurs, I’ avantage de ce language réside dans son indépendence des choix de
coordonnées.

Le lecteur non convaincu est invité a calculer le rotationnel d’ un champ de
vecteurs en coordonnées sphériques. Il nous reste & donner le lien entre formes
différentielles et champs de vecteurs.

Une forme différentielle de degré 1

a = fi(z1,z0, x3)dxr + fo(x1, X2, x3)dxs + f3(21, 22, T3)dT3
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est identifiée au champ de vecteurs
fi(z1, 2, 73)
U= fa(z1, 2, 73)
f3($1,$2,$3).
Une forme différentielle de degré 2
o = fl(l’l, T2, (Z?g)dll?g A dl‘g -+ fg(l’l, T2, mg)dflig A dlL’l -+ fg(J?l, T2, :cg)dxl A d(ZEQ
est identifiée au champ de vecteurs
fi(wy, 22, 73)
Il_f: f2($1,.1'27.'173)
f3(@1, 22, 23).
Apreés ces identifications :
(1) le gradient et le rotationnel correspondent a la dérivée extérieure, (pour les
formes de degré 0 et 1 respectivement) ;
(2) 1 intégrale d’ une forme de degré 1 sur un arc correspond a la circulation du
champ de vecteurs correspondant ;
(3) I’ intégrale d’ une forme de degré 2 sur une surface correspond au flux du
champ de vecteurs correspondant.
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