Corrigé du partiel de Mathématiques Master 1 Mécanique
Durée 2h.

Le Lundi 26 Octobre 2009.

Exercice 1.

1) Les formules connues pour les coordonnées sphériques donnent le paramétrage :

[0, 7] x [0,27] 5 (p,0) — x(p,0) = (sinpcos,sinpsinf,cosp) € S.

2) Le vecteur normal unitaire extérieur au point z(p, ) est évidemment :

sin @ cos 6
U(p,0) = | sinpsind
Ccos
3) Au point z = x(p,60) € S on a:
I
dx)y=| 2o |, F(z) (z) =22 + 23 +23=1—23 + 23 =1 — cos®> ¢ + cos i,
x3

en utilisant que =3 + 23 + 1:% =1 comme z € S. D’autre part I’élément d’aire d2S sur la sphére
unité s’écrit en coordonnées sphériques d>S = sin pdpdf. L’intégrale donnant le flux est donc :
I= f027r df [T (1 — cos? ¢ + cos p) sin pdyp
= 27 foﬂ sin ¢ — sin ¢ cos? ¢ + sin ¢ cos dyp
= 27 [—cos<p+ %cosgcp — %coszgo]g
4 _ 8w

Exercice 2.

1) Le domaine D est U'intérieur du demi cone positif.




2) Pour la premiére identité, on intégre d’abord en ¢ pour z fixé, l'intégrale en ¢ porte sur
I'intervalle [|x|, +00[, 'intégrale en x porte sur R. Pour le deuxiéme on intégre d’abord en = pour
t fixé, 'intégrale en = porte sur 'intervalle [—t, ¢], 'intégrale en t porte sur [0, 4o0].

3) On utilise la premiére formule pour calculer [, dyv(t,z)dtdz. On obtient

IJp Owv(t, x)dtds = f+°° dxf Opv(t, x)dt
= —[73 v(lzl,z)da
= — f0+oo v(s,s)ds — ffoo v(—s, s)ds.

On utilise la deuxiéme formule pour calculer [[;, —0,v(t, z)dtdz. On obtient :

[p —0wv(t, x)dtdx = O+OO dt fft —0,v(t, x)dx
= [7u(t,—t) — v(t, t)dt
= 0+OO (s,—s)ds — +°ov(s, s)ds.

Par changement de variable s — —s on voit que :

/0+°° o(s, —s)ds = /_: o(—s, 5)ds.

En ajoutant les deux termes on obtient le résultat.

4) On calcule
(Or = 02)(Orsp + Oap)

= at290 - a%‘p + ata:c@ - amatcp
A cause de la relation de Schwarz.

5) On applique la formule précédente & v(t, z) = 0yp(t, z) + Op(t, z). On obtient que :

+oo
/ 02 p(t,z) — 02p(t, x)dtdr = —2/ Orp(s, s) + 0zp(s, s)ds.
D 0

On remarque que si f(s) = (s, s) alors f'(s) = Opp(s, s) + dxp(s, s). On obtient donc

+o0o
2 [ £(s)ds = 27(0) = 2u(0,0),
0
comme f(400) = 0.

Exercice 3.

1) On pose & = (x1,x2). L’équation des courbes caractéristiques est :

avec les conditions initiales #(0) = t°, 2(0) = z°. On trouve comme d’habitude #(s) = t° + s et
on a zf(s) = z4(s) = —z1(s). On obtient donc la solution :

x1(s) = 2§ cos s + 29 sins, xo(s) = —asins + x5 cos s.



En notant z(s) = X (s,°,2%) on sait d’aprés le cours que la solution est donnée par :

On trouve donc :
u(t,z) = g(xy cost — xgsint, xy sint + xg cost).

2) 11 est évident sur la formule que u(t + 27, ) = u(t, x), c’est a dire que u est 27 périodique en
t.



