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Exercice 1. Soient a, b > 0 et

γ = {(x, y) ∈ R2|x
2

a2
+
y2

b2
= 1}.

Calculer l’intégrale ∫
γ
|xy|dl.

Exercice 2. On considère dans R3 le demi cône T de sommet 0 et d’ouverture α, donné par

l’équation :
(tanα)z ≥

√
x2 + y2, pour α ∈]0, π/2[.

et la sphère C de centre 0 de rayon R. L’intersection de T et C définit une surface S.

1) En utilisant les coordonnées cylindriques, donner une paramétrisation de S. En déduire l’ex-
pression du vecteur normal à S associé et de l’élément d’aire dS.

2) Calculer l’aire de S.

Exercice 3. Soit u une fonction de classe C2 sur R2. On pose :

va(r, θ) = u(a1 + r cos θ, a2 + r sin θ),

pour a = (a1, a2) ∈ R2.

1) Calculer les dérivées partielles premières de va en fonction de celles de u.

2) On suppose maintenant que ∆u = 0. En utilisant la formule de Green, montrer que :∫
∂B(a,R)

∂u

∂ν
dl = 0, ∀a ∈ R2, ∀R > 0.

3) En déduire que ∫ 2π

0
va(r, θ)dθ = 2πu(a),

puis que : ∫
B(a,R)

u(x, y)dxdy = πR2u(a).

4) Montrer que si u est une fonction bornée sur R2 alors u est constante.

5) Généraliser ce résultat au cas de la dimension 3.

Exercice 4. On dit qu’une fonction v de classe C2 est sous harmonique sur le domaine U ⊂ R2

si :
−∆v(x) ≤ 0, ∀x ∈ U.



1) En utilisant la formule de Green montrer que pour tout x ∈ U , r > 0 tels que B(x, r) ⊂ U on
a : ∫

∂B(x,r)

∂v

∂ν
dl ≥ 0.

2) En déduire que

v(x) ≤ 1
πr2

∫
B(x,r)

v(y)d2y.

3) En déduire que
maxUu(x) = max∂Uu(x).

4) Soit φ : R→ R une fonction régulière et convexe (c’est à dire que φ” ≥ 0). Montrer que si u
est harmonique dans U , φ(u) est sous harmonique dans U .

5) Sous les mêmes hypothèses, montrer que la fonction v = |∇xu(x)|2 est sous harmonique.


