1 Rappels sur les équations différentielles ordinaires

1.1 Equations autonomes

On note par x = (z1,...,x,) la variable dans R™. Soit F': R" — R" une fonction
réguliere, que ’on considere souvent comme un champ de vecteurs sur R"®. On pose
F(z) = (Fi(), .., Fu(3)).

On considere I'équation différentielle :

dz(s)
ds

= F(x(s)), (1.1)

ou z(s) € R™ qui s’écrit aussi comme un systeme :

dz;(s)
ds

= F(x1(8),...xn(s)), i=1,...,n.

Ces équations différentielles sont appelées autonomes car le champ de vecteurs F'(z)
ne dépend pas du temps.

Pour fixer la solution de (1.1), il faut fixer une condition initiale, c’est a dire
résoudre :

(1.2)

ott #° € R™. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz affirme que le probléme (1.2) possede
une solution unique pour s €]7_, T, [, pour T_ < 0 < Ty dépendant de 2°. Dans la
plupart des cas T+ = +00, mais pas toujours.

La courbe dans R™ décrite par z(s) quand s décrit Uintervalle |T_, T, [ s’appelle
la courbe intégrale du champ de vecteurs F passant par z¥, ou aussi la trajectoire
du champ de vecteurs F' passant par z°. Pour indiquer la dépendance de z(s) en
fonction de la condition initiale 2°, on écrit :

z(s) = X(s,29).
On peut aussi fixer une condition initiale en un temps s arbitraire, c’est a dire
d
Wl = Fla(s),
2(s?) = 20,

Comme le champ de vecteurs F' est indépendant de s, la solution est donnée par :

résoudre :

(1.3)

z(s) = X(s — 5°,29).
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On peut aussi considérer pour s fixé, la fonction :
x— X(s,x)
comme une transformation X (s) de R™ dans R", par la notation :
X(s)(x) = X(s,).

La transformation X (s) est appelée le flot du champ de vecteurs F' pour le temps s.
Le fait que la solution de (1.3) soit unique entraine que :

X(s+t)(z)=X(s)o X(t)(z), ou X(s+1t) = X(s)o X(t), z,t € R. (1.4)

En d’autres termes, pour faire évoluer le systeme pendant le temps s + ¢, on peut le
faire évoluer pendant le temps ¢, puis recommencer (comme si on partait du temps
0) pendant un temps s. On remarque que :

X(0,z) =z, ou X(0) = Id, (1.5)
Id : R™ — R" étant la transformation identique, et donc :

X(s)7t = X(—s), (1.6)
ott X (s)~! désigne la transformation inverse de X (s). En d’autres termes pour savoir
d’oul on est parti, il suffit de remonter le temps en arriere pendant le temps s.

1.2 Equations non autonomes

On suppose maintenant que le champ de vecteurs F'(x) dépend aussi du temps,
c’est a dire que l'on fixe une fonction réguliere

F:R xR" — R",
(t,x) — F(t,z).

On considere I'équation différentielle non autonome :

(1.7)

Pour s” € R, 20 € R”. A nouveau elle posseéde une solution unique pour s €]7_, T, |,
T dépendant de (s°,zY).
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On peut ramener une équation non autonome & une équation autonome en ra-
joutant une variable supplémentaire, c’est a dire en considerant 1’équation :

) = Ft(s), 2(s)), (1.8)
t(0) = s, 2(0) = 29,

C’est une équation autonome dans R, avec le nouveau champ de vecteurs :
G(t,z) = (1,F(t,z)) € R*™,
La solution de (1.7) se note :
z(s) = X(s,5°,2%) = X(s,5") (),

pour indiquer la dépendence en fonction du temps initial s° et de la condition initiale
0

V.
L’analogue de (1.4), (1.5), (1.6) est :

X(s,t) = X(s,t1) 0 X(t1,5), X(s,8) =1Id, X(s,t)"1 = X(t,s). (1.9)

2 Equations de transport linéaires

2.1 Cas sans terme de source
On fixe une fonction réguliere :

F:RxR"—R"
(t,x) — F(t,z),

et on considere I’équation aux dérivées partielles :
{ %u(t,x) +>0, Fi(t,x)a%iu(t,x) =0 dans R x R,
u(0,z) = g(x),

ou g : R™ — R est une fonction fixée, appelée condition initiale. L’écriture condensée
est :

(2.1)

{ %u—i—F(t,m)-Vmu:OdanstR",

Ujt=0 = 9-
Dans la pratique la fonction wu(¢, x) représente la densité au temps ¢ et au point z

d’un fluide dont les particules se déplacent le long des courbes intégrales du champ
de vecteurs F'(t,x).
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Courbes caractéristiques
Pour résoudre 1’équation (2.1), on doit étudier les courbes caractéristiques, qui
sont les courbes intégrales (tracées dans R'*") de I'équation différentielle :

L”équation pour #(s) posséde la solution évidente t(s) = s + s”. L’équation pour
z(s) est une équation différentielle (en générale non autonome, si F' dépend de t)
vue dans la sous section 1.2.

La solution de cette équation est donc donnée par :

s) = s+ 8%, a(s) = X(s,5°,a0),
avec les notations de la sous section 1.2.

Lemme 2.1 Siu(t,x) est une solution de (2.1), la fonction

v(s) = u(t(s), 2(s))
est constante, pour tout (s, ).
Dém. on calcule :
v(s) = L Bu(t(s), 2(s)) + Vau(t(s), 2(s)) - 2
= Su(t(s),2(s)) + Vau(t(s), z(s)) - F(t(s),x(s)) = 0,

a cause de I’équation vérifiée par u. O

Le lemme nous dit que pour trouver la valeur de la solution en un point (¢, z), il
faut suivre la courbe (¢(s), z(s)) jusqu’a rencontrer un point ol on connait la valeur
de la solution, c’est a dire un point ou #(s) = 0. On obtient donc le theoréme :

Théoréme 2.2 La solution de (2.1) est donnée par :

u(t,x) = g(X(—t,t,x)).



2.2 Cas avec terme de source
{sec2.2}

On considere I'équation aux dérivées partielles :
{ Su(t,x) + 30, Fi(t,x)a%iu(t,x) = f(t,x) dans R x R™,
u(O,x) = g(x)v

ou f:RM™ 5 Ret g:R” — R sont deux fonctions fixées. La fonction f est appelée
terme de source, et correspond a la possibilité de créer (si f > 0) ou de détruire (si
f < 0) des particules de fluide au temps ¢ et au point x.

(2.2) {e2.1b}

Théoréme 2.3 La solution de (2.2) est donnée par :

0
u(t.) = g(X(tt2)) + [ fls+ 8 X (st
—t
Dém. le méme calcul donne que

V'(s) = fs +ta(s)).
Pour connaitre u(t,z), il faut ajouter a la valeur de u au point de la courbe ca-
ractéristique o ¢t(s) = 0 l'intégrale de f(s+ ¢, x(s)) le long de la courbe. O

2.3 Cas avec un terme de source linéaire en u (s0c2.3)
sSecs.

On considere 1’'équation aux dérivées partielles :
{ grult, o) + iy Fi(t @) fu(t,2) + eft, o)u(t, x) = f(t,x) dans R x R,
U(O,l‘) = g(-f),

Le terme additionel ¢(¢, x)u(t, ), correspond & un terme de source proportionel a wu.
Plutot que de retenir une formule, il vaut mieux considérer a nouveau v(s) =
u(t(s),z(s)). On obtient :

V(s) = Gult(s),a(s)) + Voult(s), z(s)) - F(t(s), z(s))
= —c(t(s), z(s))o(s) + f(i(s), z(s))-
La fonction (scalaire) v(s) vérifie donc une équation différentielle linéaire tres simple :

v'(s) = —r(s)v(s) + h(s),

(2.3) {e2.1c}

pour :
r(s) = c(t(s),z(s)), his) = f(t(s),x(s)),

que l'on résout par la méthode de la variation de la constante. On obtient :

U(s) — U(—so)e_ J2 o r(s1)ds1 +/ h(sl)e_fssl h(sz)dSstl'

—g0



3 Equations de transport non linéaires

On fixe maintenant une fonction réguliere :

F:R, xR xR, — R",
(t7 a""? u) — F(t7 x? u)?

et une fonction réguliere :

c: Ry xR} xR, — R,
(t,z,u) — c(t,z,u),
et on considere I’équation aux dérivées partielles :
{ Su(t,x) + 37 Fi(t, @, ult, x))a%iu(t,x) —c(t,z,u(t,xz)) = 0 dans R x R™,
U(O, .%') - g(:c),
(3.4)
ou g : R® — R est une fonction fixée, appelée condition initiale, et I'inconnue u est

une fonction scalaire u(t, x).
L’écriture condensée est :

{ %u+F(t,x,u) -Vau —e(t,z,u) = 0 dans R x R,
Ujt=0 = 9-

A nouveau u(t,z) représente une densité, mais la vitesse des particules F'(t,x,u)
dépend aussi de la densité, ainsi que le terme de source ¢(t,z,u). L’équation est
donc une équation non linéaire.

courbes caractéristiques

Il faut rajouter une variable additionnelle correspondant a u. Les courbes ca-
ractéristiques sont maintenant données par 1’équation différentielle :

di(s) _
ds 1’

) = F(t(s), 2(s), 2(5)),
L) = e(t(s), 3(5), 2(s)),
t(0) = 0,2(0) = 29, 2(0) = 2°.

Ce sont des courbes tracées dans R; x R} x R,. La premiere équation se résout
évidemment par t(s) = s.

(3.5)

Lemme 3.1 Si 20 = g(2%) et si u(t, ) est solution de (3.4), la fonction :

f(s) = u(t(s), x(s)) — 2(s)

est identiquement nulle.
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Dém. on pose v(s) = u(t(s),z(s)), et on calcule :

F(s) = Sult(s),2(s) %) + Vyu(t(s),a(s)) - 22 - 2
= Zult(s),2(s)) + F(t(s), 2(s), 2(5)) - Vault(s), 2(s)) — c(t(s), 2(s), 2(5)):

Comme u vérifie I’équation, on a :

Hru(t(s),2(5)) = —F(t(s), 2(s), v(s)) - Vau(t(s), 2(s)) + c(t(s), 2(s), v(s)),
et donc :

Fi(s) = Dult(s), 2(s) % + Vult(s), a(s)) - 42 — L)
)

(s),0(s)) — c(t(s), 2(s), 2(s))]
va(s),2(5)) = F(t(s), 2(s),v(s))] - Vsu(t(s), x(s))-

Par la formule des accroissements finis, on a, pour toute fonction G : R — R
dérivable :

52mm  +[F(t(s

|G(a) — G(b)| < Cla—1|.

On applique cette inégalité aux termes entre crochets, et on obtient que :

[f'(s)] < C|f(s)].

D’autre part on a f(0) = u(0,2°) — 20 = 0 si 2% = g(2°). Dans ce cas on a en
intégrant :

sl<c /0 | F(s1)ldsy.

Par l'inégalité de Gronwall, on en déduit que f(s) = 0 pour tout s. O

On va utiliser le lemme pour trouver une formule donnant la solution de (3.4).
Méthode :
1) On résout I'équation différentielle :

2 — (s, 2(s), 2(s)),
) — o, 2(s), 2(s)), 2(0) = 2, 2(0) = g(a?),

c’est a dire qu’on résout (3.5) (sachant que t(s) = s), avec la condition initiale pour

2(0) donnée par le lemme. Pour indiquer la dépendance en z°, on pose :

z(s) = X (s, 2).



2) On résout (c’est possible pour s assez petit), ’équation en y :

X(s,y) ==,

ou s, x sont des parametres.
3) On note la solution de cette équation :

y=Y(s, ),

pour indiquer la dépendance en s, x.
4) La solution de I’équation (3.4) est alors donnée par

u(t,x) = z(t,Y (¢, x)).

3.1 Cas particuliers simples
L’équation des caractéristiques se simplifie si ¢(¢,z,u) = 0. Dans ce cas on a

2(s) = g(z) pour tout s, et il ne reste que I’équation différentielle en =

On a donc :
u(s, X (s,2)) = Cste = g(x),

et donc :
u(t,x) = g(Y(t, z)).

Un cas encore plus simple est quand ¢(¢, z,u) = 0 et F'(t,z,u) = F(u). L’équation

en x devient : ds(s)
z(0) = 29,

de solution :
z(s) = 2 + sF(g(2")).

Tous les calculs sont donc explicites.



