Corrigé du partiel Maths 255 S3PC

Le Vendredi 6 Novembre 2009.

Exercice 1. On calcule les dérivées partielles en appliquant les régles habituelles, on obtient :

G (z,y) = yf(x +y) +ayf (@ +y),
L?(xay) =zf(x+y)+zyf(z+y),
O (2, y) = yf'(zy)e™ + yf(zy)e™,

O (1,y) = af (xy)e™ + a f (zy)e™,

s (2,y) = 22f" (2% + y?),

O (2,y) = 2yf' (2 + ).

Exercice 2.
Cas de la fonction F; : on calcule les dérivées partielles de F; :

9 (2,y) = ™ + y(x — y)e™,
Gl(z,y) = —e™ +z(x — y)e™,

Le point M = (z,y) € R? est un point critique si et seulement si :

{ e™(1+y(x—y)=0
e (~1+a(r—y)=0"

c’est & dire :

v —ay=1
2 —xy=1

En faisant la différence des deux lignes on obtient que z? = 32, c’est a dire que = y ou z = —v.
Si z = y les deux équations donnent 22 — 22 = 1 ce qui est impossible. Si # = —y les deux

équations donnent 222 = 1 soit x = i\%. On trouve donc les deux points critiques

1 1 1 1
N ARV A VA

Pour déterminer la nature des points critiques, on calcule la matrice Hessienne. On a

My = ( ).

2 2
Tt (2,y) = 2y 2z = y)e™, Fpi(z,y) = 2w — y)e + ay(z — y)e,

S5 (w,y) = —2we™ + y?(z — y)e™.

Au point My la matrice Hessienne est donc égale & :

9-1/2 _91/2 93/2 _ 9-1/2

_1
A=e2 93/2 _9-1/2 9-1/2 _ 91/2

Le déterminant de cette matrice vaut :

(2712 V22 (232 o7 /2 — (1/2 42 -2) — (8 +1/2—4) = —4.



La matrice Hessienne a donc deux valeurs propres non nulles de signe contraire, My est un point
selle.
Au point M7 la matrice Hessienne est égale & — A, le point M est donc aussi un point selle.
Cas de la fonction F5 : on obtient :

L’équation donnant les points critiques est donc

cosx =0
2y—2=0"
c’est a dire qu’'on obtient les points critiques My = (w/2 + km, 1), pour k € N. La matrice

Hessienne est
—sinz 0
HF2(x7y): |: 0 2:|7

qui vaut au point Mj :

Ay = { (0 } |

Le déterminant de Ay est 2(—1)**! qui vaut —2 si k est pair, +2 si k est impair. La trace est
2+ (—1)k+1, qui vaut 1 si k est pair, 3 si k est impair. On en déduit que My est un point selle
si k est pair, et un minimum local si k est impair.

Exercice 3. On calcule
#1(t) = —sint(1 4 cost) —sint cost = —sint — sin 2¢,
#o(t) = cost(1 4+ cost) —sin® t = cost + cos 2t,
puis
|Z(t)[|* = (sint + sin 2t)* 4 (cost 4 cos 2t)? = 2 4 2 cost cos 2t + 2sint sin 2t = 2 + 2 cost.

On a donc

1(~) :/OWHx'(t)H dt = \/5/07r V1+ cost dt.

En utilisant la relation cos? § = %(1 + cos 26), on obtient que

T w/2 w/2
l(v):2/ | cos(t/2)] dt:4/ | cos s d5:4/ coss ds = 4.
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